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0.1. Wstep

Table 1. Typy analizy wielowymiarowej statystycznej

typ | argumentu kategoryczny ilosciowy | mieszany |

kategoryczny | tablice kontyngencji, logliniowy logit logit

odpowiedzi Tosciowy ANOVA regresja | ANCOVA

Kategoryczne:
— nominalne
— porzadkowe
Tlodciowe:
— przedzialowe
— ilorazowe
— dyskretne
The Framingham Heart Study is a long-term, ongoing cardiovascular study on
residents of the town of Framingham, Massachusetts. The study began in 1948
with 5,209 adult subjects from Framingham, and is now on its third generation
of participants.[1] Prior to it almost nothing was known about the "epidemiol-
ogy of hypertensive or arteriosclerotic cardiovascular disease".[2] Much of the
now-common knowledge concerning heart disease, such as the effects of diet,
exercise, and common medications such as aspirin, is based on this longitudinal
study. It is a project of the National Heart, Lung, and Blood Institute, in col-
laboration with (since 1971) Boston University.[3] Various health professionals
from the hospitals and universities of Greater Boston staff the project.(patrz
tab.2)

Table 2. Framingham Longitudinal Study of Coronary Heart Disease

’ Choroba wiencowa \ Cholesterol mg/cm? \ Ci$nienie skurczowe mm Hg ‘
y \ | <127 | 127-146 | 147-166 | 167+ |

< 200 2 3 3 4

obecna 200 - 219 3 2 0 3

220 - 259 8 1 6 6

> 260 7 12 11 11

< 200 117 121 47 22

brak 200 - 219 85 98 43 20

220 - 259 119 209 68 43

> 260 67 99 46 33

0.2. Rozklady zmiennych kategorycznych

Rozktad Bernouilliego

PY=1)=mP(Y=0=1—-x

EY)=m, VY¥)=n(1-m)

Rozktad dwumianowy
Y1,Ys,...,Y, sa niezalezne i o identycznym rozkladzie Bernouilliego. Y =
o, Y jest liczba sukcesow.

N O L
EY)=nm, VY)=nr(l-m)

Rozktad wielomianowy



Uogolnienie rozktadu dwumianowego

Kazde z n niezaleznych, identycznych doswiadczen konczy sie jednym z c
mozliwych wynikéw.

Niech A;; zdarzenie, ze i-te do§wiadczenie zakoniczy sie j-tym typem wyniku.

1 Ais
Yij = { 0 A’,j,

)

P(Y;J :1):7Tj.

Zmienne N; = Y0 | Vi, dlaij =1,2,...,c maja rozklad wielomianowy.
n! ni, N2 Ne
P(Nl:nl,N2:n27...’Nc:nc):mﬂ'l 71'2 "'7TC

N; maja rozktad dwumianowy, stad

E(NJ) = mrj, V(NJ) = ’17/]'(']' (]. - 7Tj), CO'U (Nj,Nk) = —n’lTj’]Tk
Rozktad Poissona

Aproksymacja rozktadu dwumianowego za pomocy rozktadu Poissona
Zwiazek miedzy rozkladem wielomianowym a rozkladem Poissona

Niech Y7, Ys, . .. beda niezaleznymi zmiennymi o rozkladzie Poissona, F (Y;) =
M-

P[(Y| =n,Y,=n,,....Y, =n(.)|ZY} =n]

P(Y,=n,.Y,=n,,....Y. =n.)

2 P c

P(LY; =n)

IT;[exp( —p;) i /n;!] n! _
] = | 1_[ 71';'”’5

exp(—Zm)(Zpy) /nt Thimd =

gdzie

Hi

DM

T, =

Jest to wiec rozklad wielomianowy.



Chapter 1

Whnioskowanie statystyczne dla danych
kategorycznych

1.1. Funkcje wiarygodno$ci i estymacja najwiekszej
wiarygodnoSci

Metoda estymacji - najwiekszej wiarygodnosci. Przy bardzo stabych za-
tozeniach (777) np takich Ze zbiér parametréow jest skoriczenie wymiarowy,
prawdziwa warto§¢ parametru lezy wewnatrz obszaru dopuszczalnego, estyma-
tory maja wlasnosci
— s3 asymptotycznie normalne
— s3 asymptotycznie zgodne
— sa asymptotycznie efektywne (minimalny btad standardowy)

Funkcja wiarygodnosci ....
Oznaczenia:
— [ - parametr
— B - estymator ML
— [ (p)- funkcja wiarygodnosci
— L(B) =1g(l(B)) - logarytm funkcji wiarygodnosci
Dla wielu modeli L (3) jest wklesta i minimum jest rozwiazaniem réwnania

OL (B)
p

=0

Przy zalozeniach

ASSUMPTION L. The derivatives d log p/df, d* log p/df®, and d° log p/de*
esist, for almost all x in an interval A of @ including the true value.

ASSUMPTION 2. At the true value of &,

p'[x. ) ] :J*‘{n i) ﬂ] -0
F{JH plx 0) .ﬂ{x- i)
pix, 6)°
E[ 0. 0) ﬂ] =10,

where the primes denote differentiation with respect to 8.

ASSUMPTION 3. Forevery 0in 4,
dlog p

T | < ME, EIM()[0] < K,

where K is independent of .
Let x, ..., &, be n independent observations {r.v.'s) and put

Hilx) = E]ﬁg plx;,

- = U-'r-
zp{xh

cov (B) jest asymptytycznie odwrotno$ciag macierzy informacyjnej, postaci

d*L(B)
(7Bj B,
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1.1.1. Estymacja dla rozkladu dwumianowego
L(m) = log[ﬂ--"(l — 17)”_"‘] =ylog(w) + (n —y)log(1 — 7).

oL(w)/om=y/m— (n—y) /(L — 7) = (y — nm) /7 (1 — 7).

LY
—E[0*L(m) /o] = E|y/m* + (n —=y)/(1 = =))| =n/[=(1 - =)].
Stad

m(1—m)

SE (m) =

co daje sie wyliczy¢ bezposrednio

fw(l — o
E(w) =, o(m) = %

1.2. Tréjka: testy Walda - ilorazu wariancji - punktowy
(score test)

Testowana jest hipoteza Hy : 8 # By, Ho : B = Bo
Statystyka testowa

= (Jé - B())/SE

gdy B8 = By ma asymptotycznie standardowy rozklad normalny
22 ma rozktad x? z jednym stopniem swobody (jest to statystyka Walda)
Wielowymiarowy wariant statystyki Walda:

~ ] ~ -1, ~
W= (B — Bo)[cov(B)] (B - Bo)
W ma wielowymiarowy rozktad x? z liczbg stopni swobody, réwna rzedowi
macierzy cov (B .
Statystyka testu ilorazu wiarygodnosci:

—2logA = —2log(/,/)) = =2(Ly — L,),

gdzie
lo =max (I (B) : 8 € Hyp),

I :max(l(ﬁ) Z,BEHoUHl),

Wilks pokazatl, ze statystyka testu ilorazu wiarygodnosci ma asymptotycznie
rozklad x? z liczbg stopni swobody, réwng réznicy wymiaru przestrzeni HoU H
i wymiaru przestrzeni Hy.

Statystyka punktowa (Fisher,Rao)

Funkcja punktowa

u( B) = aL(B)/B.

Wtedy
[u(B)]® _ [IL(B)/3Bo)"
( Bo) _E[’QEL(B)/JB(E]

ma rozktad x? z jednym stopniem swobody. Postasé¢ normalna jest pier-
wiastkiem z tej statystyki.
Jest wielowymiarowa wersja tego testu.
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L(B)

Ly
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1
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Wykres funkeji L w przypadku jednowymiarowym.

Test Walda bada iloraz estymatora g i zakrzywienia funkcji L.

Test punktowy bada nachylenie i krzywizne L (8) w punkcie 0.

Test ilorazu wariancji jest roznica —2 (Lo — L1). Jest on najbardziej elasty-
czny, gdyz uwzglednia zachowanie dwoch wymienionych wcze$niej statystyk.
Dla umiarkowanych wartosci n statystyka ilorazu wiarygodnosci jest bardziej
stabilna niz statystyka Walda.

1.3. Przedzialy ufnosci

Przedziaty ufnosci sa zazwyczaj bardziej czytelne dla odbiorcy niz testowanie
hipotez.

Mozna je otrzymaé przez zastowanie odpowiedniodci: test na poziomie «
odpowiada przedziatowi ufnosci na poziomie 1—a, otrzymanemu przez rozwigzanie
nieréwnosci ze statystyka testowa i wartoscig krytyczng testu.

3—50‘/5E<

Przedzial ufnosci Walda powstaje z rozwigzania nieréwnosci
Zq/2 czyli ma postac B+ 2a/25E.

Przedzial ufnosci ilorazu wiarygodnosci spelnia nier6wnosé —2 [L (Bo) — L (B) <x3 (oz)} .
Ten przedzial jest zalecany dla matych i umiarkowanych wartosci n.

1.4. Wnioskowanie statystyczne dla parametru w
rozkladzie dwumianowym

Statystyka Walda

T — Ty T — Ty

WTTSE T JR(l-m)m

Statystyka punktowa

y n—y n

u(ﬂ-ﬂ) - 1T_{, - 1 - Ty , L(TTU) - 77{1(1 - 770)

posta¢ normalna
u(m) y —nm, T —

[L("'TO)]I/2 ) 1/"770(1 — ) - \/"70(1 — ) /N

Zg =
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Statystyka ilorazu wiarygodno$ci
Lo = ylogmo + (n — y)log (1 — mo)

Ly =ylog@+ (n—y)log (1 — %)

# 1—#
~2(L, — L) =2{ylog— + (n —y)log

Ty 1 - T
Roéwnowaznie
_2(L —L)*Z ' lo L—i_(n_’)lo n-—y
' I ’ g”ﬂ'ﬂ Yo nm,
Mozna to wyrazi¢ formuta
2 | sukcesylo _sukcesy + porazkilo _ porazki
Y8 E (sukcesy) p g E (porazhi)

1.4.1. Przedzialy ufnosci dla rozkladu dwumianowego

Odwrécenie testu Walda

) (1 — )
Tz o\
n

Przedzial ten byt jednym z pierwszych w historii (Laplace 1812) przedzialow
ufnosci.

Ma on jednak zle wtasnosci i moze byé poprawiony (Wilson, Agresti i Coull
- patrz zadania na ¢wiczenia)

Odwrocenie testu ilorazu wiarygodnoS$ci

Przyktad

Wsréd losowo wybranych 25 oséb nikt nie okazal si¢ wegetarianinem. Jakie
jest prawdopodobinistwo spotkania wegetarianina w populacji?

Stosujac przedzial Walda mamy 7 = 0 a wiec przedzial bedzie mial postaé
(0,0)M!

95% przedzial ufnosci powstaly z odwrécenia testu ilorazu wiarygodnogci:

—2Ly = Ly) = =2[L(m,) — L(7)]
= —50log(1 — m,) < x2(0.05) = 3.84.

gdzie L (m) = 25In (1 — )
Przedziat ufnosci ma wiec postaé

(0,1 — exp (—3.84/50)) = (0,0.074)

1.5. Wnioskowanie statystyczne dla parametréw rozkladu
wielomianowego

Logarytm funkcji wiarygodnosci dla jadra rozktadu:

L(rm) = an In (7;),
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Zc:ﬂ'j =1
j=1

Rozwiazanie jest postaci
c
N nj
Ty =5 N= E ny
n :
Jj=1

1.5.1. Statystyka y? Pearsona (Pearson, 1900)

Rozwaza si¢ problem
Ho LT =T

Hy:m#mg
Statystyka testowa
2 Z;:l (nj B :u’j)2
X =
Hj

gdzie p1; = nmjo.

Niech y2 bedzie zaobserwowana wartoscia probki. p-wartosé testu jest rowne
prawdopodobienstwu P (X2 > X%); ktore mozna obliczy¢ jako sume prawdopodobienstw
w rozkladzie wielomianowym, odpowiadajacym wszystkim uktadom nq,no, ..., n.
ze Y. n; = noraz spelniony jest warunek x? > x3.

Prawdopodobiefistwo to mozna w przyblizeniu obliczy¢, dla duzych n; z
rozkladu x%z ¢ — 1 stopniami swobody : p = P (X3—1 > X%)-

Among its many applications, Pearson’s test was used in genetics to test
Mendel’s theories of natural inheritance. Mendel crossed pea plants of pure
yellow strain with plants of pure green strain. He predicted that second-gen-
eration hybrid seeds would be 75% yellow and 25% green, yellow being the
dominant strain. One experiment produced n = 8023 seeds, of which n, =
6022 were yellow and n, = 2001 were green. The expected frequencies for
Hy:ary, = 0.75, 7,, = 0.25 are p, = 8023(0.75) = 6017.25 and u, = 2005.75.
The Pearson statistic X? = 0.015 (df = 1) has a P-value of P = 0.90. This
does not contradict Mendel’s hypothesis.

Mendel performed several experiments of this type. In 1936, R. A. Fisher
summarized Mendel’s results. He used the reproductive property of chi-
squared: If X?,..., X/ are independent chi-squared statistics with degrees
of freedom v,,..., v, then ¥;X; has a chi-squared distribution with df =
Y, v;. Fisher obtained a summary chi-squared statistic equal to 42, with
df = 84. A chi-squared distribution with df = 84 has mean 84 and standard
deviation (2 x 84)'/? = 13.0, and the right-tailed probability above 42 is
P = 0.99996. In other words, the chi-squared statistic was so small that the fit
seemed foo good.

Fisher pokazal, ze
C

272 2
X = Tj7
j=1

gdzie wielkosci, zwane resztami Pearsona

b
N

maja asymptotycznie standardowy rozktad normalny.

1.5.2. Test x? ilorazu wiarygodnosci

Uwzgledniajac estymatory NW dla hipotez Hy : 8 = By przeciwko hipotezie
H, : B # By iloraz wiarygodnosci jest postaci:

Hj 77%

A= 1L (g™
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Statystyka ilorazu wiarygodno$ci wyraza sie wzorem:
G* = —2logA = Qan log (n;/nmjo)

Przestrzen parametryczna zawiera wektorm = [my, o, ..., 7] z warunkiem
> m; =1 a wiec jest wymiaru ¢ — 1. W przypadku hipotezy Hy zawiera ona po-
jedynczy wektor g a wiec ma wymiar 0. Asymptotycznie,w przypadku hipotezy
Hy,G? ma rozktad x? z ¢ — 1 stopniami swobody.

Podobnie asymptotycznie,w przypadku hipotezy Hy, test Pearsona y? ma
rozktad x? z ¢ — 1 stopniami swobody. Co wiecej, mozna pokazaé, ze w tym
przypadku, x? — G2 zbiega wedtug prawdopodobienstwa do 0.

Gdy zachodzi hipoteza H;, obie statystyki rosng proporcjonalnie do n (!!!)
i nawet dla duzych wartosci n nie osiagaja podobnych wartosci.

Dla ustalonego c statystyka x? Pearsona zbiega do rozkladu x? szybciej, niz
statystyka G2.

Przyblizenie przez rozklad x? rozkladu statystyki G? jest stabe, gdy zachodzi
nieréwnoéé¢ n < He.

1.5.3. Testy z prawdopodobieristwami, zaleznymi od parametru

W estymacji prawdopodobieristwa m moga by¢ zalezne od parametru 6, m =
m(0).W takim przypadku estymacja NW polega na znalezieniu estymatora 6

parametru 6, wyznaczajacego estymator NW parametru m: «# =7 (é) Wplywa

to na liczbe stopni swobody testu x? Pearsona!: jezeli dim (§) = p to liczba
stopni swobody t4estu jest rowna df = (¢ — 1) — p.

Przyktad

Cieleta mleczne byly obserwowane, czy w ciggu pierwszych 60 dni zycia
przeszly zapalenie pluc, a nastepnie czy wsrdd tych, ktére zachorowaly, wys-
tapilo w ciggu kolejnych dwoch tygodni wtérne zapalenie pluc. Pytanie: czy
prawdopodobienistwo wtérnego zachorowanie jest inne od prawdopodobieristwa
zachorowania pierwotnego.

Secondary Infection®

Primary Infection Yes No
Yes 30(38.1) 63 (39.0)
No 0(—) 63 (78.9)

Source: Data courtesy of Thang Tran and G. A. Donovan, College of Veterinary Medicine,
University of Florida.

“Values in parentheses arc estimated expected frequencies.
Uwaga na zero strukturalne!!
Niech m;; oznacza prawdopodobieristwo konfiguracji zdarzen w tabeli. Wt-
edy

711
Hi:my # %
T4
przeciwko
11
HO T =
14+

Oznaczmy przez 0 = 7w1,.. Wtedy, przy zatozeniu Hy rozktad prawdopodobienstwa
w tabeli zalezy wylgcznie od parametru 6:

Infekcja wtoérna
Tak Nie Razem
Tak 02 0(1-0) 0
Nie - 1-0 1-0

Infekcja pierwotna

1 Pearson nie zdawal sobie z tego sprawy! Poprawne rozwigzanie tego problemu nalezy
do Fishera.
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Jadro funkcji wiarygodno$ci ma postac:
(6*)™ (@1 —0)" (1—6)".
Logarytm tego jadra
L(0) = (2n11 + n12) log (0)+(n12 + na2) log (1 — ) = (n11 + n14) log (6)+ni2log (1 —6).
Po przyréwnaniu pochodnej do 0 otrzymamy

ni1 +nig - 30493

9/\: =
N1 + N1+ + Nyo 30+93 + 126

=0.49

Tabela wartosci oczekiwanych

Infekcja pierwotna Infekeja .Wtorna

Tak Nie Razem
Tak 0.492% 156 0.49 % 0.51 % 156 | 0.49 % 156
Nie - 0.51*156 0.51*156

Infekcja wtorna
Tak Nie | Razem
Tak 38.1 39.0 77.1
Nie - 78.9 78.9

Infekcja pierwotna

Reszty Pearsona

Infekcja pierwotna Infekcja wtérna

Tak Nie
Tak —-1.31 3.84
Nie - —-1.79

X2 =197z df =3 —1—1 = 1 stopni swobody. Warto$¢ p tego testu
jest réwna 0.000009 co w zdecydowanym stopniu potwierdza podejrzenie, ze
prawdopodobienistwa pierwotnego i wtoérnego zakazenia sa istotnie rézne.

Jedyna istotna roznica Pearsona (3.84) wskazuje co jest tego przyczyna.
Istotnie wiecej jest cielat, ktére przeszly pierwotne zakazenie i nie zakazilty sie

powtoérnie, prawdopodobnie na skutek uodpornienia sie.
[ |



