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6 Wstep

Skrypt ten zawiera zapis wyktadoéw z analizy danych jako$ciowych, wygtoszonych
przeze mnie na Uniwersytecie Wroctawskim w semestrze zimowym roku akade-
mickiego 2002003.

Wyktad ten rozszerza w istotny sposéb wyktady ze statystyki, ktore na ogdt
zawieraja opis metod dla danych ilosciowych. Praktyczne zastosowania statysty-
ki w naukach biologicznych, medycznych czy w naukach spotecznych wymagaja
wiedzy z tego szczegdlnego dziatu statystyki.

Andrzej Dabrowski
luty 2003
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8 ROZDZIAL 1. DANE

Dane sg efektem pomiaréw i obserwacji, dokonywanych w doswiadczeniach
planowanych i takich, ktore polegaja na zebraniu informacji o badanym zjawisku.
Temu samemu obiektowi moga by¢ przypisane rézne dane. Na przyktad, danymi,
kére moga by¢ przypisane choremu sg: diagnoza, stopien zaawansowania choroby,
wiek, cisnienie krwi, temperatura.

1.1 Skale

Dane wyrazaja swoje wartosci w roznych skalach.

Skala nominalna. Skale nominalna stosuje sie w celu klasyfikacji (nazwania)
obiektéw w populacji. Kazdej klasie nadaje sie odrebne oznaczenie (nazwe) w ten
sposOb, aby rozne klasy miaty rézne oznaczenia. Czesto te oznaczenia bedziemy
nazywa¢ poziomami. Na przyktad w skali nominalnej wyrazona moze by¢ dia-
gnoza (grypa, katar), stopien zaawansowania choroby (lekko chory, ciezko chory,
bardzo ciezko chory), temperatura (ponizej 37°, miedzy 38° a 40°), temperatura
(37°,38°,40°). Struktura skali nominalnej nie zmieni sie, jesli dokonamy zmiany
oznaczen za pomocy przeksztatcenia réznowartosciowego. Na przyktad, diagnoza
moze by¢ zapisana za pomocg numeru statystycznego choroby!, stan chorego jako
A,B,C itp.

Skala porzgdkowa. Jest to szczegdlny rodzaj skali nominalnej. Pozwala ona
uporzadkowaé klasy wedtug stopnia intensywnosci opisywanej cechy. Na przy-
ktad, stopien zaawansowania choroby (lekko chory, ciezko chory, bardzo ciezko
chory), temperatura (ponizej 37°, miedzy 38° a 40°), temperatura (37°,38°,40°)
wyrazaja sie w skali porzadkowej, natomiast diagnoza (grypa, katar) nie jest wy-
razona w skali porzadkowej. Struktura skali porzadkowej zachowa sie, gdy dokona-
my zmiany oznaczen przez przeksztatcenie, zachowujace porzadek. Tradycyjnie,
jesli skale porzadkowsa koduje si¢ za pomoca liczb, to porzadek naturalny tych
liczb?odzwierciedla porzadek skali. Podobnie, kodujac za pomoca liter alfabetu
A,B,... porzadek skali odzwierciedla sie w porzadku alfabetycznym. I tak system
ocen: niedostateczny, dostateczny, dobry bardzo dobry wyrazajacy si¢ w skali po-
rzgdkowej koduje sie® w Polsce za pomocy liczb 2,3,4,5. Analogiczny system ocen
w USA koduje sie za pomocy liter alfabetu A,B,...

Skala przedzialowa. Skala ta pozwala nie tylko klasyfikowaé¢ i porzadkowac
obiekty ale i porownywac je iloSciowo. Wymaga ona ustalenia jednostki pomiaru

lale wtedy pelni on wylgcznie funkcje opisowa
2ale nie ich wartoéc!
3co nie oznacza, ze oceny maja jakakolwiek wartosé liczbowa
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i punktu zerowego skali. W tej skali naturalng operacjg poréwnania jest réznica.
Skala zachowuje sie tak samo przy przeksztatceniach afinicznych 2’ = az+b (a >
0), ktorych efektem jest zmiana jednostek. Na przykltad temperatura (37°,38°,40°)
jest wyrazona w skali przedzialowej a jednostki, w ktorych jest wyrazona to skala
Celsjusza. Przejscie do skali Fahrenheita odbywa sie¢ przez przeksztalcenie F' =
%C + 32. Zero skali Fahrenheita jest w punkcie, odpowiadajacym —17.778°C.

Skala ilorazowa. R6zni sie ona od skali przedzialowej tym, ze wystepuje w
niej absolutny poczgtek skali (absolutne zero). W skali ilorazowej wyraza sie wiele
parametréw biologicznych (wzrost, waga ciala, ci$nienie krwi). Struktura skali
nie zmieni sig, jesli zastosujemy przeksztalcenie ' = ax (a > 0). Na przyklad,
wage ciala mozemy wyrazi¢ w gramach, ale réwniez w kilogramach, funtach itp.
Naturalng operacja poréownania dla skali ilorazowej jest iloraz dwoch wielkosci.

Skale: nominalna i porzadkowa opisuja charakterystyki jakosciowe danych i
dane, wyrazone w takich skalach nazywaja sie jakosciowymi. Dane, wyrazone w
skalach: przedziatowej i ilorazowej nazywamy danymzi ilosciowyms.

Material, przedstawiony w dalszej czesci skryptu, dotyczy¢ bedzie metod sta-
tystycznych zwigzanych z analiza danych jakosciowych.
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12 ROZDZIAL 2. STATYSTYCZNE MODELE DANYCH JAKOSCIOWYCH

Przypusémy, ze dana jest zmienna nominalna lub porzadkowa X o wartosciach
X1, o, ..., x7. Prawdopodobienstwo, ze X = x; oznaczymy przez p;.

Dane wynikajace z obserwacji w n-elementowej probce, powstajacej z niezalez-
nego losowawania wartosci cechy X, bedziemy zapisywa¢ w tablicy kontyngencyi

T | T2 e | X7
ny | g | ... | Ny

(2.1)

Parametr n; okresla, ile razy zaobserwowano w prébce wartos$é z;.

Problemem, z jakim mozemy sie spotka¢ w przypadku takich danych, to spre-
cyzowanie rozktadu prawdopodobiefistwa zmiennej X, czyli uktadu liczb {py, pa, ....p;
spetiajacych warunki

I
Spi=1,pi>0i=12..1I

i=1

Rozktadem, zwigzanym z jednowymiarowa tablica (2.1) jest rozktad zmiennej
losowej N; okreslajacej, ile wynikow cechy X na poziomie z; wystapi w probce.
Rozktad ten zalezy od rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej X.

Jezeli kazdemu obiektowi przypisujemy dwie lub wigcej zmiennych nominal-
nych albo porzadkowych X,Y, Z, ... to dane, uzyskane z obserwacji tych zmien-
nych zapisuje si¢ w postaci tablicy kontyngencji. Tablica kontyngencji dla pary
zmiennych (X,Y) o wartosciach X = {z1,z9,...2;} 1Y = {y1,¥2,....ys} ma
postac:

L lon [ [ 1y |
Ty || M1 | Mg | .- | Mg
i) noy M99 ... | Nag 5
Trj| i | N2 | ... | Npg

gdzie n;; jest liczbg obserwacji w n-elementowej probcee takich, ze X = z; oraz
Y = y;. N;; niech bedzie zmienng, okreslajacg ile wystapito w probce wynikow
zmiennej X na poziomie z; i jednoczesnie wynikéw zmiennej Y na poziomie y;.
Prawdopodobienistwo P (X = z;,Y = y,) oznaczymy symbolem p;;. Prawdopo-
dobiefistwa p;; spetniajg warunki

pij =1, piy 20
1

(2

I
:1]

J
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Podobnie, tablica kontyngencji dla tréjki zmiennych (X,Y, Z) o wartosciach
X ={z,x9,...xr}, Y ={vy1,y2,...ys} 1 Z = {21, 29, ....2x } ma postac:

L I [z [ [z |
T1 || Y1 || P111 | N112 | - | 11K
Yo || M121 | N122 | .- | N12K
Yj || M1g1 | M1g2 | .- | MUK
Tr|| Y1 || *r1r | My12 | - | MK
Yo || My21 | Ny22 | .- | N2K
Yy || *rgr | Nrg2 | - | MIJK

Oznaczenia uzyte w ostatniej tablicy sa analogiczne do uzytych w opisie ta-
blicy dwuwymiarowej: n;;, jest liczbg obserwacji w probce takich, ze X = x;,
Y =y;1Z = 2z, natomiast liczba p;j;, jest prawdopodobienstwem tego zdarzenia,
a Njj, zmienng o wartosciach n;jy.

Analogiczne sposoby zapisu danych i oznaczenia sg uzywane dla uktadu wiecej
niz trzech zmiennych.

Oznaczenie 2.1 Zastgpienie symbolem + w indeksie zmiennej oznacza operacje
sumowania po tym indeksie. Na przyklad

Ny = an‘j, Nyt = Znija
i i

Nivy = Znijk
7.j

2.1 Rozktady prawdopodobienstwa dla licznosci
w tablicach

Roézne sposoby uzyskania informacji w prébce maja wpltyw na rozktad zmiennych
losowych N;, N;j, Njjg.

Rozktad dwumianowy (Bernoullego) B(p)

Powtarzamy n-krotnie eksperyment, polegajacy na wykonaniu ng niezaleznych
powtérzen zmiennej o dwoch poziomach: sukces, porazka z prawdopodobienstwem
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sukcesu p. Zmienna X mierzy liczbe sukceséw w ng powtérzeniach, natomiast n;
jest liczbg eksperymentow w ktorej wystapito x; sukcesow.

.':]~

P(Nl =N, NQ = Na, "'7NI — n[ (noxzp p>n07xi) i

i=1

Rozktad Poissona P ()\)

Rozklad Poissona jest przypadkiem granicznym w rozkltadzie dwumianowym!.
Wystapi on w tej sytuacji, gdy n-krotnie, niezaleznie powtarzamy pewien ekspe-
ryment o wynikach sukces, porazka z malym prawdopodobienstwem sukcesu i
oczekiwana liczbg sukceséw A w jednym eksperymencie. Przypusémy, ze w tabli-
cy (2.1) poziom x; oznacza liczbe sukceséw w jednym eksperymencie, a n; liczbe
eksperymentéw w ktorej wystapito x; sukcesow.

A%
P(Ny=ny,Ny =ng,... Ny =n;) = Hexp —An;) <$Z'>

= exp(—an) [] (AJ:) (2.2)

=1

Rozktad wielomianowy W (p1,p2, ..., P1)

Przypusémy, ze zmienna X ma poziomy xi,xs, ..., r;, prawdopodobienstwo,
ze X jest na poziomie x; jest rowne p;. Elementy probki utworzone sa z n nieza-
leznych obserwacji zmiennej X .

P(N1 :nl,N2:n2,...,NI:n1):n+. pi" (23)

i=1

Stwierdzenie 2.2 Rozklad wielomianowy ma nastepujgce wtasnosci
2. (N17 N27 ceey NT7 NO) ~ W (p17p27 ""7p7'7p0)7 gdZie

I I
No= > Nipo= > pi

i=r+1 i=r+1

Rozktad produktowo-wielomianowy V (p11, p12, -, P1J)

Liezeli liczba powtérzen ng jest duza a prawdopodobiefistwo sukcesu jest male; parametr A
jest oczekiwana liczba sukcesow
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Niezalezne zmienne X; maja poziomy x;1, T, ..., Z;7, prawdopodobienstwo,
ze X; jest na poziomie x;; jest rowne p;;. Powtarzamy n;, -krotnie niezaleznie
eksperyment obserwacji zmiennej X; i ta operacje, niezaleznie powtarzamy dla
i =1,2,...,I. Wielkos¢ n;; oznacza liczbe¢ powtoérzen, kiedy osiggnieto poziom z;;.

I J Thij
Dij
P (Niy =ny, Nig =n1g,..., Ney =ngy) = [[n! ] n'j-" (2.4)
=1 =1 Mg
J
pir = . pij=1
=1

Stwierdzenie 2.3 Dia kazdego i = 1,2, ..., 1 wektory losowe (N;1, Nya, ..., Nij)
1. sq niezalezne,
2. majq rozklady wielomianowe W (pi1, Pizy ---vs Di)

2.2 Testowanie zgodnosci modelu z danymi

Definicja 2.4 Odchyleniem danych {ni ns,...,n;} od modelu M nazywamy liczbe
I n

G* (M) =2 n;In—",

i=1 T

(2

gdzie n; = np; oraz p; jest estymatorem najwiekszej wiarygodnosci p; w modelu
M

Definicja 2.5 Odlegloscig x* Pearsona® danych {nyns,...,nr} od modelu M na-
zywamy liczbe
2
n;, —n;
X (M) = Z (77)7

=1

gdzie n; = np; oraz p; jest estymatorem najwickszej wiarygodnosci p; w modelu
M,

20dlegloéé ta zostala zaproponowana przez Karla Pearsona w artykule z 1900 pod tytutem
On the Criterion that a Given System of Deviations from the Probable in the Case of a Cor-
related System of Variables is such that it Can be Reasonably Supposed to Have Arisen from
Random Sampling. Motywacja tego artykulu bylo sprawdzenie m.in. jednorodnosci pojawiania
sie¢ wynikéw ruletki w Monte Carlo.
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Twierdzenie 2.6 Odleglosé x? (M) Pearsona jest, pomnozonym przez m, ocze-
kiwanym kwadratowym bledem wzglednym danych wzgledem modelu M : 3

I ~ 2
x> (M) = an( L ) :
i=1 n;
N N

bi = —
n

Twierdzenie 2.7 Odleglosé x* (M) Pearsona jest asymptotycznie, przy n — oo
réwna odchyleniu G* (M)

Twierdzenie 2.8 Dila modelu M Poissona, dwumianowego lub wielomianowe-
go (réwniez produktowo-wielomianowego) odchylenie G* jest proporcjonalne do
podwojonego logarytmu ilorazu wiarygodnosci hipotezy zgodnosci z modelem M
przeciwko hipotezie niezgodnosci z tym modelem.

Twierdzenie 2.9 Zmienne losowe G* (M) i x* (M) majg asymptotycznie, przy
n — oo rozktad x?. Liczba stopni swobody tego rozktadu jest réinicq liczby stopni
swobody hipotezy Hyorzekajgcej, Ze do danych nie mozna stosowaé modelu M i
liczby stopni swobody hipotezy Hyorzekajgcej, Ze do danych mozna stosowacé model

M.

Twierdzenie 2.10 Wartosct

majq asymptotycznie, przy n — oo rozktad standardowy normalny.

Uwaga 2.11 (praktyczna) Na poziomie istotnosci o = 0.05 istotnie rézne od
0 sq te komdrki tabeli dla ktérych |d;| > 1.96 (d? > 3.84); na poziomie istotnosci
a = 0.01 istotnie rézne od 0 sq te komérks tabeli dla ktérych |d;| > 2.58 (d? >
6.66)

Uwaga 2.12 (praktyczna) Dobre przyblizenie dla zgodnosci z rozkladem x>
uzyskugje sie dla odleglosci G* (M) gdy wszystkie wartosci n; sq nie mniejsze niz
1. Analogiczny warunek dla x* (M) jest wyrazony przez nieréwno$é ni; > 5

30czekiwany blad wzgledny danych wzgledem modelu nazywany jest inercjg



2.2. TESTOWANIE ZGODNOSCI MODELU Z DANYMI 17

Lemat 2.13 Problem maksymalizacji
Z c¢;ilng, = max,
Z ¢ = 1

ma rozwigzanie
Ci

> Ci

~

qi

Przyktad 2.14 (dane von Bortkiewicza) Statystyk niemiecki Ladislaus von
Bortkiewicz przytoczyt w 1898 dane, dotyczqce rocznej liczby wypadkow smiertel-
nych, spowodowanych kopnieciem przez konia wsrod Zotnierzy 10 korpusow armii
pruskiej w ciggu 20 lat:
Liczba wypadkow w roku || 0 | 1 | 2 | 3| 4
Liczba korpusow 1 lat 109 | 65| 22| 3| 1
Sprawdzimy, czy dane te mogg byc opisane rozkiadem Poissona.
Wyznaczymy nagpierw estymator najwiekszej wiarygodnosci dla parametru .
Logarytm funkcji wiarygodnosci (2.2) ma postaé

m(L) = In (exp(—)\n)ﬁ (Axl>n) _

i=1 T
= —An+ Y n;(z;In\ —1In(z;!))
0 = N ——n+ZniX<:)
~ 1
A= = il
nZn:c

co w naszym przypadku daje wartosc estymatora

~ 1
)\:%(O*109+1*65+2*22—|—3*3—|—4*1):0.61

Przygotujemy tabele do obliczeri statystyki testowej G* (lub x?)
[ 0 1t [° 5 T+
n; 109 65 22 3 1

Di = exp <—5\) A% 54335 | .33144 | .10109 | .02056 | .00313

z;!

n;, = np; 108.67 | 66.29 | 20.22 | 4.11 .63
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W ostatniej kolumnie oczekiwana liczebno$é wynosi n; = .63, co wskazuje na
to, ze szukanie poziomu krytycznego rozkladu x? moze byé niedoktadne (zbyt mata
warto$é - patrz Uwaga 2.12). W takich przypadkach zaleca sie lgczenie sqsiednich
kategorii, tak aby wartosé n; byla dostatecznie duza. Po polgczeniu dwoch ostat-
nich kategorii otrzymamy tablice, dla ktérej mozemy obliczyé wartosé G**

E |0 E E [ b g |
ni 109 65 22 4
pi=exp(-A) 2} || 54335 | 33144 | .10109 | 02369
n; = np; 108.67 | 66.29 | 20.22 4.74

H n; In % H 3305 | —1.2774 \ 1.8561 \ —. 67897 H

Wartosé G? = .46046. Hipoteza H, ma 3 stopnie swobody, gdyz nieznanymi
parametramsi Sq¢ po, P1, P2, P3, oznaczajgee prawdopodobienstwa wartosci x;, spelt-
niajgce jedno rownanie

3
Yopi=1
i=0

Hipoteza Hy ma 1 stopien swobody, gdyz X\ jest jedynym nieznanym parametrem.
G? ma wiec rozktad x* z 2 stopniami swobody. Poziom krytyczny dla modelu
Poissona wynosi wiec

P (G*> .46046) = 0.79435

Wynika sted, zZe z duzym przekonaniem mozemy przyjec model Poissona dla da-
nych von Bortkiewicza.

Przyktad 2.15 (listy federalistéw) W historii Stanéw Zjednoczonych wazng
role odegrato ustalenie autorstwa tzw ”Listow federalistow”. Zazwyczaj w takich
przypadkach charakteryzuje sie styl autora poprzez podanie rozkladu prawdopo-
dobienstwa wystepowania charakterystycznych stow danego jezyka. Zbadano 262
bloki tekstu, zawierajgce po 200 stéw kazdy. Zbadamy, czy stowo "may™ moze
by¢ opisane modelem Poissona. Zmienna X podaje liczbe wystgpien tego stowa w
bloku.

Liczba wystgpiens stowa "may” || 0 | 1 | 2 | 3| 4]15|6
Liczba fragmentow 1561 63| 298| 4|11

Wartosé estymatora parametru X wynosi

~ 1
)\:2—62(0*156—|—l*63+2*29+3*8+4*4+5*1+6>|<1):.65649

4Ale nie x?!
®Majace dwa znaczenia: miesiac maj lub czasownik moze (od mdc)
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Tabela do obliczeri statystyki testowej G* (lub x?)

[« [0 [1 [ [5 [4 [5 [
n; 156 63 29 8 4 1
B = exp (—X) Xl 51867 | L3405 | 11177 | .02446 | .00401 | 00053 | .00
n; = np; 135.89 | 89.21 | 29.28 6.41 | 1.05 .14

Po polgczeniu trzech ostatnich poziomow otrzymamy tablice

[z [0 [1 | 2 |3 [456 |
n; 156 63 29 8 6

n; =np; ||| 135.89 | 89.21 29.28 6.41 | 1.21
| niln% [21.53 [ —21.915 | —.27866 | 1.7727 | 9.6068 |
Wartosé G? = 21.432. Hipoteza H, ma 4 stopnie swobody, Hy ma 1 stopien

swobody. G* ma wiec rozktad x* z 3 stopniami swobody. Poziom krytyczny dla
modelu Poissona wynosi wiec

P (G2 > 921. 432) = 0.00009

Wynika stqd, ze z duzym przekonaniem mozZemy odrzuci¢ model Poissona dla
tych danych. Otwartym zagadnieniem pozostaje, jakim rozkiadem mozna opisac
te dane.

2.3 Testowanie jednorodnosci

Gdy dane, zawarte w tabeli kontyngencji dla pary zmiennych (X,Y’) mozna opi-
sa¢ rozktadem produktowo-wielomianowym, to naturalnym pytaniem o relacje
miedzy X 1Y jest hipoteza jednorodnosci. Rozktad produktowo-wielomianowy
narzuca interpretacje roli, jakg odgrywajg zmienne X i Y:

e zmienna X jest grupujaca, to znaczy na kazdym poziomie x; tej zmiennej
obserwujemy niezaleznie wartosci zmiennej Y,

e zmienna Y jest wynikowa, co oznacza, ze interesujemy sie jej wartosciami
w zaleznosci od réznych konfiguracji przyczyn (tu pogrupowania poprzez
zmienng X)

Hipoteza jednorodnosci glosi, ze rozktad zmiennej Y jest taki sam w kazdej
grupie, odpowiadajacej innemu poziomowi zmiennej X.
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Thumaczac to na jezyk rozktadu produktowo-wielomianowego:

def
Twierdzenie 2.16 Test hipotezy
Hy: Vjzi2..0 P1j=p2j = ... =D1j =4

jest oparty na statystyce testowej G*

T q
G2 =2 Z nij In 7]
ij Tij
lub 2
2 _ (ngj — 735)
X = »
ij Nij
gdzie
MMy
nij =

Statystyki te majq asymptotycznie rozklad x* z (I — 1) (J — 1) stopniami swobody.

Dowédd. Estymatory najwiekszej wiarygodnosci dla nieznanych parametrow
¢; uzyskamy minimalizujac logarytm funkeji wiarygodnosci (2.4):

I J I J g
In (H ni ! I = ) = In (H ni! [ 2 ') =
; : i=1

= c+2nijlnqj :c+2n+]~lnqj
J

]
przy warunku

> ¢ =1
j

Korzystajac z lematu 2.13 otrzymamy rozwiazanie

~ _ M N4y
q; = - )
DNy Mg

—~ ~ NNy
Nij = Nipq; = ———

Nyt
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Liczba stopni swobody dla hipotezy H; wynosi I.J— I, gdyz mamy [.J nieznanych
parametrow, ale I dodatkowych warunkéw p,y = 1,7 = 1,2, ..., I. Liczba stop-
ni swobody dla hipotezy Hy wynosi J — 1, gdyz w tym przypadku nieznanymi
parametrami s g;, j = 1,2,...,J z jednym warunkiem >, q; = 1. Liczba stopni
swobody dla rozktadu x?, zgodnie z twierdzeniem 2.9, wynosi

DF (Hy)—DF (Hy))=1J—T—(J—=1)=({—-1)(J—1)
|

Przyktad 2.17 (preferencje klientéw) (Zrédio [[4], str. 447]). Mieszkancy po-
tudniowej dzielnicy pewnego miasta zostali podzieleni na 4 grupy: mieszkajgcych
na pétnocy dzielnicy (N ), potudniu (S), wschodzie (E) i zachodzie (W ). Z kazdej z
tych grup wylosowano niezaleznie po 100 0sob i kazdej osobie zadano pytanie, czy
w ciggu ostatniego tygodnia odwiedzili centrum handlowe, umieszczone w $rodku
osiedla. Celem tej ankiety bylo rozstrzygniecie, czy klienci w jednakowym stopniu
korzystajg z centrum dzielnicowego.

Zmienna grupujgca X o poziomach N, S, W, E wskazuje, skqd pochodzq ankie-
towani mieszkancy dzielnicy. Zmienna Y ma dwa poziomy: T (tak, odwiedzilem
centrum handlowe), N (nie odwiedzilem centrum handlowego). Wyniki ankiety
umieszczone s¢ w tablicy kontyngencyi:

L _[T[N]
N [[28] 72
S 156 44
Wl 437157
E || 3766

Zgodnie z twierdzeniem 2.16 musimy wyznaczyc tablice liczno$ci oczekiwanych
i wartosci x?:

(o 17 [N e J[xG 1T [N [ |
N [40.25[59.75 [ 100 || N [ 3.728 | 2.512 || 6.240
S ]40.25]59.75 [ 100 ||| S [| 6.163 | 4.152 || 10.305
W [140.25 [ 59.75 [ 100 [[| W || .188 ] 125 313
E_][40.25[59.75 || 100 ||| E 970 | 654 || 1.624

| ne [[161 [239 [ 400 [ x3; || 11.049 | 7.433 || 18.482 |

Poniewaz liczebnosci oczekiwane sq wieksze od 5, uzylismy statystyki x2. Licz-
ba stopni swobody wynosi 3*1=38. Poziom krytyczny wyliczamy z dystrybuanty
rozktadu x* z 8 stopniami swobody wynosi

p=P(x* > 18.482) = .00035



22 ROZDZIAL 2. STATYSTYCZNE MODELE DANYCH JAKOSCIOWYCH

co jest zdecydowanym argumentem za odrzuceniem hipotezy jednorodnos$ci. Spoj-
rzenie na tablice wartosci x?pokazuje, gdzie realizuje sie to odchylenie od jedno-
rodnosci - w grupie S, gdzie wartosci X?j sq wieksze od 3.84, co oznacza istotnie
duze (na poziomie 0.05) odchylenie od hipotezy jednorodnosci. Liczba odpowiedzi
T (tak, korzystam z centrum handlowego) sq zdecydowanie wyzsze niz liczba od-
powiedzi T, gdyby wszyscy odpowiadalt tak samo. Podobnie, liczba odpowiedzi N
(nie korzystam z centrum) jest zdecydowanie mniejsza. Mozna to interpretowaé
tak, zZe mueszkancy poludniowe) czesci dzielnicy chetniej korzystajg z centrum,
usytuowanego w kierunku ich przejazdu do centrum miasta.

2.4 Test niezalezno$ci x>
Drugim waznym problemem, ktory dotyczy dwuwymiarowych tablic kontyngencji
jest testowanie niezaleznosdci. Naturalnym rozktadem, ktory wystepuje w tym

zagadnieniu jest rozktad wielomianowy.
Test niezaleznosci jest szczegélnym przypadkiem twierdzenia 2.9.

Twierdzenie 2.18 Test hipotezy niezaleznosci

Hy : vi:l,Z,...,Ivj:LQ,...,J Dij = Di+P+j

jest oparty na statystyce testowej G*

N;i
G? =2 Z n;jIn -
ij Tij
lub x?
2
2 (nl] - nw)
X = —
ij Mg
gdzie

Statystyki te majq asymptotycznie rozklad x* z (I — 1) (J — 1) stopniami swobo-
dif.

6Pearson w swojej oryginalnej pracy z 1900 btednie podawal liczbe stopni swobody jako
I1J—1. Dopiero Fisher wyjasnit w 1922 poprawnie, na gruncie geometrii , pojecie stopni swobody
i podal reguly ich obliczania.
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Dowéd. Estymatory najwiekszej wiarygodnosci dla nieznanych parametrow
Pi+, P+; uzyskamy minimalizujac logarytm funkeji wiarygodnosci (2.3):

ln ('I’L++! H nz]|> = ln (n++! H Hﬂ)
i Mg’

O
ij g

= c+ Z n;j In (pi+p+j>
ij

= c+y nglnpiy +> nylnpy
? J

przy warunku

Zpi—i- - 1azp+j =1
i J

Korzystajac z lematu 2.13 otrzymamy rozwiazanie

I Mgy Ty
i+ - )

2Ny Mgt
— _ Ny Ny
P+j = - )

2Ny Mgy

_ — it Ny M Ny
Nij = N4 Pi+ P+j = N =

(niq)? N+

Liczba stopni swobody dla hipotezy H; wynosi IJ —1, gdyz mamy [IJ nieznanych
parametrow, ale 1 dodatkowy warunek »;;p;; = 1. Liczba stopni swobody dla
hipotezy Hy wynosi [ —1+4+J —1 =14 J —2, gdyz w tym przypadku nieznanymi
parametrami sg p;, ¢ = 1,2,..., 1 z jednym warunkiem >, p;y = 1 oraz p,;, j =
L,2,...,J z jednym warunkiem >; p,; = 1. Liczba stopni swobody dla rozktadu
X2, zgodnie z twierdzeniem 2.9, wynosi

DF (Hy) —DF (Hy) =1J —1—(I+J—=2)=(I—1)(J—1)
|

Przyktad 2.19 (artretyzm, terapia, pteé) (Zrodlo [[3]]), Tabela przedstawia
wyniki obserwacyi 84 pacjentow, chorych na artretyzm. Cechy, obserwowane w
eksperymencie to:

W : wyniki leczenia (z - Zadne, u - umiarkowane, | - lepsze);

P: ple¢ (k - kobieta, m - meZczyzna),

T': zastosowana terapia (a - aktywna, p - placebo).
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[rig W [
[P T[]z w |
k al 6 &5 16
p |19 7 6
m a |7 2 5
p ||l 10 0 1

Zbadamy, czy zastosowana terapia miata wplyw na wyniki leczenia. fgczqc
dane dla kobiet i mezczyzn, otrzymamy tabele

[ [ W [

L7 [z [u]l ]

a 18| 7] 21

D 291 7|7
Zbudujemy tabele liczebnosci oczekiwanych i odleglosci x?
L [ W LI [ [w H
[T 1z [w [0 Jea] [T [z Ju J1  [x&
a 20.5 1 6.83 | 13.67 | 41 a 2.744 | .0042 | 3.930 || 6.678
D 21.5 | 7.17 | 14.33 || 43 D 2.616 | .0040 | 3.749 || 6.369
lny 42 14 28 8 | [ x| 5360 .0082 7.679 | 15.047

Liczba stopni swobody wynosi 1*2=2 a poziom krytyczny
p=P(x*>13.047) = .0015

co pozwala na odrzucenie hipotezy o niezalezno$ci wynikow od zastosowanej tera-
pii. Pogrubione pole w tablicy X?j pokazuge na istotng réznice w liczbie lepszych
wynikow przy zastosowanej aktywnej terapii w stosunku do hipotetycznej liczby,
odpowiadajgcej niezaleznosci.

2.5 Iloraz krzyzowy

Inna koncepcja opisania zwigzku miedzy cechami opiera si¢ na pojeciu stosunku
szans.

Definicja 2.20 (stosunek szans) Prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia A jest
rowne p. Stosunkiem szans dla tego zdarzenia nazywamy iloraz
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Dobrym estymatorem stosunku szans jest wielkos¢

= =) - n(4) _ n(4)
Z=7) n—n(A) n(4)

gdzie n (A) jest liczba obserwacji w probie, dla ktérych zaszto zdarzenie A, n jest
wielkoscia proby. Gdy proba nie jest wielka zaleca sie stosowanie nieco innego
estymatora

. nA)+05  n(A)+05
F=m ) = A £05 " n(A) 105

Przyklad 2.21 Dane o wyksztalceniu @ dochodzie rocznym zebrano wsrod 300
0580b:

H H dochod niski \ dochadd wysoki H
wyksztalcenie srednie 70 30
wyksztatcenie wyzsze 80 120

Niech A bedzie zdarzeniem, zZe osoba ma wyksztatcenie Srednie, B - Ze ma niski
dochod. Gdy ograniczymy sie do 0séb z niskim dochodem to stosunek szans dla
zdarzenia A mozna oszacowaé, jako

_ 70
w(A|B) = 0= .875
co oznacza, ze wsrod 0sob z niskim dochodem jest prawie taka sama liczba 0sob
o wyksztatceniu srednim 1 wyzszym z lekkq przewagq liczby 0s6b z wyksztatceniem
WYZS2ZYm.
Gdy ograniczymy sie do 0s6b z wyzszym dochodem to stosunek szans dla zda-
rzenia A mozna oszacowac, jako

30
w(A|B') = — =.25
co oznacza, ze wsrod o0sob z wysokim dochodem jest mata liczba 0sob o wyksztal-
ceniu Srednim a duza z wyzszym (4 razy wieksza).
Z kolei, gdy ograniczymy sie do 0s6b z wyksztatceniem srednim to stosunek
szans dla zdarzenia B mozna oszacowad, jako

70
F(BJA) = 55 = 2.33

a wsrod 0sob z wyksztatceniem wyzszym

80

.67
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Zavwazmy, ze

w(A|B) w@(B|A) 70%120 _ 35

@ (A|B') @(B|A) 30%80

Pierwszy stosunek mowi, zZe iloraz szans dla Sredniego wyksztatcenia jest 3.5

raza wiekszy w grupie zarabiajgcych mato od takiego ilorazu w grupie zarabiajg-
cych duzo. Drugi stosunek mowi, ze iloraz szans dla miskiego dochodu jest 3.5
raza wiekszy w grupie 0sob o Srednim wyksztatceniu od takiego ilorazu dla 0sob
z wyzszym wyksztatceniem. Podsumowujgc, jest silny zwigzek miedzy niskim wy-
ksztatceniem a niskim dochodem. Liczba 3.5 jest miarg sily tego zwigzku.

7 poprzedniego przyktadu wynika potrzeba zdefiniowania nowego pojecia.

Definicja 2.22 (iloraz krzyzowy) Dana jest para cech binarnych (X,Y). Tlo-
razem krzyzowym dla tych cech nazywamy liczbe

0 — Q(X,Y) _ p11P22’
P12P21

gdziep;; = P(X =uxz,Y =vy;),i,j=1,2

Estymator ilorazu krzyzowego z tablicy kontyngencji

L o lw |

bedzie postaci

lub, gdy dysponujemy matg liczba obserwacji

n_19 . (nll + 05) (n22 + O5>
0=0(X)Y)= (n12 + 0.5) (n2; + 0.5)

Twierdzenie 2.23 Niech dana bedzie para cech binarnych (X,Y). Oznaczmy:

Dij = P(X:ZEZ,Y::UJ),Z,]:]_,Q
A = {X:.I'l},B:{Y:yl}

Zachodzq wtedy rownosci:
1 0= =AB) _ =BlA) _ wA|B) _ w(B|A)

w(A[B") — w(B|A")  w(A|B)  w(B'[A)
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2. Niech pi; = ¢1 pij, p3; = €2 Daj, €1 pry + C2 par = 1. Wtedy pj; jest
rozkladem prawdopodobieristwa dla pary (X,Y) takim, Ze odpowiadajgcy mu iloraz
krzyzowy

0 — pz1p§2
P12D21
jest rowny iloczynowi krzyzowemu 6.
3. Dla kazdego 0 istnieje uktad prawdopodobienistw p;; (0) taki, ze

1 1
P1+ (9) = 5, Do+ (‘9) = 57
1 1
P+ (9) = ia P2 (9) = 5

oraz

P11 (0) paz (0)

P12 (0) pa1 (0)

Uktad taki nazywamy standardowsg reprezentacja ilorazu krzyzowego 6
Reprezentacja standardowa jest wyznaczona jednoznacznie ze wzoru

=0

1
p12(0) = pa(0) = 2(1+\/§>,
pi(0) = pr(d) = ; — p12 (0)

Reprezentacja standardowa przedstawia sytuacje, gdyby doswiadczenie wyko-
nano tak, ze zaré6wno cecha X jak i Y majg swoje wartosci reprezentowane z taka
samg czestoscig (nie preferujemy zadnych wartosci tych cech). Wtedy prawdo-
podobienstwa wystepujace w tablicy standardowej odzwierciedlaja site zwigzku
miedzy tymi cechami.

Reprezentacja standardowa dla estymatora ilorazu krzyzowego 6 wynika z
powyzszych wzorow:

P2 (0) = pu(6)

P11 (5) = D22 (é) = ; — P12 (GA)

Przyktad 2.24 Cecha X wskazuje, czy osoba jest czy nie jest chora na rzadko
wystepujacq chorobe a'Y czy wystepuje, czy nie wystepuje u badanej osoby spadek
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wagt ciata. Ze wzgledu na mate prawdopodobienstwa spadku czy braku spadku wagi
wsrod 0sob u ktorych wystepuje ta choroba, moglibysmy nie zauwazyc rzeczywi-
stych rozmiaréow wzajemnych relacyi miedzy wartosciams tych cech. Wady tej jest
pozbawiona reprezentacja standardowa.

Przypusémy, zZe udalo nam sie zebra¢ dane tylko od 18 0s6b chorych na tg
chorobe

H H spadek wagi \ brak spadku wag: H

chory 10 8
nie chory || 300 600
~ 1
i _ 0 % 600 _ 95
8 x 300

Reprezentacja standardowa tej tabeli ma postaé

H H spadek wagi \ brak spadku wagi H

chory .306 194
nie chory || .194 .306

co ujawnia, ze qgdyby chorych bylo tyle samo, co zdrowych to iloraz szans dla
spadku wagi bylby réwny 1.58 (= .306194) a nie 1.25 jak to bylo w naszej z
trudem zebranej probie.

-~

Wartosé ilorazu krzyzowego 6 () mozna przedstawi¢ za pomoca wykresu koto-
wego, czy kwadratowego, pozwalajacego zobrazowaé site zwigzku miedzy cechami,
reprezentowang przez iloraz krzyzowy. Na osi pionowej, odpowiadajacej osobom
chorym i osi poziomej, odpowiadajacej spadkowi wagi rysujemy kwadrat” o boku
P11 (5), na osi pionowej, odpowiadajacej osobom chorym i osi poziomej, odpowia-

dajacej brakowi spadku wagi rysujemy kwadrat o boku pqo (5) itd. Stosunek sumy
pol kwadratéw lewy- gérny, prawy-dolny do sumy pél prawy-goérny, lewy_dolny

Wynosi
S 2 (0)

) _
T 2)

"Mozo to byé éwiartka kola o tym promieniu
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Zgodnie z teorig percepcji ogladajac obiekty na ptaszczyznie poréwnujemy ich
wielkosci poprzez porownanie pol. Tak wiec nasz wykres, poprzez poréwnanie poél
kwadratow, dobrze ilustruje wielkos¢ ilorazu krzyzowego.

dtbpF220.5625pt208.375pt0ptFigure

Kiedy obliczamy estymator 9 ilorazu krzyzowego 6 interesowaé nas musi roz-
ktad prawdopodobienstwa tego estymatora. Pozwoli nam to na zbudowanie prze-
dziatu ufnosci, co umozliwi testowanie hipotezy o prawdziwej wartosci ilorazu
krzyzowego.

Twierdzenie 2.25 W tablicy kontyngencyi dla binarnych cech (X,Y) o rozkla-

dach dwumianowym, Poissona lub wielomianowym, zmienna losowa In (5) ma,
asymptotycznie przy n — oo rozktad N (In(0),7), gdzie

R 1 1 1 1
o= < +—+ —+ >
ni ni2 Na1 UPP

Whniosek 2.26 Przedzial ufnosci na poziomie 1 — « dla In (8) ma postac:

<1n(§)—z<1—‘;‘>a,1n(§)+z(1—g>a),

gdzie z (1 — %) jest kwantylem rzedu 1 — 5 dla standardowego rozktadu normal-

nego®.
Stwierdzenie to jest rownowazne temu, ze przedziat ufnosci dla 6 jest postaci

o ((-5)) g (1))

Przyktad 2.27 (kontynuacja przykladu 2.24).
Wartosc & obliczamy ze wzoru

\/ 1 1 1 1

( +—+ — + ) =

ni nia No1 Nag
1 1 1 1

= — 4+ -4+ — + — ] =.47958
\/<1O + 8 + 300 + 600)

8Dla a = 0.05 kwantyl ten wynosi 1.96 a dla a = 0.01 kwantyl ten wynosi 2.58

Q)
I
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Przedzial ufnosci dla 0 na poziomie 0.95 bedzie mial postac:

o (~(1-)5) .90 (- (1))
— (2.5exp (—1.96 % .47958),2.5exp (1.96 * . 479 58))
— (.97659,6.3998)

Wskazugje to na olbrzymi zakres mozliwych wartosci ilorazu krzyzowego. Odpowie-
dzialne za to sq nadzwyczaj mate ilosci obserwacyi zwigzanych z osobami chorymi.

Niezaleznos¢ i jednorodnosé cech mozna tatwo wyrazi¢ poprzez iloraz krzyzo-
wYy.

Twierdzenie 2.28 Cechy X o poziomach {xy, 2, ...,x1} 1Y 0 poziomach {y1,ya, ...
majqcych tgczny rozktad prawdopodobienstwa

pij:P(X:x,-,Y:yj), 7;:1,2,...717 j21,2,...,J

sq niezalezne wtedy 1 tylko wtedy, gdy kazdy iloraz krzyzowy

0, jrir, ) = L0 Gt — 19 T, 5, = 1,2,
PiriPij

jest rowny 1.

Sprawdzenie niezaleznosci za pomoca ilorazow krzyzowych wymaga wiec spraw-
. 2 , T s . . . . ,
dzenia (IJ)” warunkéw. Uciazliwo$¢ tej procedury mozna znaczaco zmniejszyc¢.

Twierdzenie 2.29 Cechy X @ Y sq niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy
tloraz krzyzowy

0(1,1;0,5) =224 ;s —93  1,j=23 ..J

DP1jPi1 7

jest rowny 1.
W szczegolnosci, gdy X +'Y sqg cechami binarnymi to ich niezaleznosc jest
rownowazna temu, ze ich tloraz krzyzowy jest rowny 1.

Analogiczne wyniki dotycza jednorodnosci rozktadow
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Twierdzenie 2.30 Cecha X o poziomach {xy,xs,...,x} jest grupujgca. Rozklad
cechy Y o poziomach {y1,ya,...,ys}, ma rozklad prawdopodobieristwa

pij=P(Y =yj| X=uw,),i=12,..,1 j=12.,J
Rozktad cechy Y jest jednorodny wzgledem X to znaczy taki, Ze

Vj:1,2 ..... J P1j = P2 = ... = Pr1j
wtedy 1 tylko wtedy, gdy kazdy iloraz krzyZowy

0, jrir, 7)) = LIPS G it — 19 T, 5, = 1,2, .,
DPirDij

jest rowny 1.

Twierdzenie 2.31 Rozkiad cechy Y jest jednorodny wzgledem X wtedy 1 tylko
wtedy, gdy kazdy iloraz krzyzowy

0(1,10,5) =224 ;s —93  1,j=23 ..J
P1Pin

jest rowny 1.
lloraz krzyzowy estymujemy na podstawie tablicy kontyngencji. W takim ra-
zie wazny jest problem, czy estymator ilorazu krzyzowego wskazuje na danym

poziomie istotnosci, ze prawdziwa warto$é¢ tego ilorazu jest rowna 1. Odpowiedz
na to pytanie wynika natychmiast z twierdzenia 2.25.

Twierdzenie 2.32 Statystyka testowa do testowania hipotez

Hoi 9:]_,
H : 0#1(0<1) (0>1)

oparta jest na statystyce testowe]

B Inf

~

g

z

majgce) asymptotycznie standardowy rozktad normalny.
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Hipoteze Hy odrzucamy na rzecz hipotezy Hy gdy zachodzg odpowiednie nie-

rownosct
lz| > =z (1 — g) :

z < —z2(1—a),
z > z(1—a)

gdzie z (u) jest kwantylem rzedu u standardowego rozkladu normalnego.

Przyktad 2.33 (kontynuacja przykladu 2.24)

Zbadamy, czy zachorowanie na analizowang chorobe i spadek wagi sq od siebie
niezalezne. Obliczylismy, Ze estymator ilorazu krzyzowego ma w tym przypadku
wartosé § = 2.5, 0 = .47958. Wartosc statystyki z jest rowna

Inf In2.5
= = =1.9106
T T am958
Poziom krytyczny dla hipotez
HO 0= 17
H1 : 0 7é 1

jest rowny
p=P(|Z] >1.9106) = .0561

co prowadzi do konkluzy, ze dysponujemy stabymi argumentami za odrzuceniem
hipotezy zerowej a wiec stabymi argumentami za uznaniem zalezno$ci miedzy za-
chorowaniem na analizowang chorobe 1 spadkiem wagi, mimo wydawaloby sie
duzej wartosci 0.



Rozdziat 3

Modele logitowe

33
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W dwdch kolejnych rozdziatach bedziemy rozwazaé¢ modele prawdopodobienstw
lub liczebnosci zdarzen jako funkcji innych zmiennych. Stworzenie takich modeli
jest o tyle ktopotliwe, ze zastosowanie klasycznej teorii regresji z btedami modelu,
majacymi rozktad normalny nie jest w tym przypadku mozliwe. Prawdopodo-
bienistwa bowiem ograniczone sa do przedziatu (0, 1) a wartosci bliskie kranicom
skali majg szczegdlne znaczenie. Znacznie trudniej jest uzyskaé¢ wzrost prawdo-
podobienstwa o 0.01 gdy obserwujemy zdarzenie o prawdopodobienstwie 0.95 niz
wtedy, gdy obserwujemy zdarzenie o prawdopodobienstwie 0.6. Rozwiazanie te-

go zagadnienia moze ulatwié¢ przedstawienie prawdopodobienstwa w innej skali(
patrz Dodatek A)

3.1 Modele logitowe dla zmiennych liczbowych

Modele logitowe sa modelami regresyjnymi, opisujacymi relacje miedzy zmien-
na wynikowg dychotomiczng' a zmiennymi objasniajacymi. W modelu tym in-
teresuje nas regresja, najlepiej liniowa, miedzy prawdopodobienstwem sukcesu,
wyrazonym w skali logitowej a zmiennymi objasniajacymi?.

Przyktad 3.1 (Cisnienie) (4rddlo, [1] str. 93)

Mieszkaricy Framingham (Massachusetts), mezezyini w wieku 40-60 lat, byli
obserwowani przez 6 kolejnych lat. Notowano, czy w tym czasie zachorowali na
wiencowq chorobe serca. Zbadamy, jaki wplyw na prawdopodobienstwo zachoro-
wania moze mieé poziom cisnienia krwi

cisnienie || chorzy | zdrowi || probit

112 3 153 || Ing5 =-3.93
122 17 235 | Inge = —2.63
132 12 272 || In5 = —3.12
142 16 255 | Inge =—-2.77
152 12 127 || In5 = —2.36
162 8 77 In& = —2.26
177 16 83 Ing = —1.65
192 8 35 Ini = —1.48

Regresja lintowa okazata sie dobrym modelem relacji cisnienie - logit:dtbpF4. 619

ltzn, majaca dwie wartosci; jedna z nich tradycyjnie nazywa sie sukcesem
2Dla niektérych danych zamiast skali logitowej trzeba uzyé innej skali prawdopodobienstw,
na przyklad probitowej czy tez podwdjnie logarytmiczne;j.
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Wspotczynnik determinacji modelu wynosi 0.8572 co wskazuje na dobre jego
dopasowanie do danych. Jak widac z wykresu, jedynie dwa punkty, odpowiadajgce
dwom najnizszym wartoSciom cisnienia odbiegajq istotnie od prostej logitowes.
Model, ktory uzyskalismy ma postac

lgt = —6.503 + 0.0237 ¢

gdzie ¢ oznacza cisnienie krwi. Wzrost tego cisnienia o 1 jednostke powoduje
wzrost logitu 0 0.0237 co oznacza, zZe iloraz krzyzowy dla zachorowania i dla danego
cisnienia przy jego wzroscie o 1 jednostke wynosi exp (0.0237) = 1. 024. Zwiekszenie
ci$nienia o 1 jednostke powoduje zwiekszenie ilorazu szans zachorowania o 2%.
Majgc model logitowy odwracajge skale mozemy narysowac relacje miedzy ci-
snientem a prawdopodobienstwem zachorowaniadtbpFy.619in2.8833in0ptreglogpr.wn
Moglibysmy w tej sytuacyi zastosowaé regresje probitowq. Jest ona nawet nie-
co lepiej dopasowana do danych (wspélczynnik determinacji jest réwny 0.8781).
Praktyczna jednak tatwosé wykorzystania regresji logitowej rekompensuje nieco
lepszy model probitowy. Dla ilustracji pokazemy relacje miedzy cisnieniem a praw-
dopodobienstwem, uzyskanym z modelu probitowego.dtbpF4.619in2.8833in0ptregprob:

Twierdzenie 3.2 W regresji logitowe) liczba stopni swobody w tescie zgodnos$ci
G? lub x? jest réwna liczbie wystepujgcych w danych logitéw minus liczba para-
metrow w modelu regresyjnym.

Dowéd. Zgodnie z technika wyznaczania liczby stopni swobody w testach
zgodnosci, jest ona réwna liczbie wolnych parametrow w hipotezie konkurencyj-
nej minus liczba wolnych parametréw w hipotezie zerowej. W naszym przypadku
w hipotezie konkurencyjnej jest tyle parametréw, ile jest logitow do oszacowa-
nia. W hipotezie zerowej, opisujacej dane za pomoca rownania regresji jest tyle
parametrow, ile wystepuje w tym réwnaniu. m

3.2 Regresja logitowa ze zmiennymi nominalny-

mi

Regresja logitowa moze znalez¢ zastosowanie rowniez wtedy, gdy niektore zmien-
ne objasniajace sg nominalne. Kazdej zmiennej nominalnej przyporzadkujemy
tyle zmiennych indykatorowych, ile r6znych wartosci ma dana zmienna. Po wpro-
wadzeniu takich zmiennych budujemy zwykly model regresji logitowe;j
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Definicja 3.3 Niech zmienna nominalna X ma wartosci {1, xs,...,x1}. Zmien-

nymi indykatorowymi, odpowiadajgcymi X, nazywamy zmienne liczbowe XV, X3,

XUI=Vo wartosciach {0,1}, takie, e X =1 <= X = x;

Przyktad 3.4 (kontynuacja przykladu 2.19)

Interesuje nas jak prawdopodobienstwo uzyskania lepszego wyniku zalezy od
plci i zastosowanej terapii. Przeksztalémy tabele tak, aby przygotowac dane do
obliczen

H Nijk H prawdop gt H P®) H T@ H
[P [T [p [ [ |
ko Ja2=.778 In3=1.253 |1 1
p |5 =-406 Iniz=-379 [1 0
m | a | =.500 InZ=.000 0 1
p =091 Ing=-2303]0 0

Rownanie regresji logitowej bedzie miato postac
k a
lgt (pij) = a + O PE 1 gOT

Po zastosowaniu metody najmniejszych kwadratow otrzymamy nastepujgce esty-
matory

& = —1.9037, B(P) = 1.4687, BT) = 1.7817 (3.1)

Z tych estymatorow mozemy oszacowac logity i prawdopodobienstwa oraz oczeki-
wane liczebnosci

H H lgt ‘ prawdop H
[PIT] Iz |
k|| a | —1.9037 + 1.4687 + 1.7817 = L3467 | 1 o y5557 = - 194
P —1.9037 + 1.4687 = —. 435 m =.393
m | a | —1.9037 4 1.7817 = —. 122 Trep(i = - 470
P —1.9037 = —1.903 7 m =.130
[ [ W | [ [ W
[P [T]- l | [P T[> !
ko Jla [ 27—21.438 =5.562 27+ .794 = 21.438 ko a6 ¢
p [[32—12.576 =19.424 32x.393 = 12.576 p [19 |
m |a | 14—6.58 =7.42 14 % .470 = 6.58 m |al 7
p [11-1.43=9.57 11%.130 = 1.43 p [ 10
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(2 W H
[P [T]- l H
k [la | 6ln—5-=.45481 211n 322 = —. 43349
p [19In 5 = —.41934 13In % = . 43727
m [[a | TIn-1; =—.40788  7ln = =.43313

p | 10In 53 =.43952 1In = = —.35767

G? =.2927. Dia 1 stopni swobody (1 =4 — 3) poziom krytyczny, odpowiada-
jacy G? = .2927 wynosi 0.5885 co oznacza niezte dopasowanie do danych.
Parametry rownania regresji 3.1 pozwalajg odpowiedzie¢ na niektore pytania

o Jaki wplyw ma plec na prawdopodobienstwo wyleczenia?

Réznica logitow dla kobiet © mezZczyzn przy tej samej terapii wynosi 5/(13) =
1.4687, co oznacza Ze stosunek szans lepszego wyniku jest dla kobiet exp (1.4687
4.3 raza wiekszy niz dla mezczyzn

e Jaki wplyw ma terapia na prawdopodobienstwo wyleczenia?
Roznica logitow dla terapii aktywnej i placebo dla tej samej plci chorego
wynosi 3T) = 1.7817, co oznacza ze stosunek szans lepszego wyniku jest dla
terapii aktywnej exp (1.7817) = 5.9 raza wiekszy niz dla placebo.

3.3 Regresja logitowa ze zmiennymi porzadko-
wymi

Czesto zmienna wynikowa ma wiecej niz dwie wartosci. Jesli te wartosci wystepuja
w skali porzadkowej, to do opisania ich zaleznosci stosuje sie model proporcjonal-
nych szans.

Model ten jest seriag modeli logitowych, uporzadkowanych wedtug stopnia na-
rastania intensywnosci cechy wynikowej. Na przyktad, gdy cecha wynikowa X
ma wartosci maty, $redni, duzy, olbrzymi uporzadkowane to modele logitowe by-
tyby utworzone wedtug narastajacych poziomoéw dychotomicznych: matyieces niz
maty; co najwyzej sredniiecej niz sredni;co najwyze) duzyiecej niz duzy; mniej niz
olbrzymidlbrzyma

Proporcjonalnosé szans polega na tym, ze wszystkie te modele tworza rownole-
gle hiperptaszczyzny regresji. Oznacza to taki sam wptyw zmiennych objasniaja-
cych w kazdej klasie intensywno$ci cechy wynikowej. Zmiany prawdopodobienstw
cechy wynikowej w tych klasach sg niezalezne od cech objasniajacych.



38 ROZDZIAL 3. MODELE LOGITOWE

Dziatanie modelu proporcjonalnych szans wyjasnimy na przyktadzie.

Przyktad 3.5 (kontynuacja przykladu 2.19) Przypomnimy dane:

[rig W H
[P [Tz w i |
k al 6 5 16
pill19 7 6
m a|l|7 2 &
p |l 10 0 1

Rozbijemy te tablice na dwie, zawierajgce dychotomiczne podziaty zmiennej
W: z, —u, gdzie l oznacza wyniki lepsze (umiarkowane lub istotne), —u wyniki co
najwyzej umiarkowane.

Lrae W | [oge W
[P [7T]= ¢ | [P [T]-u i |
k a || 6 21 k a || 11 16
p |l 19 13 p |2 6
m a ||7 7 m a | 9 )
p |l 10 1 p || 10 1

Napiszemy model proporcjonalnych szans dla tych tablic

gt (pij)) = a1+ BPPFY + pOTEY
gt (p}) =+ BT PYD + pOTE

)

W tych wzorach pw1 , pg) oznaczajg prawdopodobienstwa odpowiednio wyniku z i

—u w tablicach 1 4 2; P (k1) R(J“ zmienne (indykatorowe) odpowiadajgce plci w

tablicach; T al) ,TZ(]a )zmzenne odpowiadajgce terapii.
Wprowadza]@c dwie zmienne indykatorowe CV, C® wskazujgce na numer ta-
blicy mozna oba rownania zapisac za pomocg jednego, co umozliwia wykorzystanie

standardowego oprogramowania
lgt (b)) = 10 4,0 4 P P 4 gL

Dane z tablicy, ktore umozliwiajq estymacje modelu przyjmaq teraz postac:
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H gt | P77 17 o0 [ o® ]
EAES H | [ [ ]
k ||a | —1.253 |1 1 1 0
p | .379 1 0 1 0
m | a | .000 0 1 1 0
p | 2.303 0 0 1 0
k |a || =375 |1 1 0 1
p || 1.466 1 0 0 1
m | a | .588 0 1 0 1
p | 2.303 0 0 0 1

Parametry wyznaczone z tych danych metodg najmniejszych kwadratow sq na-
stepujgce

oy = 1.91575, ap = 2.55400, 3 = —1.24425, 3T = —1.87275

Model regresyjny dobrze pasuje do danych - jego wspotczynnik determinacyi wynosi
0.9502.

Co mozna odczytac z danych?

Dla mezczyzn leczonych placebo, iloraz szans ztych do lepszych wynikow wynost
exp (1.91575) = 6.8, natomiast iloraz szans wynikéw co najwyzej umiarkowanych
do istotnych wynosi exp (2.55400) = 12.9. Obie te wielkosci nalezy pomnozyc przez
exp (—1.24425) = .29 gdy badang osobq jest kobieta, a przez exp (—1.87275) = .
15 gdy zastosowano terapie aktywng. Na przykiad, gdy zastosuje sie terapie aktyw-
ng u mezczyzn to iloraz szans ztych do lepszych wynikéw wynosi 6.8 % .15 = 1.0
natomiast iloraz szans wynikow co najwyzej umiarkowanych do istotnych wynosi
29%.15=1.9, co jak widaé¢ dobrze swiadczy o zastosowanej terapii. Dla kobiet,
leczonych aktywnie, te wyniki sq jeszcze lepsze: w pierwszym przypadku wynoszg
1.0%.29 = .29 a w drugim 1.9 % .29 = .55 co wskazuje na przewage prawdopo-
dobienstwa wynikow lepszych nad gorszymi na kazdym poziomie oczekiwan.
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Modele logarytmiczno-liniowe
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W poprzednich rozdziatach rozwazaliSmy sytuacje, w ktorych interesowata
nas zaleznos¢ czy niezalezno$¢ pary cech. Jezeli do pary cech dotaczy trzecia,
to powstaje uktad, ktory jest bardziej skomplikowany, niz by to sie¢ z pozoru
wydawalo. Jednym z przejawéw tej komplikacji jest tzw paradoks Simpsonal.
Paradoks ten polega na tym, ze dla trzech zdarzen A, B,C jest mozliwy uktad

nieré6wnosci
P(A|BNC) < P(A|B°NC),P(A|IBNC°) < P(A|B°NC*)
aleP (A|B) > P(A|B°)
Paradoks ten ostrzega nas, ze w rozwazaniu relacji zdarzen nie wystarczy

udowodnié, ze dana relacja zachodzi dla wszystkich przypadkéw (tu C i C°).
Konkluzja, jak wida¢ moze by¢ inna.

Przyktad 4.1 (Paradoks Simpsona) (zrédlo:[1] str.136)

Obronca ‘ Ofiara | Kara $mierci
Tak ‘ Nie
Biaty Biaty 19 132
Murzyn | 0 9
Murzyn Biaty 11 52
Murzyn | 6 97

Tabela 4.1: Kara $mierci 1 rasa

Niech A="orzeczono kare $mierci”, B="0bronca jest Bialy”, C="0Ofiarq jest
Biaty”. Latwo obliczyé odpowiednie prawdopodobienstwa

19 17
19 11
0 6

P(A|BNC) < P(A|B°NC), P(A|BNC®) < P(A|B°NC°)

Definicja 4.2 Dana jest tablica wynikéow obserwacyi trzech cech XY, Z:
Niech pijr = P(X =2;,Y =y;,Z = z), oraz niech mjr = npiji (mijrjest
oczekiwang liczbg obserwacji w komdrce tabeli)

Nazwa tego paradoksu pochodzi od artykutu, opublikowanego przez E.H. Simpsona w 1951,
cho¢ zjawisko to bylo znane wczeéniej, np bylo omawiane przez Yule’a w 1903.
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T1 || Y1 || M1 | M2
Y2 || Mi21 | Ni122
T2 || Y1 || Nen1 ‘ 1212
Y2 || Ma221  MNa222

Tabela 4.2: Tablica wynikéw obserwacji

Definicja 4.3 (Model logarytmiczno-liniowy) Modelem logarytmiczno-liniowy
nazywamy taki, w ktorym
Inmge =+ A+ A+ M N7 A NN (4.1)

oraz

I
o

(4.2)

ZA? = O,Z)\jyzo,Z)\Z
SA = 0.5 -0,

iAﬁZ — 0T
zw - OZ%Z—OZA;’%Z—

Wielkosci \X, \Y ) \Z nazywamy efektami gléwnymi, \5Z ,)\XY )\ efektami in-

7 ) Vi )
terakeji ( mtemkcyamz) rzedu 2, )\f](,z/ Z efektami interakcyi ( mtemkcjami) rzedu

3.

Zapis Inm;;, w postaci rownan 4.1 1 4.2 nazywamy zapisem bilansowym. Zapis
bilansowy jest uktadem réwnan liniowych.

Twierdzenie 4.4 Dla kazdego ukladu {m;;;} istnieje doktadnie jeden zapis bi-
lansowy.

Definicja 4.5 Rozréznia sie modele logarytmiczno-liniowe:
Model [ XY Z] nazywa si¢ modelem nasyconym, model [] - statym?.

W modelu stalym wszystkie prawdopodobiefistwa p;ji sa réwne.
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Model In Mijk
(XY Z] AN N N F AT N A7+ AT
(XZIXY]YZ] | p+ A A AN + pp.com AYZ
(X Z][Y Z] u+/\ff+>\}7+>\,§+/\§,§z+)\}§f
(XY][Z] pA A A N A
(X]Y][Z] pA A+ A+ N
I [

Tabela 4.3: Modele logarytmiczno-liniowe

Modele logarytmiczno liniowe, w przeciwienstwie do modeli logitowych, nie
wyrozniaja zadnej z cech. Ich zadaniem jest stworzenie jak najprostszego modelu,
objasniajacego zwiazki miedzy wystepujacymi cechami.

Twierdzenie 4.6 Rodzne modele logarytmiczno-liniowe reprezentujq rozne typy
zaleznosci miedzy cechami

Model Typ zaleznosci | p;j
(XZ|[YZ] | X1Y |Z PitkPijk

P4++k
[(XY][Z] (X,Y)L1lZ Pij+P++k
XIY][Z] | X1Y1lZ Dit+ P+j+P++k

Tabela 4.4: Modele zalezno$ci

Dowéd. (X Z|[Y Z] :

In Mijk
N Pijk

NPi+k
NPk
NP++k

Di+kP+jk
ni
Ptk

AN N A+ AT N =
aﬂXﬂYﬁk ﬁXZ YZ
ﬂXﬁk Zﬁy ]k )
aﬁjyﬁkz Zﬁx zk )
aﬂk Zﬁyﬁ ZBX zk )
ﬁYﬁZ YZZ ﬁX
X Y YZ
BB 2 O s @X

ﬁXﬁYﬁkZﬁXZ YZ o npijk
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(XY][Z] :
Inmgj, = ,u+)\X+/\Y+)\f+)\f§Y <= N Pijk —aﬁxﬁyﬁz Xy
nNpij+ = Oéﬁxﬁyﬁz 1o y NP4k = Oéﬁk Zﬁixﬁ]y ij

n = np+++—aﬂ+26 ﬁy rh

6 > ﬁxﬁy
iy prx = aBXBYa7a%Y =
X Y
- aﬁ.X@YﬁZ xy ¢ ﬁk Z”ﬁ ﬁ — npiik
R e T ¥ 045+Zuﬁxﬁy XY J
(X1[Y][Z]
Inmg, = u—i—)\f(—i—)\jy—l—)\kz<:>npijk:aﬁfﬂfﬁkz
NPi++ = aﬂixﬂ}:ﬁf, N P+j+ :aﬁfﬁfﬁf, NP+ +k :aﬁfﬁzﬁkz
n = np+++:aﬁfﬁzﬂf
OéﬁXBYﬁZOzﬁX YBZ
NPi++P+j+P++k = aﬁixﬁzﬁf +nj + +n+ LA

BYBY BZ o XY 57
= @Xﬁ}:ﬂf Z 5}515% Zg%ggg%

= aBX8Y B7 = npiji
||

Whiosek 4.7 W modelu [XZ][Y Z] cechy X i Y sq niezalezne warunkowo, to
zZnaczy

DPijlk = Pi+|k P+jlk
Dowédd.

_ Pijk _ PitkP+jk _ Pitk P+jk
Pisk  (Pas)’ Pk Dis

= Di+|kP+jlk
m
Whiosek 4.8 W modelu [XY][Z] zachodzq relacje: X LZ, Y L7

Dowéd. piir = 32 pijk = 22 Pij+P++k = Pit+ P++k- Podobnie,
Dyjk = 2i Pijk = 2 Dij4 P4k = D1jt+ Py+k ®
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Uwaga 4.9 Relacja Y LZ|X nie implikuge relacji Y LZ

Dowdd. Dla dowodu wystarczy poda¢ przyktad .

Tablica przedstawia prawdopodobienstwa dla uktadu trzech cech:
X wyksztalcenie {s - $ciste, h - humanistyczne},

Y ple¢ {k - kobieta, m -mezczyzna}

Z zarobki {w - wysokie, n - niskie}

XY | Z
w \ n
s || k | .08 | .02
m | .32 | .08
h ||k || .12 | .18
m || .08 | .12

Y1Z|X =s gdyz w tym przypadku tablica prawdopodobienstw sprowadza
sie do tablicy

Y | Z
w \n
k.16 ].04
m | .64 | .16
dla ktoérej iloraz krzyzowy wynosi 6 = :éi::éi = 1 co oznacza niezaleznosc.
Podobnie,
Y1Z|X =h. W tym przypadku tablica prawdopodobiefistw ma postaé
Y | Z
w \n ,
k | .24 | .36
m | .16 | .24
24,24

dla ktorej iloraz krzyzowy wynosi § = =22 = 1 co rowniez oznacza niezalez-
nos¢. Natomiast tabela prawdopodobienstw dla pary cech (Y, Z), gdy nie znamy
wartosci X przedstawia sie nastepujaco:

Y | Z
w \ n
k2020
m || .40 | .20
dla ktorej iloraz krzyzowy wynosi 6 = 24218:38 = .50, co oznacza, ze te cechy sa

zalezne. m
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Lemat 4.10 Stopnie swobody dla modeli prostych:

Pl ln (m”k) = U,

PQ . lIl (mijk) = )\;X,
P3 : In (muk) = )\5](')/’
P4 : In (m”k) = )\z)j(.ZZ

wynoszqg odpowiednio: 1,1 —1,(I —1)(J—1),(I —1)(J—1)(K —1)

Dowdéd. Liczba wolnych parametrow w modelu P, wynosi 1, gdyz w tym
przypadku nie ma zadnych ograniczen na wartos$¢ p.

W modelu P, liczba wolnych parametréw wynosi I — 1 gdyz mamy jedno
ograniczenie Y27, AX = 0.

W modelu Pj liczba wolnych parametréw moze by¢ wyznaczona z tabeli

MY TR o
X A [ 7 o
A P )
0 |[..]o J..]ofo]

pamietajac, ze suma ;5" w wierszach i kolumnach jest réwna 0, skad wynika,
ze wystarczy wypelni¢ pola w miejscach nie zaznaczonych *. Pola z * muszg byc
wypeltnione taka wartoscia, aby suma wartosci )\fj{ Y w wierszach i kolumnach byta
rowna 0. Takich pdl jest (I —1)(J —1).

Podobnie w modelu Py, tylko w tym przypadku mamy tablice trojwymiaro-
wa, z ostatnimi wierszamiolumnamiarstwami wypelnionymi *, stad liczba stopni
swobody réwna ([ —1)(J—1)(K —1). m

Twierdzenie 4.11 Estymatory najwiekszej wiarygodnosci dla liczby obserwacyi
w polach tablic wielodzielczych, odpowiadajgcych efektom w modelu M o rozkia-
dzie wielomianowym lub Poissona sqg rowne obserwowanej liczbie obserwacyi dla
efektow. Estymatory te sqg wyznaczone jednoznacznie.

Dowdd. Dowodd przeprowadzimy na przyktadzie rozktadu wielomianowego i
modelu [XY][YZ]. Dowéd w kazdym innym przypadku jest analogiczny. Nasz

model oznacza zachodzenie réwnosci

Inmgx = In (npgx) = p+ AX + )\;/ + M+ )‘%)g('y + )%Z
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Funkcja logarytmu wiarygodnosci w rozktadzie wielomianowym z doktadno-
Scig do stalych ma postac

Z Nijk lnpijk

ijk
co, z doktadnoscig do statych jest rowne
ijk ijk
W zagadnieniu estymacji nalezy obliczy¢ maksimum powyzszej funkeji przy ogra-
niczeniach

1 = > pijr=— Zngk,

ijk zyk

YA =0 AT =0 A =0,

i j k

Z)\;’;Y = o,ZAgyzo,ZAﬁzzo,gAﬁzzo
7 J J

Potraktujemym,;;. jako funkcje zmiennych p, AX ,)\}/,)\ )\fj(y,/\ . Niech u
bedzie jedna z tych zmiennych. Wtedy

O Dexp (4 AX + A + M + A8 + A7)
o Ju B
O (n+ XS+ A+ M+ A8 +07)
Mgk ou

R (DSOS ED R DA I , .
Wyrazenie ( N R ) jest rowne 1 lub 0 w zalezno$ci od tego,

czy u wystepuje, czy tez nie wystepuje wsrod p, A, XY AL AT, ANZ

ERRAY IR
Uzywajac metody mnoznikéw Lagrange’a nalezy znalezc maksimum funkcji

E%njk (1 + A+ A + 27 + A8 +017) +
ij
+0¢Zm¢jk+

ijk
+5§2AX+51 ZAW@ZZAZ
+252jz)\ij +Zﬁszz)\

i 7

+2 B DA +Zﬂsj2%k
k j j k
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Obliczamy pochodne wzgledem nieznanych parametrow i przyrownamy je do

0
OF
0 = e
op
= D ngrtay mg =
ijk ijk
= n+a) (pg)=n(a+1l) = a=-1
ijk
Dla X
OF
0 pu— R ep—
ONS
= an‘jk +Oézmijk + 5 =
ik ijk

_ X
= Nigy — Mivy + 0

Dodajac stronami po ¢ powyzsza rOwnos¢, otrzymamy

0 = X (merr — e +AY) = =3 (pie) + B =B

K3 K3

— B5=0

Stad otrzymamy, ze dla efektu \:X zachodzi réwno$c®n; . = niy .

Podobnie,dla efektu )\}/ zachodzi réwnosc ny ;. = nj;,dla efektu A? zachodzi
rOWNOSC Ny ) = N1k

Analogiczne rachunki przeprowadzimy dla efektu A%

oF
0 = XY Z Nijk + Zmz‘jk + Boj + B3 = (4.3)
ij k k

Nij+ — Mij4 + Boj + B

Sumujac jak powyzej, najpierw po i, potem po j otrzymamy

0 = nyjr —myjy + IP2 + Bsy = P25 + Bay, (4.4)
0 = Ny —Miyq + Boy + JB3i = oy + J B3

3Zawsze symbolem 0 oznaczaé bedziemy estymator parametru 6, uzyskany z maksymalizo-
wania funkcji wiarygodnosci
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Sumujac teraz najpierw po j, potem po ¢ otrzymamy

0= 1B + JBs., (4.5)

Z réwnan 4.4 mnozonych: pierwsze przez J, drugie przez I oraz dodanych
stronami uzyskamy

IJ (Bsi + Bo;) + 1 B2y + J B34 =0,
co w polaczeniu z 4.5 daje, ze Bo; + [(B3; = 0 oraz, ze w 4.3 zachodzi réwnos¢
iy = N
W analogiczny sposob mozna pokazaé, ze dla efektu )\}/,ﬁz Mgk = Nyj, A
Whiosek 4.12 W modelu nasyconym estymatory najwiekszej wiarygodnosci ngjy,
spetniajqg rownosc
ﬁz‘jk = Nijk
dla kazdego i, j, k.
Whniosek 4.13 Zachodzq nastepujgce implikacje:
Vigk (Mg = nige) = Vijlige = nijy VirRiok = ik, Vgl e = Nojr, =
= Villipy = Mgt V5 Ny = Ny Vi N = Ny, =

= Nt = Nppq,

Dowéd. Oczywisty m

4.1 Modele hierarchiczne

Niech M; bedzie danym modelem logarytmiczno liniowym.

Definicja 4.14 Model My nazwiemy hierarchicznie podporzgdkowanym modelow:
M (w skrécie - podporzgdkowanym My, My < M) gdy zbior efektow w modelu
My jest podzbiorem zbioru efektow My .

Definicja 4.15 Odchyleniem modelu My od My nazywamy liczbe

~(1)
2 . ~(1) 1. Tijk
G* (My|My) = 22;%:;7%%111 ﬁé),

ijk

(r)

gdzie N, jest estymatorem najwigkszej wiarygodnosci nj, w modelu M, (r=1,2).
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Zauwazmy, ze odchylenie danych od modelu logarytmiczno-liniowego jest row-
ne odchyleniem tego modelu od modelu nasyconego.

Twierdzenie 4.16 Gdy model M, jest prawdziwy to
G? (My |My) = G* (M) — G* (M)
Co wiecey,
DF (G*(My|M,)) = DF (G* (M) — DF (G* (My))
Whniosek 4.17 Jezeli dany jest cigg hierarchicznie podporzgdkowanych models
My > My > ... = My_; = M,

gdzie My jest modelem nasyconym oraz modele My, My, ..., My_1 sq¢ prawdziwe, to
zachodzi wzor

k
G? (My) =>_ G* (M, |M,_y)

r=1

z liczbg stopni swobody rowng

F(G* (M) = > DF (G* (M, |M,-))

Dowdd twierdzenia. Dowdd przeprowadzimy w szczegdlnym przypadku,

gdy
I (mil) = p+ A+ A A+ A7
In (mg,)c) = pu+ )\}/ + 37
Wtedy
0y ik
G* (Mz|My) =2 Ay In 5 (4.6)
1,5,k nzgk
~(1
— 2 z;gn% (AN A5+ 087) = (n+ 2 +X07))
1.,

= 23 g (N A = 2% Z++>\X+QZAS+)\XY.

0,5,k
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7 twierdzenia 4.11 wynika, ze gdy model M, jest prawdziwy to estymatory naj-
wigkszej wiarygodnosci dla liczby obserwacji, odpowiadajacych efektom \X oraz
)\fj.y sg rowne obserwowanej liczbie obserwacji. Stad ﬁ&) 4+ = Njyq Oraz ﬁgl = Njj4
dla dowolnych 7, j.

Wstawiajac ostatnie rownosci do wzoru 4.6 i zwijajac ten wzér od tytu, otrzy-
mamy

A1) X A1)\ XY
QZni++)‘i +2Znij+)‘ij
i 1,5

7 1,7
= 23 ma (A AT+ AT+ A8 4 AX7) = (A +A%7))
ik
i,k Tk i,k sk
Liczba stopni swobody w modelu M | M jest réwna (patrz Lemat 4.10) (I —
1)+ (I —1)(J — 1), czyli réznicy

1+ (I -0+ -1+ I —1)(J—1)+ (I —1)(K —1)

I+ (J=1)4+(I-1)(K-1)
co dowodzi drugiej czesci tezy twierdzenia.
Dowo6d w kazdym innym przypadku jest analogiczny. m

Twierdzenie 4.18 Utwdérzmy cigg hierarchicznie podporzgdkowanych modeli:

My : [XYZ]

M, : [XY][XZ]|[YZ]
M, : [XY][YZ]
Ms : [XY][Z]

My - [X][Y][Z]

Wtedy

T
N N N /N
5
5
— N N
I
A~~~
<
|
I S
~— L ~— ~—
=
|
N~—
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gdzie I, J, K jest liczbg roznych wartosci cech X,Y, Z.
Dowéd. Model My (nasycony) jest postaci [XY Z], co oznacza, ze
0
I (mGh) = p+ X5+ A+ A7+ A+ ARE AR+ AN
Model M; postaci [XY][X Z][Y Z] ma postaé:
1
I (mijh) = p+ XS+ A+ 27+ A5+ A7+ 05

Odchylenie G? (M, |My) jest statystyka testowa w ukladzie hipotez:

Hy : prawdziwyjestmodel My,

H, : prawdziwyjestmodel My

Liczba stopni swobody dla takiego uktadu hipotez jest réznica DF (H;) —
DF (H,).

Liczba stopni swobody modelu M, wynosi

1+T—14J-1+K-14+I-1)(J -1+ -1)(K —1)+ (J - 1)(K — 1)
+(I—1)(J—-1)(K—1)

Podobnie, liczba stopni swobody modelu M; wynosi
1471 -14+4J-1+K-14+4{I-1D)(J-1D)+{T-1)(K-1)+(J—=1)(K-1).

Jak tatwo zobaczy¢, réznica tych liczb wynosi (I — 1)(J — 1)(K — 1), czyli
jest liczba stopni swobody prostego modelu A\ #, ktéry wystepuje w My a nie
wystepuje w M;. W podobny sposéb mozna uzasadni¢ pozostate wzory w tezie
twierdzenia. m

Uwaga 4.19 (praktyczna) Liczba stopni swobody w modelu warunkowym M, |
liczbg stopni swobody w modelu prostym, ktory wystepuje w M, a nie wystepuje
w Mr-i—l'

Twierdzenie 4.20 Estymatory najwiekszej wiarygodnosci ng-,:l) w modelach hie-

rarchicznych M, 1 |M, (patrz Twierdzenie 4.18) wyrazajg sie wzorami
1 1)

@ T+ Tk
Mgk =T M)
e
2 .2
n® Mgt Mtk
ijk n?
ot
@ 3 B
n@ P Mgk

" (n?0)"
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(1) y z . . . ~
Estymatory n, ;. mozna wyznaczycé metodq iteracyjnego oszacowania propor

cjonalnego (Dodatek A)

Dowéd. Model M, |M; postaci [XY][Y Z], jest modelem warunkowej nieza-
leznosci X L Z|Y (Twierdzenie 4.6), co oznacza, ze

@ _ . 2 2
Piklj = Pit|j P+hlj

czyli réwnowaznie
2 2) (2
pz('jl)f . pz('jzr pi])k
@ @ 2
Pyj+  Pij+ P4j+

. . , . 2 .
Mnozac obie strony tego réwnania przez ngr Zr 4 otrzymamy, po uproszczeniach

(2)

2) _ (2 Pijk
Nijk = Mij+(3)
Dij+

Mnozac teraz licznik i mianownik utamka po prawej stronie przez nfl 4, otrzy-
mamy rownosc:
2 (2
@) _ Mgk
Mgk = T 0)
+5+
( )Korzystaj@c z twierdzenia4.11 mamy, ze ngl = ngl, nfj)k = n(j}k, nfj)+ =
1
N
Analogicznie, model Mj|M, postaci [XY]|[Z], jest modelem niezaleznosci pa-
ry (X,Y) i Z. Korzystajac znéw z twierdzenia 4.6 mamy

3 3) (3
pz('jl)c = pz(j-)i- pilk

co po analogicznych operacjach, jak wyzej (mnozenie obustronne przez nf}r +

potem mnozenie i dzielenie po prawej stronie przez nf}mL i wykorzystanie twier-
dzenia 77) daje
n? ,@
(3) _ "Yij+ 44k
Mijk = @)
Nyyy

Ostatnig réwnos¢ w tezie twierdzenia uzyskuje sie w analogiczny sposoéb. m
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Uwaga 4.21 (praktyczna) Wyniki, uzyskane w tym punkcie mozemy podsumo-
wac w tabelr

Model
M, : [XY Z]
M, : [XY|[XZ][Y Z]
M, : (XYY Z]
Ms : [ XY][Z]
My [(X][Y][Z]
Model Typ Estymacja DF
warunkowy | zaleznosci
- nasycony
My | My - IPF (I-1)(J-1)(K-1)
My | My X1Z|lY E;)*(l?(*;’“ (I-1)(K-1)
wih |1z | |G- nE -
(; MONC)
My | M; X1lYl1lZz % (I—-1)(J—-1)
( +++)

Tabela 4.5: Dopasowanie modelu hierarchicznego

Przyktlad 4.22 (artretyzm, terapia, pteé) (c.d. przykladu 2.19)

Zbadamy strukture tych danych, stosujgc model logarytmiczno-liniowy na po-
ziomie istotnosci 0,05

B
Lr [7]= [ |
k a || 6 21
p | 19 13
m a || 7 7
p |l 10 1

Oszacujemy, metodg IPF liczebnosci nuk dla modelu [PW|[TW][PT]
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7]

ijk

~ ]~ =

TV

Najpierw dopasujemy model [PW]

H vk

¥ | [ | Lo H
k z || 25 k z || 2 k z || Z2=12.5
U] 34 HIE L& =17.0
m z ||| 17 m z ||| 2 m z 177 =8.5
HIE L 2 I 5=40

Po uwzglednieniu wspotczynnika skalujgcego otrzymamy nowq macierz:

B E l | el [= ¢ |
k al 1%12.5 1%17.0 k al 12.5 17.0
pl 1x12.5 1x17.0 ||= pl 12.5 17.0
m al 185 1%x4.0 m all 85 4.0
pll1%85 1x4.0 p|l 85 4.0

W drugim kroku pierwszego cyklu dopasujemy model [TW]

()

| n | [wed

W trzecim kroku pierwszego cyklu dopasujemy model [PT]

Wk H | o |

a 2] 13 a z[] 12.5+8.5 a 2| £ =619

L 28 [ [ 17.0+4.0 L] 55 =1.333
p z || 29 p z [ 12.5+8.5 P z || 31=1.381

U 14 I ][ 17.0+4.0 U] & =.667

[wi [ = l [

ko Jal12.5%.619 17.0x1.333 ko Jal7.74 22.66

p |l 12.5%1.381 17.0%.667 | = p | 17.26 11.34
m a | 8.5x*.619 4.0%1.333 m al 5.26 5.32

pl 85+x1.381 4.0x%.667 p | 11.74 2.67
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0 2
[ ] [ | [ow
k all 27 k al|7.74+22.66 k a || 25 = .889
32
p || 32 p [ 17.26 +11.34 p || 55 = 1.11¢
m |al 14 m | al 5.26+5.32 m |all gm=132
p |l 11 p | 11.74 +2.67 p || o =763
c 3
[wi [ l | fwm = |
ko [al7.74%.889  22.66.889 ko [a]6.89 20.14
p|[17.26x1.119 11.34x1.119 ||= p || 19.31 12.69
m [ al5.26%1.323 5.32x1.323 m [[a]6.96 7.04
p || 11.74% 763 2.67* .763 p| 896 2.04
Rozpoczynamy drugi cykl iteracyi
Model [PW]
3
L | Lo H
k z || 6.89+19.31 k 2 || 5225 = 954
[ | 20.14 +12.69 I || 355 = 1.036
m | 2] 6.96+8.96 m |z 55 = 1068
3
[ ][7.04+2.04 U] 55 = -881
@ @
EHEE l |l [z ¢ |
ko | al6.89%.954  20.14 % 1.036 ko Ja]6.57 20.86
p|[19.31%.954 12.691.036 || = p || 18.42 13.15
m [a]6.96%1.068 7.04x .881 m [a]7.43 6.20
p || 8.96%1.068 2.04x .881 p |l 9.57 1.80
Model [TW]
4
[ v | [oww H
a z || 6.57+7.43 a 2 || 15 = <929
I || 20.86 +6.20 ||| 5% = 1.035
p z || 18.42 4+ 9.57 p 2 || 7245 = 1.036
[ || 13.15+1.80 L] 5 = 936
5 5
[ue [ l [
ko |a]6.57%.929  20.86x%1.035 k Ja]6.10 21.59
p | 18.42%1.036 13.15%.936 | = p || 19.08 12.31
m [al7.43%.929  6.20x1.035 m [a]6.90 6.42
p || 9.57%1.036 1.80* .936 pl9.91 1.68
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Model [PT)
5
| wif | Lo |
k a || 6.10 +21.59 k a || 25 =-975
p [ 19.08 +12.31 p || 525 = 1.019
m | a]]6.90+6.42 m | al 5% =1.051
pl]9.91+1.68 p || o =949
(6) (6)
[win | l | [wi [ ¢ ]
k a | 6.10%.975 21.59 % .975 k al| 5.95 21.05
p | 19.08%1.019 12.31%1.019 ||= p |l 19.44 12.54
m a |l 6.90%1.051 6.42x1.051 m a| 7.25 6.75
p || 9.91 %.949 1.68% .949 p | 9.40 1.59
Obliczenia w tym modelu zatrzymujemy po dwéch cyklach®.
Przyymiemy wiec tabele wartosciams w'® jako tabele z estymatoramai n) dla

ijk ijk

modelu [PW|[TW][PT):

M
o [z ¢ |
k al 5.95 21.05
p |l 19.44 12.54
m al 7.25 6.75
pl 9.40 1.59
| Gh (M [Mo) | = [ |
k a 61n% 211n —25105
p | 19In o Bng | = G (M| M) = .39516
m all 7ln 7—725 71ln #
p || 101In % 1ln ﬁ

Poziom krytyczny, odpowiadajgcy wartosci . 39516 dla rozktadu x* z 1 stop-
niem swobody ( (I —1)(J —1)(K —1) =1 ) wynosi 0,5296 co upowaznia nas
do zaakceptowania modelu M.

Oszacujemy teraz parametry modelu My |M,y gdzie My : [PW][TW]. Od razu

mozemy obliczyc estymatory nz(?,)ﬂ w tym modelu (patrz tabela 4.5) ze wzoru ng,)g =
”Ei)k n:-l])k :
Mtk

4Kryteria stopu zaleza od wybranej opcji. Moze to byé dokladnosé licznoéci brzegowych czy
tez, jak w naszym przykladzie, liczba cykli obliczen.
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[0 T 1 0% T 1 —
k| 22539 a Jz|3.20] |20 ] H
[ ]| 33.59 [ 127.80 2 42.04
m 2 || 16.65 p 2 | 28.84 l 41.93
[ 834 [ | 14.13
H EJZI)C H §5 39x13.20 l33 59x27. 80 H H ng]){ H - l H
k -39+13. - 59427, k 7.97  22.27
;L 25%*% 87 dd%&%*% 3 || — Z 17.42 11.32
m a 1616%*(1% 20 8.32{‘2??80 m a 5 23 5 53
’7’ﬁ75%%'¥%7871—5f3%19%rf’ ' :
P b e p | 11.42 2.81
| G (M [My) | = l H
k a 59522  21.05ln -2
p | 19.44 ha7 }ij‘; 12.54 112 }ig;‘
m al 7.25 ln 6.75 ln
p [ 9.-40In 191 4262 1.50In 12 g?

= Guk (M2 ‘Ml) =2.9388 = Gzyk ( ) ngk (M2 ‘M1> + Gz]k (Ml ‘MO)
=.39516 +2.9388 = 3.334

Poziom krytyczny, odpowiadajgcy wartodci 3.334 dla rozkladu x? z 2 stopnia-
mi swobody ( (I —1)(J—1)(K—=1)+ (I —1)(K —1) =2 ) wynosi 0,1888 co
upowaznia nas do zaakceptowania modelu Ms.

Oszacujemy teraz parametry modelu Mz |Msy gdzie Ms : [P][TW]. Mozemy

®3)

obliczy¢ estymatory n;5; w tym modelu (patrz tabela 4.5) ze wzoru

ijk
@ @
3 n; ;
nz(jl)c: +(+2)+k
Myt
(2)
B e
k al 7.97  22.27
p |l 17.42 11.32
m al| 523 5.53
p | 11.42 2.81
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)
(5 T ]
[ 22| | [« J=z]1320
k[ 58.98 2780 [P, [ 83.97]
m | 24.99 p |z | 2884
[ | 14.13
) )
EE l [ ER
koo [a| B2 B0l ko [la]9.27 19.53
p ke it | 506 9.0
m o ZOEN TSI [ o [ 3.93  8.27
p [ =i whidi p| 858 a2
| Gl Ms[Me) | = l |
k a|7.97In=F 22,27l 2T
p [ 17 2 T2 11 321 1102
m a|5.23In323 553223
p | 11.421In 181 5482 2.811In i g}

— ka (M3|My) = 3.9628 — ka (M3) = 3.9628 4+ 3.334 = 7.296 8

Poziom krytyczny, odpowiadajgcy wartosci 7.296 8 dla rozktadu x* z 8 stop-
niami swobody (2 + (I — 1) (K — 1) = 3) wynosi 0,06302 co upowaznia nas do
zaakceptowania modelu Ms.

Oszacujemy teraz parametry modelu My | My gdzie My : [P][T|[W]. Estymatory
(4)

niji mozemy obliczy¢ ze wzoru
) _ ny ”S:y)ﬁt il
Mgk = @\
(”+++>
[ I e 0 I Y
k| 58.98 a || 410 z 12,04 | P [ 83.97]
m 24.99 D 42.97 l 41.93
| nin | = l E N e
58.08+A1.0x42.04 _ 58.98+41.0x41.03
e I o
m a N AR PR\ G TR T WIS Y m a1 6.11_ 6.09
24 992%’2%27*42. 04 24 99%‘31‘2%27*41. 93 : :
p 33972 %3 972 p | 6.40 6.39
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[ Gl (Ma M) | 2 l H
9.27 19.53
k a 9. 271111 1445 19. 5? ln9 14,58
p | 20.26In =57 9.92In %
m a|3.93nz% 8 271n82g
p [ 858l 421Ing—
— G, (My|M;s) = 10.462

= Gl]k (M4) =10.462 + 7.2968 = 17.759

Poziom krytyczny, odpowiadajgcy wartosci 17.759 dla rozkladu x? z 4 stop-
niami swobody ( 3+ (J —1) (K —1) = 4) wynosi 0,0014 co upowaznia nas do
odrzucenia modelu My.

Ostatecznie mozemy przyjac, ze na poziomie istotnosci 0.05 modelem, opisu-
jacym dane jest [P|[TW], co oznacza , zZe zwigzane ze sobg sq wyniki leczenia i
zastosowana terapia. Wybor pacjentow wg kryteriow plci ant nie byl zwigzany z
wyborem zastosowanej terapii, ani z uzyskanymi wynikams.

Gdybysmy przeprowadzili rozumowanie na poziomie 0.1° to ostatnim zaakcep-
towanym modelem bytby [PW|[TW] z poziomem krytycznym 0,1661. Model taki
oznacza, ze przy kazdych danych wynikach leczenia nie ma zwigzku miedzy plcig a
wyborem terapii, natomiast zarowno plec jak i terapia mogg mieé wplyw na wyniks

leczenia®.

Oszacowany przez nas model danych nie musi by¢ jedynym. Poszlismy jed-
ng z mozliwych $ciezek w drzewku modeli hierarchicznych. Przypusémy, jak to
robig pakiety statystyczne, ze oszacowaliSmy wszystkie dopuszczalne modele na
wybranym poziomie istotnosci. Ktéry z nich wybra¢? Jednym z uzywanych w
statystyce kryteriow jest kryterium AIC, podane przez Akaike czy tez kryterim
bayesowskie BIC'. Pozwalaja one wybra¢ ten model, ktory jednoczesnie najlepie;j
pasuje do danych i jest najoszczedniejszy w swoim opisie. Wybiera sie wiec ten
model, ktory ma wigksza wartos¢ kryterium.Dla modeli logarytmiczno - liniowych
(p.[1] str. 251) mozna te kryteria wyrazi¢ wzorami

AIC (M) = G*(M)—2DF (M),
BIC (M) = G*(M)—In(ny)DF (M),

gdzienyjestliczbobserwacjidlamodelu M

5co czesto jest przyjmowane w programach statystycznych jako wartoéé domyslna (np. w
programie Statistica)
6Patrz tez wyniki modelu logitowego dla tych danych
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W rozwazanym przyktadzie warto$¢ kryterium Akaike zmieniala sie nastepu-
jaco:

AIC (M;) = 0.39516 — 2% 1 = —1.6048,
AIC (My) = 3.334—2%2=—.666
AIC (M3) = 7.2968 — 2% 3 = 1.2968
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Definicja A.1 Przypusémy, ze obserwowana wielkosé X jest wyrazona w jakiejs
skali liczbowej. Skalg dla wielkosci X nazywamy kazdg rosngceq i cigglq funkcje
H. Wartosci X w nowej skali sq réwne H (X)

Wymog Scistego wzrostu skali jest zrozumiaty - wartosci obserwowanego zja-
wiska wyrazone w nowej skali powinny zachowa¢ porzadek skali poczatkowej.
Podobnie, ciagtos¢ oznacza, ze wartosci bliskie w skali poczatkowej beda bliskie
w nowej skali. Roznowartosciowosé funkcji H umozliwia powrdt z nowej skali do
skali poczatkowe;j.

Uwaga A.2 Zlozenie skal Hy i@ Hy jest skalg. W szczegolnosSci zlozenie skali li-
niowej Hy = oo+ pu (B > 0) jest skalg. NalozZenie skali liniowej umoZzliwia wybor
zera 1 jednostki kazdej skali.

Definicja A.3 Skala prawdopodobieristw to funkcja rosngca i ciggla*
H:(0,1) — R
Definicja A.4 Skala prawdopodobieristw jest symetryczna gdy H (1 — p) = —H (p)
Uwaga A.5 Dla skali symetrycznej H (%) =0
Twierdzenie A.6 Kazdg skale mozna zsymetryzowac
H® (p) = H (p) — H(1 - p)

Dowdéd. 1. HO jest funkcja ciaggla, bo jest réznicg funkcji cigglych.

2. Niech p1 < p2. H(p1) = H(p1) —H(1—p1) < H(pz) — H(l—p») =
H° (py) (funkcja —H (1 — p) jest rosnaca)

3. HY jest symetryczna: H*(1—p)=H(1—p)—H(1—(1—p)) = —H"(p)
]

Przyktad A.7 (Skale kwantylowe) Niech F' bedzie rosnacq i ciggle dystrybu-
antq rozktadu zmiennej losowey.
Lewostronna skala kwantylowa oparta na F' jest funkcjq

Hy(p) = F " (p)
Prawostronna skala kwantylowa oparta na F jest funkcjg
Hp(p) = —F~ (1 -p)

1Zazwyczaj definiuje sie skale dla przedzialu otwartego, wykluczajac z rozwazan zdarzenia
niemozliwe i pewne
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Uwaga A.8 Niech F' bedzie rosngcq i ciggle dystrybuantg rozkladu prawdopodo-
bienstwa, symetrycznego w zerze. Wtedy:

1. lewostronna i prawostronna skala kwantylowa jest symetryczna,
2. dla kazdego p, Hy(p) = Hp(p)

Dowéd. 1. Niech Hp(p) = u, Hp(1 —p) = v. Wtedy F (u) = p, F(v) =
1 — p. Z definicji rozktadu symetrycznego w 0 mamy, ze v = —u. Podobnie, niech
Hp(p) = u, Hp(1 — p) = v. Wtedy F (—u) = 1 — p, F'(—v) = p co implikuje
rownosc v = —u.

2. Niech Hp(p) = u, Hp(p) = v. Wtedy F (u) = p, F(—v) = 1 — p. Z te]
rownosci i symetrii wynika, ze v = u. ®

Definicja A.9 Skale kwantylowg opartg na dystrybuancie ® rozkladu normalne-
go standardowego® nazywamy skalg probitowq

Skale probitowa stosujemy dla zjawisk o rozktadzie prawdopodobienstwa sy-
metrycznie roztozonym wokét wartosci % i niezbyt daleko odbiegajacym od tej
wartosci.

Dla zjawisk, w ktérych obserwujemy zjawiska ekstremalne (np. $miertelno$é
owadéw na skutek stosowania $rodkéw chemicznych) stosuje sie prawo i lewo-
stronng skale kwantylows opartg na rozktadzie Gumbela® o dystrybuancie

F(u) = exp (—exp (—u))

Wtedy Hp(p) = —In(—=In(p)), Hp(p) = In(—1In (1 — p)). Takie przeksztalcenie
nazywane jest skalg podwdjnie logarytmiczng. Jak tatwo zauwazy¢ skala podwdj-
nie logarytmiczna nie jest symetryczna.

Najczesciej, ze wzgledu na swoja prostote i dopasowanie do czesto wystepu-
jacych w praktyce zjawisk asymetrycznych? jest skala logitowa.

Definicja A.10 Skala logitowa jest symetryzacjq skali logarytmiczne; dla praw-
dopodobienstw

lgt (p) =In(p) —In (1 —p) =In (ﬂp)

2Dystrybuanta ta jest ciggla i rosnaca, a rozklad jest symetryczny w 0.

3Rozklad Gumbela jest jednym z trzech mozliwych rozkladéw granicznych dla wartoéci naj-
wiekszej z ciggu niezaleznych zmiennych losowych. To ciekawe twierdzenie udowodnit Gniedenko
w 1943.

4wystepuja mato prawdopodobne zjawiska, ale z jednego kofica skali, np bardzo prawdopo-
dobne sa stany zdrowia i lekkiego stanu choroby a malo prawdopodobne stany ciezkiej choroby
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Jak widaé, skala logitowa jest rowna logarytmowi stosunku szans dla zdarzenia o
prawdopodobienstwie p.

Majac wartos¢ logitu, tatwo obliczy¢ prawdopodobienstwo ze wzoru

1
gt (u) = ———

Przyktad A.11 (Kennedy i Nixon) W rywalizacji o fotel prezydenta USA w
listopadzie 1960 wygral Kennedy. Dane przedstawiajg procent poparcia dla Ken-

nedy’ego i Nizona w listopadzie 1960 i styczniu 1962 (w polowie kadencji) wsréd
katolikow (elektorat Kennedy’ego) i protestantow (elektorat Nizona)

H % poparcia H Kennedy \ Nizon H
protestanci || XI,60 38 62
1,62 59 41
katolicy X1,60 78 22
1,62 89 11

Czytajac bezposrednio procenty poparcia dla Kennedy’ego widzimy, zZe wsrod
protestantow poparcie wzrosto w potowie kadencji o 21 punktow procentowych, a
wsrod katolikow o 11 punktow procentowych. Czyzby Kennedy zastuzyt sobie wsrod
protestantow na wiekszy wzrost poparcia? Pamietajgce, jak trudno zdobyé choé
jeden procent poparcia w grupie wysokiego poziomu pPoparcia wWyrazmy poparcie
dla Kennedy’ego w skali logitowej

H logit poparcia H Kennedy H
protestanci X160 | In % = —.490
L62 In 27 =.364
katolicy X160 | In 38 = 1.266
L62 ln% = 2.091

Przyrost poparcia dla Kennedy’ego w skali logitowej wynosi wsrod protestantow
.854 a wsrod katolikow .825. Wskazuje to na réwnomierny wzrost poparcia dla
Kennedy’ego w obu grupach.
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Metoda iteracyjnego oszacowania proporcjonalnego (metoda Iterative Proportior
Fitting) zostala opracowana przez Deminga i Stephana w 1940 [2]. Metoda ta jest
przydatna w znajdowaniu estymatorow ng,l w hierarchicznych modelach warun-
kowych. Procedure ta mozna opisa¢ w kilku krokach
1. Iteracja zerowa wg-),l estymatorow nl(;ll powinna by¢ tak wybrana, aby odpo-

wiadata modelowi podporzadkowanemu modelowi, dla ktorego wyznaczamy

estymatory nz(;,z, Takim modelem jest model staty, dla ktérego wg)li =1

2. Mnozac przez odpowiednie wspotezynniki skalujace sukcesywnie dopasuj
wg-),i tak, aby zachowane zostaly liczebnosci brzegowe dla efektow, wystepu-

jacych w estymowanym modelu; w ten sposéb otrzymamy kolejne przybli-

samia ) (2 (3)

3. Proces kontynuuj tak dtugo, az réznica miedzy liczbno$ciami brzegowymi
wl(]s,)~C i liczbno$ciami brzegowymi ng,)ﬁ dla efektéw, wystepujacych w modelu
bedzie mniejsza od zadanej wartosci €.

Wspotezynniki skalujace sg obliczane w specyficzny sposob dla kazdego efek-
tu . Przypu$émy, ze jestesmy w s — 1 iteracji wl(;,; Vi chcemy dopasowac¢ nowe

() tak, aby zachowane byty liczebnosci, odpowiadajace efektowi )\fj(- Yy

ij
modelu M,. Wiadomo (twierdzenie ??), ze wtedy ”Eﬁr = ng;l) Wspotezynnikiem
skalujacym bedzie wtedy

wartosci w

(r—1)
;= it
L/ (s—1)
W4

(s)

Nowe wartosci w;j;, otrzymujemy ze wzoru

(s) (s=1)

Wik = QWi

Zauwazmy, ze wtedy

K K
() _ (s) _ (s=1) _ (s=1) _ (r=1)
Wijy = Z Wij, = Z QijWigp = QWi ~ = Nyjy
k=1 k=1

Analogicznie mozemy wyznaczy¢ wspotezynniki skalujace dla dowolnych efek-
tow oraz wykonac¢ kolejne kroki iteracyjne. ©

Anderson, Fienberg i Haberman pokazali, ze w;;;, sa zbiezne do estymatorow

(r)

najwigkszej wiarygodnosci n;p.
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Przyktad B.1 Dopasujmy model [XY][Y Z] do danych ni Y

ijk
r—1 0
[z =] [wi  [2 =]
I U1 Z 2 I U1 1 ]
Y2 || 3 4 Y2 | 11
T2 U1 ) 6 ) Y1 1 1
Y2 7 8 Y2 1 1
Dopasujemy macierz dla efektu )\fj('y, gdyz wystepuje on w naszym modelu
(XYY Z]
(r=1) 0)
| i | | wi | [es H
X yi || S X v ||| 2 T | n % =1.5
T _—
y2 || 7 Y2 || 2 Y2 || 3 =395
) Y1 11 X9 Y1 2 ) U1 % =35.5
o || 15 v || 2 w || 3=T75
Po uwzglednieniu wspotczynnika skalujgcego otrzymamy nowq macierz:
1 1
lwin s o | [wi [2 = |
Yo || 1%x3.5 1x3.5|= Y2 || 3.5 3.5
To y1 || 1%x5.5 1%5.5 T Y1 | 5.9 5.5
Yo || 1x7.5 1x7.5 Yo || 7.5 7.5

Teraz wyliczymy kolejne przyblizenie odpowiadajgce efektow: )\}/,CZ dla modelu

XY][YZ].
[

i | oo | [wfis o] [ew]a 2 H
1 6 8 v 7T yi [ &=.857 £=1.143
Yo 10 12 Yo 11 11 y2 || 11=-909 2 =1.091
I kolegne przyblizenie estymatorow:
Lwi = 5 | [ (o 2 |
T yr || 1.5%.857 1.5%1.143 X1 yr || 1.286 1.714
Yo || 3.5%.909 3.5%1.091 | = Yo || 3.182 3.815
To Y1 || 5.5 %.857 5.5 1.143 Ty vy || 4.714  6.286
Yo || 7.5%.909 T7.5x%1.091 Yo || 6.818 8.182

W ten sposob zakonczylismy pierwszy cykl przyblizen. Wartosci brzegowe dla
efektu )\%{Y WYNoszg
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| i | e

yo || 3.182 + 3.815 || = s | 6.997
2o || i I 4 714 + 6. 236 2o |y [ 11.0
yo || 6. 818 + 8. 182 o | 15.0

ktora juz jest idealnie zblizona do nggll), nie ma wiec potrzeby wprowadzaé

poprawki na ten efekt. Trzeba jeszcze sprawdzi¢ wartosci brzegowe dla efektu )\}/,CZ

| | [ |
Y1 z1 ||| 1.286 +4.714 Y1 z1 ||| 6.0
2o || 1.714 4+ 6.286 ||= 2o ||| 8.0
Yo z1 ||| 3.182 4 6. 818 Yo z1 ||| 10.0
2o ||| 3.815 + 8.182 zo ||| 11.997

Tu tez wartosci brzegowe sq bardzo bliskie ngj_kl)

(r)
ik’

, co oznacza, ze znaleZlismy

(2.

estymatory najwickszej wiarygodnosci dla n;;p, rowne w;;

[wi s = |

1 yr || 1.286 1.714
Yo || 3.182 3.815
T Y1 || 4.714  6.286
Yo || 6.818 8.182

Tutaj zbieznosé uzyskalisémy po dwoch iteracjach w jednym cyklu, obejmuja-
cym wszystkie efekty modelu'. W przypadku ogdlnym takich iteracji trzeba bedzie
wykonac wiecey.

INie jest to przypadek. Haberman w 1974 pokazal, ze jesli liczba nieznanych parametréw
modelu nie przekracza 6, to metoda IPF jest zbiezna w jednym cyklu.
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C.1 Zadania na ¢wiczenia w laboratorium

Materiaty na ¢wiczenia:

http:/ www.math.yorku.caSCSCoursesrcat

1. Dopasowywanie rozktadow.

1.1 Wykres poisonness

Dane:

Dane von Bortkiewicza (1898). Liczba wypadkéw $miertelnych w 10 korpu-
sach armii pruskiej w ciggu 20 lat:

liczba wypadkéw 0 1123
liczba obserwacji (korpusy x lata) | 109 | 65 | 22 | 3 | 1

Listy Federalistow. Wystepowanie stowa may w 262 blokach po 200 stéw.

liczba wystapien | 0 1 12 |34
liczba blokow 156 |63 29 (8|4 |1]1

itbpFU2.8732cmb.8496cmOcmpoischart1.gifitbpF3.7079¢mb5.8057cmOcmpoischart?2.

Metoda.

1.1.1 Pokaz, ze gdy w n; probach wystapito k sukcesow i gdy rozktad liczby
sukcesow jest rozktadem Poissona z parametrem A to dla duzej liczby n obserwacji
zachodzi w przyblizeniu rownos¢

|
ue L1y (k”’“> = A+ (n Nk

n

Wielko$é uy, nazywamy pseudolicznikiem (ang. count metameter)

1.1.2. Napisz za pomoca najwygodniejszego dla ciebie narzedzia (np. Ezcela)
procedure, ktora rysuje wykres punktowy {(k,uy) : kK =0,1,...} oraz wpisuje w
ten uktad prosta regresji, oblicza jej réwnanie i drukuje wartos¢ wspotczynnika
determinacji R?.

1.1.3. Ocen wizualnie, na podstawie sporzadzonych wykreséw czy mozna przy-
jac, ze Dane von Bortkiewicza pochodzg z rozkltadu Poissona.

1.1.4. Zr6b zadanie 1.1.3. Dla Listow Federalistow.

1.2. Wykresy Orda.
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Metoda (Ord,1967) zapoznaj sie z metoda w [3]

2. Sprawdz metodg Orda typ rozktadu dla poznanych przyktadow. Napisz
odpowiednig procedure w znanym ci jezyku programowania.

3. Wlasnosci ilorazu krzyzowego 6

Dana jest tablica prawdopodobienstw 2 x 2

X wn \ Y2
T1 || P11 | P12
T || P21 | P22

i odpowiadajacy jej iloraz krzyzowy 6 = g gg 2,
3.1 Pokaz, ze prawdziwe sa nierownosci:

0 > 1 P(Y =p[X =) > P(Y =31 [X = 22),
0 > le=PX =0V =y)>P(X=nlY=y),
0 < 1l<=PY=y|X=x1)<PY =p|X=019),
0 < l<=PX=x1lY=pn)<PX=x11Y =1)

3.2 Udowodnij, ze dla kazdego 6 > 0 i dla kazdych 0 < p<1il0<gq <1
istnieje tablica prawdopodobienstw 2 x 2

Y
X | v | v

Ty || P11 | P12
T2 || P21 | P22

taka, ze jej iloraz krzyzowy jest réwny 6 i taka, ze p;. g P11 + P12 = p oraz

d
D2 = P12 + P22 = q.

Wskazéwka. Oznaczmy pio g Pokaz, korzystajac z wtasnosci Darboux,
ze roOwnanie f (x) = 6 ma zawsze rozwigzanie. Funkcja f (x) jest zdefiniowana

wzorem
_ (p—2)(q—2)
flx) =
z(x+1l-p=—q)
3.3 Sprobuj wyznaczy¢ taks tablice dla # = 1.5, p=0.2, ¢ = 0.6
4. Test \? i test oparty na ilorazie krzyzowym 6
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4.1 Oblicz iloraz krzyzowy 6 dla danych Pearsona o rozwoju umystowym i
fizycznym uczniow. Zilustruj na podstawie tych danych nieréwnosci, opisane w
zadaniu 3.1, zastepujac odpowiednie prawdopodobienstwa przez ich czestosci. Co
te nieréwnosci oznaczaja?

4.2 Przedstaw te tablice w postaci standaryzowanej i narysuj odpowiadajacy
jej wykres kotowy. Jak wyglada w tablica w postaci standaryzowanej i odpowia-
dajacy jej wykres kotowy dla przypadku niezaleznodci i jednorodnosci?

4.3 Zastosuj test x? i test oparty na ilorazie krzyzowym 6 dla testowania
hipotezy niezaleznosci dla tych danych. Zapoznaj sie¢ z metoda obliczen testu
x?*w programach Fzcel i Statistica

4.4 Znajdz 95% przedzial ufnosci dla 6.

4.5 Dla lewego i prawego konca tego przedzialu zbuduj tablice w postaci
standaryzowanej i narysuj odpowiadajace im wykresy kotowe. Poréwnaj wykre-
sy, otrzymane w punktach 4.2 i 4.5. Jak z tych wykreséw odczytaé zaleznoscé
(niezaleznosé¢) wierszy i kolumn?

Dane: Rozwoj umystowy i fizyczny uczniow.

Rozwdj umystowy
Rozwdj fizyczny | dobry \ zty
dobry 581 561
zty 209 351

Zrédlo. Pearson, K., (1906) On the relationship of inteligence to size and shape of head,
and to other physical and mental characters, Biometrica, 5, 105-146

4.4 Wykonaj to samo dla danych:

Dane: Liczba dobrze rozwigzanych zadan z matematyki

Zadania
Pte¢ geometryczne \ niegeometryczne
uczennice 21 29
uczniowie 22 32

Zrédlo. Wyniki matury prébnej z matematyki (poziom podstawowy) w IIT LO w Walbrzy-
chu w 2001 (informacja od nauczyciela)

5. Test symetrii

5.1 Préba z rozktadu wielomianowego o prawdopodobienistwie

P(X =x,Y =y;) = pij, (4,7 =1,2,...,I) umieszczona jest w tablicy N =
[ni;] (ny; jest liczba obserwacji w prébie takich, ze X = x; oraz takich, ze Y = y;).
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Znajdz test x? do testowania hipotezy
Ho:  pij =pji

dla wszystkich 7,5 = 1,2, ..., I.
5.2 Uzyj tego testu do testowania hipotezy Hy w tablicy danych:
Dane: Porownanie wzrostu 205 par matzenskich.

Zona
Maz || wysoka \ srednia \ niska
wysoki 18 28 14
sredni 20 51 28
niski 12 25 9

Co oznacza hipoteza Hj dla wzrostu par matzenskich?

Zrédlo. Wyniki zebrane przez Galtona, Christensen [59]

5.3 Zbadaj symetrie rozwoju umystowego i fizycznego uczniow

6. Eksperyment przedszkolny. W 1962 roku przeprowadzono eksperyment,
w ktorym wziato udziat 123 dzieci z 3 i 4-letnich z ubogich rodzin w Ypsilanti w
stanie Michigan. Czes$¢ dzieci, wybranych losowo, uczeszczata przez dwa lata do
przedszkola. Pozostate dzieci do przedszkola nie uczeszczaty.

C.2 Zadania egzaminacyjne

1. Na ponizszym drzewku podane sg wyniki obliczen dla hierarchicznych model
logliniowych trzech zmiennych X,Y, Z. Na krawedzi, taczacej dwa modele
podane sa wartosci G2 (M, |M,_1).

Na przyktad G? (X Z][Y Z] || XY][Y Z][X Z]) = 8. Poczatkowa wartos¢, nie
zaznaczona na drzewku, oznaczajaca G* (M; |My) = G* ([XY][Y Z][X Z] | [ XY
wynosi 10. Liczba réznych wartosci cechy X jest réwna I = 3,cechy Y jest
rowna J = 4, cechy Z jest réwna K = 2.
dtbpFU13.1182c¢m5.4235cmOpttree342. wmfPodaj wzér na ostateczny mo-
del, wynikajacy z tych obliczen.

2. Tablica zawiera prawdopodobiefistwa P (X = z;,Y = y;, Z = z;,). Wybierz,
jaki typ zaleznosci

(a) [XZ][Y Z]
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(d) Zaden z nich

wystepuje w danych. Dla utatwienia, wystarczy sprawdzi¢ czy warunek,
okreslajacy typ zaleznosci zachodzi dla piqq

dtbpF206.4375pt81.9375pt0ptFigure

. Zmienna X ma dwie wartosci: w wysokie zarobki, n niskie zarobki, zmienna

Y wartosci - k kobieta, m mezczyzna, Z: s wyksztalcenie sSrednie, z wyksztal-
cenie wyzsze. Model logitowy, taczacy te zmienne ma postac:

L=—-1-Y™m 4 27®

gdzie L jest logitem prawdopodobienstwa uzyskania wysokich zarobkéw,
Y™ jest réwne 1 gdy Y ma warto$é m, 0 gdy Y ma wartosé k; Z(®) jest
rowne 1 gdy Z ma warto$¢ w, 0 gdy Z ma wartosc¢ s.

(a) Kto ma wieksze prawdopodobienistwo wysokich zarobkéw: kobieta z
wyksztatlceniem wyzszym, czy mezczyzna ze Srednim?

(b) Ile to wieksze prawdopodobienstwo wynosi?

(c) Oblicz iloraz krzyzowy dla par zmiennych (Y, X)

. Napisz uktad rownan w modelu logitowym proporcjonalnych szans, w kto-

rym zmienna wynikowa P oznacza stosunek danej osoby do palenia: nie
pali, troche pali, duZo pali. Zmiennymi objasniajagcymi sg P ptec¢: kobieta,
mezczyzna, R stosunek rodzicéow do palenia: oboje palg, jedno z nich pal,
zadne nie pali. Jakie znaki beda miaty wspotczynniki przy zaprojektowa-
nych przez ciebie zmiennych objasniajacych, jesli dzieci obojga palacych
rodzicow wiecej palg niz dzieci rodzicow, z ktorych jedno pali, a ci palg wie-
cej niz dzieci rodzicéw niepalgcych. Podobnie, jesli mezczyzni palg wiecej
od kobiet?

5. Cechy X 1Y sa niezalezne. Uzupelnij tabele z liczebnosciami

717 |4
8 |12 |16
2817 |7
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6. Wsrod studentéw ADJ uzyskano nastepujace wyniki

ocena 2 |13 |4 5t
Kobiety 10 | 40 | 120 | 10
Mezczyzni | 10 | 10 | 80 | 20
Czy na poziomie 0.05 mozna twierdzi¢, ze wyniki z egzaminu i pteé¢ sa od
siebie niezalezne?

C.2.1 Egzamin poprawkowy
1. Rozpoznaj wlasciwy model zaleznosci dla prawdopodobienstw:dtbpF206.43751
Wsk. Wybierz sposréd modeli: [77][?7], [77][7], [X][Y][Z]. Zamiast ? musisz

wstawi¢ odpowiednie litery X,Y,Z. Jesli kilka modeli pasuje, wybierz jeden
z nich.

2. Zbuduj metoda najmniejszych kwadratéw model logitowy dla danych:

(WIPJL

w |k || 1
mi| 0
n |k | -1
m | -1

gdzie L jest logitem prawdopodobienstwa dobrego samopoczucia, W wzro-
stem (w - wysoki, n- niski), P ptcia badanego.

Wsk. Metoda najmniejszych kwadratéow dla danych (x;,y;) i =1,2,..n w
modelu

y:f(x7a7/87"'>
gdzie a, (3, ... sg nieznanymi parametrami modelu, polega na ich wyznacze-

niu takim, ze
n

Z (f (xh «, ﬁa ) - y1>2

i=1

osigga minimum wzgledem «, (3, ...

3. Po wykonaniu zad.2 wyznacz iloraz krzyzowy dla tablicy

zadowoleni | niezadowoleni

kobiety
mezczyzni
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dla kazdego ustalonego poziomu wzrostu. Ktéra para dominuje

(a) zadowolone kobiety i niezadowoleni mezczyzni, czy

(b) niezadowolone kobiety i zadowoleni mezczyzni

. Ala, Basia i Celina rzucaty po 100 razy, kazda swojg moneta. Ala uzyskala

40 ortéw, Basia i Celina po 30 ortéw. Czy na poziomie 0.05 mozna twierdzi¢,
ze Ala i Basia rzucaly takg samg monetg a prawdopodobienstwo wyrzucenia
orta przez Celine byto dwa razy mniejsze od prawdopodobienstwa wyrzu-
cenia orta przez Ale?

. Na ponizszym drzewku podane sg wyniki obliczen dla hierarchicznych model

logliniowych trzech zmiennych XY, Z. Na krawedzi, taczacej dwa modele
podane sa wartosci G* (M, [M,_1) .

Na przyktad G* ([X Z]|[Y Z] ||[XY][Y Z][X Z]) = 8. Poczatkowa warto$¢, nie
zaznaczona na drzewku, oznaczajaca G* (M |[My) = G* ([XY][Y Z][X Z] | [ XY
wynosi 10. Liczba réznych wartosci cechy X jest rowna I = 4,cechy Y jest
rowna J = 4, cechy Z jest rowna K = 2.

dtbpF13.1182cmb.4279cmOptFigure Znajdz wszystkie modele, zaakcepto-
wane na poziomie 0.05.
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