1 Wyklad 5

Przykilad 1.1 W "Gazecie Wyborczej” z 23.10 1999 pojawily sie wyniki son-
dazu na temat ”Czy urlop macierzynski powinien zosta¢ wydtuzony?”

SADZA O WYDLUZENIU URLOPOW

Czy urlop macierzyfiski powinien zostaé
wydtuzony?
tak, do 26 tygodni

nie mam zdania powinien zostat utrzymany i '
w dotychczasowym wymiarze 13

Jridto: DEMOSKOP |2

na losowej Polakdw w wiekit
powyiej 15 lat. Sondazu wsrod menedzeréw dokonano
na losowej probie 965 firm

N

Zapytano 1000 Polakéw w wieku powyzej 15 lat. 73% respondentéw odpowiedzi-
ato TAK, 11% NIE i 16% nie miato zdania w tej sprawie. W komentarzu gazety
napisano, ze ”...3 /4 Polakéw jest za...”

Czy gazeta miala prawo tak napisaé?

Jaki model statystyczny kryje sie za tym stwierdzeniem? Wektor obserwacyi
X ma 1000 sktadowych x1,x2, ... ,x1000, 2 ktérych kazda odpowiada wypowiedzi
jednego z respondentéw. Przyporzadkujmy odpowiedzi TAK liczbe 1, pozostatym
odpowiedziom liczbe 0. Odpowiedzi x1,22, ... ,T1000 Sa probg prostq o rozkladzie,
P(X=1) = 0. W ”Gazecie” napisano wiec, ze 0 = 0.75. Wyniki sondazu
oznaczaja, ze
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X*m(xl+l‘2+...+xlooo)—0.73

Zbudujmy przedziat ufnosci na poziomie ufnodci 0.95 dla wartosci 6.
Skorzystamy tu z Centralnego Twierdzenia Granicznego, ktore w tym przy-
padku oznacza, ze'

X - FEX N
Var (7) -

gdzie Z ma standardowy rozktad normalny. Liczba 1000 jest dostatecznie duza,
aby mozna bylo przyjaé przyblizenie rozkiadem normalnym. Postuzymy sie tu

Isymbol ~ oznacza asymptotyczna réwnoéé wg prawdopodobienstwa
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rozwigzaniem z poprzedniego wyktadu. Stad mamy, ze
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Przedziat ufnodci dla prawdopodobienistwa odpowiedzi TAK w populacji ma postaé
[0.699,0.761]
zawiera wiec wielko$¢ 0.75 podang przez ”Gazete”. ¥

W powyzszym przykladzie wyznaczyliémy doktadno$é sondazu, réwna 0.031 =
3.1% nie znajac parametru 6. Ogdlne standardy badan opinii publicznej za-
kladaja, ze nalezy dobra¢ tak duza prébe, aby na poziomie 0.95 dokladnosé
przedziatu ufnosci nie przekraczata 3%.

Aby wyznaczy¢ na poziomie v z dokladno$cig dp przedzial ufnosci dla 6 w
prébie prostej z rozkladu dwupunktowego z prawdopodobiefistwem wyniku 1
rownym 0 wystarczy rozwiaza¢ nieréwnosé

Ui a1+
<=t (LD
\/4n_077 < 2 >

gdzie @ jest dystrybuanta standardowego rozktadu normalnego.

Daje to rozwiagzanie
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W przypadku dp = 0.03,~v = 0.95 n > 1067.1.

Szukajac przedziatu ufnosci korzystaliémy z pewnego ”chwytu” matematy-
cznego: szukaliémy takiej funkcji zmiennej losowej o nieznanym parametrze 6,
ze jej rozklad nie zalezy od tego parametru. Nie zawsze jest jednak tak prosto,
jak w dotad rozwazanych przypadkach.

Przykiad 1.2 Obserwujemy odstep miedzy kolejnymi przejazdami samochoddéw
przez ustalony punkt. Chcemy dowiedzieé sie jaki jest oczekiwany czas miedzy
kolegnymi przyjazdami. Przypusémy, ze obserwacja 10 kolejnych samochoddow
data $redni odstep réwny 15 sekund.

Wektor obserwacji X ma 10 sktadowych x1,x2,... ,x10. Zakladamy, ze jest
to proba prosta z rozkladu czasu oczekiwania na zdarzenie (”Przez wybrany
punkt przejedzie samochdd”). W rachunku prawdopodobienstwa dowodzi sie, ze
przy bardzo ogdlnych zatozZeniach taka zmienna losowa ma rozklad wyktadniczy,
ktorego gestosé ma postac:

20(1-0)< % dla0<6<1
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gdzie p jest Srednim czasem oczekiwania na zajscie zdarzenia. Parametr p jest
nieznanym parametrem. Bedziemy szukaé przedziatu ufnosci dla tego parametru
na poziomie v = 0.95

Zainteresujemy sie zmienng losowg S = 27"7. Znajdziemy dystrybuante
Fs (s) tej zmiennej losowej.

Fs(S)P(S<$)P<;Xi < %) :P<Tn < %) = Fr, (%)
gdzie

n
d
T, % S X
=1

Skorzystamy tu z faktu, ze gdy X; saq niezalezne o rozktadzie wykladniczym ze
Srednig i to T,, ma rozklad gamma o gestosci

_ -1 ot
p "t exp ( #)
(n—1)!

Gestosé zmiennej losowej S bedzie réwna

sy () e (3 g, e (3)
fS(S)_fT"(7)E_ Z(nfl)! SH =2 1(71—1;!

i nie zalezy od . Rozklad ten nazywa sie rozktadem x? z 2n stopniami swobody.
Z tablic rozktadu x? z 2n stopniami swobody wybieramy® taka pare liczb € i,
ze P(£< X% <n) >~. Wtedy

v<P<€<27”Y<n>=P<%"Y<u<2?"Y>

W naszym przyktadzie n = 10, X = 15,7 = 0.95, £ = 9.591, n = 34.170. Korice
przedziatu ufnosci bedq réwne

_2*10*15N 2*10*15N
34170 N

Nalezy zwrécié uwage, ze Srednia nie jest Srodkiem tego przedziatu i na to, Ze
jest on bardzo szeroki. ¥

Rozklad x? wigze sie z rozkladem normalnym. Mamy uklad wspéhrzed-
nych kartezjanski i losowo wybieramy punkt na plaszczyznie. Gdy méwimy
losowo to powinniémy opisa¢ mechanizm wyboru wspéhrzednych (xq,x2) tego
punktu. Niech X; beda niezalezne i o standardowym rozkladzie normalnym.
Kwadrat dlugosci wektora, zaczepionego w poczatku ukladu wspotrzednych i o
koticu w losowym punkcie (x1,x2) jest zmienng losowa, ktérej rozklad nazywa
sie rozkladem x? z dwoma stopniami swobody*. Uogélniajac, wezmy wek-
tor zaczepiony w poczatku uktadu wspéhrzednych o konicu w losowym punkcie

3rozklad x2 nie jest symetryczny
4nazwa pochodzi od liczby wspélrzednych tego wektora
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(x1,%2,... ,x,), ktérego wspdlrzedne sa niezalezne i maja standardowy rozklad
normalny. Rozklad kwadratu dlugosci takiego wektora nazywa sie rozktadem
X2 z n stopniami swobody. Zgodnie z Centralnym Twierdzeniem Granicznym
rozklad x? jako suma niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozkladzie
po standaryzacji zbiega do rozkladu normalnego o $redniej 0 i odchyleniu 1
gdy liczba stopni swobody zbiega do nieskoriczono$ci. Zbiezno$¢ ta jest jednak
bardzo wolna.

1.1 Testowanie hipotez

To, o czym dotad méwiliémy opieralo sie na nastepujacym schemacie:

Bazujemy na zebranych informacjach. Na ich podstawie zmierzamy do osza-
cowania nieznanych parametréw, ktére precyzuja opis rzeczywistosci (model).
Oszacowanie to byto albo punktowe albo przedzialowe. Moznaby powiedzie¢, ze
odpowiadaliémy na pytanie, ktére zaczynalo sie od stéw: "Ile ...”.

Nie zawsze jeste$my zainteresowani odpowiedzia na tak szczegdlowe pyta-
nia. Czasami chcemy dowiedzie¢ sie ”Czy prawda jest, ze...”. Oto rzeczywiste
przyktady:

Przyklad 1.3 Podejrzewa sie, ze ludzie sq zdolni do odwleczenia momentu ich
$mierci na czas po jakims waznym wydarzeniu. Zbadano 1919 0séb o nazwiskach
zydowskich. W tygodniu poprzedzajacym Swi@to Paschy zmarly 922 osoby, po
Swigcz‘e zmarto 997 0séb. Czy mimo tego mozna twierdzié, zZe $Smieré nastepuje
wéréd Zydéw tak samo przed gwigtem Paschy jak i po tym Swiecie?

Przyklad 1.4 (badania Mendla) Mendel skrzyzowal 556 gladkich, Zottych ziaren
grochu z pomarszczonymi, zielonymi ziarnami. Mendel interesowal sie, w jaki
sposdb te dwie cechy (kolor i gladkosé ziarna) dziedzicza sie w nastepnym pokole-
niu. Wyniki mozna umiescié w tabeld :

typ liczba prawdopodobienistwo | oczekiwana liczba
obserwacji teoretyczne ziaren
gladki zotty 315 9/16 312.75
gtadki zielony 108 3/16 104.25
pomarszczony Zotty 102 3/16 104.25
pomarszczony zielony 31 1/16 34.75

Czy te badania potwierdzaja prawa dziedziczenia.?

Gdy oczekujemy odpowiedzi TAK lub NIE to mamy do czynienia z zagad-
nieniem, nazywanym w statystyce testowaniem hipotez.

W nauce takie pytania formulowane sa w postaci alternatywy dwéch hipotez:
hipotezy zerowej i hipotezy konkurencyjnej. Zasada konserwatyzmu, przyjeta
w nauce méwi, ze stara teorie bedziemy odrzucaé¢ wtedy, gdy mamy duzo fak-
tow, $wiadczacych przeciwko niej. Tradycyjnie umieszczamy hipoteze konser-
watywna jako hipoteze zerowa i hipoteze nowa, jako hipoteze konkurencyjna.
Lekarz, ktéry chce sprawdzi¢ nowy lek, jako hipoteze konkurencyjna umieszcza
zdanie: ” Nowy lek jest lepszy od starego” a jako hipoteze zerowa zdanie: ”Stary
lek jest lepszy od nowego”

Sprawdopodobienstwo teoretyczne wyliczone na podstawie prawa Hardy’ego-Weinberga
(Lista 2)

o4



