1 Wyklad 6

Przykiad 1.1 Podczas rozprawy sadowej, wykorzystujgc zebrane dowody i zez-
nania Swiadkow, sedzia musi odpowiedzieé na pytanie: Czy prawda jest, ze pod-
sadny jest winien? Zadanie to mozna przedstawié¢ w jezyku testowania hipotez:

Hp :  Podsadny jest niewinny
H; : Podsadny jest winien

Decyzja, podejmowana przez sqd, polega ma wyborze hipotezy, ktéra jego
zdaniem jest prawdziwa. Sad moze jednak popetnié jeden z dwdch mozliwych
bledow:

Hy jest prawdziwa, a sqd twierdzi, Ze Hy jest prawdziwa

(sad skazal niewinnego)
lub tez

Hj jest prawdziwa, a sqd twierdzi, Ze Ho jest prawdziwa

(sad uwolnil winnego)

Skutki tych bledéw sq rdzne. W prawodawstwie wielu krajow przyjmuje sie, zZe
pierwszy blad jest bardziej dotkliwy - sady skazujq gdy dysponuja mocnymi ar-
gumentami przeciw podsgdnemu. Ten sposdb postepowania nazywa sie zasada
domniemania niewinno$ci. ¥

Jezeli 0 jest parametrem modelu statystycznego, uktad dwéch hipotez moze
by¢ sformulowany jako:

Hp: 6€ 0
Hi: 00O’

oraz ©p N O1 = (). W postepowaniu, prowadzacym do rozstrzygniecia, ktéra
z tych dwéch hipotez jest prawdziwa, mozemy popehié¢ dwa bledy:

e blad pierwszego rodzaju:

|twierdzimy, ze Hi jest prawdziwa gdy Hp jest prawdziwa|

e blad drugiego rodzaju:

|twierdzimy, ze Hgy jest prawdziwa gdy Hi jest prawdziwa|

Optymalne postepowanie powinno prowadzi¢ do zmniejszenia ryzyka popetnienia
bledu. Niestety, nie mozna unikna¢ popelnienia obu bledéw jednocze$nie. Za-
zZwyczaj, przy probie zminimalizowania bledu pierwszego rodzaju zwieksza sie
szansa popekienia btedu drugiego rodzaju. Podobnie jest z bledem drugiego
rodzaju. Aby unikna¢ klopotéw postepuje sie w statystyce podobnie jak w
orzecznictwie sadowym: obowigzuje zasada domniemania prawdziwosci hipotezy
zerowej, czesto nazywang zasada konserwatyzmu.

Zasada domniemania prawdziwo$ci hipotezy zerowej oznacza, ze chcemy
mie¢ gwarancje, ze blad pierwszego rodzaju' nie wystapi zbyt czesto. Musimy

La wiec blad polegajacy na tym, ze odzrucamy hipoteze zerowa, gdy jest ona prawdziwa
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wiec okresli¢ dopuszczalng granice btedu I rodzaju. Spoéréd wszystkich znanych
nam sposob6éw podjecia decyzji odrzucenia hipotezy zerowej, speliajacych ten
warunek, wybieramy ten, ktéry daje najmniejszy btad II rodzaju. Jezeli jako
hipoteze zerowa wybierzemy stan wiedzy przed przeprowadzeniem eksperymentu
to zasada domniemania prawdziwoSci hipotezy zerowej oznacza, ze przyjmiemy
nowe fakty? jedynie wtedy, gdy jej odrzucenie bedzie dobrze udokumentowane.
Podobnie, jak w postepowaniu sagdowym, gdzie odrzucenie hipotezy o niewin-
nosci musi by¢ dobrze udokumentowane (watpliwosci sa uwzgledniane z korzys-
cig dla oskarzonego).

Definicja 1.1 Hipoteze nazywamy prosta jezeli zbidr parametrow jg kreslaja-
cych jest jednoelementowy. Hipoteza jest zlozona jesli nie jest prosta.

Przyklad 1.2 Rzucamy moneta i cheielibysmy dowiedzieé sie, czy moneta jest
symetryczna czy niesymetryczna. Uklad dwdch hipotez w tym przypadku bytby
nastepujgcy:

Ho 0=

)

= ol

Hl 0 75 5
Hipoteza zerowa jest prosta, hipoteza konkurencyjna jest ztozona.>
Przykiad 1.3 Obserwujemy w doswiadczeniu warto$ci pewnej zmiennej o dys-
trybuancie F', pochodzacej z rodziny dystrybuant F. Chcemy rozstrzygnadé, czy
ma ona rozkltad normalny. Uklad dwdch hipotez w tym przypadku jest nastepu-
Jacy:

Hy : FeN={N(0):neR,o€ (0,0]}

H, : Fe¢ F-N

W tym przykladzie zaréwno hipoteza zerowa jak i konkurencyjna saq zloZone. ¥

Definicja 1.2 Hipoteza, w ktdrej zbior parametréw jest podzbiorem RF nazywa

sie hipoteza parametryczna, w przeciwnym przypadku méwimy o hipotezie nieparame-
trycznej. Dodatkowo, jesli w hipotezie zerowej jest mowa o typie rozktadu, to
mdwimy o hipotezie zgodnosci.

Hipotezy w przykladzie 1.2 sa parametryczne, natomiast w przykladzie 1.3
sg nieparametrycznymi hipotezami zgodnosci.

Decyzja o wyborze hipotezy powinna byé oparta na obserwacjach i musi
wskazywacé, jakie warunki musza one spelniaé¢ aby mozna bylo odrzucaé¢ hipoteze
zerowa. A wiec regula podjecia decyzji oznacza wskazanie zbioru C C R",
zwanego zbiorem krytycznym. Ustalenie zbioru krytycznego nazywa sie tez
wyborem testu statystycznego. Gdy obserwacja X € C' to bedziemy odrzucaé
hipoteze zerowa®. W przeciwnym przypadku hipotezy zerowej nie bedziemy
odrzuca¢. W postepowaniu sadowym zbiér krytyczny oznaczalby okreélenie,
jakie dowody wystarcza do udowodnienia winy oskarzonemu.

Blad I rodzaju oznacza zdarzenie X € C' pod warunkiem, ze hipoteza
zerowa jest prawdziwa. Miara szansy zajScia tego zdarzenia jest jego praw-
dopodobienstwo.

2
3

a wiec odrzucimy hipoteze zerowa
co oznacza przyjecie hipotezy konkurencyjnej
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Definicja 1.3 Rozmiarem testu nazywamy prawdopodobieristwo
sup{P (X € C|0) : 0 € O¢}

Rozmiar testu jest wiec najwiekszym prawdopodobiefistwem popelnienia
btedu I rodzaju. Podobnie mogliby$my okresli¢ prawdopodobienistwo btedu II
rodzaju:

sup{P (X ¢ C|0):0 € ©1}

Zasada domniemania prawdziwo$ci hipotezy zerowej oznacza, ze rozmiar testu
nie przekroczy pewnej wartoéci o zwanej poziomem istotnosci:

sup{P (X €C|0):0 €0} <«

Moéwimy wtedy, ze test jest na poziomie istotnosci «.
W praktyce przyjmuje sie dwa standardowe poziomy istotnoéci: o = 0.05 i
a = 0.01.

Przyklad 1.4 Rzucamyn =5 razy moneta, w ktérej prawdopodobieristwo wyrzuce-
nia orta wynosi 0. Chcemy rozstrzygnaé hipoteze

1
Ho . 9 = 5
przeciwko hipotezie
1
H]_ : 9 = Z

Niech X oznacza liczbe ortéow uzyskanych w tych 5 rzutach.Jako 2bidr krytyczny
wybierzemy przedzial C = [0,2]. Rozmiar tego testu wynosi:

H il
1
sup{P(X €(C|0):0€ 0y} = P X§2|9:§ =
> |J-51T K 1 15 1
im0 2 2
natomiast blad drugiego rodzaju wynosi
K 1

sup{P(X ¢C|0):0€©1} = P X>2(0==- =
y(u5'ITu1'ITiu3'IT54

! 4 4 512

Il
|
Q
=

i=0
¥

Chcieliby$my umie¢ konstruowaé¢ mozliwie najlepsze testy na zadanym poziomie
ufnoéci. Slowo ”najlepszy” oznacza, ze wéréd wszystkich testéw na zadanym
poziomie ufnosci ten test ma najmniejsze prawdopodobienstwo bledu IT rodzaju.
Zagadnienie to w szczegélnym przypadku, rozwiazali w 1928, Jerzy Neyman i
Egon Pearson®.

Konstrukcja testéw wedltug Neymana i Pearsona opiera sie na pojeciu ilorazu

wiarygodnoSci hipotez.

4Jerzy Sptawa-Neyman (1984-1981), matematyk polski; Egon Sharpe Pearson (1895-1980)
matematyk angielski
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Definicja 1.4 Ioraz wiarygodnosci hipotez Hy, Hy jest ilorazem

Lo (Ho, Hy) = %

gdzie
L,(H)=sup{0 € O : fx (z|0)}

oraz gdzie ©p jest zbiorem parametréw opisujgcych hipoteze H a fx (x|0) jest
gestodciq (rozktadem w przypadku zmiennej dyskretnej) cechy X w punkcie x.
Funkcje L, (H) nazywamy wiarygodnoscig hipotezy H dla obserwaciji x.

lloraz wiarygodno$ci podaje, ile razy czesciej wystapitby wynik = gdyby
prawdziwa byla hipoteza Hj; niz gdyby prawdziwa byta hipoteza Hg. Sklonni
bylibyémy odrzuca¢ hipoteze Hp na rzecz hipotezy Hi na podstawie wyniku x
gdyby iloraz wiarygodnosci L, (Hp, H1) miat duza wartosé.

Przyklad 1.5 (cd przykladu (1.4)) Iloraz wiarygodnosci hipotez gdy uzyskamy
x ortéw w b5 rzutach wynosi:

i ¢ iCi C.i.05_
L X =alo=30 T 3" T3,
JL( 0, l)—PlX:x|9:l*— 5 1,%5 —5
2 z 2

Widad, ze im mniejsza liczba wyrzuconych ortéw, tym bardziej bylibysmy sktonni
odrzucad hipoteze Ho na rzecz hipotezy Hi, co jest zgodne z nasza intuicjq. Gdy,
na przyktad, w wyniku 5 rzutéw wypadng 2 orly, to iloraz wiarygodnosci w tym
przypadku wynosi

243

372 844
32

co sugeruje, Ze hipoteza Hy jest stabsza od hipotezy Hy. ¥
Bedziemy rozwaza¢ zbiory krytyczne postaci C = {x: L, (Ho, H1) > k}.
Ponizsze twierdzenie, znane pod nazwa lematu Neymana-Pearsona podaje kon-

strukcje testéw optymalnych, gdy testujemy prosta hipoteze przeciwko prostej
hipotezie alternatywne;j.

Lemat 1.1 (Neymana - Pearsona) Niech

Ho : f=fo,

Hy : f=h
i fo oraz f1 beda gestos$ciami prawdopodobieristwa, ciagtymi i dodatnimi na tym
samym zbiorze.

Wtedy wsréd wszystkich testéw o rozmiarze nie przekraczajgcym o test o
najmniejszym prawdopodobieristwie bledow Il rodzaju dany jest wzorem:

C={z:L,(Ho,H1) >k},

gdzie k spelnia warunek
z

a=P(XeC|Hy)= fo(x)dz
c
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Dowdéd. Niech D bedzie dowolnym testem na poziomie < « . Oznacza to,

ze
P(X € D|Hyp) < a.
Niech
Yo
o™ g B e

Wtedy dla kazdego x

0 < (¢c () = ¢p (2)) (f2(2) = kfo (x))

oraz

z

0 < C(¢c(x)f¢D(w))(f1(w)fkfo(x)) dr =
= P(X€C|H)—P(Xe€D|H)~k(P(X €C|Hy)—P(X € D|Hp)) =
= P(X€C|H)—-P(XeD|H)—k(a—P(X € D|Hp)) <
< P(X€C|H)—P(X € D|Hy)

Te ostatnia nieréwno$¢ mozna zapisa¢ w innej postaci:
P(X ¢C|H,) <P(X ¢ D|Hy)
co oznacza, ze test C' ma mniejszy btad II rodzaju niz test D. m

Przyklad 1.6 Niech X = (x1,22,... ,2,) bedzie prébg prostq z rozktadu nor-
malnego N (u,0) 4 odchylenie standardowe o jest znane. Chcemy testowaé
hipotezy

Ho : p=po,
Hy @ p=m

gdzie g > g Z lematu Neymana - Pearsona wynika, zZe obszar krytyczny musi
byc skonstruowany za pomocq ilorazu wiarygodnosci

i ¢, P i
|27r02 /2 exp — 7:1 (z; — Nl)z /202,
Lo (Ho,Hy) = P, 2 =
(2ma?) exp — o (% — po)” /202
A_ . . '
B x 2 2 2 _
= exp (Ti — )" — (wi — pg)° /20° =

. il

i i i ¢¢ ¢
exp n 2T (g — po) + pp— 15 /207

lloraz wiarygodno$ci jest rosnagca funkcjg T tak wiec rozwigzyranie nieréwnodci
L, (Ho, H1) > k jest réwnowazne rozwigzaniu nieréwnosci T > k*. Tak wiec
bedziemy odrzucaé hipoteze Ho gdy obserwacje X = (x1,22,... ,2,) spelniaé
beda nierdwnosé

T> k"
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gdzie stala k* jest rozwigzaniem réwnania

P (T > k| Ho) = a

To ostatnie réwnanie da sie tatwo wyrazié¢ przez dystrybuante ® standardowego

rozktadu normalnego, gdyz zmienna losowa

_ X — 1o
a/vn

ma standardowy rozklad normalny. Korzystajac z tego faktu,

H— bk Mi T
— = * _ — Mo — Moz _
o = P($>k‘|Ho)—P U/\/7_l> O’/\/ﬁ Hy =
b, T
k™ — o
a/\/n

Z

= 1-9

f

Jezeli wprowadzimy oznaczenie zq e g1 (1—a) to k*=z40/v/n + pg.

przyktad, gdy o = 0,05 to zo, = 1.65 , gdy a = 0,01 to z, = 2.33
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