1 Wyklad 9

Test jednorodnosci

Przykiad 1.1 Obserwowano duzq liczbe pacjentéw. CzeSci z nich podawano
aspiryne, czesci placebo. Obserwowano wystgpienia ataku serca u pacjentow:

|| || Atak serca | Bez ataku || suma ||

aspiryna 104 10933 11037
placebo 189 10845 11034
|| suma || 293 | 21778 || 22071 ||

Interesuje nas odpowiedZ na pytanie, czy reakcja pacjentéw na aspiryne roézni
sie istotnie od reakcyi na placebo.l

Mamy dane, pochodzace z obserwacji n obiektéw, podzielone na w grup o
ustalonych z géry frakcjach g1, g2, ... qw ( Yj=; ¢ = 1,¢i > 0) przedstawione w
postaci prostokatnej tabeli:

L[ B[ B [ | B
G, r11 12 T1k
X=| G2 || wa1 | x22 | -+ | w2k
Gw [ 2w | ow2 | -+ | 2wk

gdzie Bj sa pewnymi zdarzeniami, xijj jest liczba obserwacji, w ktérych zdarze-

nie Bj.zaszlo w grupie Gj. Zdarzenia Bj stanowiag uklad kompletny!, opisu-

jacy rozktad wartoSci cechy opisowej B. W naszym przykladzie pacjentéw
pogrupowano wedlug zastosowanej terapii, cecha B— objawy choroby (wystapi-

enie lub brak ataku serca). Czy pogrupowanie ma wplyw na rozklad praw-
dopodobienstwa warto$ci cechy B? Pytanie to mozna sformutowaé w postaci
hipotezy konkurencyjnej H1: ”pogrupowanie ma wplyw na rozklad prawdopodobienistwa
warto$ci cechy B” i hipotezy zerowej Hp: ”pogrupowanie nie ma wplywu na
rozklad prawdopodobienstwa wartoSci cechy B”

Matematycznie hipoteze zerowa mozna sformulowaé w postaci réwnosci:

def .
Ho i pij/q1 =p2j/q2 = ... = pwj/qw = pj dla kazdego j =1,2,... ,k
gdzie
pij = P (w grupie Gj zajdzie zdarzenie Bj)

OczywiScie hipoteza konkurencyjna jest negacja hipotezy zerowej. Macierz ob-
serwacji X ma rozklad wielomianowy

Xij w k

w kX
p<x>=n!HHZ':j!,n=zzxij

i=1j=1 i=1j=1

Ttzn sa rozlaczne i ich suma jest zdarzeniem pewnym
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Logarytm wiarygodno$ci hipotezy konkurencyjnej wynosi

x.J K
10g Lx (H) = sup q log | n! H H 10 < pig, Vi Y pig = di
i=1j=1 x'J j=1
Wprowadzmy pomocniczo parametry )\, i = . Warunek
k
Vi > pij = a
i=1

jest réwnowazny warunkowi

k
Vi Z)\ij =1
i=1

Podobnie, jak przy wyprowadzaniu wzoru na statystykg x? Pearsona supremum
to osiagnigte jest dla pij = \ij = ﬁJi_—', gdzie ;. Z}(:l Tij = ngi. Stad
wynika, ze pjj = L oraz, ze

log Ly (Hy) = log [ —————— i |
09 Lx (Hy) Og(H._lﬂ,_lwu> ZZ Jog( )

i=1j=1

Dla hipotezy zerowej

Xij k
log Ly (Ho) = sup { log n'HH(q'Mj) 0<py, Y =1
i=1j=1 Lij: j=

supremum jest osiagniete dla ﬁj\ =x.j/n, gdzie x.j = Z\I'V:l zij? i jest réwne

log <m> 2% log (q. > =
log <—H. T > +IZ;:C., log (<52

IOng(Eh)

Tak wiec

K
2log Ly (Ho, Hy) = ZZZxU log < x”x >
i

i=1j=1

def x: x.: X . . . . e,
Oznaczmy ejj = =7+ = nq'—nl. Liczba ta jest oczekiwana liczba zajsc¢

zdarzenia Bj w grupie Gj gdy prawdziwa jest hipoteza zerowa. Mamy wtedy

k

2log Ly (Ho, Hy) = ZZZ“'J log < )
€ij

i=1j=1

2czyli, gdy prawdziwa dest Ho to estymatorami najwiekszej wiarygodnoéci praw-

dopodobienstw pjj sa Pij = =
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Podobnie wiec jak w juz rozpatrywanym przykladzie testu zgodnosci, zbidér kry-
tyczny bedzie mial postaé:

C={z:D(z,e) >k}
gdzie odchylenie w tym przypadku bedzie miato postac:

w Kk
D(z,e) =2 zij log (”ﬂ)
22
Gdy hipoteza zerowa jest prawdziwa, odchylenie ma rozklad x? z liczba stopni
swobody réwna w(k—1) — (k—1) = (w—1) (k —1). Wynika to z faktu, ze
hipoteza H; ma w(k — 1) stopni swobody: wszystkich parametréw Ajj jest
wk natomiast réwnan ograniczajacych Vi Z}(zl Aij = 1 jest w czyli wolnych
parametréw jest wk —w = w (k — 1); dla hipotezy Hp wszystkich parametréw
W jest k z jednym ograniczeniem Z;(zl pj =1 - wolnych parametréw jest k—1.
Mozemy tez w konstrukeji zbioru krytycznego postuzy¢ sie statystyka Pear-
sona:
w Kk (x e__)z
=3y sl
i=1j=1 1
Przyklad 1.2 (ciag dalszy) Obliczymy liczebnosci oczekiwane, gdyby hipoteza
zerowa byta prawdziwa:

| eij || Atak serca | Bez ataku || suma ||

aspiryna 146.52 10890.5 11037
placebo 146.48 10887.5 11034

[ suma || 293 | 21778 || 22071 ||
Na przyktad, e11 = 29;2%17237 = 146.52 Statystyka x? Pearsona bedzie miala
wartosé
X° Atak serca Bez ataku suma

aspiryna || GY-14852)° — 1 339 | (0933_10890.5° _ 166 || 12 505

placebo || GB9-L4048)° — 19 343 | (08I _10867.97 — ¢ 166 || 12.509

[ suma ] 24.682 | 0.332 [ 25.014 |

Poziom krytyczny dla tego testu mozna oszacowaé z tablic statystycznych:
P (x% > 25.014) < P (x4 > 7.879) = 0.005

Prowadzi to do odrzucenia hipotezy zerowej o braku wplywu terapii na zachorowa-
nia. Z tablicy x> mozna odczytal, ze:

o grupy terapeutyczne sa do siebie podobne - poziomy x> sa praktycznie takie
same

e réznica grup terapeutycznych ujawnia sie wsréd chorych, ktorzy przeszli
atak serca (x> = 24.682): gdyby Ho byla prawdziwa, oczekiwana liczba
chorych w grupie zazywajacej aspiryne, (146.52), bylaby wieksza od za-
obserwowanej (104); w grupie leczonej placebo oczekiwana liczba chorych
(146.48), bylaby mniejsza od zaobserwowanej (189).M
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W podobny sposéb mozna testowaé hipoteze o niezalezno$ci dwéch komplet-
nych ukladéw zdarzen® (A1, Ao, ..., Aw) i (B1, B>, ... ,By).
Hipotezy w tym przypadku maja postaé:
Hy VijP(AiﬁBj)ZP(Ai)P(Bj),
Ho : 3ijP(AiNBj) # P (Ai) P (Bj)

Tablica danych ma taka sama posta¢ jak w przypadku testu jednorodnoéci:

L[ BB |- | B |
Aq r11 12 L1k
X=| A2 || o1 | w22 | --- | wox
Aw || 2wa | w2 | - | 2wk

gdzie xij jest liczba obserwacji, w ktérych zaszio zdarzenie Aj N Bj. Zadziwiaja-
cym zbiegiem okolicznosci test, oparty na ilorazie wiarygodnosci? jest taki sam
jak w przypadku testu jednorodnosci.

W analogiczny sposéb mozna tez sprawdzi¢, czy dane pochodza z rozkladu
o ustalonej dystrybuancie. Obserwacje liczbowe mozemy podzielic na grupy ob-
serwacji nalezacych do rozlacznych przedzialéw i zapisaé, ile obserwacji wpadio
do poszczegdlnych przedzialéw. W ten sposéb otrzymamy ciag liczebnosci ob-
serwowanych. Mozemy tez, majac dana dystrybuante hipotetyczna obliczy¢
prawdopodobienstwo pj, ze obserwacje wpadly do i-tego przedzialu. Liczeb-
noéci oczekiwane mozna wiec obliczy¢ ze wzoru ej = npj, gdzie n jest liczba ob-
serwacji. W ten sposéb mozna, stosujac test zgodnogci®, zweryfikowaé hipoteze

o tym, czy obserwacje maja rozklad o danej dystrybuancief.

3tym razem zdarzenia (A1, Az, ... ,Aw) sa losowe

4patrz zadanie 1 z listy 6

5w obliczaniu liczby stopni swobody nalezy uwzgledni¢, ile parametréw rozkladu byto wyz-
naczanych z préoby

6 patrz zadanie 3 z listy 6
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