
Dyskretny rachunek prawdopodobie«stwa

Lista zada« nr 5

1. Poka», »e dla leniwego spaceru losowego na Zn zachodzi tmiks ≥ δn2, dla pewnego δ > 0. Wskazówka:
skorzystaj z de�nicji ∥ · ∥TV i rozwa» zbiór An = {k ∈ Zn : |k| ≥ n/4}.

2. Podczas wykªadu pokazali±my, »e dla leniwego spaceru na torusie Zd
n zachodzi tmiks ≤ d2n2. Poka»

jak otrzyma¢ lepsze szacowanie tmiks ≤ O(d log d)n2. W tym celu nale»y przeanalizowa¢ dowód podany na
wykªadzie. Niech t > kdn2.

• Oszacuj prawdopobobie«stwo zdarzenia, »e w czasie t pierwsze wspóªrz¦dne obu spacerów s¡ ró»ne,
przez (1/4)k

• Wybierz odpowiednie k i rozwa» wszystkie wspóªrz¦dne.

3∗. Poka», »e dla leniwego spaceru losowego na Zn
2 , tmiks ≥ (1/2)n log n. (Dowód mo»na znale¹¢ w [LPW],

Propozycja 7.13).

4. Niech
Ω = {x ∈ {0, 1}n+1 : x(n+ 1) = 1}.

Spacer losowy zde�niowany jest nast¦puj¡co. W kroku t + 1 wybieramy losowo jedn¡ ze wspóªrz¦dnych k
ze zbioru {1, . . . , k} i je»eli xt(k+1) = 1, to zmieniamy warto±¢ k-tej wspóªrz¦dnej, de�niuj¡c w ten sposób
Xt+1. Znajd¹ miar¦ stacjonarn¡. Poka», »e tmiks ≥ n2 − 2n3/2.

5. Znajd¹ oszacowania tmiks dla 'hardcore model' omówionego podczas wykªadu.

6. Znajd¹ silny czas jednostajny dla zmody�kowanego leniwego spaceru losowego na Zn
2 takiego, »e b¦d¡c

w stanie Xt pozostajemy w nim z prawdopobobie«stwem 1/(n + 1), a z prawdopobobie«stwem 1/(n + 1)
przechodzimy do jednego z s¡siadów.

7. Niech G b¦dzie sko«czon¡ grup¡ i µ miar¡ probabilistyczn¡ na G. Zaªó»my, »e istnieje ε > 0 takie, »e

P[X1 ∈ A] ≥ εU(A)

dla ka»dego A ⊂ G (przypomnijmy X0 = e), gdzie U jest miar¡ jednostajn¡ na G. Znajduj¡c odpowiedni
silny czas stacjonarny, poka» »e

∥µt − U∥ ≤ (1− ε)t,

gdzie µt jest rozkªadem Xt. Wskazówka: skorzystaj z rozkªadu µ = εU + (1− ε)µ̃.

8. Rozwa»my nast¦puj¡cy sposób tasowania kart (odwrotny do Top To Random). Wyci¡gamy (losowo)
jedn¡ z kart z talii i kªadziemy j¡ na górze talii. Oszacuj czas mieszania tmiks.

9. Skonstruuj silny czas zatrzymania dla leniwego spaceru na Z2k , a nast¦pnie oblicz jego warto±¢ oczeki-
wan¡. Wskazówka: post¦puj przez indukcj¦.

10∗. Poka», »e w tasowaniu Ri�e Shu�e tmiks(ε) ≤ 2 log2(4n/3).

11. Poka», »e

tmiks(ε) ≥
log(|Ω|(1− ε))

log∆
,

gdzie ∆ = maxx∈Ω |{y : P (x, y) > 0}|.

12. Korzystaj¡c z powy»szego zadania uzasadnij, »e w metodzie Ri�e Shu�e tasowania n kart: tmiks(ε) ≥
(1− δ) log2 n, dla ustalonych z góry ε, δ > 0 oraz odpowiednio du»ych n.

13∗. ([LPW], strona 96) Poka», »e w tasowaniu Top To Random tmiks(ε) ≥ n log n − αn. (Dowód mo»na
znale¹¢ w [LPW], Propozycja 7.14, str. 96).


