
Dyskretny rachunek prawdopodobie«stwa

Lista zada« nr 6

1. Chcemy wygenerowa¢ losow¡ permutacj¦ σ ∈ Sn, tzn funkcj¦ ró»nowarto±ciow¡ σ : {1, . . . , n} 7→
{1, . . . , n}. Stosujemy nast¦puj¡cy algorytm. Dla ka»dego i podstawiamy za σ(i) losow¡ liczb¦ ze zbioru
{1, . . . , n}. Kolejne losowania s¡ niezale»ne i jednostajne. Je»eli otrzymana funkcja jest permutacj¡, to
ko«czymy. W przeciwnym razie powtarzamy procedur¦. Oszacuj oczekiwan¡ liczb¦ losowa« niezb¦dnych do
wygenerowania permutacji.

2. Rozwa»my nast¦puj¡cy algorytm generuj¡cy losow¡ permutacj¦ σ ∈ Sn. Przyjmujemy σ0 = Id. Na-
st¦pnie dla k = 1, . . . , n − 1 post¦pujemy indukcyjnie. Maj¡c zadane σk−1 losujemy liczb¦ Jk jednostajnie
spo±ród {k, . . . , n}. De�niujemy σk, zamieniaj¡c warto±ci σk−1(k) z σk−1(Jk), tzn. σk(k) = σk−1(Jk),
σk(Jk) = σk−1(k), a dla pozostaªych warto±ci σk(i) = σk−1(i). Poka», »e σn−1 ma rozkªad jednostajny na
Sn. Zaªó»my, »e liczby Jk s¡ losowane ze zbioru {1, . . . , n}. Czy wówczas σn−1 ma rozkªad jednostajny na Sn?

3. Czy prawdziwe jest nast¦puj¡ce zdanie: niech Q b¦dzie rozkªadem na Sn i niech σ b¦dzie losow¡
permutacj¡ o rozkªadzie Q, wówczas je»eli

P[σ(i) > σ(j)] = 1/2,

dla ka»dych i, j, to Q jest rozkªadem jednostajnym na Sn.

4. Czy prawdziwe jest nast¦puj¡ce zdanie: niech Q b¦dzie rozkªadem na Sn i niech σ b¦dzie losow¡
permutacj¡ o rozkªadzie Q, wówczas je»eli

P[σ(i) = j)] = 1/n,

dla ka»dych i, j, to Q jest rozkªadem jednostajnym na Sn.

5. Wylosujmy (niezale»nie i jednostajnie) n punktów z odcinka [0, 1]. Oznaczmy je rosn¡co x1, . . . xn. Na-
st¦pnie zastosujmy odwzorowanie piekarza x 7→ 2xmod1 do tych punktów. Poka», »e indukowana permutacja
punktów ma dokªadnie taki sam rozkªad jak w tasowaniu Ri�e Shu�e.

6∗. ([LPW], strony 101-106) Opowiedz o tasowaniu przez losowe permutacje.

7. Niech P b¦dzie macierz¡ przej±cia sko«czonego ªa«cucha Markowa. Je»eli λ jest warto±ci¡ wªasn¡ P , to
|λ| ≤ 1.

8. Je»eli P jest nieredukowalna, to przestrze« wªasna odpowiadaj¡ca 1 jest jednowymiarowa. Je»eli P jest
nieredukowalna i aperiodyczna, to −1 nie jest warto±ci¡ wªasn¡ P .

9. Zaªó»my, »e ªa«cuch Markowa jest nieredukowalny. Poka», »e {t : P t(x, x) > 0} ⊂ 2Z wtedy i tylko wtedy
gdy −1 jest warto±ci¡ wªasn¡ P . Poka», »e {t : P t(x, x) > 0} ⊂ kZ wtedy i tylko wtedy gdy pierwiastek
k-tego stopnia z 1 jest warto±ci¡ wªasn¡ P .

10. Niech P̃ = 1
2P + 1

2I b¦dzie macierz¡ przej±cia leniwej wersji spaceru losowego generowanego przez

macierz przej±cia P . Poka», »e wszystkie warto±ci wªasne P̃ s¡ nieujemne.

11. Niech P b¦dzie odwracalne wzgl¦dem π. Wówczas przestrze« l2(π) ma baz¦ ortonormaln¡ zªo»on¡ z
rzeczywistych funkcji wªasnych P oraz macierz P mo»na rozªo»y¢

P t(x, y)

π(y)
=

|Ω|∑
j=1

fj(x)fj(y)λ
t
j .

Ponadto

P tf =

|Ω|∑
j=1

〈ffj〉πfjλtj .



12. Rozwa»my spacer losowy na {0, 1 . . . , n} taki, »e

P (k, k − 1) = P (k, k + 1) =
1

2
dla k = 1, . . . , n− 1

oraz P (0, 1) = P (n, n− 1) = 1. Znajd¹ warto±ci wªasne i funkcje wªasne P .

13. Rozwa»my spacer losowy na 0, 1 . . . , n taki, »e

P (k, k − 1) = P (k, k + 1) =
1

2
dla k = 1, . . . , n− 1

oraz

P (0, 1) = P (0, 0) = P (n, n− 1) = P (n, n) =
1

2
.

Znajd¹ warto±ci wªasne i funkcje wªasne P .

14. U»ywaj¡c metody spektralnej oszacuj czas mieszania dla prostego spaceru losowego na torusie Zn×Zm.

15∗. ([LPW], str. 234) Niech X1, X2, . . . b¦dzie niezale»nym ci¡giem rzutów monet¡. Niech

τORO = inf{t : Xt−2Xt1Xt = ORO}.

Oblicz EτORO. Oblicz warto±ci oczekiwane czasów zatrzymania dla innych wzorców.


