
Dyskretny rachunek prawdopodobie«stwa

Lista zada« nr 7

1. Uzasadnij, »e mo»na wzmocni¢ tez¦ twierdzenia Shannona i pokaza¢ istnienie liniowej funkcji kodu-

j¡cej, tzn. takiej funkcji Ek,n : {0, 1}k 7→ {0, 1}n , »e dla dowolnych sªów m1,m2 ∈ {0, 1}k zachodzi

Ek,n(m1 +m2) = Ek,n(m1) + Ek,n(m2).

2. Niech X b¦dzie dowoln¡ zmienn¡ losow¡ o warto±ciach w sko«czonych zbiorze Ω. Poka», »e

0 ≤ H(X) ≤ log |Ω|.

Ponadto, H(X) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy X jest staª¡, a H(X) = log |Ω| wtedy i tylko wtedy gdy X
ma rozkªad jednostajny na Ω.

3. Oblicz entropi¦ rozkªadu geometrycznego. Uzasadnij, »e spo±ród wszystkich zmiennych losowych o war-

to±ciach w zbiorze N0 i zadanej warto±ci oczekiwanej µ, najwi¦ksz¡ entropi¦ ma zmienna losowa o rozkªadzie

geometrycznym.

4. Niech X1 i X2 b¦d¡ niezale»ymi zmiennymi losowymi o warto±ciach w zbiorach Ω1 i Ω2. Poka», »e

H((X1, X2)) = H(X1) +H(X2).

5. Niech X1 i X2 b¦d¡ zmiennymi losowymi o warto±ciach w zbiorach Ω1 i Ω2. Poka», »e

H((X1, X2)) ≤ H(X1) +H(X2),

a równo±¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy X1 i X2 s¡ niezale»ne.

6. Niech X b¦dzie dowoln¡ zmienn¡ losow¡ o warto±ciach w sko«czonych zbiorze Ω i niech φ : Ω 7→ Ω b¦dzie

dowoln¡ funkcj¡ deterministyczn¡. Poka», »e H((X,φ(X))) = H(Y ).

7. Niech X b¦dzie dowoln¡ zmienn¡ losow¡ o warto±ciach w sko«czonych zbiorze Ω i niech Y = φ(X), gdzie
φ : Ω 7→ Ω1 jest pewn¡ injekcj¡. Poka», »e H(X) = H(Y ).

8. Rozwa»my monet¦, w której orzeª wypada z prawdopodobie«stwem p 6= 1/2. Poka», »e dla dowolnego

δ > 0 oraz dostatecznie du»ych n, je»eli m ∈ {O,R}n jest wynikiem n kolejnych rzutów monet¡, to:

• istnieje funkcja kompresji cn : {O,R}n 7→ {O,R}N taka, »e warto±¢ oczekiwana dªugo±ci sªowa cn(m)
wynosi co najwy»ej (1 + δ)nH(p);

• dla ka»dej funkcji kompresji cn : {O,R}n 7→ {O,R}N warto±¢ oczekiwana dªugo±ci sªowa cn(m) wynosi
co najmniej (1− δ)nH(p);

Poni»sze zagadnienia nale»y przedstawi¢ znajduj¡c odpowiedni¡ literatur¦ np. w internecie.

9. Opowiedz o kodowaniu Hu�mana. Omów teoretyczne wªa±no±ci i zwi¡zkach z entropi¡.

10. Opowiedz o kodowaniu Shannona-Fano-Eliasa. Omów jego teoretyczne wªa±no±ci i zwi¡zkach z entropi¡.


