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1. Wst¦p

Wykªad po±wi¦cony b¦dzie spacerom losowym na grafach. Dokªadne de�nicje zo-
stan¡ podane poni»ej. Zaªó»my, »e mamy dany sko«czony zbiór wierzchoªków (np.
pewien zbiór punktów na pªaszczy¹nie), z których niektóre poª¡czone s¡ kraw¦dziami.
Spacer losowy oznacza, »e po gra�e porusza si¦ pewna cz¡steczka (w¦drowiec), która
b¦d¡c w jednym z punktów wybiera losowo jednego z jego s¡siadów (wedªug z góry
okre±lonego prawdopodobie«stwa) i przechodzi do niego. Nast¦pnie powtarza t¦ czyn-
no±¢ wielokrotnie.
Ten prosty proces kryje w sobie wiele pyta«:

• Jakie jest prawdopobobie«stwo, »e po n krokach odwiedzimy dany wierzcho-
ªek?
• Po jakim czasie odwiedzimy wszystkie wierzchoªki?
• Jak cz¦sto b¦dziemy przechodzi¢ przez dany wierzchoªek?
• Po jakim czasie wrócimy do danego wierzchoªka?
• Jak dªugo aktualna pozycja zale»y od punktu startu?
• Co mo»na powiedzie¢ o procesie, po upªywie dªugiego czasu?

Powy»sze problemy, chocia» czysto teoretyczne znajduj¡ caª¡ gam¦ praktycznych
zastosowa«:

• Jak dªugo nale»y tasowa¢ tali¦ n kart, aby móc uzna¢ j¡ za potasowan¡?
Mo»na ten problem sprowadzi¢ do spaceru losowego na du»ym gra�e skªada-
j¡cym si¦ z n! elementów. Zajmiemy si¦ tym podczas wykªadu.
• W informatyce istnieje szereg trudnych obliczeniowo problemów. Jednym
z kluczowych wyzwa« jest problem czy P = NP , a wi¦c czy dla du»ej klasy
wa»nych problemów (np. problem komiwoja»era, problem faktoryzacji liczb)
istniej¡ szybkie algorytmy dziaªaj¡ce w czasie wielomianowym. Przy pomocy
spacerów losowych na grafach konstruuje si¦ algorytmy, które w szybkim cza-
sie pozwalaj¡ na znalezienie przybli»onych rozwi¡za«. Grafy, które si¦ po-
jawiaj¡ podczas analizy, s¡ tak du»e (ale ci¡gle sko«czone), »e nie mo»na
wypisa¢ ich wierzchoªków.
• Wyszukiwarka Google pozycjonuje strony nadaj¡c im pewne wagi. W tym
celu u»ywany jest algorytm Pagerank. W du»ym uproszczeniu, tworzy si¦
wielki graf, którego wierzchoªkami s¡ wszystkie strony internetowe, a kraw¦-
dzie oznaczaj¡, »e jedna strona linkuje do drugiej. Nast¦pnie rozwa»any jest
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spacer losowy na tym gra�e i dla ka»dej ze stron mierzy si¦ jak cz¦sto jest ona
odwiedzana przez ten spacer. Im cz¦±ciej, tym wi¦kszy otrzymuje ranking.

2. Spacery losowe na sko«czonych grafach

2.1. Spacery losowe w zadaniach. Zanim przejdziemy do omawiania wªasno±ci
spacerów losowych poka»emy przykªady zada«, które mo»na rozwi¡za¢ przy ich po-
mocy.

Zadanie 1. Alicja i Bill rzucaj¡ symetryczn¡ monet¡ tak dªugo, a» wypadnie OOR
lubORR. Alicja wygrywa, gdy wzorzecOOR wypadnie jako pierwszy, natomiast Bill,
gdy wypadnie ORR. Oblicz prawdopobobie«stwo, »e gr¦ wygra Alicja.

Rozwi¡zanie. Powy»sze zadanie mo»na opisa¢ przy pomocy spaceru losowego na
gra�e. Ka»dy wierzchoªek grafu zawiera informacje o stopniu dopasowania ko«co-
wych wyników rzutu monet¡ do jednego z »¡danych wzorców. Dla przykªadu stan 3
oznacza, »e ostatnie dwa wyniki to O i R.
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Oznaczmy przez pi prawdopobobie«stwo, »e b¦d¡c w wierzchoªku i dotrzemy do
wierzchoªka Ala. Wówczas otrzymujemy równania

pA = 1, pB = 0,
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St¡d otrzymujemy p0 = 2/3. �

Zadanie 2. Rzucamy symetryczn¡ monet¡. Niech X oznacza liczb¦ rzutów po
których otrzymano ci¡g OO. Oblicz EX.

Rozwi¡zanie I. Podobnie jak wcze±niej rysujemy automat.
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Tym razem jednak chcemy obliczy¢ P[X = k], gdzie X jest liczb¡ kroków po
których dotrzemy do stanu 2. W tym celu oznaczmy przez p0(n) i p1(n) prawdo-
podobie«stwa doj±cia z punktu 0 i 1 w dokªadnie n krokach do 2. Otrzymujemy
równania

p0(1) = 0, p1(1) = 1/2,

p0(n) =
1

2
p0(n− 1) +

1

2
p1(n− 1), n ≥ 2,

p1(n) =
1

2
p0(n− 1), n ≥ 2.

Mo»na pokaza¢, »e rozwi¡zanie jest postaci

p0(n) =
Fn
2n
, p1(n) =

Fn−1

2n
, n ≥ 2.

gdzie Fn jest ci¡giem Fibonacciego (F1 = 0, F2 = 1, Fn = Fn−1+Fn−2). Otrzymujemy
wi¦c

EX =
∞∑
n=0

np0(n) =
∞∑
n=0

nFn
2n

,

a powy»sz¡ sum¦ mo»na zapisa¢ w postaci zwartej. Szczegóªowe rachunki pozosta-
wiamy czytelnikowi. �

Rozwi¡zanie II. Oznaczmy przez Ω zbiór wszystkich ci¡gów ko«cz¡cych si¦ ci¡-
giem OO:

Ω =
{

OO,ROO,RROO,OROO,RRROO,ROROO,ORROO, . . .
}

Kolejne elementy oznaczmy przez ω1, ω2, . . ., a przez pi prawdopobobie«stwo, »e rzu-
canie monet¡ zako«czy si¦ ci¡giem ωi. Chcemy policzy¢

EX =
∞∑
i=1

|ωi|pi,

gdzie |ωi| oznacza dªugo±¢ ci¡gu ωi. Zauwa»my, »e

Ω = OO ∪ RΩ ∪ORΩ

Mamy wi¦c
∞∑
i=1

|ωi|pi = 2 · 1
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czyli
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i st¡d EX = 6. �.
Wi¦cej tego typu przykªadów mo»na znale¹¢ w ksi¡»ce [5] (rozdziaª 8).

2.2. Spacer losowy na zbiorze dwuelementowym.

Przykªad 2.1. Rozwa»my spacer losowy na zbiorze dwuelementowym Ω = {0, 1}
zde�niowany nast¦puj¡co. Cz¡steczka pocz¡tkowo znajduje si¦ w punkcie 0. Rzu-
camy monet¡ m0, niekoniecznie symetryczn¡. Je»eli wypadnie orzeª, z prawdopobo-
bie«stwem p, to cz¡steczka przemieszcza si¦ do 1, w przeciwnym razie pozostaje w 0.
W punkcie 1 u»ywamy monety m1, w której orzeªek wypada z prawdopobobie«stwem
q. Je»eli wypadnie orzeª, to cz¡steczka idzie do 0.

0start 1
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Oznaczmy przez Xn pozycj¦ spaceru w czasie n. Wówczas X0 = 0, ale kolejne
pozycje s¡ ju» losowe:

P[X1 = 0] = 1− p, P[X1 = 1] = p.

W drugim kroku:

P[X2 = 0] = (1− p)2 + pq,

P[X2 = 1] = (1− p)p+ p(1− q).

Dla uproszczenia zapisu oznaczamy

µn(0) = P[Xn = 0], µn(1) = P[Xn = 1].

Wówczas µn b¦dziemy nazywa¢ rozkªadem procesu w czasie n. Speªnione s¡ nast¦-
puj¡ce zale»no±ci rekurencyjne

µn(0) = (1− p)µn−1(0) + qµn−1(1),

µn(1) = pµn−1(0) + (1− q)µn−1(1).

Oczywi±cie µn(0)+µn(1) = 1. Mo»na wyliczy¢ bezpo±rednio kolejne kroki, ale to jest
kªopotliwe. Zastanówmy si¦ jak b¦dzie wygl¡daª ci¡g µn, gdy n zbiega do niesko«-
czono±ci. Okazuje si¦, »e te warto±ci zbiegaj¡ do pewnej granicy, tzn

lim
n→∞

µn(0) = π(0) oraz lim
n→∞

µn(1) = π(1).

Pokazanie powy»szego nie jest jednak ªatwe. Ale spróbujmy podej±¢ do problemu
inaczej. Zgadnijmy jaka powinna by¢ granica, a potem poka»emy, »e ten ci¡g jest
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rzeczywi±cie zbie»ny do niej. Po chwili namysªu otrzymujemy dwa równania na gra-
niczne wspóªczynniki: {

π(0) + π(1)=1
(1− p)π(0) + qπ(1)=π(0)

�atwo obliczy¢, »e wówczas rozkªad π powinien by¢ postaci

π(0) =
q

p+ q
, π(1) =

p

p+ q
.

Aby przekona¢ si¦, »e zbie»no±¢ rzeczywi±cie ma miejsce zde�niujmy

εn = µn(0)− π(0).

Wówczas

εn+1 = µn(0)(1− p) + (1− µn(0))q − π(0)

= µn(0)(1− p− q) + π(0)(p+ q)− π(0)

= (1− p− q)εn.
Zatem, je»eli 0 < p+ q < 2 (równowa»nie |1− p− q| < 1), to

lim
n→∞

µn(0) = π(0) oraz lim
n→∞

µn(1) = π(1).

Zauwa»my, »e je»eli p + q = 1 (np. p = q = 1/2), to niezale»nie od warto±ci X0

ju» w pierwszym kroku P[X1 = 0] = P[X1 = 1] = 1/2. Co dzieje si¦ w przypadku
|1− p− q = 1|? �

2.3. Spacery losowe na ogólnych grafach. Chcemy bada¢ spacery losowe na ogól-
nych (cz¦sto bardzo du»ych) grafach. Grafem skierowanym nazywamy zbiór wierz-
choªków V , z których niektóre s¡ poª¡czone kraw¦dziami. Zbiór kraw¦dzi, który
b¦dziemy oznacza¢ przez E jest to wi¦c zbiór par wierzchoªków

E ⊂ {(x, y) : x, y ∈ V }.
Ponadto piszemy x→ y je»eli s¡ one poª¡czone kraw¦dzi¡ z pocz¡tkiem w x i ko«cem
w y ((x, y) ∈ E).
Na gra�e badamy spacer losowy, tzn. ka»dej kraw¦dzi przyporz¡dkowujemy praw-

dopobobie«stwo przej±cia z x do y i b¦dziemy je oznacza¢ przez P (x, y). Uwaga,
mo»e si¦ zdarzy¢, »e P (x, y) 6= P (y, x). Oczywi±cie chcemy, aby∑

y: x→y

P (x, y) = 1.

Dopuszczamy sytuacj¦ (ale b¦dziemy o tym przypomina¢), »e (x, x) ∈ E i P (x, x) > 0
(taka sytuacja miaªa miejsce w ostatnim przykªadzie).
Na gra�e rozwa»amy spacer losowy. A wi¦c startujemy w pewnym punkcie X0 = x,

a nast¦pnie poruszamy si¦ zgodnie z prawdopodobie«stwem wskazanym przez P .
Kolejne kroki b¦dziemy oznacza¢ przez X1, X2, . . . , wtedy

P[Xn+1 = y|Xn = x] = P (x, y).

Podobnie jak wcze±niej chcemy zbada¢ zachowanie ci¡gu

µn(x) = P[Xn = x],
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czyli rozkªadu Xn. Mo»emy spróbowa¢ powtórzy¢ wcze±niejsze rozumowanie. Ci¡g
µn speªnia równanie rekurencyjne

µn(x) =
∑
y:y→x

P (y, x)µn−1(y)

Kluczowym pytaniem jest, czy ci¡g µn jest zbie»ny? Je»eli tak i granic¦ oznaczymy
przez π, to powinna ona speªnia¢ warunki:

(2.1) π(x) =
∑
y:y→x

P (y, x)π(y) oraz
∑
y∈V

π(y) = 1

dla ka»dego wierzchoªka x ∈ V . Wówczas π nazywamy rozkªadem stacjonarnym.
Je»eli w pewnej chwili n, pozycja Xn ma rozkªad stacjonarny, czyli P[Xn = x] =
µn(x) = π(x), to z równania (2.1) wynika, »e pozycja cz¡steczki w nast¦pnym kroku
Xn+1 równie» ma rozkªad stacjonarny, poniewa»

µn+1(x) =
∑
y:y→x

P (y, x)µn−1(y) =
∑
y:y→x

P (y, x)π(y) = π(x).

Mo»emy my±le¢, »e pocz¡tkowo w punkcie X0 = x znajduje si¦ masa jednostkowa
i w kolejnych krokach rozprzestrzenia si¦ po gra�e zgodnie z funkcj¡ P . Spodziewamy
si¦, »e po pewnym czasie powinna si¦ ona albo stabilizowa¢, albo by¢ blisko rozkªadu
stacjonarnego.
Powy»sze stwierdzenie zazwyczaj jest prawd¡. Istniej¡ jednak zªo±liwe przykªady,

które musimy wykluczy¢ z naszych rozwa»a«.

Przykªad 2.2. Rozwa»my spacery losowe na poni»szych grafach

Zauwa»my, »e graf po lewej strony skªada si¦ z 10 wierzchoªków i odwiedzamy
na zmian¦ wierzchoªki ◦ oraz •. Je»eli punkt pocz¡tkowy X0 jest postaci ◦, to w
parzystych krokach te» jeste±my w wierzchoªkach tego typu. Takie grafy nazywamy
cyklicznymi.
Dokªadniej, graf nazywamy cyklicznym, je»eli zbiór wierzchoªków V mo»emy po-

dzieli¢ na n zbiorów V1, V2, . . .Vn takich, »e ze zbioru Vk w jednym kroku mo»na
przej±¢ jedynie do zbioru V(k+1) mod n. Drugi graf nie jest ju» cykliczny (wymaga to
chwili zastanowienia).

Innym problemem jest sytuacja gdy istniej¡ wierzchoªki x, y takie, »e z punktu x
nie mo»na dotrze¢ do y. Mówimy wówczas, »e graf jest redukowalny.
Poza tymi dwoma przypadkami zachodzi jednak twierdzenie
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Twierdzenie 2.2. Rozwa»my spacer losowy na gra�e, który nie jest cykliczny i nie
jest redukowalny. Wtedy µn zbiega do rozkªadu stacjonarnego π, czyli µn(x) → π(x)
dla ka»dego x ∈ V . Rozkªad stacjonarny jest jedyny.

Ponadto rozkªad π jest zadany wzorem

π(x) =
1

ExTx
,

gdzie ExTx oznacza warto±¢ oczekiwan¡ liczby kroków, po których spacer losowy po-
wróci do punktu startu x.

Dzi¦ki równaniu (2.1) mo»na efektywnie wyznaczy¢ π.

Przykªad 2.3. Proste spacery losowe na grafach. Grafem prostym G = (V,E)
nazywamy zbiór wierzchoªków V wraz ze zbiorem nieskierowanych kraw¦dzi

E ⊂ {{x, y} : x, y ∈ V }.
Ponadto piszemy x ∼ y je»eli s¡ one poª¡czone kraw¦dzi¡ ({x, y} ∈ E). Stopniem
wierzchoªka x ∈ V nazywamy liczb¦ jego s¡siadów i oznaczamy deg(x). Na prostych
grafach zawsze b¦dziemy rozwa»ali prosty spacer losowy z prawdopodobie«-
stwem przej±cia

P (x, y) =

{
1

deg(x)
je»eli y ∼ x

0 w przeciwnym razie

Gdy proces znajduje si¦ w wierzchoªku x, to wybiera losowo (jednostajnie) jednego
z jego s¡siadów i przechodzi do niego. Je»eli graf jest spójny, to spacer jest nieredu-
kowalny.
�atwo jest wówczas wyznaczy¢ rozkªad stacjonarny spaceru losowego. Mianowicie

π(y) =
deg(y)

2|E|
jest rozkªadem stacjonarnym, gdy»∑

y∈V

π(y)P (y, x) =
∑
y∼x

deg(y)

2|E|
· 1

deg(y)
=

deg(x)

2|E|
= π(x).

Zauwa»my, »e je»eli graf G jest d-regularny (ka»dy wierzchoªek ma ten sam stopie«
równy d), to 2|E| = d|V | i rozkªad jednostajny π(x) = 1/|V | jest stacjonarny.

Jak pokazuje powy»szy przykªad, wyznaczenie rozkªadu stacjonarnego nie jest
trudne. Wa»ne jest natomiast inne pytanie: jak szybko proces zbiega do rozkªadu
stacjonarnego? Jak widzieli±my w przykªadzie (2.1) zdarza si¦, »e proces po pewnym
czasie ma wr¦cz rozkªad stacjonarny, ale nieraz, mimo i» jest dowolnie blisko, nie
osi¡ga go. Poni»ej b¦dziemy bada¢ ten problem na przykªadzie tasowania kart.

3. Tasowanie kart

Zajmiemy si¦ teraz zagadnieniem tasowania kart. Chcemy znale¹¢ odpowied¹ na
pytanie: ile razy nale»y potasowa¢ tali¦ n kart (zazwyczaj n = 52), aby uzna¢, »e
jest ona dobrze potasowana? Oczywi±cie odpowied¹ zale»y od metody, któr¡ tasu-
jemy karty. Zanim jednak przejdziemy do omówienia szczegóªów, zastanówmy si¦ co
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to znaczy, »e talia kart jest dobrze potasowana i dlaczego powinno nam zale»e¢ na
osi¡gni¦ciu tego stanu. 'Dobrze potasowana' talia kart, tzn. »e niezale»nie od pocz¡t-
kowego uªo»enia kart, ka»da jej permutacja jest jednakowo prawdopodobna. Tali¦ n
kart mo»na uªo»y¢ na n! = 1 ·2 ·3 . . . n sposobów, tak wi¦c chcemy, aby niezale»nie od
tego jak karty s¡ pocz¡tkowo uªo»one, po wykonaniu tasowania prawdopobobie«stwo
ka»dej permutacji wynosiªo 1/n!. Taki stan jest trudny do uzyskania, w szczegól-
no±ci nie podamy dokªadnej odpowiedzi. Podamy jednak przybli»one wyniki, liczb¦
tasowa« po której talia jest bardzo blisko po»¡danemu uªo»eniu.
Jak tasowanie kart wygl¡da w praktyce? Odpowied¹ jest zawarta w poni»szej

tabelce. Przedstawia ona do±wiadczenie wykonane pod koniec lat sze±¢dziesi¡tych.
Przeanalizowano rozkªady kart, które otrzymaª jeden z graczy (na pozycji S) pod-
czas szeregu turniejów bryd»owych. W pierwszej kolumnie s¡ oczekiwane rozkªady, w
drugiej rozkªady po tasowaniu przez komputer, a w trzeciej po tasowaniu przez czªo-
wieka. Jak wida¢ trzecia kolumna wyra¹nie odbiega od oczekiwa« (nie przechodzi te»
typowych testów statystycznych). Zbyt cz¦sto pojawi¡ si¦ zrównowa»one rozkªady
r¡k.

3.1. Metody tasowania kart. Istnieje wiele metod tasowania kart:

• Najbardziej powszechn¡ metod¡ jest Riffle Shuffle. Metoda zazwyczaj
u»ywana jest do potasowania talii 52 kart. Osoba tasuj¡ca dzieli stos kart
na dwa (w sposób losowy, ale stara si¦ aby oba zbiory miaªy w przybli»eniu
podobn¡ liczb¦ kart). Nast¦pnie oba stosy kart s¡ wspólnie 'przekartkowy-
wane'. Trzymaj¡c je w obu r¦kach osoba tasuj¡ca opuszcza karty (liczba kart
jest zmienna i te» losowa) z obu stosów tak, aby karty 'wchodziªy' pomi¦dzy
siebie.
• Niektórzy u»ywaj¡ tzw. metody overhand shuffle. Bierzemy tali¦ kart do
jednej r¦ki i po kilka kart przekªadamy do drugiej r¦ki, zmieniaj¡c kolejno±¢
kolejnych bloków.
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• Tasowanie kart metod¡ Top-To-Random: bierzemy kart¦ z góry i wkªadamy
j¡ losowo (w sposób jednostajny) do talii, mo»liwych jest wi¦c n pozycji.
Powtarzaj¡c t¦ czynno±¢ odpowiednio wiele razy talia b¦dzie potasowana.
• Losowe permutacje: losujemy dwie karty i zamieniamy je miejscami.
• ...

W ka»dym z przykªadów na pierwszy rzut oka nie wida¢ nawet jaki powinien by¢
rz¡d liczby tasowa«. Odpowiedzi s¡ dosy¢ zaskakuj¡ce:

• Riffle Shuffle: Wedªug artykuªu w New York Times: In shu�ing cards,
7 is winning number1. Przedyskutujemy ten wynik poni»ej.
• Overhand shuffle: 2500 tasowa«!
• Top-To-Random: kilkaset tasowa«, poni»ej podamy przybli»ony wynik;
• losowe permutacje: równie» kilkaset tasowa«.

Poni»ej omówimy Top-To-Random oraz Riffle Shuffle.

3.2. Tasowanie kart, a spacery losowe. Zauwa»my, »e tasowanie kart jest szcze-
gólnym przypadkiem spaceru losowego na bardzo du»ym gra�e. Zaªó»my, »e karty
s¡ ponumerowane kolejnymi liczbami od 1 do n. Aktualne uªo»enie kart jest pewn¡
permutacj¡ tych liczb, czyli punktem X0, z którego startuje proces losowy. Wykonu-
j¡c jedno tasowanie (dowoln¡ metod¡) losujemy pewn¡ permutacj¦ σ i liczymy X1 =
σ(X0). Tak wi¦c wierzchoªkami grafu jest zbiór permutacji zbioru n-elementowego
(jest ich n!). Dwa wierzchoªki grafu y, x s¡ poª¡czone kraw¦dzi¡ (tzn. w jednym
kroku mo»emy przej±¢ z dodatnim prawdopobobie«stwem z y do x), je»eli w dana
metoda tasowania zawiera permutacj¦ σ tak¡, »e σ(y) = x. W szczególno±ci struk-
tura grafu zale»y od metody tasowania. Np. w metodzie Top-To-Random mo»emy
wylosowa¢ tylko permutacj¦, która polega na zamianie pierwszej liczby z k-t¡.
W ka»dej z metod losujemy wi¦c zbiór permutacji σ1, . . . , σM , ka»d¡ z prawdopo-

dobie«stwem pi, wi¦c P (y, x) = pi, gdy x = σi(y). Zauwa»my, »e (niezale»nie od me-
tody tasowania) rozkªad jednostajny jest rozkªadem stacjonarnym, tzn π(x) = 1/n!
dla ka»dego x ∈ V :∑

y:y→x

P (y, x)π(y) =
1

n!

M∑
i=1

P (σ−1
i (x), x) =

1

n!

M∑
i=1

pi =
1

n!
= π(x).

3.3. Tasowanie kart - Top-To-Random. Przypomnijmy, »e w metodzie Top-

To-Random, bierzemy kart¦ z góry i wkªadamy j¡ losowo (w sposób jednostajny)
do talii, mo»liwych jest wi¦c n pozycji. W j¦zyku spacerów losowych, w ka»dym
kroku losujemy permutacj¦ σ, która zamienia miejscami 1 i k (dla k = 1, . . . , n),
a pozostaªe miejsca pozostaj¡ bez zmian. Takich permutacji jest n i ka»d¡ z nich
losujemy z prawdopobobie«stwem 1/n. Powtarzaj¡c t¦ czynno±¢ odpowiednio wiele
razy, talia zostanie potasowana.
Kiedy mo»emy uzna¢, »e talia jest potasowana? Odpowied¹ ukryta jest w czasie

losowym Ttop - jest to pierwszy moment, gdy karta, która pocz¡tkowo byªa na spodzie
talii, oznaczmy j¡ przez A, znalazªa si¦ na jej górze i jest wkªadana losowo do talii.
Jest to szczególny przypadek nast¦puj¡cego wyniku:

1http://www.nytimes.com/1990/01/09/science/in-shu�ing-cards-7-is-winning-number.html
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Lemat 3.1. Je»eli w chwili t jest k kart pod A, kart¡ która pocz¡tkowo byªa na dole, to
wszystkie k! uporz¡dkowa« jest jednakowo prawdopodobne. W szczególno±ci w chwili
Ttop talia kart jest dobrze potasowana.

Dowód. Zastosujemy dowód przez indukcj¦. Dla t = 0 nie ma kart pod A wi¦c teza
jest oczywista. Zaªó»my, »e teza zachodzi dla t. W chwili t+1 mo»liwe s¡ 2 przypadki:

• karta z wierzchoªka umieszczana jest nad A. Wówczas uªo»enie kart pod A
si¦ nie zmienia.
• karta z wierzchoªka umieszczana jest pod A. Wtedy ka»da z k + 1 lokalizacji
pod A jest jednakowo prawdopodobna. Zatem wszystkie uªo»enia k + 1 kart,
które s¡ pod A s¡ jednakowo prawdopodobne.

�

Lemat 3.2. Mamy

ETtop ∼ n log n

Dowód. Ponownie rozpatrzymy zmiany pozycji karty A, która pocz¡tkowo znajdo-
waªa si¦ na dole talii. Opiszmy jej kolejne ruchy. Zauwa»my, »e je»eli karta ta
znajduje si¦ na samym dole, to prawdopobobie«stwo, »e aktualnie wkªadana karta
znajdzie si¦ pod A wynosi 1/n. Niech T1 oznacza wi¦c moment, gdy pod A pojawi
si¦ pierwsza karta. Wówczas T1 ma rozkªad geometryczny z prawdopobobie«stwem
sukcesu 1/n, tzn.

P[T1 = k] =

(
1− 1

n

)k−1

· 1

n
.

Podobnie, gdy pod A znajduje si¦ ju» k− 1 kart, niech Tk oznacza czas przebywania
karty A na tej pozycji. Ponownie rozkªad tej zmiennej losowej jest geometryczny,
tym razem z prawdopobobie«stwem sukcesu k/n. Zauwa»my, »e Ttop = T1 + · · ·Tn
i Ttop ma taki sam rozkªad jak w zadaniu o kolekcjonerze kuponów. Lemat wynika
wi¦c z zadania 8. �

W momencie Ttop karty s¡ ju» dobrze potasowane i w kolejnych krokach ich rozkªad
pozostaje jednostajny. Dla n = 52, n log n ≈ 205.

3.4. Tasowanie kart - Riffle Shuffle. W tym rozdziale zastanowimy si¦ ile
razy nale»y wykona¢ tasowanie metod¡ Riffle Shuffle, aby uzna¢, »e talia n kart
jest dobrze potasowana. W tym celu nale»y stworzy¢ model matematyczny, który
opisuje to tasowanie. Podamy trzy mo»liwe modele zaproponowane przez Gilberta,
Shannona, Reedsa.
S¡ one oparte s¡ na zmiennej losowej o rozkªadzie dwumianowym z parametrami

n, 1/2. Jest to zmienna losowa X taka, »e

P[X = k] =

(
n

k

)
· 1

2n
.

Wygodniej jest my±le¢, »e X oznacza liczb¦ orªów w n-krotnym rzucie monet¡. Wów-
czas z bardzo du»ym prawdopobobie«stwem X przyjmuje warto±ci bliskie n/2.

Zaproponowane modele:
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(1) Losujemy liczb¦ caªkowit¡ X ze zbioru 1, . . . , n. Wybieramy j¡ tak, aby miaªa
rozkªad dwumianowy z parametrami n, 1/2. Dzielimy karty na dwa stosy:
górne X kart tworzy pierwszy z nich, a pozostaªe n − X drugi. Nast¦pnie
wykonujemy tasowanie, musimy wi¦c zmiesza¢ oba zbiory zachowuj¡c jednak
uporz¡dkowanie wewn¡trz nich. Mo»emy to zrobi¢ na

(
n
X

)
sposobów, tzn. na

n pozycjach wybieramy X miejsc, gdzie umieszczamy pierwszy stos (mo»emy
to zrobi¢ tylko na jeden sposób, gdy» musimy zachowa¢ jego uporz¡dkowanie),
a na pozostaªe n−X miejsc wkªadamy pozostaªe karty. Ka»de takie tasowanie
wybieramy losowo w sposób jednostajny.

(2) Niech X b¦dzie liczb¡ losow¡ jak wy»ej, tzn. zmienn¡ losow¡ o rozkªadzie
dwumianowym z parametrami n, 1/2. Dzielimy karty na dwa stosy: górne X
kart tworzy pierwszy z nich, a pozostaªe n−X drugi. Nast¦pnie wykonujemy
tasowanie. Bierzemy jeden stos do lewej r¦ki, drugi do prawej. Upuszczamy
kolejno karty, losowo, z lewej lub prawej r¦ki z prawdopobobie«stwem pro-
porcjonalnym do rozmiaru zbioru. To znaczy, je»eli w lewej r¦ce pozostaªo
nam L kart, a w prawej P kart, to kart¦ z lewej r¦ki upuszczamy z prawdo-
pobobie«stwem L/(L + P ), a z prawej z prawdopobobie«stwem P/(L + P ).
Powtarzamy t¦ czynno±¢ tak dªugo, a» upu±cimy wszystkie karty.

(3) (Tasowanie odwrotne). Opiszemy jak wykona¢ czynno±¢ odwrotn¡ do Riffle
Shuffle. Oznaczmy tyª ka»dej karty przez 0 lub 1 w zale»no±ci od wyniku
rzutu monet¡ (dla ka»dej karty wykonujemy niezale»nie rzut). Wyjmijmy
z talii wszystkie karty oznaczone zerem i poªó»my je na górze talii, zachowuj¡c
ich uporz¡dkowanie.

Lemat 3.3. Powy»sze opisy (1), (2) i (3) s¡ równowa»ne, tzn. wygenerowana per-
mutacja ma ten sam rozkªad.

Dowód. Modele (1) i (3) s¡ równowa»ne. Istotnie, zauwa»my, »e liczba zer ma roz-
kªad dwumianowy z parametrami n, 1/2. Ponadto ka»dy rozkªad zer jest jednakowo
prawdopodobny.
Modele (1) i (2) s¡ równowa»ne. Oznaczmy przez L1, . . . Lk karty z pierwszego

stosu, a przez P1, . . . , Pn−k karty z drugiego stosu. Obliczmy prawdopobobie«stwo
wylosowania konkretnej permutacji, np. L1L2P1L3P2 . . . Pn−kLk:

k

n
· k − 1

n− k − 1
· n− k
n− k − 2

· k − 2

n− k − 3
· (n− k)− 1

n− k − 4
· . . . · 1

2
· 1 =

k!(n− k)!

n!
=

1(
n
k

) .
Dla ka»dej permutacji otrzymujemy ten sam wynik, wi¦c ka»de uªo»enie kart jest
jednakowo prawdopodobne. �

Okazuje si¦, »e zamiast bada¢ tasowanie Riffle Shuffle wystarczy patrzy¢ na
tasowanie odwrotne i odpowiedzie¢ na to samo pytanie, ale w terminach wªa±nie
tasowania odwrotnego. Badaj¡c odlegªo±¢ pomi¦dzy µn, a rozkªadem stacjonarnym
wprowadza si¦ odlegªo±¢ pomi¦dzy rozkªadami

(3.4) ‖µ− ν‖TV =
1

2

∑
x∈V

|µ(x)− ν(x)|,
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nazywan¡ norm¡ caªkowitego wahania. Mo»emy my±le¢, »e jest to inny sposób mie-
rzenia odlegªo±ci pomi¦dzy wektorami. Badany przez nas problem sprowadza si¦, do
odpowiedzi na pytanie po ilu krokach powy»sza odlegªo±¢ jest maªa, tzn. jego rozkªad
jest bliski stacjonarnemu. Przyjmuje si¦, »e 'maªa' oznacza, »e powy»sza odlegªo±¢
jest mniejsza ni» 1/4. Zachodzi nast¦puj¡cy lemat:

Lemat 3.5. Dla dowolnej metody tasowania kart odlegªo±¢ pomi¦dzy tasowaniem,
a rozkªadem jednostajnym jest równa odlegªo±ci pomi¦dzy tasowaniem odwrotnym, a
rozkªadem jednostajnym.

Dowód. Poka»emy, »e w pierwszych krokach odlegªo±ci s¡ identyczne. Ogólnie ten
sam dowód dziaªa. Niech x0 oznacza pocz¡tkowe uªo»enie kart. Oznaczmy przez
µ1(y) prawdopobobie«stwo, »e po pierwszym tasowaniu otrzymamy permutacj¦ y,
a przez µ−1

1 (y) prawdopobobie«stwo, »e po pierwszym odwrotnym tasowaniu otrzy-
mamy permutacj¦ y. Oznaczmy przez M liczb¦ permutaji, które mo»na uzyska¢ w
jednym tasowaniu. Mamy

‖µ1 − π‖TV =
1

2

∑
y∈V

∣∣µ1(y)− π(y)
∣∣

=
1

2

M∑
j=1

∣∣P[σj(x0) = y]− 1/n!
∣∣+

n!−M
n!

=
1

2

M∑
j=1

∣∣pj − 1/n!
∣∣+

n!−M
n!

=
1

2

∑
j

∣∣P[σ−1
j (x0) = y]− 1/n!

∣∣+
n!−M
n!

= ‖µ−1
1 − π‖TV

�

Wykonujemy kolejne tasowania odwrotne. Tworzymy tablic¦, której rz¦dy s¡ nu-
merowane kartami, a kolumny odpowiadaj¡ kolejnym tasowaniom. Nale»y my±le¢,
»e ka»da karta ma na staªe przyporz¡dkowany jeden z wierszy. Elementami tablicy
s¡ 0 i 1. W pierwszej kolumnie zapisujemy liczb¦ przyporz¡dkowan¡ danej karcie
w pierwszym odwrotnym tasowaniu. Czynno±¢ powtarzamy, tzn. w drugiej kolumnie
zapisujemy wynik przyporz¡dkowany w drugim tasowaniu itd.

Lemat 3.6. Niech TRS oznacza pierwszy czas, w którym tablica binarna opisana
powy»ej zawiera parami ró»ne rz¦dy. W chwili TRS karty s¡ dobrze potasowane.

Dowód. Po pierwszym tasowaniu karty, które maj¡ 0 s¡ przeniesione na gór¦, a karty
z 1 na dóª. Po drugim losowaniu na gór¦ przenoszone s¡ karty, które maj¡ 0 w drugiej
kolumnie, ale zachowuj¡c ich wcze±niejsze uporz¡dkowanie. Tak wi¦c na samej górze
s¡ karty, które w dwóch pierwszych wierszach maj¡ 00, potem 10, 01,11. Po trzecim
losowaniu kolejno: 000, 100,010, 110,001,101,011,111, itd. W poszczególnych grupach
karty zachowuj¡ jednak swoje pocz¡tkowe uporz¡dkowanie. Zauwa»my, »e odwrotne
tasowanie sortuje wg odwrotnego porz¡dku leksykogra�cznego.
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W momencie TRS wszystkim kartom zostaªy przyporz¡dkowane ró»ne wektory o
dªugo±ci TRS. Wi¦c zostaªy one posortowane w sposób losowy niezale»nie od ich
pocz¡tkowego uªo»enia. Jednocze±nie, poniewa» przyporz¡dkowanie karcie ka»dego
wektora ma takie samo prawdopodobie«stwo, ka»da ich permutacja jest jednakowo
prawdopodobna. �

Chcemy wi¦c oszacowa¢ warto±¢ TRS. Zanim zaczniemy liczy¢, zastanówmy si¦
czego nale»y oczekiwa¢. Dla n = 52 chcemy oszacowa¢ po ilu losowaniach kartom
zostan¡ przyporz¡dkowane ró»ne losowe wektory. Zauwa»my:

• po 5 krokach mamy do dyspozycji jedynie 25 = 32 wektory 0-1. Na pewno
wi¦c jest to za maªo kroków, aby rozdzieli¢ karty.
• po 6 krokach: 26 = 64 jest to jedynie o 8 wi¦cej ni» 52, wi¦c równie» za maªo,
aby potasowa¢ karty.
• dla wi¦kszych warto±ci mamy: 27 = 128, . . . , 211 = 2048, widzimy wi¦c, »e
ka»de kolejne tasowanie znacznie zwi¦ksza szanse potasowania kart.

Obliczymy warto±¢ P[TRS ≤ t]. W czasie t ka»dej z kart przyporz¡dkowano losowy
wektor 0-1 o dªugo±ci t i chcemy policzy¢ prawdopobobie«stwo, »e wektory te s¡
parami ró»ne. Jest to dokªadnie problem urodzin: oblicz prawdopobobie«stwo, »e w
grupie n osób nie ma dwóch osób obchodz¡cych urodziny tego samego dnia. Mamy

P[TRS ≤ t] =
n−1∏
i=1

(
1− i

2t

)
.

Powy»sza formuªka jest niewygodna w obliczeniach. Mo»na j¡ upro±ci¢, ale mo»na
te» próbowa¢, przy pomocy prostego programu, j¡ obliczy¢. I tak dla n = 52 otrzy-
mujemy

t 7 8 9 10 11 12 13
P[TRS ≤ t] ∼ 0 0, 003 0, 06 0, 25 0, 50 0, 71 0, 84

Podobnie mo»na oszacowa¢ warto±¢ oczekiwan¡ i otrzymujemy, »e jest ona liczb¡
nieco wi¦ksz¡ ni» 11.
Sk¡d wi¦c wzi¦ªa si¦ warto±¢ 7? W praktyce nie musimy otrzyma¢ idealnie pota-

sowanej talii kart, ale wystarczy je dobrze potasowa¢, tak aby byªa bliska rozkªadowi
jednostajnemu. Bliska w sensie odlegªo±ci zde�niowanej w (3.4). W kolejnych kro-
kach zmniejsza si¦ ona i je»eli jest odpowiednio blisko 0, to przyjmuje si¦, »e karty s¡
potasowane.
Bayer i Diaconis dokªadnie wyliczyli t¦ odlegªo±¢. Nie b¦dziemy formuªowa¢ ich

wyniku (to wªa±nie jego dotyczyª artykuª w New York Times), ale podamy odlegªo±ci,
które otrzymali dla n = 52

t 4 5 6 7 8 9 10
‖µt − U‖TV 1, 00 0, 92 0, 61 0, 33 0, 16 0, 08 0, 04

Zauwa»my, »e dla warto±ci 4,5,6 odlegªo±¢ jest du»a, a potem zaczyna gwaªtownie
spada¢. Z ka»dym kolejnym krokiem zmniejsza si¦ dwukrotnie. Przyjmuje si¦, »e 7
tasowa« wystarczy do potasowania talii 52 kart. W rzeczywisto±ci warto wykona¢
jednak 1-2 dodatkowe tasowania.
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7 tasowa« nie wystarczy. Wykonano nast¦puj¡ce do±wiadczenie. Zaªó»my,
»e karty s¡ ponumerowane R1, . . . , R26, B1, . . . , B26 oraz uªo»one s¡ w talii w na-
st¦puj¡cej kolejno±ci R1, R2, . . . , R26, B26, B25, . . . , B1. Czerwone karty s¡ wi¦c w
kolejno±ci rosn¡cej, a czarne malej¡cej. Wykonajmy 7 razy tasowanie metod¡ Rif-

fle Shuffle. Nast¦pnie po kolei przegl¡damy karty. Je»eli napotkamy na kart¦ R1
kªadziemy j¡ na stos R, je»eli B1, na stos B. Je»eli wyci¡gni¦ta karta ma numer o
jeden wi¦kszy ni» odkryta karta w jej kolorze, to kªadziemy j¡ na odpowiedni stos,
w przeciwnym razie odkªadamy j¡ na dóª talii. Ko«czymy gr¦, gdy jeden ze stosów
jest peªny, tzn. skªada si¦ z 26 kart. Powiedzmy, »e wygrali±my gr¦, je»eli peªny
jest stos R. Gdyby karty zostaªy dobrze potasowane, to prawdopobobie«stwo wygra-
nia wynosiªoby 1/2. Tymczasem okazuje si¦ (poprzez komputerowe symulacje), »e
wygrywamy w 81%.

4. Spacery losowe, funkcje harmoniczne i sieci elektryczne

4.1. Przykªady.

Przykªad 4.1. Przypomnijmy problem ruiny. Gracz startuje z kapitaªem k. W ka»-
dej rundzie rzuca monet¡, je»eli wypadnie orzeª wygrywa 1, w przeciwnym razie
traci 1. Gracz ko«czy gr¦, gdy jego kapitaª osi¡gnie poziom n lub zbankrutuje.
Chcemy pozna¢ prawdopobobie«stwo, »e gra zako«czy si¦ sukcesem gracza, a wi¦c

Rysunek 1. Problem ruiny jako spacer losowy na gra�e

obliczy¢ prawdopobobie«stwo pk, »e startuj¡c w punkcie k odwiedzimy wierzchoªek
n przed wierzchoªkiem 0 (Rysunek 1). W tym celu zauwa»my, »e

pk =
1

2
pk−1 +

1

2
pk+1 dla k = 1, 2, . . . , n− 1

p0 = 0

pn = 1

Nast¦pnie pokazuje si¦, »e ten ukªad równa« ma dokªadnie jedno rozwi¡zanie pk = k
n
.

Przykªad 4.2. Popatrzmy na fragment mapy NY na Rysunku 2. Wewn¡trz znajduje
si¦ przest¦pca, który próbuje uciec przed obªaw¡ policji. Policja obstawiªa tylko nie-
które z dróg ucieczek oznaczone przez •. Je»eli uciekinier, który porusza si¦ w sposób
losowy, dotrze do jednego z punktów ◦ b¦dzie wolny. Chcemy obliczy¢ prawdopo-
bobie«stwo, »e uda mu si¦ uciec, je»eli startuje z punktu ⊗. Wprowadzamy ukªad
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wspóªrz¦dnych tak, aby ⊗ = (0, 0) i piszemy ukªad równa«

pi,j =
1

4

(
pi−1,j + pi,j−1 + pi+1,j + pi,j+1

)
dla i, j = . . .

p• = 0

p◦ = 1

Powy»szy ukªad mo»na rozwi¡za¢, cho¢ wymaga to sporo pracy. Obliczenia uªatwia
obserwacja, »e ze wzgl¦du na symetri¦ p1,0 = p0,1 = p−1,0 = p0,−1, p1,1 = p1,−1 =
p−1,1 = p−1,−1 (a nawet p⊗ = p1,0).

⊗
⊗

xy

Rysunek 2. Od lewej: mapa Nowego Yorku i przykªad grafu spójnego

Przykªad 4.3. Rozwa»my jeszcze ogólniejszy przykªad, jakim jest dowolny graf G.
Jest to zbiór wierzchoªków V (ang. vertices) oraz zbiór kraw¦dzi E (ang. edges) - par
wierzchoªków. Na gra�e mo»emy rozwa»a¢ spacer losowy. Zaczynamy w dowolnym
wierzchoªku i przechodzimy w sposób losowy do jednego z jego s¡siadów (zazwyczaj
do ka»dego z s¡siadów b¦dziemy przechodzi¢ z takim samym prawdopodobie«stwem).
Powtarzamy t¦ czynno±¢ wielokrotnie. Zaªó»my, »e startujemy w punkcie ⊗, jak na
Rysunku 2. Jakie jest prawdopodobie«stwo doj±cia do punktu x przed dotarciem do
punktu y?

4.2. Funkcje harmoniczne. Zakªadamy, »e mamy dany graf G = (V,E) z prawdo-
pobobie«stwem przej±cia P (x, y) (jest to prawdopobobie«stwo, »e b¦d¡c w x przej-
dziemy do jego s¡siada y). Zawsze zakªada¢ b¦dziemy, »e graf G jest spójny, czyli
taki, w którym dla dowolnych wierzchoªków v1, v2 ∈ V istnieje ±cie»ka wzdªu» kra-
w¦dzi w E ª¡cz¡ca v1 z v2. Zbiór wierzchoªków E dzielimy na wn¦trze D oraz brzeg
B tak, aby

• zbiory D i B byªy rozª¡czne;
• dla ka»dego punktu z B co najmniej jeden z jego s¡siadów jest w D.

De�nicja 4.1. Funkcja f jest harmoniczna na D je»eli dla ka»dego x ∈ D (uwaga
na znak sumy)

f(x) =
∑
y:x→y

P (x, y)f(y).
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Chcemy znale¹¢ funkcj¦ f tak¡, »e f jest harmoniczna na D, znaj¡c jej warto±ci
na B. Jako jedn¡ z motywacji mog¡ posªu»y¢ Przykªady 4.1 oraz 4.2.

Przykªad 4.4. Zauwa»my, »e prawdopodobie«stwo z Przykªadu 4.1 jest funkcj¡ har-
moniczn¡. Przyjmuj¡c B = {0, n}, D = {1, . . . , n − 1}, f(0) = 0, f(n) = 1. Zna-
lezione w tym przykªadzie prawdopodobie«stwo pk jest szukan¡ przez nas funkcj¡
harmoniczn¡ f(k) = pk = k

n
. Jak wygl¡daj¡ odpowiadaj¡ce zbiory D, B i warunki

brzegowe w przypadku Przykªadu 4.2?

Nast¦pny przykªad pokazuje, dlaczego funkcje harmoniczne s¡ dla nas naturalnym
i pomocnym obiektem.

Przykªad 4.5. Zaªó»my, »e w gra�e G = (V,E), brzeg B ⊂ V jest podzielony na
dwa rozª¡czne zbiory N orazM . Niech px oznacza prawdopodobie«stwo, »e startuj¡c
z punktu x ∈ V odwiedzimy zbiór M przed odwiedzeniem zbioru N . Niezale»nie od
struktury grafu G, px = 1 dla x ∈ M oraz px = 0 dla x ∈ N . Dodatkowo dla x ∈ D
mamy

px =
∑
y:x→y

P (x, y)py.

Oznacza to, »e funkcja f(x) = px jest funkcj¡ harmoniczn¡ na D, przy warunkach
brzegowych f(x) = 1 dla x ∈M oraz f(x) = 0 dla x ∈ N .

Przy u»yciu powy»szego przykªadu jeste±my w stanie rozwi¡za¢ zagadnienie istnie-
nia funkcji harmonicznej.

Lemat 4.1. Niech warunki brzegowe b¦d¡ zadane przez funkcj¦ f0 : B → R. Wówczas
istnieje funkcja f : V → R, harmoniczna na D speªniaj¡ca zadane warunki brzegowe,
czyli f(b) = f0(b) dla b ∈ B.

Dowód. Krok 1. Lemat zostaª ju» udowodniony w Przykªadzie 4.5 dla bardzo szcze-
gólnego przypadku. Mianowicie, gdy funkcja brzegowa f0 jest niezerowa w jednym
punkcie, tzn. je»eli f0(b1) = 1, a f0(b) = 0 dla pozostaªych b, to funkcja

f(x) = px(b1),

jest funkcj¡ harmoniczn¡, gdzie px(b1) oznacza prawdopobobie«stwo, »e startuj¡c z
x ∈ V pierwszym punktem brzegowym, który odwiedzimy b¦dzie punkt b1.

Krok 2. Funkcja harmoniczna pomno»ona przez dowoln¡ liczb¦ a1 pozostaje
funkcj¡ harmoniczn¡. Zatem je»eli f0(b1) = a1, a f0(b) = 0 dla pozostaªych b, to
funkcja

f(x) = a1 · px(b1),

jest funkcj¡ harmoniczn¡, która na brzegu B zgadza si¦ z f0.

Krok 3. Suma funkcji harmonicznych te» jest funkcj¡ harmoniczn¡. Tak wi¦c dla
f0(b1) = a1, f0(b2) = a2, a f0(b) = 0 dla pozostaªych b, funkcja

f(x) = a1 · px(b1) + a2 · px(b2),

jest funkcj¡ harmoniczn¡, która na brzegu B zgadza si¦ z f0, poniewa» pb1(b2) =
pb2(b1) = 0.
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Krok 4. Wida¢ wi¦c jak skonstruowa¢ funkcj¦ harmoniczn¡ dla dowolnej funkcji
f0. Nale»y przyj¡¢

f(x) =
∑
b∈B

f0(b) · px(b).

Dla porz¡dku sprawd¹my, »e jest to szukana funkcja. Speªniony jest warunek brze-
gowy, bo dla x ∈ B

f(x) =
∑
b∈B

f0(b)px(b) = f0(x) +
∑
b 6=x

f0(b)px(b) = f0(x).

Natomiast dla x ∈ D∑
y:x→y

P (x, y)f(y) =
∑
y:x→y

P (x, y)
∑
b∈B

f0(b)py(b)

=
∑
b∈B

f0(b)
∑
y:x→y

P (x, y)py(b) =
∑
b∈B

f0(z)px(b) = f(x).

Funkcja f zde�niowana powy»ej ma nast¦puj¡c¡ interpretacj¦ probabilistyczn¡.
Wypuszczamy cz¡steczk¦ z punktu x i pozwalamy jej na losowy spacer po gra�e a»
do momentu, kiedy uderzy w jeden z punktów brzegu B. Zaªó»my, »e cz¡steczka
tra�ªa w punkt brzegu bx ∈ B. W tym momencie punkt bx jest losowy. Jako warto±¢
f(x) przyjmujemy ±redni¡ warto±¢ f0(bx), inaczej warto±¢ oczekiwan¡ E[f0(bx)]:

f(x) = E[f0(bx)] =
∑
b∈B

f0(b) · px(b).

�

Wiemy, »e funkcja harmoniczna zawsze istnieje. Czy jest ona jedyna? Poka»emy,
»e w istocie tak jest przy u»yciu zasady maksimum.

Lemat 4.2 (Zasada maksimum). Je»eli f jest harmoniczna na D, to przyjmuje ona
swoje maksimum na brzegu B.

Dowód. Poka»emy, »e je»eli f przyjmuje maksymaln¡ warto±¢ M w obszarze D, to f
musi by¢ staªa i równa M na D ∪B. Zaªó»my, »e

f(x) = M dla pewnego x ∈ D.

Wtedy

M = f(x) =
∑
y:x→y

P (x, y)f(y),

a poniewa» f(y) ≤M oraz
∑

y:x→y P (x, y) = 1 musi zachodzi¢ f(y) = M dla ka»dego
s¡siada x. Kontynuujemy to rozumowanie, tym razem zamiast x bior¡c dowolnego
jego s¡siada i otrzymujemy, »e dla wszystkich wierzchoªków odlegªych od x o co
najwy»ej 2, funkcja f musi w nich przyjmowa¢ warto±¢ M , itd. W ten sposób wy-
peªniamy caªy zbiór wierzchoªków. �

Wniosek 4.3. Istnieje dokªadnie jedna funkcja harmoniczna f na D o zadanych
warto±ciach na zbiorze B.
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Dowód. Wiemy, »e zawsze istnieje funkcja harmoniczna na D. Zaªó»my, »e istniej¡
dwie takie funkcje f i g na D, które przyjmuj¡ te same warto±ci na zbiorze B. Wtedy
funkcja h = f − g jest harmoniczna na D, a na zbiorze B przyjmuje warto±¢ 0. Z
zasady maksimum h ≤ 0 na D. Analogicznie pokazujemy, »e h ≥ 0 na D, wi¦c h ≡ 0
oraz f ≡ g. �

4.3. Sieci elektryczne. Interesuj¡ce grafy maj¡ zazwyczaj skomplikowan¡ struk-
tur¦ i ci¦»ko je analizowa¢. Rozwa»anie du»ych ukªadów równa« (czy te» du»ych
macierzy) jest trudne. Mo»na upro±ci¢ wiele problemów wykorzystuj¡c j¦zyk sieci
elektrycznych i stoj¡c¡ za nim teori¦.

Przykªad 4.6. Zaªó»my, »e ª¡czymy szeregowo n rezystorów (oporników), ka»dy
o oporze jednostkowym i przykªadamy napi¦cie do skrajnych wierzchoªków. Przez

Rysunek 3. Oporniki poª¡czone szeregowo

v(k) oznaczymy napi¦cie w ka»dym z wierzchoªków. Wiemy, »e v(0) = 0, v(n) = 1.
Chcemy obliczy¢ napi¦cie w ka»dym punkcie. W tym celu u»yjemy

• Prawo Ohma: i(x, y) = v(x)−v(y)
R(x,y)

- nat¦»enie pr¡du przechodz¡cego przez
kraw¦d¹ ª¡cz¡c¡ x i y, gdzie R(x, y) jest oporem na danej kraw¦dzi.
• Prawo Kirchho�a: suma pr¡dów wpªywaj¡cych do danego wierzchoªka
x 6= 0, n jest równa sumie pr¡dów z niego wypªywaj¡cych:

∑
y:y∼x i(x, y) = 0.

W naszym przykªadzie, R(k, k + 1) = 1, wi¦c

0 =
∑
j:j∼k

i(k, j) = i(k, k − 1) + i(k, k + 1) = (v(k)− v(k − 1)) + (v(k)− v(k + 1)).

St¡d

v(k) =
1

2
v(k − 1) +

1

2
v(k + 1) dla k = 1, 2, . . . , n− 1

v(0) = 0

v(1) = 1

Porównuj¡c te równania z problem ruiny (Przykªad 4.1) widzimy, »e rozwi¡zanie to
v(k) = k

n
, poniewa» istnieje jedyna funkcja harmoniczna (Wniosek 4.3).

Przykªad 4.7. Mo»na budowa¢ dowolne ukªady elektryczne. Kolejny przykªad sieci,
z któr¡ b¦dziemy pracowa¢ przedstawiony jest na rysunku 4.
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Rysunek 4. Przykªad sieci elektrycznej. Po lewej zaznaczone s¡
opory, po prawej przepustowo±ci.

4.4. Sieci elektryczne, a spacery losowe. Maj¡c dowoln¡ sie¢ elektryczn¡, przez
R(x, y) oznaczamy opór (rezystancj¦), a przez C(x, y) = 1/R(x, y) przepustowo±¢.
Mo»emy zde�niowa¢ wówczas spacer losowy na gra�e. Mianowicie b¦d¡c w danym
wierzchoªku x przechodzimy do jednego z jego s¡siadów z prawdopodobie«stwem
proporcjonalnym do przepustowo±ci kraw¦dzi ich ª¡cz¡cej:

P (x, y) =
C(x, y)

C(x)
, gdzie C(x) =

∑
y:y∼x

C(x, y).

Przykªad 4.8. Tworz¡c spacer losowy z sieci z Przykªadu 4.7 otrzymamy nast¦puj¡ce
prawdopodobie«stwa przej±¢.

Rysunek 5. Spacer losowy otrzymany z sieci na Rysunku 4

4.5. Spacery losowe, a sieci elektryczne. Naturalne jest pytanie odwrotne. Czy
maj¡c zadany spacer losowy mo»na zde�niowa¢ równowa»n¡ sie¢ elektryczn¡? Oka-
zuje si¦, »e nie zawsze. Spacer losowy powinien speªnia¢ dodatkowy warunek:

(4.4) rozkªad stacjonarny π speªnia dla x, y ∈ V : π(x)P (x, y) = π(y)P (y, x)
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Wówczas mo»na zde�niowa¢ przepustowo±¢

C(x, y) = π(x)P (x, y)

Dzi¦ki warunkowi (4.4) przepustowo±¢ jest symetryczna C(x, y) = C(y, x).
Warunek (4.4) okazuje si¦ by¢ bardzo naturalny i jest speªniony przez wiele wa»nych

przykªadów, np. prosty spacer losowy na gra�e.

4.6. Sieci elektryczne, a funkcje harmoniczne. Oznaczmy przez a, b wierzchoªki
do których przykªadamy napi¦cie. Wtedy dla x 6= a, b z prawa Kirchho�a mamy∑

y:y∼x

i(x, y) = 0

i z prawa Ohma

0 =
∑
y:y∼x

v(x)− v(y)

R(x, y)
=
∑
y:y∼x

(
v(x)− v(y)

)
C(x, y) = C(x)v(x)−

∑
y:y∼x

v(y)C(x, y).

St¡d

v(x) =
∑
y:y∼x

C(x, y)

C(x)
v(y) =

∑
y:y∼x

P (x, y)v(y).

Zatem v jest funkcj¡ harmoniczn¡ z warto±ciami brzegowymi v(a) = 1, v(b) = 0.
A poniewa» funkcja harmoniczna o zadanych warto±ciach brzegowych jest jedyna,
porównuj¡c z Przykªadem 4.5 widzimy, »e v(x) jest prawdopodobie«stwem »e zaczy-
naj¡c w punkcie x, tra�my w punkt a zanim tra�my w punkt b.

Przykªad 4.9. Powracaj¡c do naszego przykªadu roboczego widzimy, »e v rozwi¡zuje
ukªad równa«

v(a) = 1;

v(b) = 0;

v(c) =
1

4
· 1 +

1

2
v(d) +

1

4
· 0

v(d) =
1

5
· 1 +

2

5
v(c) +

2

5
· 0.

St¡d v(c) = 7
16

i v(d) = 3
8
. Dzi¦ki tym warto±ciom mo»na policzy¢ przepªyw pr¡du.

4.7. Interpretacja probabilistyczna. Rozwa»my pr¡d wpªywaj¡cy do sieci i(a).
Mamy

i(a) =
∑
y:y∼a

i(a, y) =
∑
y:y∼a

(1− v(y))C(a, y)

= C(a)
(

1−
∑
y:a→y

P (a, y)v(y)
)
.

Zauwa»my, »e i(a) równie» mo»emy nada¢ interpretacj¦ probabilistyczn¡. Zaªó»my,
»e spacer losowy startuje w punkcie a. Wówczas dla ka»dego y takiego, »e a → y
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znajdzie si¦ on w punkcie y z prawdopodobie«stwem P (a, y). Skoro v(y) oznacza
prawdopodobie«stwo, »e startuj¡c z y dojdziemy do a przed doj±ciem do b, to∑

y:a→y

P (a, y)v(y)

mo»emy interpretowa¢ jako prawdopodobie«stwo powrotu do a przed odwiedzeniem
b, je»eli spacer losowy startowaª w punkcie a. W takim razie

pescape = 1−
∑
y:a→y

P (a, y)v(y)

jest prawdopodobie«stwem, »e startuj¡c w a dojdziemy do b przed ponownym po-
wrotem do a. Prawdopodobie«stwo pescape nazywamy prawdopodobie«stwem ucieczki
z punktu a i z naszych oblicze« widzimy, »e wyra»a si¦ ono w terminach sieci elek-
trycznej jako

pescape =
i(a)

C(a)
.

De�niujemy Ceff = i(a) jako efektywn¡ przepustowo±¢ ukªadu, a Reff = 1/Ceff =
1/i(a) jest efektywn¡ rezystancj¦.

Przykªad 4.10. W naszym roboczym Przykªadzie 4.7, C(a) = 2, i(a) = 19
16
, Ceff =

1
Reff

= i(a)
v(a)

= 19
16

oraz pescape = 19
32
.

4.8. Redukcja ukªadów elektrycznych. Wiele problemów mo»na upro±ci¢ wyko-
rzystuj¡c wzory na rezystancj¦ zast¦pcz¡:

• W poª¡czeniu szeregowym opór dwóch rezystorów jest równy sumie ich opo-
rów: R = R1 +R2

• W poª¡czeniu równolegªym dwa rezystory mo»emy zast¡pi¢ jednym i opory
speªniaj¡ 1

R
= 1

R1
+ 1

R2
, zatem R = R1R2

R1+R2
.

Przykªad 4.11. Rozwa»my szkielet sze±cianu. Obliczymy prawdopobobie«stwo, »e
spacer losowy startuj¡cy w punkcie a, najpierw dojdzie do b przed a. Rozwa»my
graf jako sie¢ elektryczn¡ z jednostkowymi rezystorami na kraw¦dziach. Podª¡czamy
bateri¦ do a i b tak, by v(a) = 1, v(b) = 0.
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Rysunek 6. Poª¡czenia rezystorów: szeregowe (po lewej) i równolegªe
(po prawej)

Z symetrii wynika, »e v(c) = v(d) oraz v(e) = v(f). Mo»emy wi¦c doªo»y¢ kraw¦d¹
pomi¦dzy tymi punktami. Nie popªynie przez ni¡ pr¡d. Uto»samiamy te punkty ze
sob¡.

Redukujemy kolejno poª¡czenia
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Ostatecznie

i(a) =
12

7
, Reff =

7

12
, Ceff =

12

7
, C(a) = 3, pescape =

4

7
.

Przykªad 4.12. U»ywaj¡c j¦zyka sieci elektrycznych ªatwo rozwi¡za¢ problem ruiny
(Przykªad 4.1). Wyj±ciowy graf redukuje si¦ do grafu zªo»onego z trzech wierzchoª-
ków: {0, k, n}, gdzie R(0, k) = k, R(k, n) = n− k. Wystarczy policzy¢

P (k, n) =
C(k, n)

C(k)
=

1
n−k

1
n−k + 1

k

=
k

n
.

4.9. Transformacja gwiazda - trójk¡t. Fizycy u»ywaj¡ powszechnie jeszcze jed-
nej transformacji pozwalaj¡cej upro±ci¢ sie¢ elektryczn¡, tzw. trans�guracj¦ gwiazda
- trójk¡t (ang. star - delta transformation).

Obie kon�guracje gwiazdka i trójk¡t s¡ równowa»ne dla odpowiednio dobranych opo-
rów. I tak, ukªad w ksztaªcie trójk¡ta dla zadanych warto±ci Ra, Rb, Rc, mo»emy
przeksztaªci¢ na ukªad w ksztaªcie gwiazdki z warto±ciami oporów:

R1 =
RbRc

Ra +Rb +Rc

,

R2 =
RaRc

Ra +Rb +Rc

,

R3 =
RaRb

Ra +Rb +Rc

.

Na odwrót ukªad gwiazdk¦ mo»na przeksztaªci¢ na trójk¡t:

Ra =
R1R2 +R2R3 +R3R1

R1

,

Rb =
R1R2 +R2R3 +R3R1

R2

,

Rc =
R1R2 +R2R3 +R3R1

R3

.

Przykªad 4.13. Rozwa»my nast¦puj¡cy graf. Jakie jest prawdopodobie«stwo, »e
zaczynaj¡c w punkcie x odwiedzimy punkt a przed odwiedzeniem punktu z? Stosuj¡c
trans�guracj¦ gwiazdka jeste±my w stanie zredukowa¢ graf.
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x
a

z

Ostatecznie szukane prawdopodobie«stwo wynosi

20/33

20/33 + 15/22
=

8

17
.

5. Prawo Rayleigh'a i twierdzenie Pólya

5.1. Prawo Rayleigh'a.

Przykªad 5.1. Zacznijmy od nast¦puj¡cego przykªadu. Rozwa»my spacer losowy po
ulicach NY jak na poni»szym rysunku
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Niech pescape b¦dzie prawdopodobie«stwem, »e piechur startuj¡cy z a osi¡gnie b przed
powrotem do a. U»ywaj¡c znanych nam ju» metod mo»na obliczy¢ dokªadn¡ warto±¢
pescape. Zaªó»my teraz, »e jedna z ulic (niepoª¡czona z a) zostaªa zablokowana.

Jak zmieni si¦ pescape? Intuicyjne wydaje si¦, »e pescape w nowym gra�e zmaleje. Jest
to jednak trudne do udowodnienia.

Posªuguj¡c si¦ j¦zykiem sieci elektrycznych mo»emy my±le¢, »e zamiast usuwa¢
kraw¦d¹, zamieniamy rezystor na inny o niesko«czonym oporze. Ta czynno±¢ powinna
skutkowa¢ zwi¦kszeniem Reff , a wi¦c zmniejszeniem pescape. Zachodzi nast¦puj¡ce
twierdzenie.

Twierdzenie 5.1 (Prawo monotoniczno±ci Rayleigh'a). Je»eli opory poszczególnych
rezystorów rosn¡, to efektywna rezystancja Reff pomi¦dzy dwoma punktami mo»e je-
dynie wzrosn¡¢. Je»eli opory malej¡, to Reff maleje.

Powy»sze twierdzenie z �zycznego punktu widzenia wydaje si¦ by¢ intuicyjne.
Mo»na je udowodni¢ u»ywaj¡c czysto matematycznych metod, jednak dowód po-
miniemy, a zainteresowanych odsyªamy do ksi¡»ki Doyle, Snell [3].

5.2. Rekurencyjno±¢ i tranzytywno±¢. Zajmiemy si¦ teraz prostymi spacerami
losowymi na kratach.

d-wymiarow¡ krat¦ konstruuje si¦ nast¦puj¡co. Jako zbiór wierzchoªków przyjmujemy
te punkty x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd, których wspóªrz¦dne s¡ caªkowite. Ten zbiór
oznaczamy przez Zd i ª¡czymy kraw¦dzi¡ punkty, które ró»ni¡ si¦ na dokªadnie jednej
wspóªrz¦dnej. W ten sposób ka»dy punkt ma 2d s¡siadów. Z prawdopodobie«stwem
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1/2d przechodzimy do jednego z nich. Taki spacer nazywamy prostym spacerem
losowym. Dla ka»dego x ∈ Zd dªugo±ci¡ x nazywamy liczb¦ ‖x‖1 = |x1| + |x2| +
. . . + |xd|. Jest to najmniejsza liczba kroków, które nale»y pokona¢, aby przej±¢ po
kracie z 0 = (0, 0, . . . , 0) do x.
Przykªadowa trajektoria prostego spaceru losowego w trzech wymiarach wygl¡da

nast¦puj¡co

W tym momencie mo»na zada¢ kilka pyta«:

• czy w¦drowiec startuj¡cy w punkcie 0 na pewno wróci do tego punktu?
• je»eli wróci, to po jakim czasie?
• czy z prawdopodobie«stwem 1 odwiedzi ka»dy punkt?

Okazuje si¦, »e odpowiedzi na te pytania zale»¡ od wymiaru przestrzeni. Je»eli z praw-
dopodobie«stwem 1 piechur wróci do punktu wyj±cia, to spacer nazywamy rekuren-
cyjnym. Je»eli nie, tzn. z dodatnim prawdopodobie«stwem nigdy nie wróci, to
mówimy, »e spacer jest tranzytywny. Mo»na pokaza¢ (i to zrobimy na ¢wicze-
niach), »e spacer jest rekurencyjny, je»eli ka»dy punkt jest odwiedzany niesko«czenie
wiele razy, a tranzytywny je»eli ka»dy punkt jest odwiedzany sko«czenie wiele razy.
Okazuje si¦, »e zachodzi nast¦puj¡ce, do±¢ zaskakuj¡ce twierdzenie

Twierdzenie 5.2 (Poly'a). Prosty spacer losowy na d-wymiarowej kracie jest reku-
rencyjny dla d = 1, 2, i tranzytywny dla d ≥ 3.

Ostatnia cz¦±¢ wykªadu b¦dzie po±wi¦cona dowodowi tego twierdzenia.

5.3. Pomocniczy lemat. B¦dziemy bada¢ wªasno±ci sko«czonych grafów, które b¦-
dziemy powi¦ksza¢, a» wypeªni¡ caª¡ krat¦. Dla przykªadu mo»na wybra¢ kule. Niech
Gr b¦dzie kul¡ o promieniu r, tzn. zbiorem tych wierzchoªków, których odlegªo±¢ od
0 jest co najwy»ej r. Przez Sr oznaczymy sfer¦ o promieniu r
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Wdwóch wymiarach jest to obrócony kwadrat, w trzech o±mio±cian. Chcemy policzy¢
prescape - prawdopobobie«stwo ucieczki z G

r, czyli prawdopodobie«stwo tego, »e spacer
opu±ci Gr przed powrotem do 0. Oczywi±cie prescape maleje, gdy r ro±nie. Oznaczmy
przez pescape graniczn¡ warto±¢:

pescape = lim
r→∞

prescape.

Wówczas

Lemat 5.3. Rozwa»my prosty spacer losowy na Zd

a) Je»eli pescape = 0, to spacer losowy jest rekurencyjny.
b) Je»eli pescape > 0, to spacer losowy jest tranzytywny.

Dowód. Niech Xn oznacza pozycj¦ spaceru w czasie n ∈ N. Wówczas, X0 = 0 =
(0, 0, . . . , 0) oraz przykªadowo

P[X1 = (1, 0, 0, . . . , 0)] = P[X1 = (0, 1, . . . , 0)] = . . .P[X1 = (0, . . . , 0, 1)] =
1

2d
.

Rozwa»my spacer zatrzymany w chwili powrotu do 0. W przypadku, gdy spacer nie
powraca do 0, nie jest zatrzymywany i jest kontynuowany dowolnie dªugo. Oznaczmy
przez τ (losowy) moment powrotu do 0, dokªadniej

τ = min{n |Xn = 0},
które mo»e przyjmowa¢ warto±ci 1, 2, 3, . . . a tak»e warto±¢ ∞. Zauwa»my, »e P[τ <
∞] jest prawdopodobie«stwem powrotu do 0. Trajektori¡ Xτ nazywa¢ b¦dziemy ci¡g
kolejnych punktów odwiedzonych przez spacer losowy do chwili τ , czyli

Xτ = (X1, X2, . . . , Xτ−1, Xτ ).

Rozwa»a¢ b¦dziemy najwi¦ksz¡ odlegªo±¢ na jak¡ spacer oddali si¦ od punktu startu
0, dokªadniej

‖Xτ‖ = max
1≤k≤τ

‖Xk‖1.

Wówczas
pr = P[‖Xτ‖ ≥ r].

Zauwa»my, »e je»eli τ = ∞, to mo»e zdarzy¢ si¦, »e ‖Xτ‖ = ∞. Natomiast je»eli
τ <∞, to wówczas ‖Xτ‖ <∞. Oznacza to, »e

P[τ <∞] ≤ P[‖Xτ‖ <∞].
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Okazuje si¦, »e te prawdopodobie«stwa s¡ sobie równe. Poka»emy, »e P[τ =∞, ‖Xτ‖ <
∞] = 0. Rzeczywi±cie

P[τ =∞, ‖Xτ‖ <∞] =
∞∑
n=1

P[τ =∞, ‖Xτ‖ = n] = 0,

poniewa» P[τ =∞, ‖Xτ‖ = n] = 0 dla ka»dego n (zadanie 13). Skoro

P[‖Xτ‖ <∞] = P[τ =∞, ‖Xτ‖ <∞] + P[τ <∞, ‖Xτ‖ <∞] = 0 + P[τ <∞].

Zauwa»my jeszcze, »e

pescape = lim
r→∞

pr = lim
r→∞

P[‖Xτ‖ ≥ r] = P[‖Xτ‖ =∞] = P[τ =∞].

Ostatecznie mo»emy zako«czy¢ dowód twierdzenia:

a) Zaªó»my, »e pescape = 0, wówczas P[τ =∞] = 0, wi¦c z prawdopodobie«stwem
1 spacer powraca do 0.

b) Je»eli pescape > 0 wówczas P[τ = ∞] > 0 Zatem prawdopodobie«stwo, »e
spacer nie wróci do 0 jest dodatnie.

�

Przypomnijmy, »e pescape = 1
C(a)Reff

, wi¦c teza powy»szego lematu zapisuje si¦ na-
st¦puj¡co:

• Je»eli Reff =∞, to spacer losowy jest rekurencyjny.
• Je»eli Reff <∞, to spacer losowy jest tranzytywny.

Idea dowodu Twierdzenia 5.2 jest bardzo prosta. B¦dziemy chcieli oszacowa¢ Rr
eff ,

czyli efektywn¡ rezystancj¦ sieci powstaªej z Gr. Skorzystamy z j¦zyka sieci elek-
trycznych, podª¡czymy bateri¦ do 0 oraz sfery Sr.

Rozwa»ania przeprowadzimy w trzech przypadkach, w zale»no±ci od wymiaru d.

5.4. Dowód twierdzenia Poly'a dla d = 1. W jednym wymiarze jest ªatwo, po-
niewa» rezystory s¡ poª¡czone szeregowo

i wida¢, »e Rr
eff = r, Reff = ∞, pescape = 0, zatem prosty spacer losowy jest rekuren-

cyjny.
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5.5. Dowód twierdzenia Poly'a dla d = 2. W dwóch wymiarach jest ju» trud-
niej, bo brakuje symetrii (to warto zobaczy¢ na przykªadach). B¦dziemy próbowali
mody�kowa¢ graf, tak aby zmniejsza¢ efektywn¡ rezystancj¦, która wci¡» pozostanie
nieograniczona. Skorzystamy z prawa Rayleigh'a i b¦dziemy próbowali upro±ci¢ sie¢
dokonuj¡c operacji dwóch typów:

• sklejanie: ª¡czymy pewien zbiór wierzchoªków perfekcyjnym przewodem
tak, »e pr¡d swobodnie przechodzi pomi¦dzy nimi. Z punktu widzenia grafu
oznacza to uto»samienie wierzchoªków. W j¦zyku sieci elektrycznych zmniej-
szamy opór na odpowiednich kraw¦dziach do 0. Zgodnie z prawem Rayleigh'a
spowoduje to zmniejszenie efektywnej rezystancji Reff .

• usuwanie: usuniemy niektóre kraw¦dzie, co odpowiada zwi¦kszeniu na nich
oporu do ∞, a wi¦c zwi¦kszeniu Reff .

Do pokazania rekurencyjno±ci b¦dziemy skleja¢, a do tranzytywno±ci usuwa¢ kraw¦-
dzie.

Przy u»yciu sklejania przypadek pªaszczyzny staje si¦ ªatwy. Sklejamy mianowicie
wierzchoªki jak na poni»szym rysunku

w ten sposób otrzymujemy nast¦puj¡c¡ sie¢
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Przypomnijmy, »e n jednostkowych rezystorów poª¡czonych równolegle mo»na zast¡-
pi¢ pojedynczym rezystorem o oporze 1/n. Zatem powy»szy ukªad mo»emy zast¡pi¢

Zatem caªkowita rezystancja ukªadu jest niesko«czona, poniewa»
∞∑
n=1

1

8n+ 4
≥

∞∑
n=1

1

n

oraz
∞∑
n=1

1

n
= 1 +

1

2
+

1

3
+

1

4
+

1

5
+

1

6
+

1

7
+

1

8
+ . . .

≥ 1 +
1

2
+

1

4
+

1

4
+

1

8
+

1

8
+

1

8
+

1

8
+ . . .

≥ 1 +
1

2
+

1

2
+

1

2
+ . . . =∞.

Rezystancja wyj±ciowej sieci musiaªa by¢ wy»sza, wi¦c prosty spacer losowy na Z2

jest rekurencyjny.

5.6. Dowód twierdzenia Poly'a dla d = 3. Teraz chcemy pokaza¢, »e spacer
jest tranzytywny, a wi¦c próbujemy usuwa¢ kraw¦dzie, co okazuje si¦ by¢ trudnym
zadaniem. Chcieliby±my uzyska¢ graf, którego rezystancj¦ ªatwo policzy¢. Popatrzmy
wi¦c na grafy, które wydaj¡ si¦ by¢ ªatwiejsze do analizy: drzewa. S¡ to grafy bez
cykli. Dla przykªadu poni»ej jest peªne drzewo binarne

Zacznijmy od wyliczenia efektywnej rezystancji pomi¦dzy korzeniem, a wierzchoªkami
n-tego pokolenia. W tym celu podª¡czamy bateri¦ do korzenia oraz wierzchoªków na
n-tym poziomie.
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Z uwagi na symetri¦ wszystkie wierzchoªki na tym samym poziomie maj¡ takie samo
napi¦cie. Mo»emy wi¦c uto»sami¢ je ze sob¡ i nie wpªynie to na przepªyw pr¡du w
kraw¦dziach. Otrzymamy wówczas nowy graf

Widzimy, »e rezystancja tego ukªadu wynosi

Rn =
1

2
+

1

4
+ · · ·+ 1

2n
= 1− 1

2n
.

Zatem przechodz¡c z n do niesko«czono±ci

Reff = 1.

A wi¦c spacer na peªnym drzewie binarnym jest tranzytywny. Oczywi±cie w taki sam
sposób mo»na poradzi¢ sobie z innymi drzewami jednorodnymi. Dla przykªadu, dla
drzewa jednorodnego stopnia 3, efektywna rezystancja wynosi 2/3.

Wygodnie byªoby wi¦c wªo»y¢ drzewo lub zbli»one grafy w Z3. Niestety s¡ one zbyt
du»e. �eby si¦ o tym przekona¢, policzmy liczb¦ wierzchoªków w kulach o promieniu
r.
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Widzimy wi¦c, »e jest to liczba rz¦du 2r, podczas gdy kula o promieniu r w Z2

zawiera okoªo r2 wierzchoªków (sfera Sr zawiera 4r, a kula 2r2 − 2r + 1). Kula
o promieniu r w Z3 zawiera okoªo r3 wierzchoªków. Nie pomie±ci wi¦c odpowiedniego
fragmentu drzewa. Poniewa» drzewa byªy bardzo wygodne w obliczeniach, spróbujmy
znale¹¢ drzewo o dosy¢ regularnej strukturze, w którym rozmiar kul ro±nie jak r3.
Dla przykªadu narysujmy drzewo NT2

Kolejne fragmenty maj¡ dªugo±¢ 2n, po czym rozdwajaj¡ si¦. Ten graf ma wªasno±¢
podobn¡ do kul i sfer na Z2, mianowicie kula o promieniu r zawiera okoªo r2 punktów,
a sfera okoªo r punktów. Dokªadniej, sfera o promieniu r zawiera 2[log2(r)]+1 punktów,
zatem r ≤ |Sr| ≤ 2r. Wnioskujemy wi¦c, »e kula o promieniu r jako rozª¡czna suma
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sfer Sk dla k < r zawiera
∑r−1

k=1 2[log2(k)+1] punktów. Ostatecznie n(n+ 1)/2 ≤ |Gr| ≤
n(n+ 1).
Podobn¡ konstrukcj¦ przeprowadzamy, aby na±ladowa¢ kule w Z3. Wówczas gdy

podwaja si¦ promie« liczba punktów na sferze jest czterokrotnie wi¦ksza. De�niujemy
graf NT3, w którym gaª¦zie drzewa dziel¡ si¦ na 4.

Policzmy dokªadnie liczb¦ wierzchoªków w kuli. Niech r = 2n + k dla k < 2n (taki
zapis jest jednoznaczny). Liczba elementów w kuli o promieniu r wynosi

|Rr| = 1 + 4 + 2 · 42 + 4 · 43 + 8 · 44 + · · ·+ 2j−1 · 4j + · · ·+ 2n−14n + (k + 1) · 4n+1

= 1 + 23·1−1 + 23·2−1 + · · ·+ 23n−1 + (k + 1)22n+2 ≈ C(2n)3 ≈ Cr3.

Policzmy caªkowit¡ rezystancj¦ obu grafów.
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Tak wi¦c NT2 ma niesko«czon¡ rezystancj¦, a NT3 sko«czon¡. Zatem prosty spacer
losowy na NT2 jest rekurencyjny, a na NT3 tranzytywny (porównaj z twierdzeniem
Pólya).

Jak jednak wªo»y¢ NT3 w Z3? Spróbujmy najpierw upora¢ si¦ z prostszym
problem i wªó»my NT2 w Z2. Wynik jest pokazany na poni»szym obrazku

Wyja±nimy jak go skonstruowa¢. Startujemy z 0 i rysujemy dwa promienie, jeden
id¡cy na póªnoc, a drugi na wschód. Je»eli promienie przetn¡ lini¦ x + y = 2n − 1
rozkªadaj¡ si¦ na dwa kolejne promienie. Poni»ej pokazujemy pierwsze kroki

To nie jest dokªadnie wªo»enie, bo niektóre punkty, które byªy rozª¡czne w NT2 tutaj
s¡ jednym punktem. T¦ konstrukcj¦ mo»na poprawi¢, ale nie ma takiej potrzeby.
Zauwa»my bowiem, »e po podª¡czeniu baterii, punkty, które zostaªy uto»samione
miaªy i tak identyczne napi¦cie. Sklejenie ich nie ma wi¦c wpªywu na rezystancj¦
caªego ukªadu. Aby skonstruowa¢ podobne wªo»enie w Z3 równie» zaczynamy od
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punktu 0. Wypuszczamy z niego 3 promienie (póªnoc, wschód, do góry). Je»eli
promie« przetnie pªaszczyzn¦ x+ y + z = 2n − 1 rozdziela si¦ na 3.

Tak skonstruowany podgraf nie jest jednak NT3, a NT2,5849...



36 D. BURACZEWSKI, P. DYSZEWSKI

Liczba w indeksie oznacza rozmiar drzewa. Je»eli podwoimy promie«, to liczba punk-
tów w kuli zostanie pomno»ona przez

6 = 2log2 6 = 22,5849...

Podobnie pewne pary punktów zostaªy uto»samione, ale to nie wpªywa na efektywn¡
rezystancj¦ ukªadu. Pozostaje do policzenia caªkowita rezystancja NT2,5849...:

1

3
+

2

9
+

4

27
+ · · · = 1

3

(
1 +

2

3
+
(2

3

)2

+ · · ·
)

=
1

3

1

1− 2
3

= 1.

Udaªo nam si¦ wi¦c znale¹¢ niesko«czony podgraf Z3, który ma sko«czon¡ rezystan-
cj¦. Rezystancja spaceru losowego na Z3 musi by¢ mniejsza, wi¦c spacer losowy jest
tranzytywny.

Literatura

1. Dave Bayer and Persi Diaconis, Trailing the dovetail shu�e to

its lair, The Annals of Applied Probability (1992), 294�313.
http://statweb.stanford.edu/˜cgates/PERSI/papers/bayer92.pdf

2. Persi Diaconis, Group representations in probability and statistics, Lecture Notes-Monograph
Series (1988), i�192.

3. Peter G Doyle and J Laurie Snell, Random walks and electric networks, AMC 10 (1984), 12.
arxiv.org/pdf/math/0001057v1.pdf

4. W Feller, Wst¦p do rachunku prawdopodobie«stwa, t. i, ii, PWN, Warszawa 1978 (1977).
5. Ronald L Graham, Donald Ervin Knuth, Oren Patashnik, and Piotr Chrz¡stowski-Wachtel, Ma-

tematyka konkretna, Wydawnictwo Naukowe PWN, 1996.
6. Gina Kolata, In shu�ing cards, 7 is winning number, New York Times 9 (1990), 1.

http://www.nytimes.com/1990/01/09/science/in-shuffling-cards-7-is-winning-number.html

7. David Asher Levin, Yuval Peres, and Elizabeth Lee Wilmer, Mar-

kov chains and mixing times, American Mathematical Soc., 2009.
http://pages.uoregon.edu/dlevin/MARKOV/markovmixing.pdf

8. Russell Lyons and Yuval Peres, Probability on trees and networks, 2005.
mypage.iu.edu/˜rdlyons/prbtree/book.pdf



SPACERY LOSOWE 37

9. Brad Mann, How many times should you shu�e a deck of cards, To-
pics in Contemporary Probability and Its Applications 15 (1995), 1�33.
https://www.dartmouth.edu/˜chance/teaching_aids/Mann.pdf



38 D. BURACZEWSKI, P. DYSZEWSKI

6. Zadania

1. Gracz zaczyna gr¦ z kapitaªem K. W ka»dym kroku rzuca symetryczn¡ kostk¡.
Je»eli wypadnie i oczek, to mno»y swój kapitaª przez 2(i − 1)/5. Oblicz warto±¢
oczekiwan¡ kapitaªu gracza po n krokach.

2. Gracz startuje z kapitaªem K. W ka»dej rundzie rzuca monet¡, je»eli wypadnie
orzeª wygrywa 1, w przeciwnym razie traci 1. Gracz ko«czy gr¦, gdy jego kapitaª
osi¡gnie poziom n lub zbankrutuje. Oznaczmy ten moment przez X. Oblicz EX.

3. Gracz startuje z kapitaªem K. W ka»dej rundzie rzuca niesymetryczn¡ monet¡,
na której orzeª wypada z prawdopodobie«stwem p. Je»eli wypadnie orzeª wygrywa 1,
w przeciwnym razie traci 1. Gracz ko«czy gr¦, gdy jego kapitaª osi¡gnie poziom n lub
zbankrutuje. Oblicz prawdopobobie«stwo zako«czenia gry przez gracza z kapitaªem
n.

4. Pijany czªowiek stoi 3 kroki od przepa±ci. Z prawdopodobie«stwem p robi krok
do przodu, a q = p− 1 do tyªu. Oblicz prawdopobobie«stwo, »e ocali swoje »ycie.

5. Alicja i Bill rzucaj¡ symetryczn¡ monet¡ tak dªugo, a» wypadnie OOR lub ORR.
Alicja wygrywa, gdy wzorzec OOR wypadnie jako pierwszy, natomiast Bill, gdy wy-
padnie ORR. Jaka jest oczekiwana dªugo±c gry? Jaka jest oczekiwana dªugo±¢ gry
je»eli zaªo»ymy, »e wygra Alicja?.

6. Alicja i Bill rzucaj¡ symetryczn¡ monet¡ tak dªugo, a» wypadnie OOOR lub
ORRR. Alicja wygrywa, gdy wzorzec OOOR wypadnie jako pierwszy, natomiast
Bill, gdy wypadnie ORRR. Oblicz prawdopobobie«stwo, »e gr¦ wygra Alicja.

7. Rzucamy wielokrotnie monet¡. Oznaczmy przez T pierwszy moment, w którym
wypadn¡ trzy orªy pod rz¡d. Oblicz ET .

8. (Kolekcjonowanie kuponów) Kolekcjoner zbiera kupony n ró»nych typów. Za ka»-
dym razem, gdy kupuje nowy kupon, rozkªad ich typów jest jednostajny. Niech T
oznacza moment, gdy zbierze peªn¡ kolekcj¦. Oblicz ET . Wskazówka: niech Xt

oznacza liczb¦ ró»nych typów zgromadzonych przez kolekcjonera w chwili t.
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9. Wwierzchoªku A pi¦ciok¡ta ABCDE znajduje si¦ jabªko, a dwa wierzchoªki dalej,
w C znajduje si¦ robaczek. Ka»dego dnia robaczek peªza z prawdopodobie«stwem
1/2 do jednego z s¡siadnich wierzchoªków. Po osi¡gni¦ciu wierzchoªka A robaczek za-
trzymuje si¦ na obiad. Jaka jest warto±¢ oczekiwana liczby dni, po których robaczek
dotrze na obiad?

10. Alicja i Bill w¦druj¡ losowo po gra�e. Pocz¡tkowo Alicja
jest w wierzchoªku ◦, a Bob w •. W ka»dym kroku przechodz¡
do jednego z s¡siednich wierzchoªków z prawdopodobie«stwem
1/3. Niech T oznacza moment, którym si¦ spotkaj¡. Oblicz
ET .

11. Pewien Pan ma problem ze znalezieniem pracy. Je»eli jakiego± poranka nie jest
zatrudniony, to ze staªym prawdopodobie«stwem p b¦dzie zatrudniony przed wieczo-
rem. Ale je±li zaczyna on dzie« b¦d¡c ju» zatrudnionym, to z prawdopobobie«stwem
q jeszcze przez zmrokiem zostanie zwolniony. Zaªó»my, »e pierwszego dnia rano byª
on zatrudniony. Niech Xn oznacza liczb¦ dni, okresie pierwszych n dni, kiedy byª on
zatrudniony. Co mo»esz powiedzie¢ o EXn? Czy umiesz policzy¢ granic¦ EXn/n?

12. Pi¦¢ osób stoi w wierzchoªkach pi¦ciok¡ta. Maj¡
oni dwa kr¡»ki, które pocz¡tkowo znajduj¡ si¦ w s¡siednich
wierzchoªkach, jak na rysunku. W ka»dej jednostce czasu,
ka»dy kr¡»ek rzucany jest niezale»nie do lewego lub pra-
wego s¡siada z prawdopobobie«stwem 1/2. Kontynuujemy
gr¦ tak dªugo, a» jedna osoba otrzyma dwa kr¡»ki równocze-
±nie i wtedy ko«czymy gr¦. Oblicz czas oczekiwany dªugo±ci
gry.

13. Rozwa»my nieredukowalny spacer na skierowanym gra�e G = (V,E) (tzn. dla
ka»dych wierzchoªków x, y istnieje n takie, »e prawdopobobie«stwo przej±cia z x do
y w dokªadnie n krokach jest ±ci±le dodatnie). Zaªó»my, »e spacer startuje w wierz-
choªku x0 ∈ V . Poka», »e dla dowolnego v ∈ V prawdopodobie«stwo, »e spacer
losowy nigdy nie odwiedzi wierzchoªka v wynosi 0.
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14. Rozwa»amy prosty spacer losowy na peªnym drzewie bi-
narnym o gª¦boko±ci n. Jest to drzewo z korzeniem, w którym
ka»dy wierzchoªek, do gª¦boko±ci n, ma 2 potomków. Obok
znajduje si¦ przykªad peªnego drzewa binarnego o gª¦boko-
±ci 3. Zaªó»my, »e spacer losowy startuje w korzeniu. Niech
T b¦dzie pierwszym momentem, w którym odwiedzony zostanie jeden z li±ci (tzn.
wierzchoªek bez potomków). Oblicz ET .

15. Graf nazywamy peªnym, gdy ka»de dwa wierzchoªki s¡
poª¡czone kraw¦dzi¡. Rozwa»my prosty spacer losowy na peª-
nym gra�e, tzn. b¦d¡c w wierzchoªku x przechodzimy do y z
prawdopodobie«stwem 1/n. Niech T b¦dzie momentem, gdy
odwiedzimy ostatni wierzchoªek grafu. Oblicz ET .

16. Poka», »e je»eli spacer losowy nie jest redukowalny i nie jest cykliczny, to istnieje
taka liczba M , »e dla ka»dych dwóch wierzchoªków x, y i ka»dego n > M , P n(x, y) >
0. Przez P n(x, y) oznaczamy prawdopobobie«stwo przej±cia z x do y w n krokach.

17. Rozwa»my spacer losowy na torusie. Niech m,n ∈ N,

V =
{

(x, y) : x ∈ {0, . . . ,m− 1}, y ∈ {0, . . . , n− 1}
}
.

Je»eli proces jest w stanie (x, y), to przechodzi do stanów
((x + 1) mod m, y) lub (x, (y + 1) mod n) z prawdopobo-
bie«stwem 1/2. Poka», »e ten spacer jest nieredukowalny. Po-
ka», »e proces nie jest periodyczny wtedy i tylko wtedy gdy
NWD (m,n) = 1.

18. Skoczek znajduje si¦ w rogu szachownicy. Zaczyna si¦
porusza¢ w sposób losowy wybieraj¡c za ka»dym razem w sposób jednostajny jeden z
dozwolonych ruchów. Jaka jest warto±¢ oczekiwana liczby ruchów po których skoczek
wróci do punktu startowego?

19. Rozwa»my spacer losowy na Ω = {0, 1, . . . , n}, w którym cz¡steczka porusza
si¦ w lewo lub w prawo z prawdopobobie«stwem 1/2, za wyj¡tkiem punktów 0 i n.
W punkcie n spacer pozostaje lub przechodzi do n− 1 z prawdopobobie«stwem 1/2.
Stan 0 jest stanem absorbuj¡cym, a wi¦c po tra�eniu w niego cz¡steczka pozostanie
w nim na zawsze. Oblicz warto±¢ oczekiwan¡ czasu tra�enia w 0 cz¡steczki, która
startuje w punkcie n.

20. Rozwa»my prosty spacer losowy na Zn. Je»eli spacer losowy jest w stanie x, to
przechodzi do stanów (x + 1) mod n lub (x − 1) mod n z prawdopodobie«stwem
1/2. Jak wygl¡da wówczas graf? Oznaczmy przez τ pierwszy moment w którym
zostaªy odwiedzone wszystkie stany. Oblicz Eτ . Wskazówka: skorzystaj z zadania
kwali�kacyjnego o ruinie gracza.
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21. W dwóch urnach znajduje si¦ w sumie k kul (k-ustalona liczba). De�niujemy
w nast¦puj¡cy sposób spacer losowy (jak wygl¡da wówczas graf?). W ka»dym kroku
losujemy jednostajnie jedn¡ z kul i przekªadamy j¡ do s¡siedniej urny. Niech Xn

oznacza liczb¦ kul znajduj¡cych si¦ w czasie n w pierwszej urnie. Znajd¹ rozkªad
stacjonarny.

22. Rozwa»my spacer losowy na Zn startuj¡cy z 0. Niech W oznacza ostatni odwie-
dzony wierzchoªek. Poka», »e dla ka»dego k = 1, .., n− 1, P[W = k] = 1/(n− 1).

23. Oblicz ‖µ− ν‖TV dla nast¦puj¡cych przykªadów

• µ ∼ Bin(4, 1/2), ν ∼ Bin(4, 1/4)
• µ jest miar¡ jednostajn¡ na Sn (zbiorze wszystkich permutacji zbioru n-
elementowego), a ν jest miar¡ jednostajn¡ na wszystkich permutacjach za-
chowuj¡cych 1.

24. Spacer losowy na n-hiperkostce. n-hiperkostka jest
to graf, którego wierzchoªkami s¡ ci¡gi binarne dªugo±ci n, tzn
Ω = {0, 1}n. Dwa wierzchoªki s¡ poª¡czone ze sob¡ kraw¦dzi¡
je»eli ró»ni¡ si¦ dokªadnie na jednej wspóªrz¦dnej. Tak wi¦c
ka»dy wierzchoªek ma dokªadnie n s¡siadów. Prosty spacer
losowy polega na przej±ciu z wierzchoªka x = (x1, . . . , xn) do
jednego z jego s¡siadów z prawdopobobie«stwem 1/n. Dla n = 3 jest to prosty spacer
losowy po wierzchoªkach sze±cianu.

• Uzasadnij, »e rozkªad jednostajny jest stacjonarny.
• Poka», »e ten spacer jest periodyczny.

Mody�kujemy spacer, aby unikn¡¢ periodyczno±ci. Rozwa»amy leniwy spacer lo-
sowy, gdy cz¡steczka zostaje w danym wierzchoªku w prawdopobobie«stwem 1/2,
a z prawdopobobie«stwem 1/2 przechodzi jednostajnie do jednego z s¡siadów (tzn.
1/(2n) do ka»dego z s¡siadów).

• Poka», »e leniwy spacer losowy nie jest periodyczny i nie jest redukowalny.
• Poka», »e rozkªad jednostajny jest rozkªadem stacjonarnym.

Wskazówka: Popatrzmy na ten proces nieco inaczej. Przej±cie do s¡siada powo-
duje zmian¦ warto±ci na jednej ze wspóªrz¦dnych (z prawdopobobie«stwem 1/(2n)).
Wylosujmy jednostajnie jedn¡ ze wspóªrz¦dnych, a nast¦pnie zmie«my j¡ z prawdo-
pobobie«stwem 1/2.

25. Niech Xt = (x
(t)
1 , x

(t)
2 , . . . , x

(t)
n ) b¦dzie pozycj¡ leniwym spacerem losowym na

n-hiperkostce Ω = {0, 1}n w chwili t. Rozwa»my odlegªo±¢ Xt od 0 dan¡ wzorem
Wt = ‖Xt‖1 =

∑n
k=1 x

(t)
k . Zauwa», »e wówczas Wt równie» jest spacerem losowym

na gra�e (jakim?). Wyznacz prawdopodobie«stwa przej±cia P (x, y). Korzystaj¡c ze
znajomo±ci rozkªadu stacjonarnego dla Xt wywnioskuj posta¢ rozkªadu stacjonarnego
dla Wt. Porównaj otrzymane wyniki z tymi z zadania 21 .
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26. Rozwa»my nast¦puj¡cy sposób tasowania kart (odwrotny doTop-To-Random).
Wyci¡gamy (losowo) jedna z kart z talii i kªadziemy j¡ na górze talii. Oszacuj czas
po którym talia jest potasowana.

27. Zaªó»my, »e wykonujemy perfekcyjne tasowanie Riffle Shuffle, tzn. w ka»-
dym kroku talia kart zostaje podzielona dokªadnie na poªow¦, a nast¦pnie oba zbiory
zostaj¡ perfekcyjnie poª¡czone, tzn. karty s¡ na zmian¦ z lewej i prawej r¦ki. Czy
umiesz powiedzie¢ co si¦ wówczas dzieje z kartami?

28. (Geometryczna interpretacja Riffle Shuffle). Wylosujmy (niezale»nie i jed-
nostajnie) n punktów z odcinka [0, 1]. Oznaczmy je rosn¡co x1, . . . xn. Nast¦pnie
zastosujmy odwzorowanie piekarza x 7→ 2x mod 1 do tych punktów. Poka», »e indu-
kowana permutacja punktów ma dokªadnie taki sam rozkªad jak w tasowaniu Riffle
Shuffle.

29. Magicy podczas wyst¦pów wykonuj¡ nast¦puj¡c¡ sztuczk¦. Wr¦czana jest talia
kart losowej osobie z publiczno±ci (naprawd¦ losowej). Wybrana osoba proszona jest,
aby potasowa¢ trzykrotnie karty metod¡ Riffle Shuffle. Nast¦pnie osoba tasuj¡ca
bierze kart¦ z wierzchu ogl¡da j¡ i wkªada w losowe miejsce w talii. (Wprawny magik
pozwala na kolejne potasowanie kart). Talia kart wraca do magika, który z du»ym
prawdopobobie«stwem potra� okre±li¢ która karta zostaªa wªo»ona do wn¦trza talii.
Wyja±nij t¦ sztuczk¦. Wskazówka: Posªu» si¦ j¦zykiem ci¡gów rosn¡cych. Przy-
patrzmy si¦ wygl¡daj¡ permutacje losowane podczas jednego wykonania tasowania
Riffle Shuffle. Dla przykªadu, zaªó»my, »e karty uªo»one s¡ rosn¡co 12345678.
Dzielimy je na dwa zbiory 123 i 45678, a nast¦pnie ª¡czymy otrzymuj¡c np. 41256738.
Zauwa»my, »e permutacja zawiera 2 ci¡gi rosn¡ce (przez ci¡g rosn¡cy rozumiemy
ci¡g, w którym kolejne elementy skªadaj¡ si¦ z kolejnych liczb naturalnych). . .

30. Zaªó»my, »e posiadamy 4 r¦ce i tasujemy karty metod¡ Riffle Shuffle, ale
tym razem dziel¡c karty na 4 zbiory, które potem ª¡czymy. Takie tasowanie nazwiemy
metod¡ 4-Riffle Shuffle. Dopracuj szczegóªy. Ile tasowa« jest potrzebnych do
potasowania talii?

31. Niech Q b¦dzie rozkªadem na zbiorze permutacji odpowiadaj¡cym jednemu
tasowaniu Riffle Shuffle. Poka», »e

Q(π) =

 (n+ 1)/2n je»eli π = id
1/2n je»eli π ma dwa ci¡gi rosn¡ce
0 w pozostaªych przypadkach

32. Poka», »e wykonanie a-Riffle Shuffle('przy pomocy a r¡k'), a nast¦pnie b-
Riffle Shuffle jest równowa»ne tasowaniu ab-Riffle Shuffle.
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Rysunek 7. Po lewej graf z zadania 33. Po prawej graf z zada« 34
oraz 35

33. Rozwa»my spacer losowy na gra�e z Rysunku 7. Znajd¹ prawdopodobie«stwo
osi¡gni¦cia wierzchoªka z warto±ci¡ 1 przed osi¡gni¦ciem jakiegokolwiek z wierzchoª-
ków z warto±ci¡ 0 dla ka»dego z punktów startowych a, b, c oraz d.

34. Znajd¹ funkcj¦ harmoniczn¡ dla prostego spaceru losowego na gra�e z Rysunku 7
z wn¦trzem zªo»onym z punktów a, b, c oraz d.

35. Gra polega na wypuszczeniu w punkcie a prostego spaceru losowego na gra�e
z Rysunku 7. Gdy spacer osi¡gnie brzeg, otrzymujesz wypªat¦ zgodn¡ z warto±ci¡
wierzchoªka. Jaka jest ±rednia wypªata w tej grze? Zaproponuj warto±ci brzegowe
dla których ta gra b¦dzie sprawiedliwa.

36. Poka», »e je»eli funkcja jest harmoniczna na caªym gra�e (spójnym), to musi
by¢ staªa.

37. Podaj przykªad spaceru losowego który nie odpowiada »adnej sieci elektrycznej.

38. W ameryka«skim kasynie koªo ruletki zawiera liczby od 1 do 36 oraz pola 0 i 00.
Poªowa niezerowych liczb jest czerwona, druga poªowa jest czarna, a 0 i 00 s¡ zielone.
Popularnym zakªadem jest postawienie dolara na kolor czerwony. Je»eli wypadnie
czerwona liczba gracz otrzymuje 2 dolary (czyli wygrywa 1 dolara), w przeciwnym
razie traci dolara.

• Zaªó»my, »e gracz startuje z 40 dolarami i gra tak dªugo a» osi¡gnie 50 dolarów
lub zbankrutuje. Oblicz prawdopobobie«stwo, »e ostatecznie sko«czy z 50
dolarami.
• Ile pieni¦dzy musiaªby mie¢ gracz na pocz¡tku, aby prawdopobobie«stwo wy-
grania 10 dolarów przed bankructwem wynosiªo 95/100

39. Rozwa»my spacer losowy z zadania 21 dla k = 4 kul. Zakªadaj¡c, »e na samym
pocz¡tku w urnach znajduj¡ si¦ po dwie kule, znajd¹ ±redni¡ liczb¦ kroków potrzebn¡
do opró»nienia jednej z urn.



44 D. BURACZEWSKI, P. DYSZEWSKI

Rysunek 8. Ukªad drabinowy z zadania 41

Rysunek 9. Mapa Pary»a z zadania 43

40. Rozwa»my spacer losowy z zada« 21 i 39 dla k = 4 kul. Okre±li¢ sie¢ elektryczn¡
zwi¡zan¡ z tym spacerem. Zakªadaj¡c, »e na samym pocz¡tku pierwsza urna jest
pusta, znajd¹ prawdopodobie«stwo jej zapeªniania przed ponownym opró»nieniem
(prawdopodobie«stwo osi¡gni¦cia stanu 4 przed powrotem do 0).

41. Rozwa»my drabinowy ukªad rezystorów na rysunku 8. Poka», »e je»eli Rn jest
efektywn¡ rezystancj¡ ukªadu z n szczeblami, to R1 = 2 oraz

Rn+1 =
2 + 2Rn

2 +Rn

.

Wywnioskuj, »e limn→∞Rn =
√

2.

42. Robaczek spaceruje losowo po kostce jednostkowej (ry-
sunek obok). Je»eli robaczek zaczyna w punkcie a, jakie
jest prawdopodobie«stwo, »e dotrze do jedzenia, które jest
w punkcie b, przed powrotem do punktu a?
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Rysunek 10. grafy z zadania 46

43. Pijany turysta wychodzi ze swojego hotelu na spacer
(losowy) ulicami Pary»a (Rysunek 9). Jakie jest prawdopodobie«stwo, »e odwiedzi
�uk Triumfalny przed opuszczeniem miasta?

44. Wyka», »e dla nieujemnych a, b, c, d

1
1
a+b

+ 1
c+d

≥ 1
1
a

+ 1
b

+
1

1
c

+ 1
d

.

Wskazówka: Znajd¹ ukªady rezystorów o odpowiednich efektywnych rezystancjach
i zastosuj prawo monotoniczno±ci.

45. Pewien wrocªawski profesor ma ª¡cznie n parasoli, z których k ∈ (0, n) znajduje
si¦ pocz¡tkowo w jego gabinecie a pozostaªe n − k w jego domu. Ka»dego poranka
profesor idzie do swojego biura i wraca wieczorem do domu. Na ka»dy spacer zabiera
ze sob¡ parasol tylko gdy pada deszcz. Zakªadaj¡c, »e opady przy okazji ka»dego
spaceru s¡ niezale»ne, a ich prawdopodobie«stwo wynosi p ∈ (0, 1):

(1) Oblicz ±redni¡ liczb¦ spacerów zanim wszystkie n parasoli znajdzie si¦ w jed-
nym miejscu.

(2) Oblicz ±redni¡ liczb¦ spacerów zanim profesor zmoknie.

46. Rozwa»my proste spacery losowe na grafach z rysunku 10.

(a) Zaªó»my, »e startujemy w punkcie x. Jakie jest prawdopodobie«stwo, »e od-
wiedzimy punkt a przed odwiedzeniem punktu z?

(b), c) Wyznacz efektywn¡ rezystancj¦ odpowiadaj¡cej sieci elektrycznej.

47. Dla n-hiperkostki (zadanie 24 znajd¹ efektywn¡ rezystancj¦ pomi¦dzy (0, ..., 0),
a (1, ..., 1).

48. Zaªó»my, »e spacer losowy na niesko«czonym gra�e jest rekurencyjny. Poka», »e
ka»dy punkt zostanie odwiedzony niesko«czenie wiele razy.
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49. Zaªó»my, »e spacer losowy na niesko«czonym gra�e jest tranzytywny. Poka», »e
ka»dy punkt zostanie odwiedzony sko«czenie wiele razy.

50. Na zbiorze liczb caªkowitych Z z punktu 0 startuj¡ jednocze±nie dwa proste
spacery losowe. Poruszaj¡ si¦ one w sposób niezale»ny. Poka», »e spotkaj¡ si¦ one
niesko«czenie wiele razy w punkcie 0.

51. Uzasadnij, »e prosty spacer losowy na Zd dla d ≥ 4 jest tranzytywny.

52. Rozwa»my prosty spacer losowy na Z3. Poka», »e niesko«czenie wiele razy
przetnie on prost¡ x = y = 0.

53. Rozwa»my prosty spacer losowy na Z3. Poka», »e niesko«czenie wiele razy
odwiedzi on zbiór punktów postaci (0, 0, 7k).

54. Rozwa»amy spacer losowy na Z startuj¡cy w 0. Taki, »e

P (n, n+1) = P (−n,−(n+1)) = pn, P (n+1, n) = P (−(n+1),−n) = qn = 1−pn.
oraz P (0, 1) = P (0,−1) = 1/2

a) Zaªó»my, »e dla ka»dego n, pn = 2
3
. Czy jest to spacer rekurencyjny, czy

tranzytywny?
b) Zaªó»my, »e pn = 3/4 dla n niepodzielnych przez 3 i pn = 1/10 dla n podziel-

nych przez 3. Czy jest to spacer rekurencyjny, czy tranzytywny?
c) Znajd¹ ogólne kryterium w terminach pn rozstrzygaj¡ce kiedy spacer jest re-

kurencyjny.
d) Zastanów si¦, dla jakich warto±ci pn Twoje kryterium daje ró»ne wyniki.

55. Niech G b¦dzie dowolnym spójnym grafem. Rozwa»my prosty spacer losowy
na G, tzn. b¦d¡c w danym wierzchoªku przechodzimy do jednego z jego s¡siadów z
takim samym prawdopodobie«stwem. Poka», »e taki spacer mo»na wyrazi¢ w j¦zyku
sieci elektrycznych. Czy ka»dy spacer losowy mo»na przeksztaªci¢ na j¦zyk sieci?
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56. Zbadaj zachowanie spacerów losowych na poni»szych grafach (s¡ to fragmenty
niesko«czonych grafów):

57. Automor�zmem grafu G nazywamy odwzorowanie φ, które jest ró»nowarto±ciowe
przeksztaªca G na G i takie, »e x i y s¡ s¡siadami wtedy i tylko wtedy, gdy φ(x) i φ(y)
s¡ s¡siadami. Mówimy, »e G jest sferycznie symetryczny wokóª o, je»eli dla ka»dych
dwóch wierzchoªków x, y o takiej samej odlegªo±ci od o istnieje automor�zm taki,
»e φ(o) = o oraz φ(x) = y. Niech an b¦dzie liczb¡ kraw¦dzi ª¡cz¡cych wierzchoªki o
odlegªo±ci n− 1 z n. Poka», »e prosty spacer losowy na G jest tranzytywny wtedy i
tylko wtedy, gdy

1

a1

+
1

a2

+ · · ·+ 1

an
+ · · · <∞.

Zastosuj ten wynik do przykªadów z poprzedniego zadania.

58. Zbadaj drzewo NTlog2 6 przedstawione podczas wykªadu. Oszacuj wielko±¢ kuli
o promieniu r. Uzupeªnij argument dotycz¡cy tranzytywno±ci prostego spaceru loso-
wego.

59. Narysuj kilka niesko«czonych drzew o regularnej strukturze. Zbadaj problem
trazytywno±ci/rekurencyjno±ci prostego spaceru losowego Zbadaj drzewa - kiedy jest
tranzytywnosc, a kiedy rekurencyjnosc
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Dodatek A. Elementy kombinatoryki

Kombinatoryka to dziaª matematyki, którego przedmiotem jest badanie mo»liwych
zestawie« i ugrupowa«, jakie mo»na utworzy¢ z elementów danego zbioru sko«czo-
nego. Dla uproszczenia b¦dziemy zakªada¢, »e rzeczonym sko«czonym zbiorem jest
[n] = {1, 2, . . . , n} dla naturalnego n. Uwaga, tutaj kolejno±¢ elementów zbioru [n] nie
ma znaczenia. Metody kombinatoryki wykorzystywane s¡ w wielu ró»nych dziaªach
matematyki - gªównie jednak w rachunku prawdopodobie«stwa oraz teorii liczb.

Przykªad A.1. Ile liczb dwucyfrowych mo»na utworzy¢ z elementów zbioru [5] =
{1, 2, 3, 4, 5}? Ile spo±ród tych liczb ma ró»ne cyfry?

De�nicja A.1. Ci¡giem dªugo±ci k elementów zbioru [n] nazywamy dowoln¡ list¦
(i1, i2, . . . ik) (z wyró»nion¡ kolejno±ci¡), gdzie i1, i2, . . . , ik ∈ [n]. Ci¡g nazywamy
ró»nowarto±ciowym, je»eli ij 6= il dla j 6= l.

Przykªad A.2. Ile jest ró»nowarto±ciowych ci¡gów dwuelementowych zbioru [n]? S¡
to listy postaci (i1, i2), gdzie i1 6= i2. Pierwszy element i1 mo»e przyj¡¢ dowoln¡ z n
warto±ci, natomiast i2 przy ustalonym i1 mo»e przyj¡¢ tylko n−1 warto±ci (poniewa»
i1 6= i2). Daje to ostatecznie n ·(n−1) ró»nowarto±ciowych ci¡gów dwuelementowych
zbioru [n].

Lemat A.1. Ze zbioru [n] mo»na wybra¢ nk ró»nowarto±ciowych ci¡gów k-elementowych,
gdzie

nk = n(n− 1)(n− 2) . . . (n− k + 1).

Dowód. Pozostawiamy czytelnikowi. Wskazówka: Przykªad A.2. �

De�nicja A.2. Permutacj¡ zbioru [n] (n elementowego) nazywamy dowolny ró»-
nowarto±ciowy ci¡g dªugo±ci n elementów zbioru [n].

Wniosek A.2. Zbiór [n] posiada n! (czyt. n silnia) ró»nych permutacji, gdzie

n! =

{
1 dla n = 0 lub n = 1
1 · 2 · 3 · . . . · (n− 1) · n dla n > 1

.

Dowód. Zastosowa¢ Lemmat A.1 dla k = n. �

Przykªad A.3. Ile wyrazów mo»na utworzy¢ z liter wyrazu �masªo�? Uwaga: wy-
razem w tym kontek±cie jest dowolny zbitek liter, niekoniecznie posiadaj¡cy sens
w j¦zyku polskim (wi¦c tutaj �oªmas� równie» jest wyrazem). Ka»demu wyrazowi
utworzonemu z liter wyrazu �masªo� zapisanego m1a2s3ª4o5 odpowiada permutacja
elementów zbioru [5]. Wszystkich wyrazów jest zatem 5! = 120.

Przykªad A.4. Ile wyrazów mo»na utworzy¢ z liter wyrazu �caªka�? Zauwa»my,
»e przyporz¡dkowanie c1a2ª3k4a5 z poprzedniego przykªadu zlicza ka»dy wyraz dwu-
krotnie, dla przykªadu dwie ró»ne permutacje (1, 2, 4, 3, 5) i (1, 5, 4, 3, 2) odpowiadaj¡
temu samemu wyrazowi �cakªa�. Z racji tego, »e zbiór {2, 5} posiada 2! ró»nych
permutacji, to ka»dy wyraz zostanie w ten sposób zliczony dwukrotnie, co daje osta-
teczny wynik 5!

2!
= 60 równych wyrazów z liter wyrazu �caªka�. Ile wyrazów mo»na

uªo»y¢ z liter wyrazu �kaaba�? �matematyka�?
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De�nicja A.3. Kombinacj¡ k elementow¡ zbioru [n] nazywamy dowolny k-elementowy
podzbiór [n].

Przykªad A.5. Rozwa»my zbiór [5]. Przykªadem kombinacji dwuelementowej tego
zbioru jest {3, 5} ( = {5, 3} poniewa» kolejno±¢ elementów nie ma znaczenia). Ile jest
wszystkich kombinacji dwuelementowych zbioru [5]? Wskazówka: nie jest to 20.

Lemat A.3. Liczba kombinacji k-elementowych zbioru [n] (n-elementowego) wynosi(
n
k

)
(czyt. n po k), gdzie (

n

k

)
=

n!

k! · (n− k)!
=
nk

k!
.

Dowód. Przy pomocy ka»dej kombinacji k-elementowej {i1, i2, . . . ik}, poprzez per-
mutacj¦ dolnych indeksów mo»emy stworzy¢ ró»nowarto±ciowy ci¡g k-elementowy.
Wszystkich permutacji indeksów jest k!, wi¦c dostaniemy k! takich ci¡gów. W ten
sposób dostaniemy ka»dy taki ci¡g, a ª¡cznie jest ich nk (Lemat A.1). Wiemy wi¦c,
»e

k! · liczba kombinacji k-elementowych = nk.

�

Kolejnym podstawowym narz¦dziem kombinatorycznym jest suma. Powiedzmy, »e
mamy do zbadania sum¦

a1 + a2 + ...+ an,

gdzie ka»de ak jest w jaki± sposób okre±lon¡ liczb¡. Notacja ta ma t¦ zalet¦, »e
przy odrobinie wyobra¹ni pozwala �ujrze¢� caª¡ sum¦, tak jakby zostaªa napisana
w caªo±ci. Ka»dy element ak nazywamy wyrazem lub skªadnikiem sumy. Zapis ten
bywa jednak niekiedy niejednoznaczny. Dost¦pne s¡ inne mo»liwo±ci, w szczególno±ci
zapis

n∑
k=1

ak

nazywany zapisem Sigma, ze wzgl¦du na liter¦ greck¡ Σ (du»e sigma). Notacja ta
ka»e wª¡czy¢ do sumy dokªadnie te wyrazy ak, których indeks k jest liczb¡ caªkowit¡
zawieraj¡c¡ si¦ pomi¦dzy 1 a n wª¡cznie. Mówimy �sumujemy wzgl¦dem k od 1 do
n wª¡cznie�. Zmienna indeksowa k jest nazywana zmienna zwi¡zan¡ ze znakiem Σ
poniewa» k w ak jest oderwane od czegokolwiek poza sum¡. Oczywi±cie ka»da inna
litera mogªaby peªni¢ rol¦ k bez wpªywu na warto±¢ sumy.
Zapis ten mo»emy uogólni¢ do postaci∑

k∈K

ak lub
∑
P (k)

ak,

gdzie pierwszy ka»e sumowa¢ po wszystkich k b¦d¡cych elementami K, a drugi gdzie
P (k) jest pewnym zdaniem traktuj¡cym o k, ka»e wª¡czy¢ do sumy wszystkie te
wyrazy dla których P (k) jest prawdziwe. Dla przykªadu, sum¦ wszystkich kwadratów
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nieparzystych liczb caªkowitych mniejszych ni» 100 mo»emy zapisa¢∑
1 ≤ k < 100
k nieparzyste

k2.

Kluczem do sukcesu przy dziaªaniu na sumach jest zdolno±¢ zmiany jednej Σ ma
drug¡ prostsz¡ lub bli»sz¡ celu. Cz¦sto wystarcza zastosowa¢ pewne podstawowe
prawa transformacji. Niech A,B b¦d¡ dowolnymi sko«czonymi podzbiorami zbioru
liczb caªkowitych. Sum¦ po elementach zbioru A i B mo»na przeksztaªci¢ za pomoc¡
3 nast¦puj¡cych prostych praw:∑

k∈A

cak = c
∑
k∈A

ak (prawo rozdzielno±ci)

∑
k∈A

(ak + bk) =
∑
k∈A

ak +
∑
k∈A

bk (prawo prawo ª¡czno±ci)∑
k∈A

ak +
∑
k∈B

ak =
∑

k∈A∪B

ak +
∑

k∈A∩B

ak.

Jak zapisa¢ przy pomocy notacji Σ prawo przemienno±ci? Jednym z podstawowych
problemów operacji na sumach jest znalezienie jej zwartej postaci.

Lemat A.4. Dla dowolnych rzeczywistych x, y i dowolnego naturalnego n mamy

(x+ y)n =
∑
k

(
n

k

)
xkyn−k.

Dowód. Pozostawiamy jako ¢wiczenie. �

Dodatek B. Poj¦cie prawdopodobie«stwa

Skupimy si¦ teraz na bardzie formalnym i abstrakcyjnym uj¦ciu prawdopodobie«-
stwa. Przez Ω = {ω1, . . . , ωn} b¦dziemy oznacza¢ przestrze« próbek (zdarze« ele-
mentarnych), czyli po prostu zbiór mo»liwych wyników (pewnego) zdarzenia loso-
wego. Ka»dy element ω ∈ Ω b¦dzie nazywany wi¦c zdarzeniem elementarnym lub
wynikiem, a ka»dy podzbiór A ⊆ Ω zdarzeniem.

Przykªad B.1. Rozwa»my rzut trzema ró»nymi monetami. Wówczas przestrze-
ni¡ próbek b¦dzie Ω = {OOO, OOR, . . . , ORR, RRR}. Ile jest mo»liwych wy-
ników? Do opisu zdarzenia �na pierwszej monecie wypadª orzeª� obierzemy zbiór
A = {OOO, OOR, ORO, ORR}. Jaki wybra¢ zbiór B, »eby opisa¢ zdarzenie �wy-
pady dokªadnie dwie reszki�?

Z ka»dym wynikiem ωi ∈ Ω stowarzyszamy liczb¦ pi = P[ωi] - prawdopobobie«stwo
zaj±cia tego wyniku tak, aby pi ≥ 0 oraz p1 + · · · + pn = 1. Podobnie dla ka»dego
zdarzenia A ⊆ Ω okre±lamy jego prawdopodobie«stwo przez

P[A] =
∑
ωi∈A

P[ωi] =
∑
ωi∈Ω

pi.

Mo»na my±le¢, »e prawdopodobie«stwo P przypisuje miar¦ (np. masy) wszystkim
wynikom ω ∈ Ω. Wtedy P(A) jest miar¡ zbioru A (przykªadowo jego mas¡).
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Przykªad B.2. Powró¢my do przykªadu B.1. Wszystkie mo»liwe wyniki w rzucie
trzema monetami s¡ jednakowo prawdopodobne. Skoro przestrze« próbek w tym
przypadku ma |Ω| = 8 elementów, to prawdopodobie«stwo ka»dego wyniku ω ∈ Ω
wynosi P(ω) = 1

8
. Wówczas

P(A) = P(OOO) + P(OOR) + P(ORO) + P(ORR) =
1

2
,

gdzie zbiór A dany jest w przykªadzie B.1. Jakie jest prawdopodobie«stwo zbioru B?

Analizuj¡c poprzedni przykªad, a dokªadniej dobór wag pi dochodzimy do nast¦-
puj¡cego wniosku.

Wniosek B.1. Je»eli w danym eksperymencie losowym wszystkie zdarzenia s¡ jed-
nakowo prawdopodobne, to prawdopodobie«stwo zdarzenia A ⊆ Ω dane jest wzorem

P(A) =
|A|
|Ω|

,

gdzie |A| i |Ω| oznaczaj¡ odpowiednio liczb¦ elementów zbioru A i zbioru Ω.

Przykªad B.3. Ze zbioru Ω = {1, 2, 3, . . . , 100} losujemy jedn¡ liczb¦. Zakªadaj¡c,
»e wylosowanie ka»dej liczby jest jednakowo prawdopodobne, oblicz prawdopodobie«-
stwo, »e wylosowana liczba b¦dzie dwucyfrowa i jej cyfra dziesi¡tek b¦dzie wi¦ksza
od jej cyfry jedno±ci.

Lemat B.2. P speªnia szereg wªasno±ci:

• P[Ω] = 1;
• P[∅] = 0;
• P[Ac] = 1− P[A] (Ac = Ω \ A oznacza dopeªnienie zbioru A);
• Je»eli zbiory A i B s¡ rozª¡czne, to P[A ∪B] = P[A] + P[B];
• Dla dowolnych A i B , P[A ∪B] = P[A] + P[B]− P[A ∩B];

Dowód. Pozostawiamy czytelnikowi jako ¢wiczenie. �

Przykªad B.4. Rzucamy dwiema kostkami sze±ciennymi. Oblicz prawdopodobie«-
stwo:

a): zdarzenia A � suma oczek na obu kostkach jest równa 8
b): zdarzenia B � na obu kostkach wypadnie parzysta liczba oczek
c): zdarzenia C � na obu kostkach wypadnie parzysta liczba oczek i suma b¦dzie
równa 8

De�nicja B.1. Prawdopodobie«stwem warunkowym P(A|B) zaj±cia zdarzenia A,
pod warunkiem »e zaszªo zdarzenia B nazywamy liczb¦

P(A|B) =
P(A ∩B)

P(B)
.

Przykªad B.5. Rzucamy dwiema kostkami sze±ciennymi. Oblicz prawdopodobie«-
stwo:

d): zdarzenia D � suma oczek b¦dzie równa 8 pod warunkiem, »e na obu kost-
kach wypadªa parzysta liczba oczek.
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Przykªad B.6. Z talii 52 kart wyci¡gni¦to losowo kart¦. Oblicz prawdopodobie«-
stwo, »e jest to dwójka, je»eli wiadomo (pod warunkiem), »e wylosowana karta jest
kierem.

De�nicja B.2. Dwa zdarzenia A,B ⊆ Ω nazywamy niezale»nymi gdy

P(A ∩B) = P(A) · P(B).

Zauwa»my, »e powy»sza równo±¢ jest równowa»na P(A|B) = P(A), wi¦c informacja
o zaj±ciu zdarzenia B nie wpªywa na prawdopodobie«stwo zaj±cia zdarzenia A.

De�nicja B.3. Trzy zdarzenia A,B,C nazywamy zdarzeniami niezale»nymi, je»eli
s¡ parami niezale»ne i ponadto zachodzi wzór

P(A ∩B ∩ C) = P(A)P(B)P(C).

Przykªad B.7. Rzucamy raz symetryczn¡ kostk¡ do gry. Sprawd¹ czy zdarzenia A
i B s¡ niezale»ne gdy A � otrzymamy parzyst¡ liczb¦ oczek; B � otrzymamy liczb¦
oczek podzieln¡ przez 3.

Przykªad B.8. (Niezale»ne rzuty niesymetryczn¡ monet¡)

Dodatek C. Zmienne losowe i warto±ci oczekiwane

Do opisu zdarzenia losowego cz¦sto przydaj¡ si¦ pewne wielko±ci liczbowe.

De�nicja C.1. Zmienn¡ losow¡, nazywamy funkcj¦ X : Ω→ Z o argumentach w
zbirze próbek i warto±ciach caªkowitych (ogólnie rzeczywistych).

Przykªad C.1. Kontynuuj¡c przykªady B.1 oraz B.2. Okre±lmy zmienn¡ losow¡
X : Ω → R przez X(ω) = liczba orªów w wyniku ω. Przykªadowo X(ROR) = 1 i
X(ROO) = 2.

De�nicja C.2. De�niujemy warto±¢ oczekiwan¡ zmiennej losowej X jako ±redni¡
wa»on¡

EX =
∑
ω∈Ω

X(ω)P(ω) =
n∑
k=1

X(ωk)pk.

Przykªad C.2. Rzucamy kostk¡, niech Y oznacza wynik (Ω = {1, 2 . . . , 6} i Y (ω) =
ω dla ω ∈ Ω). Wtedy

EY =
1

6
· 1 + · · · 1

6
· 6 = 3, 5.

Przykªad C.3. Zaªó»my teraz rzucamy dwukrotnie kostk¡, wówczas Y - suma oczek
otrzymanych w dwóch rzutach kostk¡. Wówczas Ω = {(ω1, ω2) : 1 ≤ ω1, ω2 ≤ 6} i
Y (ω1, ω2) = ω1 + ω2. St¡d

EY = . . . = 7.

Zauwa»my, »e do tego samego wyniku mo»emy do±¢ bardziej naturalny sposób. Za-
uwa»my, »e Y = Y1 + Y2, gdzie Y1 to liczba oczek otrzymana w pierwszym rzucie, a
Y2 w drugim. Zauwa»my, »e

EY =
∑
ωk∈Ω

Y (ωk)P(ωk) =
∑
ωk∈Ω

Y1(ωk)P(ωk) +
∑
ωk∈Ω

Y2(ωk)P(ωk) = EY1 + EY2.
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Skoro Yi, i = 1, 2 jest wynikiem w jednym rzucie kostk¡, to EYi = 3, 5, wi¦c z
przykªadu C.2

EY = EY1 + EY2 = 7.

Lemat C.1. Niech X1 i X2 b¦d¡ zmiennymi losowymi. Wówczas zmienna losowa X
zadana przez X(ω) = X1(ω) +X2(ω) (w skrócie X = X1 +X2) speªnia

EX = E(X1 +X2) = EX1 + EX2.

Dowód. Dowód pozostawiamy czytelnikowi. Wskazówka: przykªad C.3. �

Przykªad C.4. Kontynuuj¡c przykªady B.1, B.2 i C.1,

EX = 0P(RRR) + 1P(ORR) + . . .+ 3P(OOO) = . . . =
3

2
.

Jak usprawni¢ te obliczenia?

Przestrze« Ω mo»e by¢ bardzo du»a, np. do opisu 13 kart, jakie jeden z graczy mo»e
otrzyma¢ w bryd»u, |Ω| =

(
52
13

)
= 635013559600. W takim przypadku zdarzenia staj¡

si¦ trudne do opisania, a ich prawdopodobie«stwa trudne do wyliczenia. Dlatego
cz¦sto przydaje si¦ inne spojrzenie na warto±¢ oczekiwan¡ EX i zmienn¡ losow¡ X.

De�nicja C.3. Rozkªadem zmiennej losowej X nazywamy ci¡g µX dany wzorem

µX(k) = P(X = k) = P(ω : X(ω) = k).

Przykªad C.5. Powy»sz¡ de�nicj¦ b¦dzie najªatwiej zrozumie¢ powracaj¡c do przy-
kªadu C.1. Przez {X = k} rozumiemy te zdarzenia elementarne ω ∈ Ω, dla któ-
rych X(ω) = k. Je»eli X oznacza liczb¦ orªów przy rzucie trzema monetami, to
{X = 1} b¦d¡ stanowi¢ te wyniki, które maj¡ jednego orªa, wi¦c {X = 1} =
{ORR,ROR,RRO}. Podobnie {X = 0} = {RRR} i {X = 2} = {OOR,ORO,ROO}.
Mamy wi¦c

µX(1) = P(X = 1) =
3

8
, µX(0) = P(X = 0) =

1

8
, µX(2) = P(X = 2) =

3

8
.

Przykªad C.6. (Rozkªad Bernoulliego) Rozwa»my n niezale»nych rzutów mo-
net¡, na której orzeª wypada z prawdopodobie«stwem p ∈ [0, 1] a reszka wypada z
prawdopodobie«stwem q = 1 − p. W tym przypadku ka»de zdarzenie elementarne
ω ∈ Ω b¦dzie ci¡giem n znaków O lub R. Niech R(ω) = liczba reszek w ci¡gu ω i
O(ω) = liczba orªów w ci¡gu ω. Wówczas R(ω) + O(ω) = n. Dlaczego? Zauwa»my,
»e R,O : Ω→ Z s¡ zmiennymi losowymi. Mamy

P(ω) = pO(ω)(1− p)R(ω) = pO(ω)(1− p)n−O(ω), ω ∈ Ω.

Dlaczego? Zastanówmy si¦ teraz nad rozkªadem zmiennej O. Interesuje nas P(O =
k), dla 0 ≤ k ≤ n (dlaczego?). Przypomnijmy, »e {O = k} jest zbiorem tych
zdarze« elementarnych ω ∈ Ω, dla których O(ω) = k, czyli tych, które posiadaj¡
w sobie k orªów. Tych zdarze« jest

(
n
k

)
(dlaczego?) i ka»de z nich ma jednakowe

prawdopodobie«stwo = pk(1− p)n−k. W efekcie

µO(k) = P(O = k) =
∑

ω∈{O=k}

P(ω) =
∑

ω∈{O=k}

pk(1− p)n−k =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k.
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Mówimy, »e zmienna losowa (w tym przypadku O) ma rozkªad Bernoulliego z
parametrami n i p, co zapisujemy w skrócie B(n, p), je»eli

µ(k) =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k.

Przykªad C.7. (Rozkªad geometryczny) Przypu±¢my, »e mamy do dyspozycji
monet¦, na której orzeª wypada z prawdopodobie«stwem p ∈ (0, 1) a reszka wy-
pada z prawdopodobie«stwem q = 1 − p. Monet¡ rzucamy monet¡ a» do momentu
uzyskania pierwszego orªa. W tym wypadku przestrze« zdarze« skªada si¦ z ci¡-
gów reszek zako«czonych orªem i jednego niesko«czonego ci¡gu reszek, dokªadniej
Ω = {O,RO,RRO,RRRO, . . .} ∪ {RRRRR . . .}. Je»eli ωk ∈ Ω skªada si¦ z k − 1
reszek i orªa na ko«cu, to

P(ωk) = (1− p)k−1p.

Jakie jest prawdopodobie«stwo niesko«czonego ci¡gu reszek RRRRR . . .? Je±li przez
T (ω) oznaczymy chwil¦ wypadni¦cia pierwszego orªa, to T : Ω→ Z staje si¦ zmienn¡
losow¡ i {T = k} = {ωk}, wi¦c znamy rozkªad zmiennej T

µT (k) = P(T = k) = (1− p)k−1p

i nazywany jest on rozkªadem geometrycznym z parapetem p, oznaczanym krótko
G(p).

Posªuguj¡c si¦ rozkªadem jeste±my w stanie oblicza¢ warto±ci oczekiwane zmien-
nych losowych zde�niowanych na bardzo du»ych przestrzeniach. Zauwa»my, »e to»sa-
mo±¢ zapisana w nast¦pnym lemacie nie odwoªuje si¦ w jawny sposób do Ω, a jedynie
do rozkªadu µX zmiennej X.

Lemat C.2. Niech X : Ω→ Z b¦dzie zmienn¡ losow¡. Wówczas

EX =
∑
k

kµX(k) =
∑
k

kP(X = k).

Dowód. Na mocy de�nicji warto±ci oczekiwanej mamy

EX =
∑
ω∈Ω

X(ω)P(ω).

Rozwa»my zdarzenia Ak = {X = k}. Wówczas, je»eli ω ∈ Ak, to X(ω) = k.
Dodatkowo ka»de zdarzenie elementarne nale»y do dokªadnie jednego ze zbiorów Ak.
Mo»emy zatem pogrupowa¢ wyrazy powy»szej sumy ( �

∑
ω∈Ω =

∑
k

∑
ω∈Ak

�) i otrzy-
ma¢

EX =
∑
k

∑
ω∈Ak

X(ω)P(ω) =
∑
k

∑
ω∈Ak

kP(ω)

=
∑
k

k
∑
ω∈Ak

P(ω) =
∑
k

kP(Ak) =
∑
k

kP(X = k) =
∑
k

kµX(k).

�



SPACERY LOSOWE 55

Przykªad C.8. Zaªó»my, »e zmienna X ma rozkªad Bernoullliego B(n, p). Jaka
jest jej warto±¢ oczekiwana EX? Zauwa»my, »e na mocy Lematu C.2 posiadamy
wszystkie potrzebne informacje, poniewa»

EX =
n∑
k=0

kµX(k) =
n∑
k=0

k

(
n

k

)
pk(1− p)n−k.

Mamy, podstawiaj¡c j = k − 1

EX =
n∑
k=1

np

(
n− 1

k − 1

)
pk−1(1− p)n−1−(k−1) = np

n−1∑
j=0

(
n− 1

j

)
pj(1− p)(n−1)−j = np · 1.

Przykªad C.9. Zaªó»my, »e zmienna X ma rozkªad geometryczny G(p). Interesuje
nas warto±¢ oczekiwana EX. Podobnie jak poprzednio, dla q = 1− p

EX =
∑
k≥1

k(1− p)k−1p = p(1− p)−1
∑
k≥1

kqk.

Podstawow¡ trudno±ci¡ tutaj jest uporanie si¦ z sum¡
∑

k≥1 kq
k. Zauwa»my w tym

celu, »e k =
∑k

j=1 1. Mamy∑
k≥1

kqk =
∑
k≥1

k∑
j=1

qk =
∑

k≥1, k≥j≥1

qk =
∑

j≥1,k≥j

qk +
∑
j≥1

∑
k≥j

qk =
∑
j≥1

qj

1− q
= q(1− q)−2.

Ostatecznie otrzymujemy

EX =
1

p
.
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Zadania kwalifikacyjne

1. Pewien matematyk nosi w kieszeniach (lewej i prawej) po jednym pudeªku zapaªek.
Ilekro¢ chce zapali¢ papierosa, si¦ga do losowo wybranej kieszeni. Wyznaczy¢ praw-
dopodobie«stwo, »e gdy po raz pierwszy wyci¡gnie puste pudeªko, w drugim b¦dzie
k zapaªek. W chwili pocz¡tkowej matematyk ma dwa peªne pudeªka z m zapaªkami
w ka»dym.

2. Dwie osoby rzucaj¡ po n razy symetryczn¡ monet¡. Znale¹¢ prawdopodobie«stwo,
»e ka»da z nich otrzyma tak¡ sam¡ liczb¦ orªów.

3. Gracz startuje z kapitaªem k. W ka»dej rundzie rzuca monet¡, je»eli wypadnie
orzeª wygrywa 1, w przeciwnym razie traci 1. Gracz ko«czy gr¦, gdy jego kapitaª
osi¡gnie poziom n lub zbankrutuje. Oblicz prawdopobobie«stwo zako«czenia gry
przez gracza z kapitaªem n.

4. Policja w Nowym Yorku próbuje zªapa¢ przest¦pc¦ znajduj¡cego si¦ w punkcie ⊗.

⊗

Obstawiªa cz¦±¢ ulic, ale nie wszystkie. Przest¦pca w ka»-
dym kroku porusza si¦ losowo (tzn. z prawdopobobie«-
stwem 1/4 w ka»dym z mo»liwych kierunków). Je»eli wpad-
nie na policj¦ • zostaje zªapany, je»eli dotrze do jednego z
pól ◦ ucieka. Oblicz prawdopobobie«stwo, »e uda mu si¦
uciec.

5. Alicja i Bill rzucaj¡ symetryczn¡ monet¡ tak dªugo,
a» wypadnie OOR lub ORR. Alicja wygrywa, gdy wzorzec
OOR wypadnie jako pierwszy, natomiast Bill, gdy wypadnie
ORR. Oblicz prawdopobobie«stwo, »e gr¦ wygra Alicja.
(Uwaga: jest ono ró»ne od 1/2).


