SPACERY LOSOWE

DARIUSZ BURACZEWSKI, PIOTR DYSZEWSKI

1. WSTEP

Wyktad poswiecony bedzie spacerom losowym na grafach. Dokladne definicje zo-
stana podane ponizej. Zalozmy, ze mamy dany skoriczony zbior wierzchotkow (np.
pewien zbiér punktow na plaszezyznie), z ktorych niektore potaczone sa krawedziami.
Spacer losowy oznacza, ze po grafie porusza sie pewna czasteczka (wedrowiec), ktora
bedac w jednym z punktow wybiera losowo jednego z jego sasiadow (wedtug z gory
okreslonego prawdopodobienstwa) i przechodzi do niego. Nastepnie powtarza te czyn-
nos¢ wielokrotnie.

Ten prosty proces kryje w sobie wiele pytan:

e Jakie jest prawdopobobienstwo, ze po n krokach odwiedzimy dany wierzcho-
tek?

e Po jakim czasie odwiedzimy wszystkie wierzchotki?

e Jak czesto bedziemy przechodzié¢ przez dany wierzchotek?

e Po jakim czasie wrocimy do danego wierzchotka?

e Jak dtugo aktualna pozycja zalezy od punktu startu?

e Co mozna powiedzie¢ o procesie, po uptywie dhugiego czasu?
Powyzsze problemy, chociaz czysto teoretyczne znajduja cata game praktycznych
zastosowan:

e Jak dlugo nalezy tasowaé talie n kart, aby moc uznaé ja za potasowang?
Mozna ten problem sprowadzi¢ do spaceru losowego na duzym grafie sktada-
jacym sie z n! elementéw. Zajmiemy sie tym podczas wyktadu.

e W informatyce istnieje szereg trudnych obliczeniowo probleméw. Jednym
z kluczowych wyzwan jest problem czy P = NP, a wiec czy dla duzej klasy
waznych probleméw (np. problem komiwojazera, problem faktoryzacji liczb)
istniejg szybkie algorytmy dzialajace w czasie wielomianowym. Przy pomocy
spacerow losowych na grafach konstruuje sie algorytmy, ktére w szybkim cza-
sie pozwalaja na znalezienie przyblizonych rozwiazan. Grafy, ktore sie po-
jawiaja podczas analizy, sa tak duze (ale ciagle skoriczone), ze nie mozna
wypisaé ich wierzchotkow.

o Wyszukiwarka Google pozycjonuje strony nadajac im pewne wagi. W tym
celu uzywany jest algorytm Pagerank. W duzym uproszczeniu, tworzy sie
wielki graf, ktorego wierzchotkami sa wszystkie strony internetowe, a krawe-
dzie oznaczaja, ze jedna strona linkuje do drugiej. Nastepnie rozwazany jest
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spacer losowy na tym grafie i dla kazdej ze stron mierzy sie jak czesto jest ona
odwiedzana przez ten spacer. Im czesciej, tym wiekszy otrzymuje ranking.

2. SPACERY LOSOWE NA SKONCZONYCH GRAFACH

2.1. Spacery losowe w zadaniach. Zanim przejdziemy do omawiania wlasnosci
spacerow losowych pokazemy przyktady zadan, ktore mozna rozwigza¢ przy ich po-
mocy.

Zadanie 1. Alicja i Bill rzucajg symetryczna moneta tak dlugo, az wypadnie OOR
lub ORR. Alicja wygrywa, gdy wzorzec OO R wypadnie jako pierwszy, natomiast Bill,
gdy wypadnie ORR. Oblicz prawdopobobienistwo, ze gre wygra Alicja.

Rozwigzanie. Powyzsze zadanie mozna opisaé przy pomocy spaceru losowego na
grafie. Kazdy wierzchotek grafu zawiera informacje o stopniu dopasowania korco-
wych wynikéw rzutu moneta do jednego z zadanych wzorcow. Dla przyktadu stan 3

oznacza, ze ostatnie dwa wyniki to O i R.
:

O

start —

O R
Bob

Oznaczmy przez p; prawdopobobienstwo, ze bedac w wierzchotku ¢ dotrzemy do
wierzchotka Ala. Wowczas otrzymujemy rownania

praA = ]-7 PB = 07
B 1 L 1
P2 = 2]?2 2pA7
B 1 . 1
b3 = 2]?1 2pB>
o 1 n 1
Po=DP1 = 2192 2]93-
Stad otrzymujemy py = 2/3. OJ

Zadanie 2. Rzucamy symetryczng moneta. Niech X oznacza liczbe rzutéow po
ktorych otrzymano ciagg OO. Oblicz EX.

Rozwigzanie I. Podobnie jak wczesniej rysujemy automat.
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Tym razem jednak chcemy obliczy¢ P[X = k], gdzie X jest liczba krokoéw po
ktorych dotrzemy do stanu 2. W tym celu oznaczmy przez po(n) i pi(n) prawdo-
podobienstwa dojscia z punktu 0 i 1 w dokladnie n krokach do 2. Otrzymujemy
rOwnania

po(1) =0, pi(1) =1/2,

1 1
po(n) = 5]90(71 - 1) + 5]91(71 — 1), n > 2,

1
pi(n) = §po(n —1), n>2.

Mozna pokaza¢, ze rozwiazanie jest postaci
F,
on
gdzie F,, jest ciagiem Fibonacciego (Fy =0, F, = 1, F,, = F,,_1+F,_3). Otrzymujemy

wiec
EX =3 mpofn) = 305,
n=0

n=0

po(n) =

a powyzszg sume mozna zapisa¢ w postaci zwartej. Szczegdtowe rachunki pozosta-
wiamy czytelnikowi. U

Rozwigzanie II. Oznaczmy przez €2 zbioér wszystkich ciggéw konczacych sie cia-
giem OO:

Q = {00,RO0, RROO, OROO, RRROO, ROROO, ORROO, ...}

Kolejne elementy oznaczmy przez wy,ws, . . ., a przez p; prawdopobobienistwo, ze rzu-
canie monetg zakonczy sie ciggiem w;. Chcemy policzy¢

EX = |wilp;,
=1

gdzie |w;| oznacza dhugosé ciggu w;. Zauwazmy, ze
2 =00 URQUORQ

Mamy wiec

S (el + Dy + iZ\wmz P
=1 =1

N | —

> 1
i\pi =2~
;lew\p i
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czyli
1 EX 1 EX 1
EX =—-+— m——
2T 2 T2t T Ty
istad EX = 6. .
Wiecej tego typu przykladow mozna znalezé w ksiazce [5] (rozdzial 8).

2.2. Spacer losowy na zbiorze dwuelementowym.

Przyklad 2.1. Rozwazmy spacer losowy na zbiorze dwuelementowym Q = {0, 1}
zdefiniowany nastepujaco. Czasteczka poczatkowo znajduje sie w punkcie 0. Rzu-
camy moneta mg, niekoniecznie symetryczng. Jezeli wypadnie orzel, z prawdopobo-
bienstwem p, to czasteczka przemieszcza sie do 1, w przeciwnym razie pozostaje w 0.
W punkcie 1 uzywamy monety my, w ktorej orzetek wypada z prawdopobobienstwem
q. Jezeli wypadnie orzel, to czasteczka idzie do 0.

I—p I—gq

start —
q

Oznaczmy przez X, pozycje spaceru w czasie n. Wowcezas Xy = 0, ale kolejne
pozycje sa juz losowe:

PX; =0]=1—np, PX; =1] =p.
W drugim kroku:
P[X; =0 = (1-p)*+pq,
PXo=1] = (1-pp+p(1—aq).
Dla uproszczenia zapisu oznaczamy
pn(0) = P[X, =0, pa(1) = P[X, = 1],

Wowczas i, bedziemy nazywaé rozkladem procesu w czasie n. Spelnione sg naste-
pujace zaleznosci rekurencyjne

1 (0) = (1 = p)ptn—1(0) + qpin—1(1),
pin (1) = ppin-1(0) + (1 = @) ptn—1(1).

Oczywiscie p,(0) + (1) = 1. Mozna wyliczy¢ bezposrednio kolejne kroki, ale to jest
ktopotliwe. Zastanowmy sie jak bedzie wygladat ciag u,, gdy n zbiega do nieskorni-
czonoéci. Okazuje sie, ze te wartosci zbiegaja do pewnej granicy, tzn

lim p,(0) = 7(0) oraz lim p,(1) = m(1).
n— o0 n—o0

Pokazanie powyzszego nie jest jednak tatwe. Ale sprobujmy podejé¢ do problemu
inaczej. Zgadnijmy jaka powinna by¢ granica, a potem pokazemy, ze ten ciag jest
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rzeczywiscie zbiezny do niej. Po chwili namystu otrzymujemy dwa réwnania na gra-

niczne wspotezynniki:
{ 7(0) + m(1)=1
(1 —=p)m(0) + gm(1)=m(0)
FLatwo obliczyé, ze wowczas rozktad m powinien by¢ postaci
q p
m(0) = —, m(l) = ——.
© p+4q ) p+q
Aby przekona¢ sie, ze zbieznoéé¢ rzeczywiscie ma miejsce zdefiniujmy
en = tn(0) — (0).

Woéwczas

ent1 = pn(0)(1 —p) + (1= pa(0))g — 7(0)
= 1a(0)(L —=p—q) +7(0)(p+q) — 7(0)
= (1-p—qen.
Zatem, jezeli 0 < p+ ¢ < 2 (réownowaznie |1 —p — ¢| < 1), to
7}1_{20 i (0) = m(0) oraz nh_}rgo pn (1) = m(1).

Zauwazmy, ze jezeli p+q = 1 (np. p = ¢ = 1/2), to niezaleznie od wartosci X
juz w pierwszym kroku P[X; = 0] = P[X; = 1] = 1/2. Co dzieje sie w przypadku
N—p—q=1J7 O

2.3. Spacery losowe na ogélnych grafach. Chcemy bada¢ spacery losowe na ogdol-
nych (czesto bardzo duzych) grafach. Grafem skierowanym nazywamy zbior wierz-
chotkow V| z ktorych niektore sa polaczone krawedziami. Zbior krawedzi, ktory
bedziemy oznaczaé przez E jest to wiec zbior par wierzchotkéw

Ec{(z,y): v,y V}

Ponadto piszemy x — y jezeli sa one polaczone krawedzia z poczatkiem w x i koncem
wy ((z,y) € E).

Na grafie badamy spacer losowy, tzn. kazdej krawedzi przyporzadkowujemy praw-
dopobobienstwo przejécia z x do y i bedziemy je oznaczaé przez P(z,y). Uwaga,
moze sie zdarzy¢, ze P(x,y) # P(y,x). Oczywiscie chcemy, aby

> P(zy) =1
Yy Ty

Dopuszczamy sytuacje (ale bedziemy o tym przypominac), ze (z,z) € E'i P(z,z) > 0
(taka sytuacja miala miejsce w ostatnim przyktadzie).

Na grafie rozwazamy spacer losowy. A wiec startujemy w pewnym punkcie Xy = z,
a nastepnie poruszamy sie zgodnie z prawdopodobiefistwem wskazanym przez P.
Kolejne kroki bedziemy oznaczaé przez Xi, Xo, ..., wtedy

PX,11 =y| X, =z| = P(x,y).
Podobnie jak wczesniej chcemy zbadaé¢ zachowanie ciggu
pin(z) = P[X,, = ],



6 D. BURACZEWSKI, P. DYSZEWSKI

czyli rozkltadu X,,. Mozemy sprobowaé¢ powtorzy¢ wezesniejsze rozumowanie. Ciag
[, Spetnia réwnanie rekurencyjne

(@) = > Py, )pn1(y)

Y:y—x

Kluczowym pytaniem jest, czy ciag pu, jest zbiezny? Jezeli tak i granice oznaczymy
przez m, to powinna ona spelnia¢ warunki:

(2.1) m(x) = Z Py, z)m(y) oraz Zﬂ(y) =1

YYy—T yeVv

dla kazdego wierzchotka x € V. Wowczas m nazywamy rozkladem stacjonarnym.
Jezeli w pewnej chwili n, pozycja X, ma rozktad stacjonarny, czyli P[X, = z] =
tn(x) = w(x), to z rownania (2.1) wynika, ze pozycja czasteczki w nastepnym kroku
X411 réwniez ma rozktad stacjonarny, poniewaz

pnii() = D Ply,a)uma(y) = Y Ply,2)w(y) = 7(x).

Y y—x Y y—x

Mozemy myéle¢, ze poczatkowo w punkcie Xy = x znajduje sie masa jednostkowa
i w kolejnych krokach rozprzestrzenia si¢ po grafie zgodnie z funkcja P. Spodziewamy
sie, ze po pewnym czasie powinna si¢ ona albo stabilizowac, albo by¢ blisko rozktadu
stacjonarnego.

Powyzsze stwierdzenie zazwyczaj jest prawda. Istnieja jednak ztosliwe przyktady,
ktore musimy wykluczyé z naszych rozwazan.

Przyklad 2.2. Rozwazmy spacery losowe na ponizszych grafach

Zauwazmy, ze graf po lewej strony sktada sie z 10 wierzchotkéw i odwiedzamy
na zmiane wierzchotki o oraz e. Jezeli punkt poczatkowy X, jest postaci o, to w
parzystych krokach tez jesteSmy w wierzchotkach tego typu. Takie grafy nazywamy

cyklicznymi.
Doktadniej, graf nazywamy cyklicznym, jezeli zbiér wierzchotkéw V' mozemy po-
dzieli¢ na n zbiorow Vi, Vs, ...V, takich, ze ze zbioru V) w jednym kroku mozna

przejsé jedynie do zbioru V(gyi1) mod n- Drugi graf nie jest juz cykliczny (wymaga to
chwili zastanowienia).

Innym problemem jest sytuacja gdy istniejg wierzchotki z,y takie, ze z punktu x
nie mozna dotrze¢ do y. Mowimy wowczas, ze graf jest redukowalny.
Poza tymi dwoma przypadkami zachodzi jednak twierdzenie



SPACERY LOSOWE 7

Twierdzenie 2.2. Rozwazmy spacer losowy na grafie, ktory nie jest cykliczny i nie
jest redukowalny. Wtedy p, zbiega do rozktadu stacjonarnego w, czyli p,(x) — m(x)
dla kazdego x € V. Rozkltad stacjonarny jest jedyny.

Ponadto rozktad © jest zadany wzorem

1

- E.T;
gdzie E, T, oznacza wartosé oczekiwang liczby krokow, po ktorych spacer losowy po-
wroct do punktu startu x.

()

Dzieki rownaniu (2.1) mozna efektywnie wyznaczy¢ .

Przyklad 2.3. Proste spacery losowe na grafach. Grafem prostym G = (V, E)
nazywamy zbior wierzchotkow V' wraz ze zbiorem nieskierowanych krawedzi

Ec{{z,y}: z,yeV}
Ponadto piszemy = ~ y jezeli sa one polaczone krawedzia ({z,y} € E). Stopniem
wierzchotka z € V nazywamy liczbe jego sasiadow i oznaczamy deg(x). Na prostych
grafach zawsze bedziemy rozwazali prosty spacer losowy z prawdopodobien-
stwem przejscia
1 . . .
P(z,y) = { e Jezeliy ~x
Gdy proces znajduje sie w wierzchotku x, to wybiera losowo (jednostajnie) jednego
7 jego sasiadow i przechodzi do niego. Jezeli graf jest spojny, to spacer jest nieredu-

W przeciwnym razie

kowalny.
Latwo jest wowczas wyznaczy¢ rozktad stacjonarny spaceru losowego. Mianowicie
r(y) = deg(y)
2|E|

jest rozkladem stacjonarnym, gdyz

_n~degly) 1 deg(z)
> wy)Ply,z) =) B deely) ~ 25~ @

yeVv Y~

Zauwazmy, ze jezeli graf G jest d-regularny (kazdy wierzcholek ma ten sam stopien
rowny d), to 2|E| = d|V| i rozktad jednostajny 7(z) = 1/|V| jest stacjonarny.

Jak pokazuje powyzszy przyktad, wyznaczenie rozkladu stacjonarnego nie jest
trudne. Wazne jest natomiast inne pytanie: jak szybko proces zbiega do rozkladu
stacjonarnego? Jak widzielisémy w przyktadzie (2.1) zdarza sie, ze proces po pewnym
czasie ma wrecz rozklad stacjonarny, ale nieraz, mimo iz jest dowolnie blisko, nie
osigga go. Ponizej bedziemy badac¢ ten problem na przyktadzie tasowania kart.

3. TASOWANIE KART

Zajmiemy sie teraz zagadnieniem tasowania kart. Chcemy znalez¢ odpowiedZ na
pytanie: ile razy nalezy potasowac talie n kart (zazwyczaj n = 52), aby uznaé, ze
jest ona dobrze potasowana? Oczywiscie odpowiedz zalezy od metody, ktoéra tasu-
jemy karty. Zanim jednak przejdziemy do omoéwienia szczegdtow, zastandwmy sie co
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to znaczy, ze talia kart jest dobrze potasowana i dlaczego powinno nam zaleze¢ na
osiaggnieciu tego stanu. 'Dobrze potasowana’ talia kart, tzn. ze niezaleznie od poczat-
kowego utozenia kart, kazda jej permutacja jest jednakowo prawdopodobna. Talie n
kart mozna utozy¢ nan! = 1-2-3...n sposobow, tak wiec chcemy, aby niezaleznie od
tego jak karty sa poczatkowo utozone, po wykonaniu tasowania prawdopobobieristwo
kazdej permutacji wynosito 1/n!. Taki stan jest trudny do uzyskania, w szczegol-
nosci nie podamy doktadnej odpowiedzi. Podamy jednak przyblizone wyniki, liczbe
tasowan po ktorej talia jest bardzo blisko pozadanemu utozeniu.

Jak tasowanie kart wyglada w praktyce? Odpowiedz jest zawarta w ponizszej
tabelce. Przedstawia ona do$wiadczenie wykonane pod koniec lat sze$édziesiatych.
Przeanalizowano rozklady kart, ktore otrzymat jeden z graczy (na pozycji S) pod-
czas szeregu turniejow brydzowych. W pierwszej kolumnie sa oczekiwane rozktady, w
drugiej rozktady po tasowaniu przez komputer, a w trzeciej po tasowaniu przez czto-
wieka. Jak widaé¢ trzecia kolumna wyraznie odbiega od oczekiwan (nie przechodzi tez
typowych testow statystycznych). Zbyt czesto pojawia sie zréownowazone rozklady
rak.

Actual Frequencies Actual Frequencies

Distribution of Expected of Computer-dealt of Man-dealt
the 4 suits Frequencies Hands Hands
1432 216 198 241
53,32 155 160 172
3,4,3,1 129 116 124
5,1,2,2 106 92 105
4,3,3,3 105 103 129
6,3,2,2 56 64 16
6,4,2,1 47 53 36
6,3,3,1 34 40 41
A,5,2.1 A2 40 19
4,4.4.1 30 35 25
7,321 and others a0 99 62
1,000 1,000 1,000

3.1. Metody tasowania kart. Istnieje wiele metod tasowania kart:

e Najbardziej powszechng metoda jest RIFFLE SHUFFLE. Metoda zazwyczaj
uzywana jest do potasowania talii 52 kart. Osoba tasujaca dzieli stos kart
na dwa (w sposob losowy, ale stara sie aby oba zbiory mialy w przyblizeniu
podobna liczbe kart). Nastepnie oba stosy kart sa wspoélnie 'przekartkowy-
wane’. Trzymajac je w obu rekach osoba tasujaca opuszcza karty (liczba kart
jest zmienna i tez losowa) z obu stosoéw tak, aby karty 'wchodzity’ pomiedzy
siebie.

e Niektorzy uzywaja tzw. metody OVERHAND SHUFFLE. Bierzemy talie kart do
jednej reki i po kilka kart przektadamy do drugiej reki, zmieniajac kolejnosé
kolejnych blokéw.
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e Tasowanie kart metoda TOP-TO-RANDOM: bierzemy karte z gory i wktadamy
ja losowo (w sposob jednostajny) do talii, mozliwych jest wiec n pozycji.
Powtarzajac te czynnos¢ odpowiednio wiele razy talia bedzie potasowana.

e Losowe permutacje: losujemy dwie karty i zamieniamy je miejscami.

o ..

W kazdym z przyktadéw na pierwszy rzut oka nie wida¢ nawet jaki powinien by¢
rzad liczby tasowan. Odpowiedzi sa dosy¢ zaskakujace:

e RIFFLE SHUFFLE: Wedtug artykutu w New York Times: In shuffling cards,
7 is winning number'. Przedyskutujemy ten wynik ponizej.
e OVERHAND SHUFFLE: 2500 tasowan!
e Tor-To-RanDoM: kilkaset tasowari, ponizej podamy przyblizony wynik;
e losowe permutacje: rowniez kilkaset tasowari.
Ponizej omowimy ToP-TO-RANDOM oraz RIFFLE SHUFFLE.

3.2. Tasowanie kart, a spacery losowe. Zauwazmy, ze tasowanie kart jest szcze-
gbélnym przypadkiem spaceru losowego na bardzo duzym grafie. Zalézmy, ze karty
sa ponumerowane kolejnymi liczbami od 1 do n. Aktualne ulozenie kart jest pewna
permutacja tych liczb, czyli punktem X, z ktoérego startuje proces losowy. Wykonu-
jac jedno tasowanie (dowolna metoda) losujemy pewna permutacje o i liczymy X; =
0(Xp). Tak wiec wierzchotkami grafu jest zbior permutacji zbioru n-elementowego
(jest ich n!). Dwa wierzcholki grafu y,z sa polaczone krawedzia (tzn. w jednym
kroku mozemy przejs¢ z dodatnim prawdopobobienstwem z y do z), jezeli w dana
metoda tasowania zawiera permutacje o taka, ze o(y) = . W szczegdlnosei struk-
tura grafu zalezy od metody tasowania. Np. w metodzie TOP-TO-RANDOM mozemy
wylosowaé tylko permutacje, ktora polega na zamianie pierwszej liczby z k-ta.

W kazdej z metod losujemy wiec zbiér permutacji oy, ..., oy, kazdg z prawdopo-
dobienstwem p;, wiec P(y,x) = p;, gdy © = 0;(y). Zauwazmy, ze (niezaleznie od me-
tody tasowania) rozktad jednostajny jest rozkladem stacjonarnym, tzn 7(z) = 1/n!
dla kazdego x € V:

S P o)) = 22 Plor @)a) = 22> = = (o)

3.3. Tasowanie kart - ToP-TO-RANDOM. Przypomnijmy, ze w metodzie TOP-
To-RANDOM, bierzemy karte z gory i wkladamy ja losowo (w sposob jednostajny)
do talii, mozliwych jest wiec n pozycji. W jezyku spaceréw losowych, w kazdym
kroku losujemy permutacje o, ktora zamienia miejscami 1 i k (dla k = 1,...,n),
a pozostale miejsca pozostaja bez zmian. Takich permutacji jest n i kazda z nich
losujemy z prawdopobobienstwem 1/n. Powtarzajac te czynno$é¢ odpowiednio wiele
razy, talia zostanie potasowana.

Kiedy mozemy uzna¢, ze talia jest potasowana? Odpowiedz ukryta jest w czasie
losowym Tiop - jest to pierwszy moment, gdy karta, ktéra poczatkowo byta na spodzie
talii, oznaczmy ja przez A, znalazla sie na jej gorze i jest wkladana losowo do talii.
Jest to szczegdlny przypadek nastepujacego wyniku:

Thttp:/ /www.nytimes.com/1990/01/09 /science /in-shuffling-cards-7-is-winning-number.html
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Lemat 3.1. Jezeli w chwili t jest k kart pod A, kartq ktora poczgtkowo byta na dole, to
wszystkie k! uporzgdkowan jest jednakowo prawdopodobne. W szczegolnosci w chwili
Tiop talia kart jest dobrze potasowana.

Dowdd. Zastosujemy dowod przez indukcje. Dla ¢t = 0 nie ma kart pod A wiec teza
jest oczywista. Zalozmy, ze teza zachodzi dla t. W chwili t+1 mozliwe sa 2 przypadki:

e karta z wierzchotka umieszczana jest nad A. Wowcezas ulozenie kart pod A
sie nie zmienia.

e karta z wierzchotka umieszczana jest pod A. Wtedy kazda z k + 1 lokalizacji
pod A jest jednakowo prawdopodobna. Zatem wszystkie ulozenia k + 1 kart,
ktore s pod A sa jednakowo prawdopodobne.

g

Lemat 3.2. Mamy
ETiop ~ nlogn

Dowdd. Ponownie rozpatrzymy zmiany pozycji karty A, ktora poczatkowo znajdo-
wata sie na dole talii. Opiszmy jej kolejne ruchy. Zauwazmy, ze jezeli karta ta
znajduje sie na samym dole, to prawdopobobienstwo, ze aktualnie wktadana karta
znajdzie sie pod A wynosi 1/n. Niech T} oznacza wiec moment, gdy pod A pojawi
sie pierwsza karta. Wowczas T) ma rozktad geometryczny z prawdopobobienstwem

sukcesu 1/n, tzn.
N\N*"' 1
ME:M:(L“) =
n n

Podobnie, gdy pod A znajduje sie juz k — 1 kart, niech T} oznacza czas przebywania
karty A na tej pozycji. Ponownie rozktad tej zmiennej losowej jest geometryczny,
tym razem z prawdopobobienstwem sukcesu k/n. Zauwazmy, ze Tiop = 11 + -+ - T,
i Tiop ma taki sam rozklad jak w zadaniu o kolekcjonerze kuponéw. Lemat wynika
wiec z zadania 8. O

W momencie Ti,, karty sa juz dobrze potasowane i w kolejnych krokach ich rozktad
pozostaje jednostajny. Dla n = 52, nlogn ~ 205.

3.4. Tasowanie kart - RIFFLE SHUFFLE. W tym rozdziale zastanowimy sie ile
razy nalezy wykona¢ tasowanie metoda RIFFLE SHUFFLE, aby uznaé, ze talia n kart
jest dobrze potasowana. W tym celu nalezy stworzy¢ model matematyczny, ktory
opisuje to tasowanie. Podamy trzy mozliwe modele zaproponowane przez Gilberta,
Shannona, Reedsa.

Sa one oparte sa na zmiennej losowej o rozktadzie dwumianowym z parametrami
n, 1/2. Jest to zmienna losowa X taka, ze

MX:M:(D-%.

Wygodniej jest mysle¢, ze X oznacza liczbe ortéw w n-krotnym rzucie monety. Wow-
czas z bardzo duzym prawdopobobienistwem X przyjmuje wartosci bliskie n/2.

Zaproponowane modele:
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(1) Losujemy liczbe catkowita X ze zbioru 1,...,n. Wybieramy ja tak, aby miala
rozklad dwumianowy 7 parametrami n, 1/2. Dzielimy karty na dwa stosy:
gorne X kart tworzy pierwszy z nich, a pozostale n — X drugi. Nastepnie
wykonujemy tasowanie, musimy wiec zmiesza¢ oba zbiory zachowujac jednak
uporzadkowanie wewnatrz nich. Mozemy to zrobi¢ na (;) sposobdéw, tzn. na
n pozycjach wybieramy X miejsc, gdzie umieszczamy pierwszy stos (mozemy
to zrobié¢ tylko na jeden sposob, gdyz musimy zachowaé jego uporzadkowanie),
a na pozostate n— X miejsc wktadamy pozostale karty. Kazde takie tasowanie
wybieramy losowo w sposob jednostajny.

(2) Niech X bedzie liczba losowa jak wyzej, tzn. zmienna losowa o rozkladzie
dwumianowym z parametrami n, 1/2. Dzielimy karty na dwa stosy: gorne X
kart tworzy pierwszy z nich, a pozostate n — X drugi. Nastepnie wykonujemy
tasowanie. Bierzemy jeden stos do lewej reki, drugi do prawej. Upuszczamy
kolejno karty, losowo, z lewej lub prawej reki z prawdopobobienstwem pro-
porcjonalnym do rozmiaru zbioru. To znaczy, jezeli w lewej rece pozostato
nam L kart, a w prawej P kart, to karte z lewej reki upuszczamy z prawdo-
pobobienstwem L/(L + P), a z prawej z prawdopobobienstwem P/(L + P).
Powtarzamy te czynno$¢ tak dtugo, az upuscimy wszystkie karty.

(3) (Tasowanie odwrotne). Opiszemy jak wykona¢ czynno$é odwrotna do RIFFLE
SHUFFLE. Oznaczmy tyt kazdej karty przez 0 lub 1 w zaleznosci od wyniku
rzutu moneta (dla kazdej karty wykonujemy niezaleznie rzut). Wyjmijmy
z talii wszystkie karty oznaczone zerem i potézmy je na gorze talii, zachowujac
ich uporzadkowanie.

Lemat 3.3. Powyzsze opisy (1), (2) i (3) sq rownowazne, tzn. wygenerowana per-
mutacja ma ten sam rozktad.

Dowdd. Modele (1) i (3) sa rownowazne. Istotnie, zauwazmy, ze liczba zer ma roz-
ktad dwumianowy z parametrami n, 1/2. Ponadto kazdy rozktad zer jest jednakowo
prawdopodobny.

Modele (1) i (2) sa réownowazne. Oznaczmy przez Li,... L, karty z pierwszego

stosu, a przez Py, ..., P,y karty z drugiego stosu. Obliczmy prawdopobobiernistwo
wylosowania konkretnej permutacji, np. LiLoPyL3Ps ... P, Ly:

ko k-1 n—k k—2 (n—k)—1 1 1_k!(n—k;)!_ 1

n n—k—1 n—-k—2 n—k—-3 n—k—4 2 = n! _(2)

Dla kazdej permutacji otrzymujemy ten sam wynik, wiec kazde utozenie kart jest
jednakowo prawdopodobne. Il

Okazuje sie, ze zamiast bada¢ tasowanie RIFFLE SHUFFLE wystarczy patrzy¢ na
tasowanie odwrotne i odpowiedzie¢ na to samo pytanie, ale w terminach wtagnie
tasowania odwrotnego. Badajac odlegtos¢ pomiedzy u,, a rozkladem stacjonarnym
wprowadza sie odlegltos¢ pomiedzy rozktadami

(3.4 o= vl = 5 3 nla) — w(a)],

zeV
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nazywang norma catkowitego wahania. Mozemy mysle¢, ze jest to inny sposob mie-
rzenia odlegltosci pomiedzy wektorami. Badany przez nas problem sprowadza sie, do
odpowiedzi na pytanie po ilu krokach powyzsza odlegtos¢ jest mata, tzn. jego rozktad
jest bliski stacjonarnemu. Przyjmuje sie, ze ‘'mata’ oznacza, ze powyzsza odlegtosé
jest mniejsza niz 1/4. Zachodzi nastepujacy lemat:

Lemat 3.5. Dla dowolnej metody tasowania kart odlegtosé pomiedzy tasowaniem,
a rozktadem jednostajnym jest rowna odlegtosci pomiedzy tasowaniem odwrotnym, a
rozktadem jednostajnym.

Dowdd. Pokazemy, ze w pierwszych krokach odleglosci sa identyczne. Ogolnie ten
sam dowod dziala. Niech zy oznacza poczatkowe ulozenie kart. Oznaczmy przez
t1(y) prawdopobobienstwo, ze po pierwszym tasowaniu otrzymamy permutacje v,
a przez iy (y) prawdopobobierfistwo, 7e po pierwszym odwrotnym tasowaniu otrzy-
mamy permutacje y. Oznaczmy przez M liczbe permutaji, ktére mozna uzyskaé¢ w
jednym tasowaniu. Mamy

i =l = 5 3 lia(y) — m(w)]

yeVv

1 & | — M
_ 5;@[@(%) —y]—1/nl| +° —

1 < n!l — M
:§;|pj—1/n!‘+ o

_ %Z Plo;*(x0) = y] — 1/n!| + & ;!M

= [l = mllrv
U

Wykonujemy kolejne tasowania odwrotne. Tworzymy tablice, ktorej rzedy sa nu-
merowane kartami, a kolumny odpowiadaja kolejnym tasowaniom. Nalezy myslec,
ze kazda karta ma na stale przyporzadkowany jeden z wierszy. Elementami tablicy
sg 01 1. W pierwszej kolumnie zapisujemy liczbe przyporzadkowana danej karcie
w pierwszym odwrotnym tasowaniu. Czynnosé powtarzamy, tzn. w drugiej kolumnie
zapisujemy wynik przyporzadkowany w drugim tasowaniu itd.

Lemat 3.6. Niech Trs oznacza pierwszy czas, w ktorym tablica binarna opisana
powyzej zawiera parami rozne rzedy. W chwili Trs karty sq dobrze potasowane.

Dowdd. Po pierwszym tasowaniu karty, ktore maja 0 sg przeniesione na gore, a karty
z 1 na dot. Po drugim losowaniu na gore przenoszone sg karty, ktore maja 0 w drugiej
kolumnie, ale zachowujac ich wcze$niejsze uporzadkowanie. Tak wiec na samej gorze
sg karty, ktore w dwoch pierwszych wierszach maja 00, potem 10, 01,11. Po trzecim
losowaniu kolejno: 000, 100,010, 110,001,101,011,111, itd. W poszczegolnych grupach
karty zachowuja jednak swoje poczatkowe uporzadkowanie. Zauwazmy, ze odwrotne
tasowanie sortuje wg odwrotnego porzadku leksykograficznego.
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W momencie Trs wszystkim kartom zostaly przyporzadkowane rézne wektory o
dtugosci Trs. Wiec zostaly one posortowane w sposéb losowy niezaleznie od ich
poczatkowego ulozenia. Jednocze$nie, poniewaz przyporzadkowanie karcie kazdego
wektora ma takie samo prawdopodobieristwo, kazda ich permutacja jest jednakowo
prawdopodobna. [l

Chcemy wiec oszacowaé¢ warto$¢ Trs. Zanim zaczniemy liczyé, zastanowmy sie
czego nalezy oczekiwa¢. Dla n = 52 chcemy oszacowaé po ilu losowaniach kartom
zostang przyporzadkowane rozne losowe wektory. Zauwazmy:

e po 5 krokach mamy do dyspozycji jedynie 2° = 32 wektory 0-1. Na pewno
wiec jest to za mato krokéw, aby rozdzieli¢ karty.

e po 6 krokach: 26 = 64 jest to jedynie o 8 wiecej niz 52, wiec réwniez za malo,
aby potasowaé karty.

e dla wiekszych wartosci mamy: 27 = 128,...,21 = 2048, widzimy wiec, ze
kazde kolejne tasowanie znacznie zwicksza szanse potasowania kart.

Obliczymy wartos¢ P[Trs < t]. W czasie t kazdej z kart przyporzadkowano losowy
wektor 0-1 o dtugosci ¢ i chcemy policzy¢ prawdopobobienistwo, ze wektory te sa
parami rézne. Jest to doktadnie problem urodzin: oblicz prawdopobobienstwo, ze w
grupie n 0so6b nie ma dwoch osob obchodzacych urodziny tego samego dnia. Mamy

n—1

IW&Sgﬂ:II(L—%>

i=1
Powyzsza formutka jest niewygodna w obliczeniach. Mozna ja uprosci¢, ale mozna
tez probowaé, przy pomocy prostego programu, ja obliczy¢. I tak dla n = 52 otrzy-
mujemy
t | 7| 8 | 9 |10 | 11 | 12| 13
P[Trs < ] \ ~ 0 \ 0,003 \ 0,06 \ 0,25 \ 0,50 \ 0,71 \ 0,84

Podobnie mozna oszacowaé¢ wartos¢ oczekiwang i otrzymujemy, ze jest ona liczba
nieco wieksza niz 11.

Skad wiec wzieta sie wartos¢ 77 W praktyce nie musimy otrzymaé idealnie pota-
sowanej talii kart, ale wystarczy je dobrze potasowac, tak aby byta bliska rozktadowi
jednostajnemu. Bliska w sensie odleglosci zdefiniowanej w (3.4). W kolejnych kro-
kach zmniejsza sie ona i jezeli jest odpowiednio blisko 0, to przyjmuje sie, ze karty sa
potasowane.

Bayer i Diaconis dokladnie wyliczyli te odlegtosé. Nie bedziemy formutowaé ich
wyniku (to wlasnie jego dotyczyl artykut w New York Times), ale podamy odleglosci,
ktore otrzymali dla n = 52

t | 4 | 5 [ 6 | 7| 81910
[t — Ullrv | 1,00 [ 0,92 0,61 0,33 0,16 0,08 0,04

Zauwazmy, ze dla wartosci 4,5,6 odleglo$¢ jest duza, a potem zaczyna gwaltownie
spadac¢. Z kazdym kolejnym krokiem zmniejsza si¢ dwukrotnie. Przyjmuje sie, ze 7
tasowan wystarczy do potasowania talii 52 kart. W rzeczywisto$ci warto wykonaé
jednak 1-2 dodatkowe tasowania.
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7 tasowan nie wystarczy. Wykonano nastepujace doswiadczenie. Zalézmy,
ze karty sa ponumerowane R1,..., R26, B1,..., B26 oraz ulozone sa w talii w na-
stepujacej kolejnosci R1, R2,..., R26, B26, B25,..., Bl. Czerwone karty sa wiec w
kolejnosci rosnacej, a czarne malejacej. Wykonajmy 7 razy tasowanie metodg RIF-
FLE SHUFFLE. Nastepnie po kolei przegladamy karty. Jezeli napotkamy na karte R1
ktadziemy ja na stos R, jezeli B1, na stos B. Jezeli wyciagnieta karta ma numer o
jeden wiekszy niz odkryta karta w jej kolorze, to ktadziemy ja na odpowiedni stos,
w przeciwnym razie odktadamy ja na dot talii. Koniczymy gre, gdy jeden ze stosow
jest pelny, tzn. sklada sie¢ z 26 kart. Powiedzmy, ze wygraliémy gre, jezeli pelny
jest stos R. Gdyby karty zostaly dobrze potasowane, to prawdopobobienstwo wygra-
nia wynositoby 1/2. Tymczasem okazuje sie (poprzez komputerowe symulacje), ze
wygrywamy w 81%.

4. SPACERY LOSOWE, FUNKCJE HARMONICZNE I SIECI ELEKTRYCZNE

4.1. Przyklady.

Przyktad 4.1. Przypomnijmy problem ruiny. Gracz startuje z kapitatem k. W kaz-
dej rundzie rzuca monety, jezeli wypadnie orzel wygrywa 1, w przeciwnym razie
traci 1. Gracz konczy gre, gdy jego kapital osiagnie poziom n lub zbankrutuje.
Chcemy poznaé prawdopobobienstwo, ze gra zakoriczy sie sukcesem gracza, a wiec

0 1 2 R} 4 5

RYSUNEK 1. Problem ruiny jako spacer losowy na grafie

obliczy¢ prawdopobobienstwo py, ze startujac w punkcie £ odwiedzimy wierzchotlek
n przed wierzchotkiem 0 (Rysunek 1). W tym celu zauwazmy, ze

1 1
Pr = ipk71+§pk+1 dlak=1,2,...,n—-1
p = 0
Pn = 1

k

n

Nastepnie pokazuje sie, ze ten uktad rownan ma dokladnie jedno rozwigzanie p, =

Przyktlad 4.2. Popatrzmy na fragment mapy NY na Rysunku 2. Wewnatrz znajduje
sie przestepca, ktory probuje uciec przed oblawa policji. Policja obstawita tylko nie-
ktore z drog ucieczek oznaczone przez o. Jezeli uciekinier, ktéry porusza sie¢ w sposob
losowy, dotrze do jednego z punktéw o bedzie wolny. Chcemy obliczyé¢ prawdopo-
bobienstwo, ze uda mu si¢ uciec, jezeli startuje z punktu ®. Wprowadzamy uktad
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wspolrzednych tak, aby ® = (0,0) i piszemy uktad rownan

1 ..
Dij = Z(pi—l,j + Pij-1+ Piv1; T pi,j-H) dlai,j=...
pe = 0
Do = 1

Powyzszy uktad mozna rozwiaza¢, cho¢ wymaga to sporo pracy. Obliczenia utatwia
obserwacja, ze ze wzgledu na symetri¢ pio = poq = P-10 = Po—1, P11 = Di,—1 =
P11 = P-1,—1 (a nawet pg = p10).

RYSUNEK 2. Od lewej: mapa Nowego Yorku i przyklad grafu spéjnego

Przyktad 4.3. Rozwazmy jeszcze ogolniejszy przyktad, jakim jest dowolny graf G.
Jest to zbior wierzchotkow V' (ang. vertices) oraz zbior krawedzi E (ang. edges) - par
wierzchotkéw. Na grafie mozemy rozwazaé spacer losowy. Zaczynamy w dowolnym
wierzchotku i przechodzimy w sposéb losowy do jednego z jego sasiadow (zazwycza]
do kazdego z sasiadow bedziemy przechodzi¢ z takim samym prawdopodobienstwem).
Powtarzamy te czynnosé¢ wielokrotnie. Zatézmy, ze startujemy w punkcie ®, jak na
Rysunku 2. Jakie jest prawdopodobieristwo dojécia do punktu = przed dotarciem do
punktu y?

4.2. Funkcje harmoniczne. Zakladamy, ze mamy dany graf G = (V| F) z prawdo-
pobobieristwem przejscia P(x,y) (jest to prawdopobobienistwo, ze bedac w x przej-
dziemy do jego sasiada y). Zawsze zaklada¢ bedziemy, ze graf G jest spdjny, czyli
taki, w ktéorym dla dowolnych wierzchotkow vy, vo € V' istnieje Sciezka wzdtuz kra-
wedzi w E taczaca vy z vy. Zbidr wierzchotkow E dzielimy na wnetrze D oraz brzeg
B tak, aby

e zbiory D i B byly roztaczne;

e dla kazdego punktu z B co najmniej jeden z jego sasiadow jest w D.

Definicja 4.1. Funkcja f jest harmoniczna na D jezeli dla kazdego z € D (uwaga
na znak sumy)

flw) =Y Plx,y)f(y).

Yy:r—y
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Chcemy znalez¢ funkcje f taka, ze f jest harmoniczna na D, znajac jej wartosci
na B. Jako jedna z motywacji moga postuzy¢ Przyktady 4.1 oraz 4.2.

Przyktlad 4.4. Zauwazmy, ze prawdopodobienstwo z Przyktadu 4.1 jest funkcja har-
moniczng. Przyjmujac B = {0,n}, D = {1,...,n— 1}, f(0) =0, f(n) = 1. Zna-
lezione w tym przykltadzie prawdopodobiefistwo p, jest szukana przez nas funkcja
harmoniczna f(k) = pr = % Jak wygladaja odpowiadajace zbiory D, B i warunki
brzegowe w przypadku Przyktadu 4.27

Nastepny przyktad pokazuje, dlaczego funkcje harmoniczne sg dla nas naturalnym
i pomocnym obiektem.

Przyklad 4.5. Zalozmy, ze w grafie G = (V| E), brzeg B C V jest podzielony na
dwa roztaczne zbiory N oraz M. Niech p, oznacza prawdopodobienstwo, ze startujgc
z punktu x € V odwiedzimy zbiér M przed odwiedzeniem zbioru N. Niezaleznie od
struktury grafu G, p, =1 dla z € M oraz p, = 0 dla x € N. Dodatkowo dla z € D
mamy
Yy:r—y

Oznacza to, ze funkcja f(z) = p, jest funkcjg harmoniczng na D, przy warunkach
brzegowych f(x) =1dlaz € M oraz f(z) =0dlax € N.

Przy uzyciu powyzszego przyktadu jesteSmy w stanie rozwiazaé zagadnienie istnie-
nia funkcji harmonicznej.

Lemat 4.1. Niech warunki brzegowe bedg zadane przez funkcje fo: B — R. Wowczas
istnieje funkcja f: V. — R, harmoniczna na D spetniajgca zadane warunki brzegowe,
czyli f(b) = fo(b) dla b € B.

Dowdd. Krok 1. Lemat zostal juz udowodniony w Przyktadzie 4.5 dla bardzo szcze-
gblnego przypadku. Mianowicie, gdy funkcja brzegowa fy jest niezerowa w jednym
punkcie, tzn. jezeli fo(b1) =1, a fy(b) = 0 dla pozostalych b, to funkcja

f(ﬂf) = px(b1)7
jest funkcja harmoniczna, gdzie p,(by) oznacza prawdopobobieristwo, ze startujac z
x € V pierwszym punktem brzegowym, ktory odwiedzimy bedzie punkt b;.

Krok 2. Funkcja harmoniczna pomnozona przez dowolng liczbe a; pozostaje
funkcja harmoniczna. Zatem jezeli fo(by) = a1, a fo(b) = 0 dla pozostatych b, to
funkcja

f(z) = a1 pu(br),
jest funkcjg harmoniczng, ktéra na brzegu B zgadza sie z fj.

Krok 3. Suma funkcji harmonicznych tez jest funkcjg harmoniczna. Tak wiec dla
fo(b1) = a1, fo(ba) = aq, a fy(b) = 0 dla pozostatych b, funkcja

f(z) = ay - pu(b1) + az - pa(b2),

jest funkcja harmoniczna, ktora na brzegu B zgadza sie z fy, poniewaz pp, (by) =
Dbs (bl) =0.
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Krok 4. Wida¢ wiec jak skonstruowaé funkcje harmoniczng dla dowolnej funkcji
fo- Nalezy przyjaé

F@) =" fo(b) - pa(b).
beB
Dla porzadku sprawdzmy, ze jest to szukana funkcja. Spelniony jest warunek brze-
gowy, bodlaz € B

F@) =" fo®)pe(b) = folw) + D fob)pa(b) = fo(x).
beB b#x

Natomiast dla z € D

S Py fly) = D Play)d folb)py(b)

= Y f) S Pla,yp ) =Y fo(2)pa(b) = f(2).

Funkcja f zdefiniowana powyzej ma nastepujaca interpretacje probabilistyczna.
Wypuszezamy czasteczke z punktu z i pozwalamy jej na losowy spacer po grafie az
do momentu, kiedy uderzy w jeden z punktéw brzegu B. Zalozmy, ze czasteczka
trafita w punkt brzegu b, € B. W tym momencie punkt b, jest losowy. Jako wartosé
f(z) przyjmujemy Srednia wartos¢ fo(b,), inaczej wartos¢ oczekiwana E[fy(b.)]:

f(@) =E[fo(ba)] =D folb) - pa(D).

0

Wiemy, ze funkcja harmoniczna zawsze istnieje. Czy jest ona jedyna? Pokazemy,
ze w istocie tak jest przy uzyciu zasady maksimum.

Lemat 4.2 (Zasada maksimum). Jezeli f jest harmoniczna na D, to przyjmuje ona
swoje maksimum na brzequ B.

Dowod. Pokazemy, ze jezeli f przyjmuje maksymalng warto$¢ M w obszarze D, to f
musi by¢ stata i rowna M na DU B. Zal6zmy, ze

f(z) =M dla pewnego x € D.
Wtedy

M= f(x)="Y P(z,y)f(y),

Yy:x—y

a poniewaz f(y) < M oraz . . P(z,y)=1musizachodzi¢ f(y) = M dla kazdego
sgsiada x. Kontynuujemy to rozumowanie, tym razem zamiast x biorac dowolnego
jego sasiada i otrzymujemy, ze dla wszystkich wierzchotkéw odlegltych od = o co
najwyzej 2, funkcja f musi w nich przyjmowac¢ wartos¢ M, itd. W ten sposodb wy-
petniamy caly zbior wierzchotkow. U

Whniosek 4.3. Istnieje doktadnie jedna funkcja harmoniczna f na D o zadanych
warto$ciach na zbiorze B.
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Dowdd. Wiemy, ze zawsze istnieje funkcja harmoniczna na D. Zalézmy, ze istnieja
dwie takie funkcje f i g na D, ktore przyjmuja te same wartosci na zbiorze B. Wtedy
funkcja h = f — g jest harmoniczna na D, a na zbiorze B przyjmuje warto$¢ 0. Z
zasady maksimum h < 0 na D. Analogicznie pokazujemy, ze h > 0 na D, wiec h =0
oraz [ =g. U

4.3. Sieci elektryczne. Interesujace grafy maja zazwyczaj skomplikowana struk-
ture i ciezko je analizowaé. Rozwazanie duzych uktadéw rownan (czy tez duzych
macierzy) jest trudne. Mozna uprosci¢ wiele problemow wykorzystujac jezyk sieci
elektrycznych i stojaca za nim teorie.

Przyklad 4.6. Zalozmy, ze taczymy szeregowo n rezystoroéw (opornikow), kazdy
o oporze jednostkowym i przyktadamy napiecie do skrajnych wierzchotkéw. Przez

| volt

I
—
~
(7]
&
wn

RyYSUNEK 3. Oporniki polaczone szeregowo

v(k) oznaczymy napiecie w kazdym z wierzchotkow. Wiemy, ze v(0) = 0, v(n) = 1.
Chcemy obliczy¢ napiecie w kazdym punkcie. W tym celu uzyjemy
e Prawo Ohma: i(x,y) = % - natezenie pradu przechodzacego przez
krawedz taczaca z iy, gdzie R(x,y) jest oporem na danej krawedzi.

e Prawo Kirchhoffa: suma pradow wplywajacych do danego wierzchotka
z # 0,n jest réwna sumie pradow z niego wyptywajacych: > . i(z,y) = 0.

W naszym przyktadzie, R(k,k+ 1) = 1, wiec
0= Z i(k,j)=i(k,k—1)+i(k,k+1) = (v(k) —v(k—1)) + (v(k) —v(k +1)).
g~k
Stad
1 1
v(k) = §v(k3—1)+§v(k3+1) dlak=1,2,...,n—1
v(0) = 0
v(l) = 1
Poréwnujac te rownania z problem ruiny (Przykltad 4.1) widzimy, ze rozwiazanie to

v(k) = %, poniewaz istnieje jedyna funkcja harmoniczna (Wniosek 4.3).

Przyklad 4.7. Mozna budowaé¢ dowolne uktady elektryczne. Kolejny przyktad sieci,
z ktora bedziemy pracowaé przedstawiony jest na rysunku 4.
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RYSUNEK 4. Przykltad sieci elektrycznej. Po lewej zaznaczone sa
opory, po prawej przepustowosci.

4.4. Sieci elektryczne, a spacery losowe. Majac dowolng sie¢ elektryczng, przez
R(z,y) oznaczamy opoér (rezystancje), a przez C(z,y) = 1/R(z,y) przepustowosc.
Mozemy zdefiniowa¢ wowczas spacer losowy na grafie. Mianowicie bedac w danym
wierzchotku = przechodzimy do jednego z jego sasiadéow z prawdopodobienstwem
proporcjonalnym do przepustowosci krawedzi ich taczacej:

P(z,y) = %, gdzie C(z) = Z C(z,y).

y~T

Przyklad 4.8. Tworzac spacer losowy z sieci z Przyktadu 4.7 otrzymamy nastepujace
prawdopodobienistwa, przejsc.

RYSUNEK 5. Spacer losowy otrzymany z sieci na Rysunku 4

4.5. Spacery losowe, a sieci elektryczne. Naturalne jest pytanie odwrotne. Czy
majac zadany spacer losowy mozna zdefiniowa¢ rownowazng sie¢ elektryczna? Oka-
zuje sie, ze nie zawsze. Spacer losowy powinien spetnia¢ dodatkowy warunek:

(4.4) rozklad stacjonarny 7 spetnia dla x,y € V: w(z)P(x,y) = 7(y)P(y, x)
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Wowcezas mozna zdefiniowaé przepustowoscé
C(z,y) = m(x)P(z,y)

Dzieki warunkowi (4.4) przepustowosc¢ jest symetryczna C(x,y) = C(y, x).
Warunek (4.4) okazuje sie by¢ bardzo naturalny i jest spelniony przez wiele waznych
przyktadéw, np. prosty spacer losowy na grafie.

4.6. Sieci elektryczne, a funkcje harmoniczne. Oznaczmy przez a, b wierzchotki
do ktorych przyktadamy napiecie. Wtedy dla x # a,b z prawa Kirchhoffa mamy

Z i(x,y) =0

Yiy~x

i z prawa Ohma

0= 30 Mo = 5 (0o) - o) Clany) = Clalelo) = 3 o)Cla )

Stad

vo) = 3 Tt = X Pl

yy~x yy~x
Zatem v jest funkcja harmoniczna z wartosciami brzegowymi v(a) = 1, v(b) = 0.
A poniewaz funkcja harmoniczna o zadanych wartosciach brzegowych jest jedyna,
poréwnujac z Przyktadem 4.5 widzimy, ze v(zx) jest prawdopodobienistwem ze zaczy-
najac w punkcie z, trafimy w punkt a zanim trafimy w punkt b.

Przyklad 4.9. Powracajac do naszego przyktadu roboczego widzimy, ze v rozwiazuje
uktad rownan

v(a) 1;
v(b) = O0;
1 1 1
- Z.14-= z.
v(c) 1t 2U(d)+ 1 0
1 2 2
d = —-1+= —-0.
v(d) E + 51}(0) + 5 0
Stad v(c) = 1—76 iv(d) = %. Dzieki tym warto$ciom mozna policzyé przepltyw pradu.
4.7. Interpretacja probabilistyczna. Rozwazmy prad wplywajacy do sieci i(a).
Mamy
ila) = Y ilay) =Y (1-vy)Clay)
yiy~a yiy~a
= C)(1- X Playr).
y:a—y

Zauwazmy, ze i(a) rowniez mozemy nadaé interpretacje probabilistyczna. Zalozmy,
ze spacer losowy startuje w punkcie a. Woéwcezas dla kazdego y takiego, ze a — y
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znajdzie si¢ on w punkcie y z prawdopodobienstwem P(a,y). Skoro v(y) oznacza
prawdopodobienistwo, ze startujac z y dojdziemy do a przed dojsciem do b, to

> Pla,y)oly)

mozemy interpretowaé jako prawdopodobienstwo powrotu do a przed odwiedzeniem
b, jezeli spacer losowy startowal w punkcie a. W takim razie

Pescape = 1-— Z P(a7y)v(y)
ya—y
jest prawdopodobiefistwem, ze startujac w a dojdziemy do b przed ponownym po-
wrotem do a. Prawdopodobiefistwo pegcape Nazywamy prawdopodobiefistwem ucieczki
z punktu a i z naszych obliczen widzimy, ze wyraza sie ono w terminach sieci elek-
trycznej jako
i(a)

Pescape = C’(a)
Definiujemy Cor = i(a) jako efektywna przepustowosé¢ ukladu, a Ry = 1/Ceg =
1/i(a) jest efektywna rezystancje.

Przyklad 4.10. W naszym roboczym Przykladzie 4.7, C(a) = 2, i(a) = 32, Ceg =

(@ o
1 _ i(a) _ 19 _ 19
Reg v(a) 16 oraz pescape - 32"

4.8. Redukcja ukltadéw elektrycznych. Wiele probleméw mozna uprosci¢ wyko-
rzystujac wzory na rezystancje zastepcza:
e W potaczeniu szeregowym opor dwoch rezystoréw jest réwny sumie ich opo-
row: R=R; + Ry
e W potaczeniu rownoleglym dwa rezystory mozemy zastapi¢ jednym i opory

R 1 _ RiR
spelniajy % = m T zatemR—m.

Przyklad 4.11. Rozwazmy szkielet szescianu. Obliczymy prawdopobobienstwo, ze
spacer losowy startujacy w punkcie a, najpierw dojdzie do b przed a. Rozwazmy
graf jako sie¢ elektryczng z jednostkowymi rezystorami na krawedziach. Podlaczamy
baterie do a i b tak, by v(a) = 1, v(b) = 0.
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R,
Rl Rz ‘m
—_— ¢ AAAN

1

1 1

—_— 4

R, + R, R, R,

A —_— A ——

RYSUNEK 6. Polaczenia rezystorow: szeregowe (po lewej) i réwnolegte
(po prawej)

AAAA.
A A4

b
f

7Z symetrii wynika, ze v(c) = v(d) oraz v(e) = v(f). Mozemy wiec dotozy¢ krawedz
pomiedzy tymi punktami. Nie poptynie przez nig prad. Utozsamiamy te punkty ze
soba.

{c, d}

{e, £}

Redukujemy kolejno polgczenia
1 1

2 2
a
i 1 I
2
b
1 1
2 2
a a
| a
| =t 7 LI
Lo 24+ 1 s RN RN
> 2 7
b b

=24
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Ostatecznie

12 7 12 4
- =—, Rg=—, C=—, C =3, Pescape = 5-
ila) == R =150 Con == Cla) =3 Pescape = 7
Przyklad 4.12. Uzywajac jezyka sieci elektrycznych tatwo rozwigzaé¢ problem ruiny
(Przyktad 4.1). Wyjsciowy graf redukuje sie do grafu zlozonego z trzech wierzchol-
kow: {0, k,n}, gdzie R(0,k) =k, R(k,n) = n — k. Wystarczy policzy¢

C(k,n) o k

P(k,n) = -k 2
C(k‘) % + ¥ n

4.9. Transformacja gwiazda - tréjkat. Fizycy uzywaja powszechnie jeszcze jed-
nej transformacji pozwalajacej uprosci¢ sie¢ elektryczng, tzw. transfiguracje gwiazda
- trojkat (ang. star - delta transformation).

Obie konfiguracje gwiazdka i trojkat sa rownowazne dla odpowiednio dobranych opo-
row. I tak, uktad w ksztalcie trojkata dla zadanych wartosci R,, Ry, R., mozemy
przeksztalci¢ na uktad w ksztalcie gwiazdki z warto$ciami oporow:

B RyR,
" R.+ Ry +R.
B R.R.
" R.+ Ry +R.
B R.R,
" R.+Ry+ R,

1
Ry

Ry

Na odwroét uktad gwiazdke mozna przeksztatcié na trojkat:

- Ri1Ry; + RyR3 + R3R;

R, )
Ry
Ri1Ry; + RyR3 + R3R;
Rb - )
Ry
RiRo+ RyR3 + RsR;
R. = )
R3

Przyklad 4.13. Rozwazmy nastepujacy graf. Jakie jest prawdopodobiefistwo, ze
zaczynajac w punkcie x odwiedzimy punkt a przed odwiedzeniem punktu z7 Stosujac
transfiguracje gwiazdka jestesmy w stanie zredukowaé graf.
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2
a
X
1/3
1/2 z
1/2
a
1/3 x
111
z

1/3 X

Ostatecznie szukane prawdopodobiefistwo wynosi

20,33 8

20/33 +15/22 17

5. PRAWO RAYLEIGH’A 1 TWIERDZENIE POLYA

5.1. Prawo Rayleigh’a.

Przyklad 5.1. Zacznijmy od nastepujacego przyktadu. Rozwazmy spacer losowy po
ulicach NY jak na ponizszym rysunku
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Niech pescape bedzie prawdopodobienstwem, ze piechur startujacy z a osiagnie b przed
powrotem do a. Uzywajac znanych nam juz metod mozna obliczy¢ doktadna wartosé
Descape- Zalozmy teraz, ze jedna z ulic (niepolaczona z a) zostata zablokowana.

Jak zmieni Si¢ Pescape! Intuicyjne wydaje sie, ze pescape W nowym grafie zmaleje. Jest
to jednak trudne do udowodnienia.

Postugujac sie jezykiem sieci elektrycznych mozemy mysle¢, ze zamiast usuwaé
krawedz, zamieniamy rezystor na inny o nieskonczonym oporze. Ta czynnos¢ powinna
skutkowaé zwiekszeniem Reg, a wigc zmniejszeniem pegcape- Zachodzi nastepujace
twierdzenie.

Twierdzenie 5.1 (Prawo monotonicznosci Rayleigh’a). Jezeli opory poszczegolnych
rezystorow rosng, to efektywna rezystancja Reg pomiedzy dwoma punktami moze je-
dynie wzrosngé. Jezeli opory malejg, to Reg maleje.

Powyzsze twierdzenie z fizycznego punktu widzenia wydaje sie by¢ intuicyjne.
Mozna je udowodni¢ uzywajac czysto matematycznych metod, jednak dowd6d po-
miniemy, a zainteresowanych odsytamy do ksiazki Doyle, Snell [3].

5.2. Rekurencyjno$é i tranzytywnosé. Zajmiemy sie teraz prostymi spacerami
losowymi na kratach.

—————— O —0—
I-dimensional lattice
2-dimensional fattice
J-dimensional lattice

d-wymiarows krate konstruuje sie nastepujaco. Jako zbior wierzchotkéw przyjmujemy
te punkty x = (z1,...,24) € R? ktorych wspohzedne sa catkowite. Ten zbior
oznaczamy przez Z% i taczymy krawedzia punkty, ktore roznia sie na dokltadnie jednej
wspotrzednej. W ten sposob kazdy punkt ma 2d sasiadéw. Z prawdopodobienstwem
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1/2d przechodzimy do jednego z nich. Taki spacer nazywamy prostym spacerem
losowym. Dla kazdego x € Z¢ dtugoscia x nazywamy liczbe ||x||; = |x1| + |2o| +
...+ |x4|. Jest to najmniejsza liczba krokow, ktore nalezy pokonaé, aby przejsé po
kracie z 0 = (0,0,...,0) do x.

Przyktadowa trajektoria prostego spaceru losowego w trzech wymiarach wyglada

nastepujaco
I

W tym momencie mozna zada¢ kilka pytan:

e czy wedrowiec startujacy w punkcie 0 na pewno wréci do tego punktu?
e jezeli wroci, to po jakim czasie?
e czy z prawdopodobienstwem 1 odwiedzi kazdy punkt?

Okazuje sie, ze odpowiedzi na te pytania zaleza od wymiaru przestrzeni. Jezeli z praw-
dopodobienstwem 1 piechur wréci do punktu wyjscia, to spacer nazywamy rekuren-
cyjnym. Jezeli nie, tzn. z dodatnim prawdopodobienstwem nigdy nie wroci, to
mowimy, ze spacer jest tranzytywny. Mozna pokaza¢ (i to zrobimy na ¢wicze-
niach), ze spacer jest rekurencyjny, jezeli kazdy punkt jest odwiedzany nieskonczenie
wiele razy, a tranzytywny jezeli kazdy punkt jest odwiedzany skonczenie wiele razy.
Okazuje sie, ze zachodzi nastepujace, doé¢ zaskakujace twierdzenie

Twierdzenie 5.2 (Poly’a). Prosty spacer losowy na d-wymiarowej kracie jest reku-
rencyjny dla d = 1,2, 1 tranzytywny dla d > 3.

Ostatnia czes¢ wyktadu bedzie po§wiecona dowodowi tego twierdzenia.

5.3. Pomocniczy lemat. Bedziemy bada¢ wlasnosci skoniczonych grafow, ktore be-
dziemy powiekszac¢, az wypetnia catg krate. Dla przyktadu mozna wybraé kule. Niech
G" bedzie kulg o promieniu 7, tzn. zbiorem tych wierzchotkéw, ktorych odlegtosé od
0 jest co najwyzej r. Przez S” oznaczymy sfere o promieniu r
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W dwobch wymiarach jest to obrocony kwadrat, w trzech odmioscian. Chcemy policzy¢
Pescape - Prawdopobobienstwo ucieczki z G, czyli prawdopodobienstwo tego, ze spacer
opusci G" przed powrotem do 0. Oczywiscie peg.,,. maleje, gdy r rosnie. Oznaczmy
PIZeZ Descape graniczng wartosc:

p = lin pr .
e€scape rosao - €scape
-\/ V owczas

Lemat 5.3. Rozwazmy prosty spacer losowy na Z°

a) Jezeli Pescape = 0, to spacer losowy jest rekurencyjny.
b) Jezeli Pescape > 0, to spacer losowy jest tranzytywny.

Dowod. Niech X, oznacza pozycje spaceru w czasie n € N. Woéwcezas, Xg = 0 =
(0,0,...,0) oraz przyktadowo

1
=57
Rozwazmy spacer zatrzymany w chwili powrotu do 0. W przypadku, gdy spacer nie
powraca do 0, nie jest zatrzymywany i jest kontynuowany dowolnie dtugo. Oznaczmy
przez 7 (losowy) moment powrotu do 0, doktadnie;

7 = min{n | X, = 0},

P[X; = (1,0,0,...,0)] = P[X, = (0,1,...,0)] = ...P[X; = (0,...,0,1)]

ktore moze przyjmowaé wartosci 1,2, 3,... a takze wartos¢ co. Zauwazmy, ze P[r <
o] jest prawdopodobieristwem powrotu do 0. Trajektoria X™ nazywac¢ bedziemy ciag
kolejnych punktow odwiedzonych przez spacer losowy do chwili 7, czyli

X" = (X17X27 s 7X7'—17 XT)
Rozwazaé¢ bedziemy najwicksza odlegto$é¢ na jaka spacer oddali sie od punktu startu

0, dokladniej
X7} = max [|Xp[[;.

1<k<r
Wowcezas
pr =PIXT] = r].
Zauwazmy, ze jezeli 7 = 00, to moze zdarzy¢ sie, ze || X7|| = oco. Natomiast jezeli
T < 00, to wowczas | X7|| < oco. Oznacza to, ze

Plr < oo] < P[|IX7|| < o0].
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Okazuje sie, ze te prawdopodobieristwa sa sobie rowne. Pokazemy, ze P[T = oo, ||X7|| <
oo] = 0. Rzeczywiscie

Plr = oo, [|X7|| < 00] = Y P[r = oo, [|X"|| = n] =0,
n=1

poniewaz P[T = oo, || X"|| = n] = 0 dla kazdego n (zadanie 13). Skoro
P[||XT]| < 00] =P[1 = 00, || X"|| < 00] +P[1 < 00, || XT|| < 00] =0+ P[1 < o0].
Zauwazmy jeszcze, ze
Pecape = lim p, = Tim P[|X"]| = 1] = P[|X"]| = oc] = Plr = oc].

Ostatecznie mozemy zakonczy¢ dowod twierdzenia:
a) Zalozmy, ze Pescape = 0, wowezas P[T = oo| = 0, wiec z prawdopodobieristwemn
1 spacer powraca do 0.
b) Jezeli pescape > 0 wowczas P[r = oo] > 0 Zatem prawdopodobieristwo, ze
spacer nie wroci do 0 jest dodatnie.

0

Przypomnijmy, zZe Pescape = m, wiec teza powyzszego lematu zapisuje sie na-
stepujaco:
e Jezeli R = 00, to spacer losowy jest rekurencyjny.
e Jezeli R < 00, to spacer losowy jest tranzytywny.

Idea dowodu Twierdzenia 5.2 jest bardzo prosta. Bedziemy chcieli oszacowaé Rig,
czyli efektywna rezystancje sieci powstalej z G". Skorzystamy z jezyka sieci elek-
trycznych, podtaczymy baterie do 0 oraz sfery S”.

i

Rozwazania przeprowadzimy w trzech przypadkach, w zaleznosci od wymiaru d.

1 volt

—d

5.4. Dow6d twierdzenia Poly’a dla d = 1. W jednym wymiarze jest tatwo, po-
niewaz rezystory sa potaczone szeregowo

— NP AVA A —

AP AN O—

i wida¢, ze Rig = 7, Reg = 00, Pescape = 0, zatem prosty spacer losowy jest rekuren-
cyjny.
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5.5. Dow6d twierdzenia Poly’a dla d = 2. W dwbéch wymiarach jest juz trud-
niej, bo brakuje symetrii (to warto zobaczy¢ na przyktadach). Bedziemy probowali
modyfikowaé¢ graf, tak aby zmniejsza¢ efektywna rezystancje, ktora wcigz pozostanie
nieograniczona. Skorzystamy z prawa Rayleigh’a i bedziemy probowali uproscié¢ sie¢
dokonujac operacji dwoch typow:

e sklejanie: laczymy pewien zbiér wierzchotkéw perfekcyjnym przewodem
tak, ze prad swobodnie przechodzi pomiedzy nimi. Z punktu widzenia grafu
oznacza to utozsamienie wierzchotkow. W jezyku sieci elektrycznych zmniej-
szamy opor na odpowiednich krawedziach do 0. Zgodnie z prawem Rayleigh’a
spowoduje to zmniejszenie efektywnej rezystancji Reg.

T

e usuwanie: usuniemy niektoére krawedzie, co odpowiada zwiekszeniu na nich
oporu do oo, a wiec zwiekszeniu Reg.

1
Do pokazania rekurencyjnosci bedziemy skleja¢, a do tranzytywnosci usuwac¢ krawe-

dzie.

Przy uzyciu sklejania przypadek ptaszczyzny staje sie tatwy. Sklejamy mianowicie
wierzchotki jak na ponizszym rysunku

w ten sposéb otrzymujemy nastepujaca sie¢
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Przypomnijmy, ze n jednostkowych rezystoréw potaczonych réwnolegle mozna zasta-
pi¢ pojedynczym rezystorem o oporze 1/n. Zatem powyzszy uktad mozemy zastapic

0 1 2 3 n n-+1
. P . — e s s e+ e———
I 1 ! 1 ohm

3 ohm % ohm % ohm Py——

Zatem caltkowita rezystancja uktadu jest nieskoriczona, poniewaz

o0

Z8n+4 Z_

oraz
S-SRI PRI ISV
i 2345 6 7 8
SES PR HESHIE NI A O A
- 2448 8°8"'38
> ltititii. =00
- 22" 2

Rezystancja wyjsciowej sieci musiata by¢ wyzsza, wiec prosty spacer losowy na Z2
jest rekurencyjny.

5.6. Dow6d twierdzenia Poly’a dla d = 3. Teraz chcemy pokazaé, ze spacer
jest tranzytywny, a wiec probujemy usuwaé krawedzie, co okazuje sie by¢ trudnym
zadaniem. ChcielibySmy uzyska¢ graf, ktorego rezystancje tatwo policzyé¢. Popatrzmy
wiec na grafy, ktore wydaja sie by¢ tatwiejsze do analizy: drzewa. Sa to grafy bez
cykli. Dla przyktadu ponizej jest pelne drzewo binarne

Root

Ihe tall binary tree

Zacznijmy od wyliczenia efektywnej rezystancji pomiedzy korzeniem, a wierzchotkami
n-tego pokolenia. W tym celu podtaczamy bateri¢ do korzenia oraz wierzchotkéw na
n-tym poziomie.
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— ground

||

1 volt

7 uwagi na symetrie wszystkie wierzchotki na tym samym poziomie maja takie samo
napiecie. Mozemy wiec utozsamic je ze soba i nie wplynie to na przeplyw pradu w
krawedziach. Otrzymamy woéwczas nowy graf

k, 1y tyl
2 48 "‘]

I volt —

ground

Widzimy, ze rezystancja tego uktadu wynosi

R—1+1+ +1—1 !
"2 4 o on’

Zatem przechodzac z n do nieskoriczonosci

Reg = 1.

A wiec spacer na pelnym drzewie binarnym jest tranzytywny. Oczywiscie w taki sam
sposob mozna poradzi¢ sobie z innymi drzewami jednorodnymi. Dla przykladu, dla
drzewa jednorodnego stopnia 3, efektywna rezystancja wynosi 2/3.

etc. etc.

ete.

I'he tree homogeneous of degree 3

Wygodnie bytoby wigc wlozy¢ drzewo lub zblizone grafy w Z3. Niestety sa one zbyt
duze. Zeby sie o tym przekonad, policzmy liczbe wierzchotkéw w kulach o promieniu
r.
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Radius r Nodes within r of origin

Full binary tree Tree homogencous
of degree 3

_‘<

<
<

’ g 3.7 — 2

g

Widzimy wiec, ze jest to liczba rzedu 27, podczas gdy kula o promieniu r w Z2
zawiera okolo r? wierzchotkow (sfera S, zawiera 4r, a kula 2r? — 2r 4+ 1). Kula
o promieniu r w Z3 zawiera okoto r? wierzchotkéw. Nie pomieéci wiec odpowiedniego
fragmentu drzewa. Poniewaz drzewa byty bardzo wygodne w obliczeniach, sprébujmy
znalezé drzewo o dosy¢ regularnej strukturze, w ktérym rozmiar kul rosnie jak r3.
Dla przyktadu narysujmy drzewo NT5

ete.

balls ~r?

spheres ~r

Kolejne fragmenty maja dlugosé¢ 2", po czym rozdwajaja sie. Ten graf ma wlasnosé
podobna do kul i sfer na Z?, mianowicie kula o promieniu 7 zawiera okoto r? punktow,
a sfera okoto r punktow. Doktadniej, sfera o promieniu r zawiera 2!°82(+1 punktow,
zatem r < |S"| < 2r. Wnioskujemy wiec, ze kula o promieniu r jako roztaczna suma
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sfer S* dla k < r zawiera Y ;_; 20°8:0+1 punktow. Ostatecznie n(n+1)/2 < |G| <
n(n+1).

Podobng konstrukcje przeprowadzamy, aby nasladowa¢ kule w Z3. Wowczas gdy
podwaja sie promien liczba punktéw na sferze jest czterokrotnie wicksza. Definiujemy
graf NT3, w ktorym galezie drzewa dziela sie na 4.

Policzmy doktadnie liczbe wierzchotkow w kuli. Niech r = 2" + k dla k£ < 2™ (taki
zapis jest jednoznaczny). Liczba elementéw w kuli o promieniu 7 wynosi

IR|=1+4+2-42+4-£2+8 4"+ +27 W 4. 424" 4 (k+ 1) - 4"
_ 1+23~1—1+23~2—1_|__”+23n—1+<k+1)22n+2 %C(2n)3%07’3.

Policzmy catkowita rezystancje obu grafow.

2

1 ohm
1 ohm 2 ‘:] 8
2 ohms resistors f) m‘ 4 ohm
resistors resistors

4 ohms

L ohm L ohm ! ohm
2 2 2
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sy — 2\
B WT3) = R O
X——~

1
4 16 o 3 ohm ! ohm L ohm
1 ohm 2 ohm 4 ohm
resistors resistors

resistors

1 _ 1
" =3

+o+

&) —-
| —

Tak wiec NT, ma nieskorniczong rezystancje, a NT3 skoriczong. Zatem prosty spacer

losowy na NT; jest rekurencyjny, a na NTj tranzytywny (poréwnaj z twierdzeniem
Polya).

Jak jednak wlozyé NT3; w Z3? Sprébujmy najpierw uporaé sie z prostszym
problem i wtézmy N1y w Zy. Wynik jest pokazany na ponizszym obrazku

Wyjasnimy jak go skonstruowaé. Startujemy z O i rysujemy dwa promienie, jeden
idacy na poinoc, a drugi na wschod. Jezeli promienie przetng linie x +y = 2" — 1
rozkladaja sie na dwa kolejne promienie. Ponizej pokazujemy pierwsze kroki

L <

N\
AN
\
N
N
N AN
N
AN
N
N\ /0/‘
N
N
N\
N
N A
— SR
N N
N\ N\
N N

To nie jest doktadnie wlozenie, bo niektére punkty, ktore bylty roztaczne w NT, tutaj
sg jednym punktem. Te konstrukcje mozna poprawi¢, ale nie ma takiej potrzeby.
Zauwazmy bowiem, ze po podlaczeniu baterii, punkty, ktore zostaly utozsamione
mialy i tak identyczne napiecie. Sklejenie ich nie ma wiec wplywu na rezystancje
calego uktadu. Aby skonstruowaé podobne wlozenie w Z3 réwniez zaczynamy od
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punktu 0. Wypuszczamy z niego 3 promienie (poinoc, wschod, do gory). Jezeli
promien przetnie plaszczyzne xz + y + z = 2" — 1 rozdziela sie na 3.

Tak skonstruowany podgraf nie jest jednak NT3, a NT5 5549, .
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NT2.5849. .

Liczba w indeksie oznacza rozmiar drzewa. Jezeli podwoimy promien, to liczba punk-
tow w kuli zostanie pomnozona przez

6 = 210g26 —_ 22,5849...

Podobnie pewne pary punktow zostaly utozsamione, ale to nie wpltywa na efektywna
rezystancje uktadu. Pozostaje do policzenia catkowita rezystancja NT5 s5g49..

S 1+2+(2)2+ S
39 27 -3 3 \3 S31-%2 7

Udalo nam si¢ wiec znalezé nieskoniczony podgraf Z3, ktéry ma skoficzong rezystan-
cje. Rezystancja spaceru losowego na Z3 musi by¢ mniejsza, wiec spacer losowy jest
tranzytywny.
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6. ZADANIA

1. Gracz zaczyna gre z kapitalem K. W kazdym kroku rzuca symetryczna kostka.
Jezeli wypadnie ¢ oczek, to mnozy swoj kapitat przez 2(i — 1)/5. Oblicz wartosé
oczekiwang kapitatu gracza po n krokach.

2. Gracz startuje z kapitatem K. W kazdej rundzie rzuca moneta, jezeli wypadnie
orzel wygrywa 1, w przeciwnym razie traci 1. Gracz koriczy gre, gdy jego kapital
osiggnie poziom n lub zbankrutuje. Oznaczmy ten moment przez X. Oblicz EX.

3. Gracz startuje z kapitalem K. W kazdej rundzie rzuca niesymetryczng moneta,
na ktorej orzel wypada z prawdopodobieristwem p. Jezeli wypadnie orzel wygrywa 1,
w przeciwnym razie traci 1. Gracz konczy gre, gdy jego kapitatl osiagnie poziom n lub
zbankrutuje. Oblicz prawdopobobienstwo zakonczenia gry przez gracza z kapitatem
n.

4. Pijany czlowiek stoi 3 kroki od przepasci. Z prawdopodobienistwem p robi krok
do przodu, a ¢ = p — 1 do tylu. Oblicz prawdopobobienstwo, ze ocali swoje zycie.

5. Alicja i Bill rzucajg symetryczna moneta tak dtugo, az wypadnie OOR lub ORR.
Alicja wygrywa, gdy wzorzec OO R wypadnie jako pierwszy, natomiast Bill, gdy wy-
padnie ORR. Jaka jest oczekiwana dlugosc gry? Jaka jest oczekiwana dlugosé gry
jezeli zalozymy, ze wygra Alicja?.

6. Alicja i Bill rzucaja symetryczng moneta tak diugo, az wypadnie OOOR lub
ORRR. Alicja wygrywa, gdy wzorzec OOOR wypadnie jako pierwszy, natomiast
Bill, gdy wypadnie ORRR. Oblicz prawdopobobienstwo, ze gre wygra Alicja.

7. Rzucamy wielokrotnie moneta. Oznaczmy przez T pierwszy moment, w ktorym
wypadng trzy orty pod rzad. Oblicz ET.

8. (Kolekcjonowanie kuponoéw) Kolekcjoner zbiera kupony n roznych typow. Za kaz-
dym razem, gdy kupuje nowy kupon, rozktad ich typow jest jednostajny. Niech T
oznacza moment, gdy zbierze pelng kolekcje. Oblicz ET. Wskazéwka: niech X,
oznacza liczbe réznych typow zgromadzonych przez kolekcjonera w chwili £.
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9. W wierzchotku A pieciokata ABC DFE znajduje sie jabtko, a dwa wierzchotki dalej,
w C znajduje sie robaczek. Kazdego dnia robaczek pelza z prawdopodobienstwem
1/2 do jednego z sasiadnich wierzchotkéw. Po osiagnieciu wierzchotka A robaczek za-
trzymuje sie na obiad. Jaka jest warto$¢ oczekiwana liczby dni, po ktorych robaczek
dotrze na obiad?

10. Alicja i Bill wedruja losowo po grafie. Poczatkowo Alicja
jest w wierzchotku o, a Bob w e. W kazdym kroku przechodza
do jednego z sasiednich wierzchotkéw z prawdopodobienstwem
1/3. Niech T oznacza moment, ktorym sie spotkaja. Oblicz
ET.

11. Pewien Pan ma problem ze znalezieniem pracy. Jezeli jakiego$ poranka nie jest
zatrudniony, to ze stalym prawdopodobienistwem p bedzie zatrudniony przed wieczo-
rem. Ale jesli zaczyna on dziefi bedac juz zatrudnionym, to z prawdopobobienstwem
q jeszcze przez zmrokiem zostanie zwolniony. Zalézmy, ze pierwszego dnia rano byt
on zatrudniony. Niech X, oznacza liczbe dni, okresie pierwszych n dni, kiedy byt on
zatrudniony. Co mozesz powiedzie¢ o EX,,? Czy umiesz policzy¢ granice EX,, /n?

12. Pie¢ osob stoi w wierzchotkach pieciokata. Maja
oni dwa krazki, ktore poczatkowo znajduja sie w sasiednich
wierzchotkach, jak na rysunku. W kazdej jednostce czasu,
kazdy krazek rzucany jest niezaleznie do lewego lub pra-
wego sasiada z prawdopobobieristwem 1/2.  Kontynuujemy

gre tak dlugo, az jedna osoba otrzyma dwa krazki réwnocze- \ /
Snie 1 wtedy konczymy gre. Oblicz czas oczekiwany dlugosci
gry. -

13. Rozwazmy nieredukowalny spacer na skierowanym grafie G = (V, E) (tzn. dla
kazdych wierzchotkow x, y istnieje n takie, ze prawdopobobiefistwo przejscia z x do
y w dokltadnie n krokach jest §cisle dodatnie). Zalozmy, ze spacer startuje w wierz-
chotku xy € V. Pokaz, ze dla dowolnego v € V prawdopodobienistwo, ze spacer
losowy nigdy nie odwiedzi wierzchotka v wynosi 0.
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14. Rozwazamy prosty spacer losowy na petnym drzewie bi-
narnym o gtebokosci n. Jest to drzewo z korzeniem, w ktérym
kazdy wierzchotek, do glebokosci n, ma 2 potomkow. Obok
znajduje sie przyklad pelnego drzewa binarnego o gteboko-
Sci 3. Zalozmy, ze spacer losowy startuje w korzeniu. Niech
T bedzie pierwszym momentem, w ktorym odwiedzony zostanie jeden z lisci (tzn.
wierzchotek bez potomkéw). Oblicz ET'.

15. Graf nazywamy pelnym, gdy kazde dwa wierzchotki sa
polaczone krawedzia. Rozwazmy prosty spacer losowy na pel-
nym grafie, tzn. bedac w wierzchotku = przechodzimy do y z
prawdopodobienstwem 1/n. Niech T bedzie momentem, gdy
odwiedzimy ostatni wierzcholek grafu. Oblicz ET.

16. Pokaz, ze jezeli spacer losowy nie jest redukowalny i nie jest cykliczny, to istnieje
taka liczba M, ze dla kazdych dwoch wierzchotkow x,y i kazdego n > M, P"(x,y) >
0. Przez P™(z,y) oznaczamy prawdopobobienstwo przejscia z x do y w n krokach.

17. Rozwazmy spacer losowy na torusie. Niech m,n € N,

V={(z,y): 2€{0,....m—1},y€{0,...,n—1}}.

Jezeli proces jest w stanie (x,y), to przechodzi do standw
((x + 1) mod m,y) lub (z,(y + 1) mod n) z prawdopobo-
bienstwem 1/2. Pokaz, ze ten spacer jest nieredukowalny. Po-
kaz, ze proces nie jest periodyczny wtedy i tylko wtedy gdy
NWD (m,n) = 1.

18. Skoczek znajduje sie w rogu szachownicy. Zaczyna sie

poruszaé w sposob losowy wybierajac za kazdym razem w sposob jednostajny jeden z
dozwolonych ruchow. Jaka jest wartosé oczekiwana liczby ruchéw po ktorych skoczek
wroci do punktu startowego?

19. Rozwazmy spacer losowy na Q = {0,1,...,n}, w ktoérym czasteczka porusza
sie w lewo lub w prawo z prawdopobobienstwem 1/2, za wyjatkiem punktow 0 i n.
W punkcie n spacer pozostaje lub przechodzi do n — 1 z prawdopobobienistwem 1/2.
Stan 0 jest stanem absorbujacym, a wiec po trafieniu w niego czasteczka pozostanie
w nim na zawsze. Oblicz warto$¢ oczekiwana czasu trafienia w 0 czasteczki, ktora
startuje w punkcie n.

20. Rozwazmy prosty spacer losowy na Z,. Jezeli spacer losowy jest w stanie x, to
przechodzi do stanéw (x + 1) mod n lub (x — 1) mod n z prawdopodobieristwem
1/2. Jak wyglada wowczas graf? Oznaczmy przez T pierwszy moment w ktorym
zostaly odwiedzone wszystkie stany. Oblicz E7. Wskazéwka: skorzystaj z zadania
kwalifikacyjnego o ruinie gracza.
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21. W dwoch urnach znajduje sie w sumie k kul (k-ustalona liczba). Definiujemy
w nastepujacy sposob spacer losowy (jak wyglada wowczas graf?). W kazdym kroku
losujemy jednostajnie jedng z kul i przektadamy ja do sasiedniej urny. Niech X,
oznacza liczbe kul znajdujacych sie w czasie n w pierwszej urnie. Znajdz rozktad
stacjonarny.

22. Rozwazmy spacer losowy na Z, startujacy z 0. Niech W oznacza ostatni odwie-
dzony wierzchotek. Pokaz, ze dla kazdego k =1,..,n — 1, P[W =k] =1/(n —1).

23. Oblicz || — v||Tv dla nastepujacych przyktadow

e 1~ Bin(4,1/2), v ~ Bin(4, 1/4)

e ;1 jest miara jednostajna na S, (zbiorze wszystkich permutacji zbioru n-
elementowego), a v jest miara jednostajng na wszystkich permutacjach za-
chowujacych 1.

24. Spacer losowy na n-hiperkostce. n-hiperkostka jest
to graf, ktorego wierzchotkami sa ciagi binarne dtugosci n, tzn
Q2 ={0,1}". Dwa wierzcholki sa polaczone ze soba krawedzia
jezeli r6znia sie doktadnie na jednej wspotrzednej. Tak wiec
kazdy wierzchotek ma doktadnie n sgsiadéw. Prosty spacer
losowy polega na przejéciu z wierzchotka z = (z4,...,z,) do
jednego z jego sasiadow z prawdopobobienistwem 1/n. Dla n = 3 jest to prosty spacer
losowy po wierzchotkach sze$cianu.

0l 111

001 101

010 110

ooo 0o

e Uzasadnij, ze rozktad jednostajny jest stacjonarny.
e Pokaz, ze ten spacer jest periodyczny.

Modyfikujemy spacer, aby unikna¢ periodycznosci. Rozwazamy leniwy spacer lo-
sowy, gdy czasteczka zostaje w danym wierzchotku w prawdopobobieristwem 1/2,
a z prawdopobobienistwem 1/2 przechodzi jednostajnie do jednego z sasiadow (tzn.
1/(2n) do kazdego z sasiadow).

e Pokaz, ze leniwy spacer losowy nie jest periodyczny i nie jest redukowalny.
e Pokaz, ze rozktad jednostajny jest rozkladem stacjonarnym.

Wskazéwka: Popatrzmy na ten proces nieco inaczej. Przejscie do sgsiada powo-
duje zmiane wartosci na jednej ze wspotrzednych (z prawdopobobienistwem 1/(2n)).
Wylosujmy jednostajnie jedng ze wspolrzednych, a nastepnie zmienmy ja z prawdo-
pobobieristwem 1/2.

25. Niech X; = (xgt),xg), e ,xg)) bedzie pozycja leniwym spacerem losowym na
n-hiperkostce Q = {0,1}" w chwili ¢. Rozwazmy odlegtos¢ X; od 0 dana wzorem
W = [ Xelh = >0y :1:,(;). Zauwaz, ze wowczas W, rowniez jest spacerem losowym
na grafie (jakim?). Wyznacz prawdopodobienistwa przejscia P(xz,y). Korzystajac ze
znajomosci rozktadu stacjonarnego dla X; wywnioskuj posta¢ rozktadu stacjonarnego
dla W;. Poréwnaj otrzymane wyniki z tymi z zadania 21 .
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26. Rozwazmy nastepujacy sposob tasowania kart (odwrotny do TOP-TO-RANDOM).
Wyciagamy (losowo) jedna z kart z talii i kladziemy ja na gorze talii. Oszacuj czas
po ktorym talia jest potasowana.

27. Zalozmy, ze wykonujemy perfekcyjne tasowanie RIFFLE SHUFFLE, tzn. w kaz-
dym kroku talia kart zostaje podzielona dokladnie na potowe, a nastepnie oba zbiory
zostaja perfekcyjnie potaczone, tzn. karty sa na zmiane z lewej i prawej reki. Czy
umiesz powiedzie¢ co sie wowczas dzieje z kartami?

28. (Geometryczna interpretacja RIFFLE SHUFFLE). Wylosujmy (niezaleznie i jed-
nostajnie) n punktéow z odcinka [0,1]. Oznaczmy je rosnaco x,...x,. Nastepnie
zastosujmy odwzorowanie piekarza x — 2 mod 1 do tych punktéw. Pokaz, ze indu-
kowana permutacja punktow ma dokladnie taki sam rozktad jak w tasowaniu RIFFLE
SHUFFLE.

29. Magicy podczas wystepow wykonuja nastepujaca sztuczke. Wreczana jest talia
kart losowej osobie z publicznosci (naprawde losowej). Wybrana osoba proszona jest,
aby potasowaé trzykrotnie karty metoda RIFFLE SHUFFLE. Nastepnie osoba tasujaca
bierze karte z wierzchu oglada ja i wklada w losowe miejsce w talii. (Wprawny magik
pozwala na kolejne potasowanie kart). Talia kart wraca do magika, ktory z duzym
prawdopobobienstwem potrafi okresli¢ ktora karta zostata wlozona do wnetrza talii.
Wyjasnij te sztuczke. Wskazéwka: Postuz sie jezykiem ciaggéw rosngcych. Przy-
patrzmy sie wygladaja permutacje losowane podczas jednego wykonania tasowania
RIFFLE SHUFFLE. Dla przyktadu, zal6zmy, ze karty utozone sa rosngco 12345678.
Dzielimy je na dwa zbiory 123 i 45678, a nastepnie taczymy otrzymujac np. 41556738.
Zauwazmy, ze permutacja zawiera 2 ciagi rosnace (przez ciag rosnacy rozumiemy
ciag, w ktorym kolejne elementy sktadaja sie 7z kolejnych liczb naturalnych). ..

30. Zalozmy, ze posiadamy 4 rece i tasujemy karty metoda RIFFLE SHUFFLE, ale
tym razem dzielac karty na 4 zbiory, ktore potem taczymy. Takie tasowanie nazwiemy
metoda 4-RIFFLE SHUFFLE. Dopracuj szczegoly. Ile tasowan jest potrzebnych do
potasowania talii?

31. Niech ) bedzie rozkltadem na zbiorze permutacji odpowiadajacym jednemu
tasowaniu RIFFLE SHUFFLE. Pokaz, ze

(n+1)/2"  jezeli m = id
Q(r)=<¢ 1/27 jezeli m ma dwa ciagi rosnace
0 w pozostatych przypadkach

32. Pokaz, ze wykonanie a-RIFFLE SHUFFLE(’przy pomocy a ragk’), a nastepnie b-
RIFFLE SHUFFLE jest rownowazne tasowaniu ab-RIFFLE SHUFFLE.
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RYSUNEK 7. Po lewej graf z zadania 33. Po prawej graf z zadan 34
oraz 35

33. Rozwazmy spacer losowy na grafie z Rysunku 7. Znajdz prawdopodobienistwo
osiggniecia wierzchotka z wartoscig 1 przed osiagnieciem jakiegokolwiek z wierzchol-
kow z wartosciag 0 dla kazdego z punktow startowych a, b, c oraz d.

34. Znajdz funkcje harmoniczng dla prostego spaceru losowego na grafie z Rysunku 7
z wnetrzem ztozonym z punktéow a, b, ¢ oraz d.

35. Gra polega na wypuszczeniu w punkcie a prostego spaceru losowego na grafie
z Rysunku 7. Gdy spacer osiggnie brzeg, otrzymujesz wyptate zgodna z wartoscia
wierzchotka. Jaka jest srednia wyptata w tej grze? Zaproponuj wartos$ci brzegowe
dla ktorych ta gra bedzie sprawiedliwa.

36. Pokaz, ze jezeli funkcja jest harmoniczna na calym grafie (spdjnym), to musi
by¢ stata.

37. Podaj przyktad spaceru losowego ktory nie odpowiada zadnej sieci elektryczne;j.

38. W amerykanskim kasynie koto ruletki zawiera liczby od 1 do 36 oraz pola 0 i 00.
Potowa niezerowych liczb jest czerwona, druga potowa jest czarna, a 01 00 s3 zielone.
Popularnym zakladem jest postawienie dolara na kolor czerwony. Jezeli wypadnie
czerwona liczba gracz otrzymuje 2 dolary (czyli wygrywa 1 dolara), w przeciwnym
razie traci dolara.

e Zalozmy, ze gracz startuje z 40 dolarami i gra tak dtugo az osiggnie 50 dolaréw
lub zbankrutuje. Oblicz prawdopobobienstwo, ze ostatecznie skonczy z 50
dolarami.

e [le pieniedzy musialby mieé¢ gracz na poczatku, aby prawdopobobienstwo wy-
grania 10 dolaréw przed bankructwem wynosito 95/100

39. Rozwazmy spacer losowy z zadania 21 dla £ = 4 kul. Zakladajac, ze na samym
poczatku w urnach znajduja sie po dwie kule, znajdz $rednia liczbe krokow potrzebna
do oproéznienia jednej z urn.
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RYSUNEK 9. Mapa Paryza z zadania 43

40. Rozwazmy spacer losowy z zadan 21 i 39 dla k = 4 kul. Okresli¢ sie¢ elektryczna
zwigzang z tym spacerem. Zaktadajac, ze na samym poczatku pierwsza urna jest
pusta, znajdz prawdopodobienstwo jej zapelniania przed ponownym opréznieniem
(prawdopodobiernistwo osiggniecia stanu 4 przed powrotem do 0).

41. Rozwazmy drabinowy uklad rezystorow na rysunku 8. Pokaz, ze jezeli R, jest
efektywna rezystancja uktadu z n szczeblami, to R; = 2 oraz

242R,
T 9 R

Wywnioskuj, ze lim,, .o, R, = V2.

42. Robaczek spaceruje losowo po kostce jednostkowej (ry-

sunek obok). Jezeli robaczek zaczyna w punkcie a, jakie R
jest prawdopodobienistwo, ze dotrze do jedzenia, ktore jest

w punkcie b, przed powrotem do punktu a?
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(a) (b) (c)

RYSUNEK 10. grafy z zadania 46

43. Pijany turysta wychodzi ze swojego hotelu na spacer
(losowy) ulicami Paryza (Rysunek 9). Jakie jest prawdopodobienistwo, ze odwiedzi
Luk Triumfalny przed opuszczeniem miasta?

44. Wrykaz, ze dla nieujemnych a, b, ¢, d
1 1 1

>
1 1 =1 1
ab T aTs T

Wskazéwka: Znajdz uklady rezystorow o odpowiednich efektywnych rezystancjach
i zastosuj prawo monotonicznoSci.

45. Pewien wroctawski profesor ma tacznie n parasoli, z ktorych k € (0,n) znajduje
sie poczatkowo w jego gabinecie a pozostate n — k w jego domu. Kazdego poranka
profesor idzie do swojego biura i wraca wieczorem do domu. Na kazdy spacer zabiera
ze sobg parasol tylko gdy pada deszcz. Zakladajac, ze opady przy okazji kazdego
spaceru sg niezalezne, a ich prawdopodobienistwo wynosi p € (0, 1):

(1) Oblicz $rednia liczbe spaceréw zanim wszystkie n parasoli znajdzie sie w jed-

nym miejscu.
(2) Oblicz $rednia liczbe spaceréw zanim profesor zmoknie.

46. Rozwazmy proste spacery losowe na grafach z rysunku 10.

(a) Zalozmy, ze startujemy w punkcie z. Jakie jest prawdopodobienistwo, ze od-
wiedzimy punkt a przed odwiedzeniem punktu 2?7
(b), ¢) Wyznacz efektywna rezystancje odpowiadajacej sieci elektrycznej.

47. Dla n-hiperkostki (zadanie 24 znajdz efektywna rezystancje pomiedzy (0, ..., 0),
a(l,..,1).

48. Zalozmy, ze spacer losowy na nieskonczonym grafie jest rekurencyjny. Pokaz, ze
kazdy punkt zostanie odwiedzony nieskonczenie wiele razy.
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49. Zal6zmy, ze spacer losowy na nieskoniczonym grafie jest tranzytywny. Pokaz, ze
kazdy punkt zostanie odwiedzony skonczenie wiele razy.

50. Na zbiorze liczb caltkowitych Z z punktu 0 startuja jednoczesnie dwa proste
spacery losowe. Poruszaja sie one w sposéb niezalezny. Pokaz, ze spotkaja sie one
nieskonczenie wiele razy w punkcie 0.

51. Uzasadnij, ze prosty spacer losowy na Z¢ dla d > 4 jest tranzytywny.

52. Rozwazmy prosty spacer losowy na Z3. Pokaz, Ze nieskoiiczenie wiele razy
przetnie on prostg r =y = 0.

53. Rozwazmy prosty spacer losowy na Z®. Pokaz, ze nieskoiiczenie wiele razy
odwiedzi on zbiér punktow postaci (0,0, 7k).

54. Rozwazamy spacer losowy na Z startujacy w 0. Taki, ze
P(n,n+1) = P(—n, —(n+1)) = p,, P(n+1,n) = P(—(n+1),—n) = ¢, = 1—p,.
oraz P(0,1) = P(0,—1) =1/2
a) Zalozmy, ze dla kazdego n, p, = % Czy jest to spacer rekurencyjny, czy
tranzytywny?
b) Zalozmy, ze p, = 3/4 dla n niepodzielnych przez 3 i p, = 1/10 dla n podziel-
nych przez 3. Czy jest to spacer rekurencyjny, czy tranzytywny?
¢) Znajdz ogoblne kryterium w terminach p,, rozstrzygajace kiedy spacer jest re-

kurencyjny.
d) Zastanow sie, dla jakich wartosci p, Twoje kryterium daje rézne wyniki.

55. Niech G bedzie dowolnym spojnym grafem. Rozwazmy prosty spacer losowy
na GG, tzn. bedac w danym wierzchotku przechodzimy do jednego z jego sasiadow z
takim samym prawdopodobienstwem. Pokaz, ze taki spacer mozna wyrazi¢ w jezyku
sieci elektrycznych. Czy kazdy spacer losowy mozna przeksztatcié¢ na jezyk sieci?
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56. Zbadaj zachowanie spaceréw losowych na ponizszych grafach (sa to fragmenty
nieskoriczonych grafow):

[T

|
|
1T

[T
[TTTTTT

57. Automorfizmem grafu G nazywamy odwzorowanie ¢, ktore jest roznowartosciowe
przeksztatca G na G i takie, ze x i y sa sasiadami wtedy i tylko wtedy, gdy ¢(x) 1 ¢(y)
sg sasiadami. Mowimy, ze G jest sferycznie symetryczny wokot o, jezeli dla kazdych
dwoch wierzchotkow =, y o takiej samej odlegtos$ci od o istnieje automorfizm taki,
ze ¢(0) = o oraz ¢(x) = y. Niech a, bedzie liczba krawedzi taczacych wierzcholki o
odlegtosci n — 1 z n. Pokaz, ze prosty spacer losowy na G jest tranzytywny wtedy i

tylko wtedy, gdy

1 1 1
—f — i — <00
aq (05} Qp,

Zastosuj ten wynik do przyktadow z poprzedniego zadania.

58. Zbadaj drzewo NTiug,¢ przedstawione podczas wykladu. Oszacuj wielkos¢ kuli
o promieniu 7. Uzupelnij argument dotyczacy tranzytywnosci prostego spaceru loso-
wego.

59. Narysuj kilka nieskonczonych drzew o regularnej strukturze. Zbadaj problem
trazytywnosci/rekurencyjnosci prostego spaceru losowego Zbadaj drzewa - kiedy jest
tranzytywnosc, a kiedy rekurencyjnosc
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DODATEK A. ELEMENTY KOMBINATORYKI

Kombinatoryka to dzial matematyki, ktorego przedmiotem jest badanie mozliwych
zestawien i ugrupowar, jakie mozna utworzy¢ z elementéw danego zbioru skonczo-
nego. Dla uproszczenia bedziemy zakladaé, ze rzeczonym skoriczonym zbiorem jest
[n] ={1,2,...,n} dla naturalnego n. Uwaga, tutaj kolejno$¢ elementéw zbioru [n] nie
ma znaczenia. Metody kombinatoryki wykorzystywane sa w wielu réznych dziatach
matematyki - gléwnie jednak w rachunku prawdopodobienistwa oraz teorii liczb.

Przyklad A.1. Ile liczb dwucyfrowych mozna utworzy¢ z elementoéw zbioru [5] =
{1,2,3,4,5}7? Tle sposrod tych liczb ma rézne cyfry?

Definicja A.1. Ciagiem dlugosci k elementéw zbioru [n] nazywamy dowolna liste
(11,19, ...19%) (z wyrdzniona kolejnoscia), gdzie iy,is,...,9x € [n]. Ciag nazywamy
roznowartoéciowym, jezeli i; # 4; dla j # (.

Przyklad A.2. Ile jest roznowartosciowych ciagow dwuelementowych zbioru [n]? Sa
to listy postaci (i1, 12), gdzie i1 # io. Pierwszy element i; moze przyja¢ dowolna z n
wartosci, natomiast i przy ustalonym i; moze przyjac tylko n— 1 wartosci (poniewaz,
i1 # i9). Daje to ostatecznie n-(n— 1) roznowartosciowych ciagow dwuelementowych
zbioru [n].

Lemat A.1. Ze zbioru [n] mozna wybraé nk réznowartosciowych ciggow k-elementowych,
gdzie

nE=nn—-1)(n-2)...(n—k+1).
Dowdd. Pozostawiamy czytelnikowi. Wskazowka: Przyktad A.2. U

Definicja A.2. Permutacja zbioru [n| (n elementowego) nazywamy dowolny roz-
nowartosciowy ciag dtugosci n elementow zbioru [n].

Whniosek A.2. Zbidr [n] posiada n! (czyt. n silnia) réznych permutacji, gdzie

ol — 1 dlan=01lubn=1
1 1-2:3-...-(n—=1)-n  dian>1
Dowdd. Zastosowaé Lemmat A.1 dla k = n. O

Przyklad A.3. lle wyrazow mozna utworzy¢ z liter wyrazu "masto”™ Uwaga: wy-
razem w tym kontekscie jest dowolny zbitek liter, niekoniecznie posiadajacy sens
w jezyku polskim (wiec tutaj “olmas” réwniez jest wyrazem). Kazdemu wyrazowi
utworzonemu z liter wyrazu “masto” zapisanego mjasssts05 odpowiada permutacja
elementow zbioru [5]. Wszystkich wyrazow jest zatem 5! = 120.

Przyklad A.4. Ile wyrazé6w mozna utworzy¢ z liter wyrazu "catka”’ Zauwazmy,
ze przyporzadkowanie ciastsksas z poprzedniego przyktadu zlicza kazdy wyraz dwu-
krotnie, dla przyktadu dwie rozne permutacje (1,2,4,3,5) 1 (1, 5,4, 3,2) odpowiadaja
temu samemu wyrazowi “cakla”. 7 racji tego, ze zbior {2,5} posiada 2! roznych
permutacji, to kazdy wyraz zostanie w ten sposéb zliczony dwukrotnie, co daje osta-
teczny wynik g—: = 60 rownych wyrazéow z liter wyrazu "catka”. Ile wyrazéw mozna
utozy¢ z liter wyrazu "kaaba” “matematyka’?
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Definicja A.3. Kombinacja k elementowa zbioru [n] nazywamy dowolny k-elementowy
podzbior [n].

Przyklad A.5. Rozwazmy zbior [5]. Przyktadem kombinacji dwuelementowej tego
zbioru jest {3,5} ( = {5, 3} poniewaz kolejnos¢ elementow nie ma znaczenia). Ile jest
wszystkich kombinacji dwuelementowych zbioru [5]7 Wskazowka: nie jest to 20.

Lemat A.3. Liczba kombinacji k-elementowych zbioru [n] (n-elementowego) wynosi
(%) (czyt. n po k), gdzie

ny n! o nE

k)  kK-(n—k)! kU

Dowdd. Przy pomocy kazdej kombinacji k-elementowej {iy, s, ...}, poprzez per-
mutacje dolnych indekséw mozemy stworzy¢ réznowartosciowy ciag k-elementowy.
Wszystkich permutacji indeksow jest k!, wiec dostaniemy k! takich ciaggow. W ten
sposob dostaniemy kazdy taki ciag, a lacznie jest ich n® (Lemat A.1). Wiemy wiec,
ze

k! - liczba kombinacji k-elementowych = nk.

i

Kolejnym podstawowym narzedziem kombinatorycznym jest suma. Powiedzmy, ze
mamy do zbadania sume

a1+a2+...+an,

gdzie kazde a; jest w jaki§ sposob okreslong liczba. Notacja ta ma te zalete, ze
przy odrobinie wyobrazni pozwala “ujrze¢” cala sume, tak jakby zostata napisana
w calosci. Kazdy element a; nazywamy wyrazem lub sktadnikiem sumy. Zapis ten
bywa jednak niekiedy niejednoznaczny. Dostepne sa inne mozliwosci, w szczegolnosci
zapis

n

>

k=1

nazywany zapisem Sigma, ze wzgledu na litere grecka ¥ (duze sigma). Notacja ta
kaze wlaczy¢ do sumy dokladnie te wyrazy ag, ktorych indeks k jest liczbg catkowita
zawierajaca sie pomiedzy 1 a n wlacznie. Moéwimy “sumujemy wzgledem £k od 1 do
n wlacznie”. Zmienna indeksowa k jest nazywana zmienna zwiazana ze znakiem X
poniewaz k w ay jest oderwane od czegokolwiek poza sumg. Oczywiscie kazda inna
litera mogtaby pehnié role k£ bez wplywu na wartos¢ sumy.

Zapis ten mozemy uogolni¢ do postaci

Zak lub Zak,
keK P(k)

gdzie pierwszy kaze sumowa¢ po wszystkich k& bedacych elementami K, a drugi gdzie
P(k) jest pewnym zdaniem traktujacym o k, kaze wlaczy¢ do sumy wszystkie te
wyrazy dla ktorych P(k) jest prawdziwe. Dla przykladu, sume wszystkich kwadratow
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nieparzystych liczb catkowitych mniejszych niz 100 mozemy zapisaé

> oo
1<k <100
k nieparzyste

Kluczem do sukcesu przy dzialaniu na sumach jest zdolnos¢ zmiany jednej ¥ ma
druga prostsza lub blizsza celu. Czesto wystarcza zastosowaé¢ pewne podstawowe
prawa transformacji. Niech A, B beda dowolnymi skoniczonymi podzbiorami zbioru
liczb catkowitych. Sume po elementach zbioru A i B mozna przeksztalci¢ za pomoca
3 nastepujacych prostych praw:

E cay = ¢ g ar  (prawo rozdzielnosci)

keA keA
Z (ax + by) = Z a + Z br  (prawo prawo lacznosci)
keA keA keA
IURD IS ST SN
keA keB ke AUB ke ANB

Jak zapisa¢ przy pomocy notacji X prawo przemiennosci? Jednym z podstawowych
probleméw operacji na sumach jest znalezienie jej zwartej postaci.

Lemat A.4. Dla dowolnych rzeczywistych x, y 1 dowolnego naturalnego n mamy

(+y)" =) (Z) akyn Tk,

k
Dowdd. Pozostawiamy jako ¢wiczenie. U

DODATEK B. POJECIE PRAWDOPODOBIENSTWA

Skupimy sie teraz na bardzie formalnym i abstrakcyjnym ujeciu prawdopodobieri-
stwa. Przez Q = {wi,...,w,} bedziemy oznaczaé przestrzen probek (zdarzen ele-
mentarnych), czyli po prostu zbior mozliwych wynikow (pewnego) zdarzenia loso-
wego. Kazdy element w € () bedzie nazywany wiec zdarzeniem elementarnym lub
wynikiem, a kazdy podzbiér A C (2 zdarzeniem.

Przyklad B.1. Rozwazmy rzut trzema réznymi monetami. Wowczas przestrze-
nig probek bedzie Q = {OOO, OOR, ..., ORR, RRR}. lle jest mozliwych wy-
nikoéw? Do opisu zdarzenia "na pierwszej monecie wypadt orzel” obierzemy zbior
A = {000, OOR, ORO, ORR}. Jaki wybra¢ zbior B, zeby opisa¢ zdarzenie "wy-
pady doktadnie dwie reszki™?

Z kazdym wynikiem w; € Q stowarzyszamy liczbe p; = Plw;] - prawdopobobienstwo

zajécia tego wyniku tak, aby p; > 0 oraz p; + --- 4+ p, = 1. Podobnie dla kazdego
zdarzenia A C () okre§lamy jego prawdopodobienistwo przez

PlA] =D Plwl=> pi

Mozna mysleé¢, ze prawdopodobienstwo P przypisuje miare (np. masy) wszystkim
wynikom w € Q. Wtedy P(A) jest miara zbioru A (przyktadowo jego masa).
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Przyklad B.2. Powr6¢my do przyktadu B.1. Wszystkie mozliwe wyniki w rzucie
trzema monetami sa jednakowo prawdopodobne. Skoro przestrzen probek w tym
przypadku ma || = 8 elementow, to prawdopodobieristwo kazdego wyniku w € Q
wynosi P(w) = 5. Wowczas
1
P(A) = P(OOO) + P(OOR) + P(ORO) + P(ORR) = 3
gdzie zbior A dany jest w przyktadzie B.1. Jakie jest prawdopodobienstwo zbioru B?

Analizujac poprzedni przyktad, a doktadniej dobdér wag p; dochodzimy do naste-
pujacego wniosku.

Whniosek B.1. Jezeli w danym eksperymencie losowym wszystkie zdarzenia sq jed-
nakowo prawdopodobne, to prawdopodobienstwo zdarzenia A C Q dane jest wzorem
_ 4

jv!
gdzie |A] 1 || oznaczajq odpowiednio liczbe elementdw zbioru A i zbioru €.

Przyklad B.3. Ze zbioru Q = {1,2,3,...,100} losujemy jedna liczbe. Zaktadajac,
ze wylosowanie kazdej liczby jest jednakowo prawdopodobne, oblicz prawdopodobien-
stwo, ze wylosowana liczba bedzie dwucyfrowa i jej cyfra dziesigtek bedzie wieksza
od jej cyfry jednosci.

P(A)

Lemat B.2. PP spelnia szereg wlasnosci:
e PO =1,
e P[0] = 0;
o P[A¢] =1 —P[A] (A° = Q\ A oznacza dopetnienie zbioru A);
o Jezeli zbiory A i B sq rozlgezne, to P[AU B] = P[A] + P[B];
e Dla dowolnych A i B , PJAU B] = P[A] + P[B] — P[AN BJ;

Dowaod. Pozostawiamy czytelnikowi jako ¢wiczenie. O

Przyklad B.4. Rzucamy dwiema kostkami sze$ciennymi. Oblicz prawdopodobien-
stwo:
a): zdarzenia A — suma oczek na obu kostkach jest rowna 8
b): zdarzenia B — na obu kostkach wypadnie parzysta liczba oczek
¢): zdarzenia C —na obu kostkach wypadnie parzysta liczba oczek i suma bedzie
rowna 8

Definicja B.1. Prawdopodobienistwem warunkowym P(A|B) zajscia zdarzenia A,
pod warunkiem ze zaszto zdarzenia B nazywamy liczbe
P(AN B)

P(B)
Przyklad B.5. Rzucamy dwiema kostkami sze$ciennymi. Oblicz prawdopodobien-
stwo:

P(A|B) =

d): zdarzenia D — suma oczek bedzie réwna 8 pod warunkiem, ze na obu kost-
kach wypadta parzysta liczba oczek.
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Przyktad B.6. Z talii 52 kart wyciagnieto losowo karte. Oblicz prawdopodobien-
stwo, ze jest to dwojka, jezeli wiadomo (pod warunkiem), ze wylosowana karta jest
kierem.

Definicja B.2. Dwa zdarzenia A, B C ) nazywamy niezaleznymi gdy
P(ANB)=P(A)-P(B).

Zauwazmy, ze powyzsza rownosé jest rownowazna P(A|B) = P(A), wiec informacja
o zajsciu zdarzenia B nie wplywa na prawdopodobienstwo zajs$cia zdarzenia A.

Definicja B.3. Trzy zdarzenia A, B, C' nazywamy zdarzeniami niezaleznymi, jezeli
sg parami niezalezne i ponadto zachodzi wzor

P(ANBNC)=PAPB)PC).
Przyklad B.7. Rzucamy raz symetryczng kostka do gry. Sprawdz czy zdarzenia A

i B sa niezalezne gdy A — otrzymamy parzysta liczbe oczek; B — otrzymamy liczbe
oczek podzielng przez 3.

Przyklad B.8. (Niezalezne rzuty niesymetryczna moneta)

DODATEK C. ZMIENNE LOSOWE I WARTOSCI OCZEKIWANE
Do opisu zdarzenia losowego czesto przydaja sie pewne wielkosci liczbowe.

Definicja C.1. Zmienng losowa, nazywamy funkcje X : (2 — Z o argumentach w
zbirze probek i wartosciach catkowitych (ogolnie rzeczywistych).

Przyktad C.1. Kontynuujac przyktady B.1 oraz B.2. Okreslmy zmienng losowa
X:Q — R przez X(w) = liczba ortow w wyniku w. Przykladowo X(ROR) =11
X(ROO) = 2.

Definicja C.2. Definiujemy warto$¢ oczekiwang zmiennej losowej X jako srednig
wazong,

EX =) X(wPw) =Y X(wk)ps
weN k=1

Przyklad C.2. Rzucamy kostka, niech Y oznacza wynik (2 ={1,2...,6}iY(w) =

wdlaw € Q). Wtedy

1
EY =—--1+---—- 6=3,5.
6 * 6 ’

Przyklad C.3. Zal6zmy teraz rzucamy dwukrotnie kostka, wowczas Y - suma oczek
otrzymanych w dwoch rzutach kostka. Wowcezas Q = {(wy,w2) @ 1 < wp,wy < 6}
Y(wl, wg) = Wi + Wo. St@d

EY =...=71.
Zauwazmy, ze do tego samego wyniku mozemy dos¢ bardziej naturalny sposéb. Za-
uwazmy, ze Y = Y) + Y5, gdzie Y; to liczba oczek otrzymana w pierwszym rzucie, a
Y, w drugim. Zauwazmy, ze

EY = Y Y(wg)Pw) = > Yi(wi)Plwi) + Y Ya(wp)P(wi) = EY; +EYa.

wi €N wi €N wEEN
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Skoro Y;, @ = 1,2 jest wynikiem w jednym rzucie kostka, to EY; = 3,5, wiec z
przyktadu C.2
EY =EY, +EY, = 7.

Lemat C.1. Niech X, ¢ X5 bedg zmiennymi losowymi. Wowczas zmienna losowa X
zadana przez X (w) = Xj(w) + Xo(w) (w skrocie X = X, + Xo) spetnia

EX =E(X; + Xy) =EX; + EXs.
Dowdd. Dowod pozostawiamy czytelnikowi. Wskazowka: przyktad C.3. Il
Przyktad C.4. Kontynuujac przyktady B.1, B.21 C.1,

3
EX = 0P(RRR) + 1P(ORR) + ...+ 3P(O00) = ... = 7
Jak usprawnié¢ te obliczenia?

Przestrzen ) moze by¢ bardzo duza, np. do opisu 13 kart, jakie jeden z graczy moze
otrzymac¢ w brydzu, |Q| = (‘;’3) = 635013559600. W takim przypadku zdarzenia staja
sie trudne do opisania, a ich prawdopodobienstwa trudne do wyliczenia. Dlatego
czesto przydaje sie inne spojrzenie na wartos¢ oczekiwang EX i zmienng losowa X.

Definicja C.3. Rozkladem zmiennej losowej X nazywamy ciag px dany wzorem
px (k) =P(X =k) =P(w: X(w) = k).

Przyklad C.5. Powyzsza definicje bedzie najtatwiej zrozumie¢ powracajac do przy-
ktadu C.1. Przez {X = k} rozumiemy te zdarzenia elementarne w € €2, dla kto-
rych X(w) = k. Jezeli X oznacza liczbe orlow przy rzucie trzema monetami, to
{X = 1} beda stanowié¢ te wyniki, ktore maja jednego orla, wiec {X = 1} =
{ORR, ROR, RRO}. Podobnie {X =0} = {RRR}i{X =2} = {OOR,ORO, ROO}.
Mamy wiec
3 1 3

pr()=BX=1)=2,  px(0)=PB(X=0)=, ux(2)=PF(X=2)=">
Przyklad C.6. (Rozklad Bernoulliego) Rozwazmy n niezaleznych rzutéw mo-
neta, na ktorej orzel wypada z prawdopodobienistwem p € [0,1] a reszka wypada z
prawdopodobienistwem ¢ = 1 — p. W tym przypadku kazde zdarzenie elementarne
w € () bedzie ciagiem n znakow O lub R. Niech R(w) = liczba reszek w ciagu w i
O(w) = liczba ortow w ciagu w. Wowczas R(w) + O(w) = n. Dlaczego? Zauwazmy,
ze R,O: Q) — 7Z sa zmiennymi losowymi. Mamy

P(w) = p?@ (1 — p)Fl) = pO)(1 — p)n=0«) € Q.

Dlaczego? Zastanowmy sie teraz nad rozkladem zmiennej O. Interesuje nas P(O =
k), dla 0 < k < n (dlaczego?). Przypomnijmy, ze {O = k} jest zbiorem tych
zdarzen elementarnych w € €, dla ktorych O(w) = k, czyli tych, ktore posiadaja
w sobie k ortow. Tych zdarzen jest (Z) (dlaczego?) i kazde z nich ma jednakowe
prawdopodobienistwo = pF(1 — p)"~*. W efekcie

po(k) =P(O=k)= Y Pw = Y pl-p*= (Z)pk(l —p)"

we{O0=k} we{O0=k}
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Moéwimy, ze zmienna losowa (w tym przypadku O) ma rozklad Bernoulliego z
parametrami n i p, co zapisujemy w skrocie B(n, p), jezeli

p(k) = (Z)pk’(l —p)"

Przyklad C.7. (Rozklad geometryczny) Przypusémy, ze mamy do dyspozycji
monete, na ktorej orzel wypada z prawdopodobieristwem p € (0,1) a reszka wy-
pada z prawdopodobienistwem ¢ = 1 — p. Moneta rzucamy monetg az do momentu
uzyskania pierwszego orta. W tym wypadku przestrzen zdarzen sktada sie z cia-

gow reszek zakonczonych ortem i jednego nieskoriczonego ciggu reszek, dokladnie]
Q2 = {0,RO,RRO, RRRO, ...} U{RRRRR...}. Jezeli w, € Q) sklada sie z k — 1

reszek i orta na koticu, to
P(wy) = (1 —p)*'p.

Jakie jest prawdopodobienistwo nieskoriczonego ciagu reszek RRRRR ...7 Jesli przez
T (w) oznaczymy chwile wypadniecia pierwszego orta, to T': Q0 — Z staje sie zmienna
losowa i {T' = k} = {wy}, wiec znamy rozktad zmiennej T’

pr(k) =P(T' = k) = (1—p)*'p

i nazywany jest on rozkladem geometrycznym z parapetem p, oznaczanym krotko

G(p).

Postugujac sie rozktadem jesteSmy w stanie oblicza¢ wartosci oczekiwane zmien-
nych losowych zdefiniowanych na bardzo duzych przestrzeniach. Zauwazmy, ze tozsa-
mo$¢ zapisana w nastepnym lemacie nie odwotluje sie w jawny sposob do €2, a jedynie
do rozktadu px zmiennej X.

Lemat C.2. Niech X: Q) — Z bedzie zmienng losowg. Wowczas

EX =) kux(k) =) kP(X =k).

Dowdd. Na mocy definicji wartosci oczekiwanej mamy
EX =) X(w)P(w).
weN

Rozwazmy zdarzenia Ay = {X = k}. Wowcezas, jezeli w € A, to X(w) = k.
Dodatkowo kazde zdarzenie elementarne nalezy do doktadnie jednego ze zbiorow Ay.
Mozemy zatem pogrupowaé wyrazy powyzszej sumy (7 >° o =D ;D 4, ”) i0trzy-

EX = > Y XwPw) =Y > kPw)

k weAg k weAg
= SR Pw) = D KP(A) = D KP(X = k) =Y kpx(k).
k wEA k k k
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Przyklad C.8. Zaldzmy, ze zmienna X ma rozklad Bernoullliego B(n,p). Jaka
jest jej warto$é oczekiwana EX? Zauwazmy, ze na mocy Lematu C.2 posiadamy
wszystkie potrzebne informacje, poniewaz

EX = Ii:okux(k) = ;k(@pk(l —p)" "

Mamy, podstawiajac j =k — 1

n n—1
n—1 _ n—1—(k— n—1 j n—1)—j
EX = E np(k_l)pk 1—p)t-k 1):npg ( i )pj(l—p)( D=0 —np-1.
k=1 Jj=0

Przyklad C.9. Zalozmy, ze zmienna X ma rozklad geometryczny G(p). Interesuje
nas wartos¢ oczekiwana [EX. Podobnie jak poprzednio, dlag=1—p

EX =) k(1—p)'p=p(l—p)") ki
k>1 k>1
Podstawowa trudnoscia tutaj jest uporanie sie z suma Zkzl kq*. Zauwazmy w tym
celu, ze k = Z?Zl 1. Mamy

DT 3 LIS SR SRS 3 3y S PRI

]_ _
k>1 k>1 j=1 k21, k>j>1 J>1k>j J>1 k>j j>1 q

Ostatecznie otrzymujemy

1
EX = —.
p
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ZADANIA KWALIFIKACYJNE

1. Pewien matematyk nosi w kieszeniach (lewej i prawej) po jednym pudetku zapalek.
Ilekro¢ chee zapali¢ papierosa, siega do losowo wybranej kieszeni. Wyznaczy¢ praw-
dopodobienistwo, ze gdy po raz pierwszy wyciagnie puste pudetko, w drugim bedzie
k zapaltek. W chwili poczatkowej matematyk ma dwa pelne pudetka z m zapatkami
w kazdym.

2. Dwie osoby rzucaja po n razy symetrycznag moneta. Znalezé prawdopodobienistwo,
ze kazda z nich otrzyma taka sama liczbe ortow.

3. Gracz startuje z kapitalem k. W kazdej rundzie rzuca moneta, jezeli wypadnie
orzel wygrywa 1, w przeciwnym razie traci 1. Gracz konczy gre, gdy jego kapital
osiggnie poziom n lub zbankrutuje. Oblicz prawdopobobienistwo zakonczenia gry
przez gracza z kapitatem n.

4. Policja w Nowym Yorku probuje ztapac¢ przestepce znajdujacego sie w punkcie ®.
Obstawita cze$¢ ulic, ale nie wszystkie. Przestepca w kaz-

dym kroku porusza sie losowo (tzn. z prawdopobobien- * *
stwem 1/4 w kazdym z mozliwych kierunkow). Jezeli wpad-
nie na policje e zostaje ztapany, jezeli dotrze do jednego z @ g
pol o ucieka. Oblicz prawdopobobienistwo, ze uda mu sie
uciec. &

5. Alicja i Bill rzucaja symetryczng moneta tak dlugo, @ °
az wypadnie OOR lub ORR. Alicja wygrywa, gdy wzorzec
OO R wypadnie jako pierwszy, natomiast Bill, gdy wypadnie L ®
ORR. Oblicz prawdopobobienistwo, ze gre wygra Alicja.

(Uwaga: jest ono rozne od 1/2).




