SPACERY LOSOWE NA SKONCZONYCH GRAFACH!

DARIUSZ BURACZEWSKI

1. LANCUCHY MARKOWA I MIARY STACJONARNE

Przyktad 1.1. Rozwazmy spacer losowy na Q = {0,1} zdefiniowany nastepujaco. Cza-
steczka poczatkowo znajduje sie w punkcie 0. Rzucamy monetg mg, niekoniecznie syme-
tryczng. Jezeli wypadnie orzelek, z prawdopobobienistwem p, to czasteczka przemieszcza
sie do 1, w przeciwnym razie pozostaje w 0. W punkcie 1 uzywamy monety mi, w ktorej
orzetek wypada z prawdopobobienistwem ¢. Jezeli wypadnie orzel, to czasteczka idzie do 0.
Oznaczmy przez Xy, X1,... kolejne pozycje czasteczki. Xy = 0, ale kolejne pozycje sa
juz losowe:
PX; =0[Xo=0]=1-p, PX;=1Xo=0]=p.

W drugim kroku:

P[Xy =0[Xo=0] = (1-p)*+pg,

PXe=1Xo=0 = (1—-p)p+p(l—q).

Wygodnie jest uzywacé¢ macierzowej notacji. Reguly rzadzace spacerem zapiszmy w postaci

macierzy:
lL—=p p
P p—
< q FQ>

Oznaczmy przez pi; rozktad zmiennej losowej X;,2 tzn.
e = (P[X; = 1|Xo = 0], P[X; = 1] X = 0])
Zauwazmy
po=(1,0), 1 =polP, ... pn=poP"
(powyzej wektory piszemy jako wiersze).

Chcemy zrozumie¢ jak wyglada zachowanie X; (czy tez u¢) dla duzych wartosci t. W
szczegblnosci chcemy zrozumied, czy rozklady stabilizuja sie po pewnym czasie lub daza do
jakiej§ granicy. Jezeli tak, to oznaczmy te granice przez m. Powinna ona spelniaé

T =T7P.
Y.atwo obliczy¢, ze wéwczas m powinno by¢ postaci
q p
m(0) = —, m(l) = ——.
(0) o (1) P
Zdefiniujmy
Et = ,LLt(O) — W(O)
Wowcezas
etr1 = p(0)(1 —p) + (1 — 1(0))g — m(0)
= m(0)(1=p—q)+m(0)(p+q) —7(0)
= (1-p—qe.
Zatem, jezeli 0 < p+q < 2, to
lim 1(0) = m(0) oraz lim p;(1) = m(1).
t—o0

t—00
'Skrypt powstal na bazie wykladu Spacery losowe na skoticzonych grafach, ktory odbywal si¢ wiosna
2015 roku na Wydziale Matematyki i Informatyki Uniwersytetu Wroclawskiego.
2przez t bedziemy oznaczaé czas
1
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Zauwazmy, ze jezeli p+ ¢ = 1 (np. p = ¢ = 1/2), to niezaleznie od pp, 1 = 7. Ponadto
1 — p — q jest wartoscia wlasng macierzy P (wrocimy do tej wlasnosci pozniej)

1.1. Lanicuchy Markowa. Powyzszy przyktad jest taricuchem Markowa. Bedziemy uzy-
wac tej samej notacji.
o {X;}ien bedzie oznaczaé proces losowy na skoriczonej przestrzeni ;
e P - macierz przejscia; P bedzie macierza stochastyczna o wymiarach || x €], tzn.
taka, ze jej wyrazy sa nieujemne oraz

ZP(w,y):l Vo € Q.
yeQ

o 13 - rozktad Xy
e 7 - miara stacjonarna procesu {X;}, tzn. miara spetniajaca m = wP.

Lancuch Markowa {X;} jest to process bez pamieci, tzn. taki, ze Xy11 zalezy wylacznie
od X;. Dokladniej

Definicja 1.1. Cigg zmiennych losowych {X;} o wartosciach w  nazywamy (jednorod-
nym) lancuchem Markowa z macierza przejécia P jezeli dla kazdych z,y € Q oraz
Ty L1y -y Lg—1 MaMy

PXip1 =yl Xo =20, X1 =21,..., X1 =241, Xy = 2] = P[Xiy1 = y| Xy = 7]
P(z,y).

Naszym celem jest otrzymanie podobnych wynikéw jak powyzej, tj. opisanie miar sta-
cjonarnych dla konkretnych przyktadéw oraz tempa zbieznosci p; to 7.

Podobnie jak w przykladzie mamy:
pir = poP*.

Troche oznaczen: Czesto bedziemy oznaczaé zaleznosé X; od poczatkowego rozktadu pg = p
i bedziemy pisa¢ P, i E, dla odpowiedniego prawdopodobienistwa i wartosci oczekiwanej.
Zazwyczaj |4 = d; jest miarg skoncentrowang w pewnym stanie x € ). Wowczas piszemy
po prostu: Py i E,.
Wtedy
P.[X: = y] = Ps, [X: = y] = P[X; = y| Xo = 2] = P'(x,y).

Definicja 1.2. Lancuch Markowa jest nieredukowalny jezeli dla kazdych dwo6ch stanow
x,y € Q istnieje t € N takie, ze P!(z,y) >0

Definicja 1.3. Niech T'(z) = {t : P!'(z,z) > 0}, wowczas NWDT'(x) nazywane jest
okresem stanu x. Lancuch Markowa jest aperiodyczny jezeli okres kazdego stanu wynosi
1.

Zazwyczaj bedziemy zakladaé, ze badane taricuchy Markowa sa nieredukowalne i aperio-
dyczne.

Przyktad 1.2. Rozwazmy spacer losowy na Z,, = {0,1,...,n — 1} zdefiniowany nastepu-
jaco: X1 = Xy £1 mod n, gdzie +11 —1 sa wybrane z prawdopobobienstwem 1/2. Jezeli
n jest liczba parzysta, to spacer ten jest periodyczny. Okres kazdego punktu jest wowczas
rowny 2. Bedziemy unika¢ takiej sytuacji rozwazajac tzw. ’leniwy spacer losowy’, gdzie
piechur pozostaje w swojej pozycji z prawdopobobieristwem 1/2 i przechodzi sasiadow z
prawdopobobienistwem 1/4.
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Lemat 1.1. Jezeli taricuch Markowa jest nieredukowalny, to wszystkie punkty majqg ten sam
okres.

Lemat 1.2. Jezeli taricuch Markowa jest nieredukowalny 1 aperiodyczny, to istnieje M takie,
ze P'(x,y) > 0 dla wszystkich x,y € Q orazt > M.

1.2. Miara stacjonarna.

Definicja 1.4. Miare probabilistyczng nazywamy miarg stacjonarng taricucha Markowa,
jezeli m = P, tzn.

m(y) = Z m(z)P(x,y) v,y € Q.
€N

Jezeli Xg ma rozktad m, to rowniez X; ma rozktad 7. Jak zobaczymy ponizej dla dowol-
nego tanicucha nieredukowalnego i aperiodycznego rozktady X; zbiegaja do miary stacjonar-
nej.

Przyktad 1.3. Proste spacery losowe na grafach. Graf G = (V| E) sktada sie ze
zbioru wierzchotkéw V' oraz zbioru krawedzi E, gdzie E zbiorem nieuporzadkowanych par
wierzchotkow:

Ec{(z,y): z,yeV,x#y}.
Jezeli (z,y) € E, to wierzcholki z,y nazywamy sasiadami i oznaczamy z ~ y. Stopniem
wierzchotka x € V' nazywamy liczbe jego sasiadow i oznaczamy deg(z).

Na danym grafie G = (V, E) definiujemy prosty spacer losowy. Jest to laricuch Markowa
na przestrzeni stanéw V' z macierza przejscia

1 c . N
P(z,y) = Tea(@) jezeli y . T -
0 W przeciwnym razie
Gdy taricuch znajduje sie w wierzchotku x, to wybiera losowo (jednostajnie) jednego z jego
sasiadow i przechodzi do niego. Jezeli graf jest spdjny, to spacer jest nieredukowalny.

Latwo jest wowczas wyznaczy¢ miare stacjonarng spaceru losowego. Mianowicie

deg(y
) = S
jest miara stacjonarna, gdyz
deg(z 1 deg(y
wP) = X @) Pla) = Y ) o = SR ()

€N x~y
Zauwazmy, ze jezeli graf G jest d-regularny (kazdy wierzcholek ma ten sam stopieri rowny
d), to 2|E| = d|V| i miara jednostajna 7(y) = 1/|V] jest stacjonarna.

Twierdzenie 1.3. Kazdy nieredukowalny i aperiodyczny taricuch Markowa posiada jedyng
stacjonarng miare.
Miara ta zadana jest wzorem
m(r) = ——.
( ) ExT;—

Ponadto m(z) > 0 dla kazdego x € §2

Teraz pokazemy istnienie miary stacjonarnej. Pozniej, w twierdzeniu (2.4), udowodnimy
ze rozktady p; zbiegaja szybko do 7 oraz, ze miara stacjonarna musi by¢ jedyna.
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Definicja 1.5. Dla kazdego x € ) definiujemy pierwszy czas powrotu do z:
Ty = min{t > 0: X; =z},

jest to pierwszy moment, gdy taricuch znajduje sie w z. Bedziemy chcieli wyréznié¢ sytuacje,
gdy proces startuje z x i po raz pierwszy wraca do . W tym celu definiujemy pierwszy
dodatni czas uderzenia

7',;' =min{t >1: X; =z}
Obie definicje réznig sie jedynie dla punktu startu.
Lemat 1.4. Dla kazdych dwdéch stanéw x,y € Q nieredukowalnego i aperiodycznego taricucha
Markowa zachodzi

Exv'zj < 0.
Dowdd. 7 lematu 1.2 istnieje M takie, ze dla kazdych dwoch stanow x,y € Q, PM(z,y) > 0.

Oznaczmy

e = min PM(z,y) > 0.
$7y

Wtedy dla dowolnego k£ > 0
Po[r,f > kM] < P.[Xpm #yir, > (k—1)M]
= > Pu[Xpem # 4, Xy = 217, > (k—1)M]

2#£Y
= D PuXem AyiT > (k= )M X 1)y = 2APX -1y = 2]
27y
= > Pu[Xenr # Y Xmnyur = 2IPalry > (k — V)M |X_1yar = 2|P[X om1yar = 2]
27y
= ZPz[XM # Y|Pe[r, > (k= 1)M i X(x_1)ps = 2]
27y
< (1—g)Pylr,] > (k—1)M]
< <(1-e)

Dalej mamy

Eor) =Y Pl >4 <> MP[r, > kM| <MY (1-¢)" <o
t>0 k>0 k>0

Dowdd Twierdzenia 1.3. Ustalmy dowolny z € Q. Zdefiniujmy

m(y) = E,[liczba wizyt w y przed pierwszym powrotem do z|
o

= ZPZ[Xt =y, 7, >t
t=0

Powyzsza wartosc¢ jest oczekiwang liczba wizyt w y przed pierwszym powrotem do z. Jezeli
y =z, to T(z) = 1. Wartos¢ ta jest skoniczona, gdyz 7(y) < E,7 < oo (Lemat 1.4).



Pokazemy, ze 7 jest miarg niezmienniczg (tzn. 7P = 7):

#P(y) = Y #(z)P(z,y)

e
oo
= ZZPZ[Xt:xaTj >t]P(ZE,y)
zeQ t=0
00
- ZZPZ[Xt = l‘,Tj > t]P(xay)
t=0 z€Q

oo
= Y PXpp =y, >t +1]
t=0

o0

= > PUX =y, 7 >t
t=1
o0
= %(y) - IPJZ[AXO =Y, Tz+ > O] + ZPZ[Xt = vaj = t]
t=1
= 7(y) —P.[Xo =y + P[X + =y
= 7(y)

T jest wiec miarg niezmiennicza. Nalezy ja jednak znormalizowaé, aby otrzymaé¢ miare
stacjonarng (probabilistyczna). Zauwazmy, ze

Z 7(z) =E, 7.

€N
Zatem _
(%
x(z) = 2
E.7
jest miara stacjonarng i probabilistyczna. W szczegdlnodci przyjmujac z = = otrzymujemy
1
m(x) =
(z) E,m

1.3. Odwracalne laricuchy Markowa.

Definicja 1.6. Niech {X;} bedzie taricuchem Markowa na przestrzeni stanoéw 2 z macierza
przejscia P. Miara probabilistyczna 7 na {2 jest nazywana odwracalng dla tanicucha jezeli
dla dowolnych x,y € 2 mamy

(1.5) m(x)P(x,y) = 7(y) Py, ).
Yaricuch Markowa jest nazywany odwracalnym jezeli istnieje dla niego odwracalna miara.

Lemat 1.6. Jezeli m jest miarg odwracalng dla pewnego tancucha Markowa, to jest rowniez
dla niego miarg stacjonarng

Dowdd. Korzystajac z powyzszej definicji oraz stochastycznosci macierzy P:

7P(x) = 3 7(y)Ply.a) = 3 (@) P(a,y) = ()

yeQ yeQ



7 powyzszego lematu wynika, ze jezeli macierz przejécia P jest symetryczna, to miara
jednostajna jest miara symetryczng.
Zauwazmy, ze jezeli taricuch jest odwracalny, to dla kazdego n:
P, [Xo =x0,..., X, = xn] = m(xo)P(xo,z1)... P(xpn_1,2n)
= 7(zn)P(xn,xn-1)... P(x1,20)
= Pr[Xo=2n, X1 =2p_1,..., X, = 20
Zatem rozkltad (Xo, X1,...,X,) jest taki sam jak rozktad (X, Xp,—1,...,X0), co wyjasnia
pojecie odwracalnosci (odwracajac czas otrzymujemy ten sam proces).
1.4. Przyktlady.
Przykltad 1.4. Prosty spacer losowy na grafie (przyktad 1.3) jest odwracalny. Przypo-
mnijmy, ze miara m(x) = deg(z)/2|E| jest stacjonarna. Mamy:
deg(z) Loyt _ lonyy
P = . = = P

Przyklad 1.5. Rozwazmy zmodyfikowany spacer losowy na Z,. Czasteczka porusza sie
zgodnie ze wskazowkami zegara (+1) z prawdopobobieristwem p i w przeciwna strone z
prawdopobobieristwem 1 — p. Wowczas miarg stacjonarng jest miara jednostajna: w(k) =

1/n, gdyz

7P(y) = 3 ()P, K) = nlk — Dp + lk + 1)1~ p) = - = (k).
JE€Lp

Jezeli jednak p # 1/2, to miara ta nie jest odwracalna:
1—
(k) Plek+1) =2 £ ~—L = n(k + 1)P(k + 1,k).
n n

Przyklad 1.6. Spacer losowy na n-hiperkostce. n-hiperkostka jest to graf, ktérego
wierzcholtkami sa ciagi binarne diugosci n, tzn = {0,1}". Dwa wierzchotki sa polaczone
ze sobg krawedzia jezeli r6znig sie doktadnie na jednej wspotrzednej. Tak wiec kazdy wierz-
chotek ma doktadnie n sasiadéw. Prosty spacer losowy polega na przejéciu z wierzchotka
x = (z1,...,%,) do jednego z jego sasiadow z prawdopobobieristwem 1/n (jak w przykta-
dzie 1.3). Dla n = 3 jest to prosty spacer losowy po wierzcholkach szescianu. Zatem miara
jednostajna jest miara stacjonarng. Zauwazmy, ze spacer ten jest periodyczny. Istotnie,

jezeli spacer losowy startuje w (0, ...,0), to w t-tym kroku liczba jedynek w X; ma te sama
parzystos¢, co t. Zatem do punktu wyjscia (0,...,0) mozemy wrocié jedynie w parzystych
krokach.

Czesto rozwaza sie leniwy spacer losowy, gdy czasteczka zostaje w danym wierzchotku
w prawdopobobieristwem 1/2, a z prawdopobobienstwem 1/2 przechodzi jednostajnie do
jednego z sasiadow. Spacer ten jest aperiodyczny i miara jednostajna jest jego miara sta-
cjonarng.

Przyklad 1.7. Proces urodzin i $mierci. Jest to proces na przestrzeni stanow {2 =
{0,1,...,n}. W kazdym kroku pozycja moze zmienié¢ sie maksymalnie o jeden. Wygodnie
jest mysle¢, ze aktualny stan symbolizuje rozmiar populacji. Macierz przejscia zalezy od
trzech ciagow: {(pk, 7k, qr)} o, gdzie:

e py;. jest prawdopobobieristwem przejscia z k do k+ 1, dla 0 < k < n;

e (; jest prawdopobobieristwem przejécia z k do k —1,dla 0 < k < n;

e 1. jest prawdopobobieristwem pozostania w k, dla 0 < k < n;



® pr+7k+q=1
e qo=p,=0
YLatwo sprawdzi¢, ze jest to proces odwracalny. Mianowicie miara

H Pl F0)=1
=1
jest odwracalna, tzn zachodzi

pr—17(k — 1) = g7 (k),

czyli rownanie (1.5) jest spelnione. Zatem miara

jest stacjonarna.

1.5. Spacery losowe na grupach. Niech p bedzie miara probabilistyczng na skoiiczone;j
grupie G. Bedziemy rozwaza¢ lewe spacery losowe na grupie G zadane przez macierz
przejscia

P(g,hg) = p(h).

Woweczas jezeli Xg = e oraz g1, ..., g jest ciagiem i.i.d., to

Xt =gt-..01.
Powyzej poznalismy przyktady

e Prosty spacer losowy na Z,. Wowczas: G = Zy, = 1/2(0_1 + d41).

e Prosty spacer losowy na hiperkostce. Nalezy utozsami¢ hiperkostke z Z% i miare
i polozy¢ jednostajnie na elementach e;, ktére maja 1 na j wspolrzednej i 0 na
pozostaltych.

e Podobnie mozna opisac leniwe spacery losowe na Z, i Z3.

Lemat 1.7. Niech U bedzie jednostajng miarg probabilistyczng na grupie G, tzn. U(g) =
1/|G|. Wéwczas dla dowolnego spaceru losowego na G, U jest miarqg stacjonarng.

Dowdd. Niech u bedzie miarg opisujaca spacer losowy na G. Wowczas:

=Y " U(h)P(h,g) |G|Z 9.9) |G|Zu =U(g).

heG keG keG

2. PAROWANIE I MIESZANIE

2.1. Norma calkowitego wahania. Wiemy juz, ze spacery losowe posiadajg miare stacjo-
narng. Do tej pory nie pokazaliémy jednak bezposredniego zwiazku (poza formuly definiu-
jaca stacjonarno$¢) pomiedzy spacerem, a miarg stacjonarng. W tym rozdziale pokazemy, ze
rozktad spaceru zbiega do miary stacjonarnej. Gtéwnym celem wyktadu bedzie opis tempa
zbieznosci dla konkretnych przyktadow.

W tym celu musimy umie¢ mierzyé¢ odlegto$é pomiedzy miarami. Najbardziej naturalna
jest tzw. norma catkowitego wahania (jak zobaczymy ponizej pochodzaca od normy I').
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Definicja 2.1. Norme catkowitego wahania (ang. total variation distance) pomiedzy
dwoma miarami probabilistycznymi p i v definiujemy nastepujaco

i = vlhrv = ma |u(4) - v(A).
Zatem odlegto$¢ pomiedzy dwoma miarami probabilistycznymi jest réwna maksymalnej
réznicy ich wartosci przyporzadkowanej pojedynczemu zdarzeniu. Zauwazmy, ze

o |1 —v|rv =0 wtedy i tylko wtedy gdy p = v.

o |u—v|rv <1, aréwnosé zachodzi, gdy miary maja roztaczne nosniki.

Przyktad 2.1. Powr6émy do przyktadu 1.1. Przypomnijmy

P:<1—p p ) ﬂ:<q7p>
g 1l—g¢q p+a p+q

Zatozmy, ze py = (1,0). Wowezas sa jedynie 4 mozliwe zdarzenia: 0,{0},{1},{0,1} i jak
tatwo widac

lpe = mllrv = e = P(0,0) — m(0) = (1) — P(0,1),
dla &; = p(0) — 7(0). Jak wiemy &, = (1 — p — q)’ep. Zatem odlegtosé¢ u; od m maleje
wyktadniczo szybko.

Lemat 2.1. Dla dowolnych miar probabilistycznych na ) zachodzi
1
e =vlirv =5 Dolu@) —v(@) = D (u(x) - v(@)
€N {z: p(x)>v(x)}
Dowdd. Niech

B={x: p(x) = v(z)}
i niech A C Q bedzie dowolnym zdarzeniem. Woéwczas

1(A) = v(A) < p(AN B) = (AN B) < p(B) — v(B),
Zauwazmy rowniez, ze
u(B) = v(B) = v(B) — u(B°).
Rozumujac analogicznie
u(A) — v(4) < w(AN B) = (AN B) < v(B°) — u(B°) = p(B) - v(B).
Zatem
max |u(A) = v(A)] < w(B) - v(B) = v(B%) - u(B°)

i jednoczesnie maksimum to jest przyjete dla A = B. stad

I = vlirv = u(B) = v(B) = Y (u(x) - v(z)).

zeB
Ostatecznie
b= virv = 3 (u(B) —(B) + v(B°) — u(B))
= 53 lu(x) —va)].
€N

O

Whniosek 2.2. Norma catkowitego wahania spetnia nierdwnosé triojkgta, tzn dla trzech do-
wolnych miar probabilistycznych v, u,n zachodzi

= vty < [l —nllrv + 1 —v|rv.



2.2. Parowanie.

Definicja 2.2. Parowaniem (ang. coupling) dwoch miar probabilistycznych p i v na-
zywamy pare zmiennych losowych (X,Y) zdefiniowanych na tej samej przestrzeni proba-
bilistycznej Q taka, ze X ma rozklad u, a Y rozktad v. Tzn. parowanie (X,Y) spehia
PIX = a] = p(x) i P[Y = y] = v(y).
Przyktad 2.2. Niech p = v =1/2(d9 + 01). Przyktadami parowania sa

e para (X,Y) niezaleznych zmiennych losowych taka, ze P[X = z,Y = y] = 1/4 dla

wszystkich z,y € {0,1};
e para (X,Y) taka, ze X =Y, tzn. PIX =Y =2z] =1/2 dla z € {0,1}.
Przyklad pokazuje, ze parowanie jest opisane przez wspoélny rozklad (X,Y) na  x Q,

czyli przez wartoéci
Jezeli miary p i v sa réwne, to mozna zdefiniowaé¢ parowanie takie, ze X = Y prawie

wszedzie.
Istnieje zwigzek pomiedzy parowaniem, a norma catkowitego wahania:

Twierdzenie 2.3. Niech p i v bedg miarami probabilistycznymi na Q. Wéwczas
| — v||rv = Inf{P[X # Y] : (X,Y) jest parowaniem 1 i v}.
Ponadto istnieje parowanie, dla ktorego powyzsze infimum jest przyjete.
Dowod. W terminach powyzszej macierzy q, chcemy znalez¢é parowanie, ktére ma jak naj-

wieksza mase na diagonali. Latwo powyzej pokaza¢ nierownosé. Niech (X,Y') bedzie do-
wolnym parowaniem miar g i v i niech A C €2 bedzie dowolnym zdarzeniem. Wtedy

p(A) —v(A)=PX € A]—PY e A]<PX €AY ¢ A] <P[X £Y].
Zatem
| — v|lry < inf{P[X #Y]: (X,Y) jest parowaniem p i v}.
Pozostaje skonstruowaé¢ parowanie realizujace infimum. Zatem chcemy, aby X bylto réwne
Y na jak najwiekszym zbiorze. W tym celu zapiszemy ||u — v||Tv w nieco inny sposob.

Niech
p= " min{u(z), v(2)}.
e

Wtedy

p=" min{u(z), v(z)} = s+ Y )
20 s (@) <(@)) {a: w(@)>v(2)}

(X s ¥ @) X - X aw)

{z: p(z)<v(z)} {z: p(x)>v(z)} {z: p(x)>v(z)} {z: p(z)>v(z)}

=1- > (se) (@) =1~ vlv.
{z: w(@)>v(z)}
Ostatnia réwnos¢ wynika z lematu 2.1. Zatem
lw—=viTv =1-p.
Musimy wiec znalez¢ parowanie takie, ze

PX = Y] =p.
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Znalezienie parowania polega na zdefiniowaniu funkcji ¢(z,y) = P[X = z,Y = y|. Za-
uwazmy, ze p=P[X =Y] =) q(x,x). Jednoczesnie dla kazdych z,y: q(x,y) < p(z) oraz
q(z,y) < v(y). Zatem na diagonali mozemy polozy¢ co najwyzej min{u(z),v(x)}.

W tym celu postepujemy nastepujaco. Definiujemy trzy miary probabilistyczne (sprawdz,
ze s to istotnie nieujemne miary probabilistyczne):

min{u(x), v(z)}

Yp(z) = ) ;

_ ple) — min{pu(z), v(z)}
fVX('r) - 1_p )
() = V(y)mllnilﬁy)w(y)}

a nastepnie definiujemy pare (X,Y). Rzucamy moneta, w ktorej orzel wypada z prawdo-
pobobienstwem p:

e jezeli wypadnie orzel, to ktadziemy X=Y=Z, gdzie Z jest zmienng wylosowang
wzgledem miary yp;
e jezeli wypadnie reszka, to losujemy niezaleznie X wzgledem miary vy i Y wzgledem

miary vy.
Oczywiscie
P[X = Y] = P[wypaduie orzel] = p.
Pozostaje do sprawdzenia, ze jest to rzeczywiscie parowanie. Z definicji vx wynika
p=pyp+ (1 =p)rx.
Ponadto P[X = z,Y = z oraz wypadta reszka] = 0 dla kazdego = € Q. Stad
PX =2 = P[X =Y = x oraz wypadl orzel] + Z}P’[X = x,Y =y oraz wypadla reszkal
yF
= pyp(x) + ZIP’[X = x,Y = y oraz wypadla reszka]
y

= pyp(@) + (1= phx ()
= ().
Analogicznie pokazujemy
PY =y] = v(y).
Zauwazmy, ze macierz ¢ mozemy napisa¢ wzorem:
q(z,z) = pyp(),
q(z,y) = (L=phx@w(y), =#y.
O

Chcemy zdefiniowaé parowanie nie tylko dwoch zmiennych losowych, ale catych tancuchow
Markowa.

Przyktad 2.3. Rozwazamy prosty spacer losowy na Q = {0,1,...,n}, przy zalozeniu, ze
spacer nie przechodzi przez punkty brzegowe, tzn. P(0,0) = P(0,1) = 1/2. Intuicyjnie jest
oczywiste, ze dla x <y

P'(z,n) < P'(y,n)

Jak to udowodnic¢?
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Pokazemy dowod uzywajacy metody parowania. Niech A; bedzie ciggiem iid. takim, ze
P[A; = £1] = 1/2. Zdefiniujemy dwa spacery losowe na 2:

e proces X; startuje z punktu z i w kazdym kroku (jezeli to mozliwe) dodaje Ay;
e proces Y; startujacy z y > x i zdefiniowany jak wyzej.

Latwo pokaza¢ podstawowe wtasnosci obu proceséow:
e rozktadem X; jest P!(z,-), a rozkladem Y; jest P'(y,-);
e jezeli oba procesy znajda sie w tym samym stanie, to od tego momentu beda miaty

te same trajektorie;
o Y, > X; dla kazdego t, w szczegblnosci jezeli X; = n, to rowniez Y; = n. Zatem

P'(z,n) = P[X; = n] < P[Y; = n] = P'(y,n). O
Bedziemy uzywaé parowania tancuchéw Markowa.

Definicja 2.3. Parowaniem lanncuchow Markowa z macierzg przejscia P nazywamy
proces (X, Y;) taki, ze zarowno Xy jak i Y; jest taricuchem Markowa z macierza przejécia
P. Oba procesy moga mie¢ rézne rozktady poczatkowe.

Zauwazmy, ze parowanie taricuchow Markowa moze by¢ zmodyfikowane, w taki sposob,
ze jezeli oba procesy spotkaja sie w tym samym stanie, to zostana potaczone. Doktadniej,
niech

7 — X, dlat<T
Tl dlat>T

dla
T =min{n: X, =Y,}.

Wowczas (Z;,Y;) tez jest parowaniem.

Twierdzenie 2.4 (Twierdzenie o zbieznosci). Zatdézmy, ze taricuch Markowa jest nieredu-
kowalny oraz aperiodyczny z miarg stacjonarng 7. Istniejq state B € (0,1) oraz C > 0 takie,
ze

e — 7|y < CB

Dowdd. Niech {X;}ien 1 {Yi}ten beda dwoma niezaleznymi tanicuchami Markowa z ma-
cierza przejscia zdefiniowanymi na wspoélnej przestrzeni probabilistycznej (parowanie). Za-
t6zmy ponadto, ze Yy ma rozkltad 7 (zatem kazdy z Y; ma rozklad =), a X; ma rozktad

Mt -
Pokazemy najpierw, ze oba procesy w pewnym momencie spotkaja sie, tzn. jezeli

Tpar = min{n : X, =Y, },
to P[par < 00] = 1.
Poniewaz tancuch jest nieredukowalny i aperiodyczny, to z lematu 1.2 istnieja M i takie,
ze

PM(z,y)>6>0
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dla wszystkich z,y € Q. Ustalmy x, wowczas
P[TparSM] > IP)[AXvM:YvM]
> IP’[XM:;,;,YM:x]

= = z|P[Yy = 7]
= < P[Xo =y, X = x]) : (ZP{YO =y, Yu =x])
yeQ yeQ
— (X PLxar = olXo = 51PLX0 =) - ( 3 Pl¥is = al¥o = Pl =]
ye yeN
> (5219’ 0 —y) : (5ZP[Y0 =y]>
yeQ yeN
Zatem
P[par > M] < 1 — 62
Podobne argumenty daja:
1
]P)[XQM:YQM‘Tpar > M] > Z P[XQM = .CC,YQM = x,XM = y,YM = Z, Tpar > M]
Plrpar > M] oyl
> > PlXon =a,Yoy =2 Xy =y, Y = 2|P[Xpy =y, Yy = 2]
TYF£z
> ..> 6
i dalej
Plrpar > 2M] = Plrpar > M|P[mpar > 2M |Tpar > M]

(1—6HP [Toar > 2M |Tpar > M]

(1 — 6HP[Xans # Yorr|Tpar > M|
(1—6%) (1 — P[Xonm = Your|Tpar > M])
(1-6%)?

VAN VAN VAN VAN

i przez indukcje
P[rpar > kM] < (1 — 6%)*.
To pokazuje, ze lim, o0 P[Tpar > n] = 0, zatem Tpar jest skoniczone p.w.
Nastepnie konstruujemy nowy taricuch Markowa

7 X dla t < Tpar
Tl Y dlat > T

Nowy proces zachowuje sie najpierw jak X;, a w momencie spotkania obu proceséw ’skleja
sie’ z Y;. Poniewaz Xo = Zy, to p; jest rozkladem Z; dla kazdego t. Dalej mamy dla kazdego
x €

pi(z) —m(x) =P[Z = 2] —PY; = 2] <PZy =a,Y; # x| <P[Z #Y)] = Plrpar > ).
Analogicznie
m(x) = pe() < Plrpar > 1.
Z lematu 2.1 mamy wiec
e = mllov < CPlrpar > t].
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Powyzsze wyrazenie zbiega wyktadniczo do 0. O

Whiosek 2.5. Kazdy nieredukowalny i aperiodyczny tancuch Markowa ma doktadnie jedng
miare stacjonarng

Dowdd. Zalozmy, ze taricach Markowa posiada dwie stacjonarne miary: 7 i 7'. Niech pg =
7', wowczas rowniez pu; = 7', ale z twierdzenia

I7" = @llrv = [l — 7llrv — 0.
Wige /' = 7. O
Definicja 2.4. Naszym celem jest badanie odleglogci pomiedzy P!(x,-) i 7 dlatego tez
definiujemy
d(t) = P'(z,) —
(t) = max |[P"(z, ) — |y
Bedziemy réwniez rozwazac:

d(t) = max [|P'(z,-) = P'(y,-)|tv
z,y€eN)

Lemat 2.6. Mamy
d(t) < d(t) < 2d(t)

Dowdd. Prawa nieréwnoé¢ wynika bezpogrednio z nieréwnosci trojkata. Do pokazania lewej
nieréwnosci skorzystamy ze stacjonarnoéci miary 7 (7 = 7 P?), ktora implikuje

m(A) =) w(y)P'(y, A)
YyeEN
dla kazdego zbioru A (przypomnijmy 7(A) = .4 7(x)). Stad
t o) — — 13 —
1P, ) ey = ma [Pz, 4) — w(A)

= max| > w(y)[P(z, 4) — P'(y. 4)]
yeQR

< max [|P'(e,) = P(y, ) v

= d(t).

Lemat 2.7. Funkcja d jest podmultiplikatywna, tzn
d(t +s) < d(t)d(s).
Dowod powyzszego lematu pomijamy.
Definicja 2.5. Definiujemy czas mieszania (ang. mixing time)
tmiks(€) = min{t : d(t) < e}.

Jest to moment, gdy odlegtos¢ taricucha Markowa od miary stacjonarnej jest mata. To jest
kluczowy parametr, ktory bedziemy bada¢ podczas wyktadu.
Dla ustalenia uwagi definiuje sie

timiks = tm1k5(1/4)
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Wybor 1/4 jest dowolny i pokazuje sie (zadanie), ze dla malych e

tmiks(g) S “ng e"rﬁil-ltmiks-

We wszystkich przyktadach interesuje nas gltéwnie rzad wielkodci. Wartos¢ statej jest dru-
gorzedna.

Twierdzenie 2.8. Niech (X;,Y;) bedzie parowaniem takim, ze Xo = x, Yo =y oraz
X =Y, dlat>T1pa.

Wtedy

HPt(x, ) - Pt(y7 ')HTV < IP);v,y[Tpar > t]'
(P jest miarg probabilistyczng na przestrzeni, na ktérej jest zdefiniowane parowanie (X4, Yy)
z warunkiem poczgtkowym Xo = x,Yy =y).

Dowdd. Ustalmy ¢t. Mamy
Pz, 2) = Py y[X; = 2] oraz Pl(y,2) =Py y[V: = 2].
Zatem (X, Y;) jest parowaniem P!(z,-) i P(y,-), wiec z twierdzenia 2.3
[P (2,) = P(y, )ty < PaylXy # Yi] < Paylrpar > 1.
(]

Przyklad 2.4. Leniwy spacer losowy na Z,. Konstruujemy parowanie (X, Y;) dwoch
czasteczek realizujacych leniwy spacer na Z,. Jedna startuje z z, a druga z y. Obie nie
poruszaja sie jednoczesnie. W ten sposéb nie moga przez siebie przeskoczy¢ (zamieni¢ sie
miejscami).

Reguty sa nastepujace. W kazdym kroku, az do pierwszego momentu spotkania, rzucamy
moneta:

e jezeli wypadnie orzel, to w tym kroku porusza sie pierwsza czasteczka, a kierunek
jest wskazany przez kolejny rzut moneta;

e jezeli wypadnie reszka, to w tym kroku porusza sie druga czasteczka, a kierunek jest
wskazany przez kolejny rzut monetg.

Z punktu widzenia czasteczek, obie wykonuja leniwy spacer losowy (tzn. z prawdopobo-
bienistwem 1/2 pozostaja w miejscu, a z prawdopobobienistwem 1/2 przechodza do jednego z
sasiadow). Jezeli obie czasteczki znajda sie w tym samym punkcie, to od tej pory poruszaja
sie wspolnie. Jest to parowanie (sprawdz!).

Niech D; oznacza odlegtos¢ pomiedzy czasteczkami w chwili . Zauwazmy, ze D; jest pro-
stym spacerem losowym na zbiorze {0, 1,...,n}, z absorbujacymi punktami 0 i n (poréwnayj
z problemem ruiny gracza®). Dla

7=min{t > 0: D; € {0,n}},

mamy 7T = Tpar. Ponadto z zadania 9 (lista 1) wiemy, ze E, 7 = k(n — k), gdzie k jest
odlegloscig na Z, pomiedzy x i y. Zatem z lematu 2.6, twierdzenia 2.8 oraz nieréwnosci

Markowa?

maxg y By, (7) n2
d(t) < m P > < —2 2 2
(1) < x,yg%(n walr > 1] < t = 4t

Prawa strona jest rowna 1/4 dla t = n?, stad tmiks < n?. Pokazemy poézniej, ze tpiks > en?.

3Lista 1, zadanie 9
4Nieréwnos¢ Markowa: dla kazdej calkowalnej zmiennej losowej zachodzi P[X > t] < EX/t.
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Przyklad 2.5. Leniwy spacer losowy na torusie. Rozwazamy d-wymiarowy torus.
Jest to graf, ktorego zbiorem wierzchotkow jest Z¢ = Z,, x --- x Z,. Dwa wierzcholki sa
polaczone ze soba krawedzia, gdy réznia sie od siebie na doktadnie jednej wspotrzednej o
(1 mod n). Jezeli n jest parzyste, to prosty spacer losowy jest periodyczny, bedziemy wiec
badac¢ leniwy spacer losowy na Z4
Chcemy oszacowaé czas mieszania ks, W tym celu skonstruujemy parowanie na torusie.
Ustalmy z,y € Z<¢. Definiujemy dwa spacery losowe: {X;} oraz {V;} startujace odpowiednio
w z i y. Losujemy jedna ze wspotrzednych
e jezeli na tej wspolrzednej oba spacery sie zgadzaja, to oba przesuwamy o 1,—1,0 z
prawdopobobieristwem 1/4,1/4,1/2;
e jezeli na wylosowanej wspolrzednej spacery sie réznia, to losujemy jeden z nich i
przesuwamy o 1 lub —1.
Wowczas

Tpar = Max T;
pab g <i<a

gdzie

7 =min{t >0: X} =Y/}
Zauwazmy, ze jezeli bedziemy patrzy¢ wylacznie na momenty, gdy wylosowano i-ta wspot-
rzedna, to {X}} oraz {Y}'} - i-te wspolrzedne {X;} oraz {Y;}; zachowuja sie jak leniwy
spacer losowy na Z,.

Obliczmy E; ,7;. Oznaczmy przez {Z;} ciag niezaleznych zmiennych losowych takich,
ze Z1 oznacza pierwszy moment, w ktérym wylosowano i-tg wspotrzedna, 27 + Zs - drugi
moment itd. Woéwczas Z; maja rozktad geometryczny z prawdopobobienstwem sukcesu
1/d, zatem EZ; = d. Niech 7 bedzie zdefiniowane jak w poprzednim przyktadzie, tzn.
oznacza numer przemieszczenia jednej z czasteczek na i-tej wspolrzednej, po ktérym obie
maja identyczng i-ta wspolrzedna. 7 jest niezalezne od wartosci Z;. Wtedy, z przykladu
2.4 oraz tozsamosci Walda (zadanie ..., lista 2), mamy

-
dn?
EeyTi = Eqy [Z Zj:| =Eoy7 EpyZ; < 4
j=1
a stad (korzystamy z lematu 2.6, twierdzenia 2.8 oraz nier6wnosci Markowa)

d(t) < max Py y[mpar > ]

z,yeZd
o maxgy Ez.y(Tpar)
- t
o maxg, Ezy(D )
- t

d’*n?
< .
-4t

Przyjmujac t = d?n? otrzymujemy
Lniks < d27’L2

Przyklad 2.6. Leniwy spacer losowy na hiperkostce. Popatrzmy na ten proces nieco
inaczej. 0 = Z4. Przejscie do sasiada powoduje zmiane wartosci na jednej ze wspolrzed-
nych (z prawdopobobienstwem 1/(2n)). Wylosujmy jednostajnie jedng ze wspotrzednych,
a nastepnie zmienmy ja z prawdopobobieristwem 1/2. Zobaczmy, ze proces nie zostanie
zmieniony z prawdopobobienstwem 1/2, a jednostajnie przejdzie do jednego z sasiadow.
Wykorzystamy te obserwacje do zdefiniowania parowania.
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Rozwazamy dwa procesy startujace z r6znych pozycji. W kazdym kroku losujemy jedna
ze wspotrzednych ¢, a nastepnie losujemy jej wartosé, ktéra przyporzadkowujemy obu pro-
cesom. Jest to parowanie. Chcemy oszacowac Tpar. Ta wartosé jest nie wigksza niz pierwszy
moment, w ktérym wylosowano ostatnia wspotrzedng. Zatem z zadania 10 lista 1 (przyktad
kolekcjonera kupon6éw) mamy

d(nlogn + cn) < P[1par > nlogn+cn] < e °
co implikuje (¢ =log(1/¢))
tmital€) < nlogn + log(1/2)n

Wspoétczynnik powyzej nie jest optymalny. W dalszej czesci wykladu pokazemy, ze czas
mieszania jest rzedu (1/2)nlogn.

3. SILNE CZASY STACJONARNE,

Przyklad 3.1. Tasowanie kart metoda ToP-T0O-RANDOM. Rozwazmy nastepujaca metode
tasowania talii n kart: bierzemy karte z gory i wkltadamy ja losowo (w sposob jednostajny) do
talii, mozliwych jest wiec n pozycji . Powtarzajac te czynnosé odpowiednio wiele razy talia
bedzie potasowana. Naszym celem jest sprecyzowanie pojecia 'potasowania’ oraz obliczenie
ile krokéw nalezy wykona¢. Mozemy rozwazaé te operacje jako spacer losowy na grupie
permutacji S,, wtedy kazdy krok polega na wylosowaniu odpowiedniej permutacji ¢ =
(,1c ? g:::k_kl IZEZ) Przypomnijmy, ze grupa S, sktada sie z n! elementéw. Zatem z lematu
1.7 miara stacjonarng jest miara jednostajna. Idealnie bytoby uzyska¢ w wyniku tasowania
rozktad jednostajny. Bedziemy chcieli jednak zblizy¢ sie do niego dowolnie blisko (wzgledem
normy | - [[rv).

Kiedy mozemy uznad, ze talia jest potasowana? OdpowiedZ ukryta jest w czasie losowym
Ttop - jest to pierwszy moment, gdy karta, ktéra poczatkowo byta na spodzie talii, oznaczmy
ja przez A, znalazla sie na jej gorze i jest wkladana losowo do talii. Jest to szczegdlny
przypadek nastepujacego wyniku:

Lemat 3.1. Niech X; bedzie spacerem losowym na S, odpowiadajgcym tasowaniu n kart
metodg TOP-TO-RANDOM. Jezeli w chwili t jest k kart pod A, kartg ktéra poczgtkowo byta
na dole, to wszystkie k! uporzqdkowari jest jednakowo prawdopodobne. Zatem rozktad X,
jest jednostajny

Dowdd. Dla t = 0 nie ma kart pod A wiec teza jest oczywista. Zalozmy, ze teza zachodzi
dla t. W chwili £ 4+ 1 mozliwe sa 2 przypadki:

e karta z wierzchotka umieszczana jest nad A. Wowczas utozenie kart pod A sie nie
zmienia.

e karta w wierzcholka umieszczana jest pod A. Wtedy kazda z k+ 1 lokalizacji pod A
jest jednakowo prawdopodobna. Zatem wszystkie ulozenia k + 1 kart, ktére sa pod
A sa jednakowo prawdopodobne.

O

Lemat 3.2. Mamy
Etiop ~ nlogn
oraz

—C

P[Ttop > nlogn+cn] <e
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Dowdd. Popatrzmy ponownie na karte A znajdujaca sie poczatkowo na dole talii i opiszmy
jej kolejne ruchy. Zauwazmy, ze jezeli karta ta znajduje sie na samy dole, to prawdopobo-
bieristwo, ze aktualnie wkladana karta znajdzie sie pod A wynosi 1/n. Niech 71 oznacza
wiec moment, gdy pod A pojawi sie pierwsza karta. Wowczas 71 ma rozklad geometryczny
z prawdopobobienstwem sukcesu 1/n. Podobnie, gdy pod A znajduje sie juz k — 1 kart,
niech 73 oznacza czas przebywania karty A na tej pozycji. Ponownie rozklad tej zmienne;j
losowej jest geometryczny, tym razem z prawdopobobieristwem sukcesu k/n. Zauwazmy,
Z€ Tiop = T1 + -+ Tp 1 Trop ma taki sam rozklad jak zmienna 7 w zadaniu o kolekcjonerze
kuponow (lista 1). Lemat wynika wiec z odpowiedniego zadania. O

W momencie 7o, karty sa juz dobrze potasowane i jak tatwo wida¢ w kolejnych krokach
ich rozklad pozostaje jednostajny. Jest to moment losowy, ale jak pokazemy ponizej mozna
go uzy¢ do oszacowania deterministycznej wartosci fmiks-

3.1. Czasy zatrzymania.

Definicja 3.1. Niech { X;} bedzie ciagiem zmiennych losowych o wartoéciach w 2. Czasem

zatrzymania nazywamy zmienna losowa 7 o warto$ciach w {0,1,...,00}, taka, ze zbior
{T =t} jest mierzalny wzgledem o-ciata generowanego przez Xo, ..., X;.

To jest formalna definicja. Wygodnie jest my§le¢, ze 7 zalezy od wartosci X, ..., X;, ale
nie zalezy juz od kolejnych wartosci spaceru.

Przyktady:

o Akcje firmy Bogdanka przekrocza poziom 95zt.
e Niech U C (), wtedy pierwszy moment trafienia w zbior U

w=min{t >0: X; € U}

jest czasem zatrzymania.
e Niech U C Q, wtedy ostatni moment trafienia w zbior U

w=max{t >0: X; e U}

nie jest czasem zatrzymania.
e zmienna losowa Tiop zdefiniowana w przykladzie 3.1 jest czasem zatrzymania. Wtedy
Trop = Tu + 1, gdzie U jest zbiorem uporzadkowari talii takim, ze A jest na gorze;

Przyklad 3.2. Leniwy spacer losowy na hiperkostce. Niech X; bedzie leniwym spa-
cerem losowym. Przypomnijmy (jak w przykltadzie 2.6), ze spacer ten moze by¢ skonstru-
owany nastepujaco: wybieramy losowo element (j, B) € {1,2,...,n} x {0,1} i wspotrzedna
J zastepujemy bitem B.

W tej konstrukeji spacer jest zdeterminowany przez ciag Z; = (ji, By) iid. Zdefiniujmy

7o =min{t > 0: {j1,...,5} ={1,...,n}},

jest to pierwszy czas, gdy wybrano wszystkie wspotrzedne (79 = Tpar z przykladu 2.6). W
tym momencie w sposob losowy zostaly zamienione wszystkie wspolrzedne, wiec X, ma
juz rozktad jednostajny (to odpowiada zmiennej Tiop z przykladu 3.1 oraz 7 z problemu
kolekcjonera kuponow, lista 1).

Zauwazmy, ze Ty jest czasem zatrzymania dla {Z;}, ale nie jest czasem zatrzymania dla
{X:} (!). Tzn. obserwacja wylacznie wartosci X; nie pozwala na wyznaczenie 7y. Jest to
funkcja ciagu Z,. 19 jest nazywane zrandomizowanym czasem zatrzymania dla ciggu X;.

Formalna definicja jest nastepujaca:
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Definicja 3.2. Niech P bedzie macierza przejscia. Wowczas P ma reprezentacje w
postaci odwzorowan losowych (ang. random mapping representation), tzn. istnieje
ciag {Z;} iid (nie specyfikujemy tutaj zbioru wartosci) oraz funkcja deterministyczna f
takie, ze

Xo=u, Xy = f(Xt—L Zt)

jest tancuchem Markowa z macierza przejscia P startujacym w z ([LPW], Proposition 1.5).
Czas losowy 7 jest nazywany zrandomizowanym czasem zatrzymania dla taricucha
{ X}, jezeli jest czasem zatrzymania dla ciggu {Z;}.

Definicja 3.3. Czasem stacjonarnym (ang. stationary time) dla tancucha Markowa X,
z miarg stacjonarng m nazywamy zrandomizowany czas zatrzymania 7 taki, ze

(3.3) Py [Xr = y] = 7(y).
Zatem X, ma rozklad 7 i w kolejnych krokach proces bedzie miat ten sam rozktad.
Potrzebujemy mocniejszej definicji:

Definicja 3.4. Silnym czasem stacjonarnym (ang. strong stationary time) dla tan-
cucha Markowa X, z miarg stacjonarng 7 nazywamy zrandomizowany czas zatrzymania 7
taki, ze

(3.4) P.r =1t,X; =y| =Py[r = t]n(y).
Zatem X, ma rozktad 7 i w kolejnych krokach proces bedzie miat ten sam rozktad.

Czasy losowe zdefiniowane powyzej dla ToP-TO-RANDOM i spaceru na hiperkostce sa
silnymi czasami stacjonarnymi.

Kluczowy dla nas jest nastepujacy wynik:
Twierdzenie 3.5. Jezeli T jest silnym czasem stacjonarnym, to
d(t) = P(z,-) — < P t).
(1) = max | P'(z,) 7y < maxPyfr > 1
Dowdd. Piszemy

1P (2, ) = 7llrv = > (m(y) — P(x,y))

{y: Pt(zy)<m(y)}

- Y w2

(v Pt(g)<n(y)} ()

Oznaczmy powyzsza warto$¢ przez s;(t) (jest ona nazywana w literaturze ’separation di-
stance’).
Z (3.4) wynika (to wymaga pewnych rachunkow, ktore pominiemy)

P.lr <t, Xy =y] = Pu[r < t]m(y).
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7 powyzszej rownosci dla dowolnego y € 2 mamy

Plzy) L PulXi =1y
! m(y) ! m(y
 P[Xi =y, 7 <
= ()
L
m(y)
= Pu[r >

Zatem dla kazdego x € Q
HPt('xa ) - 7T”TV < Sx(t) < Px[T > t].

O

Whiosek 3.6. Dla leniwego spaceru na hiperkostce oraz problemu Topr-T0O-RANDOM, mamy

tmiks(€) < nlogn +log(e 1)n.

4. RIFFLE SHUFFLE

RIFFLE SHUFFLE jest najbardziej popularna metoda tasowania kart. Metoda zazwyczaj
uzywana jest do potasowania talii 52 kart. Osoba tasujaca dzieli stos kart na dwa (w sposob
losowy, ale stara si¢ aby oba zbiory mialy w przyblizeniu podobna liczbe kart). Nastepnie
oba stosy kart sa wspoélnie 'przekartkowywane’. Trzymajac je w obu rekach osoba tasujaca
opuszcza karty (liczba kart jest zmienna i tez losowa) z obu stosow tak, aby karty 'wchodzity’
pomiedzy siebie. Celem tego rozdziatu jest odpowiedZ na pytanie: ile razy nalezy wykonac
te procedure, aby uznaé talie kart za potasowana?

Zanim przejdziemy do analizy warto zrozumieé jaki jest sens doktadnego tasowania kart.
Odpowied# jest zawarta w ponizszej tabelce. ® Przedstawia ona do$wiadczenie wykonane
przez Bergera po koniec lat szesédziesigtych. Przeanalizowal on rozktady kart, ktére otrzy-
mal jeden z graczy (na pozycji S) podczas szeregu turniejow brydzowych. W pierwszej
kolumnie sa oczekiwane rozklady, w drugiej rozktady po tasowaniu przez komputer, a w
trzeciej po tasowaniu przez czlowieka. Jak wida¢ trzecia kolumna wyraznie odbiega od
oczekiwan (nie przechodzi tez typowych testow statystycznych). Zbyt czesto pojawia sie
zrownowazone rozktady rak (z punktu widzenia graczy, mniej ciekawe).

STabela pochodzi z ksigzki Diaconisa [D], strona 78.
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Table 1
Frequency of Computer-dealt Hands Versus Theoretical
Expected Frequencies {rom Berger {1973}

Actual Fregueneios Acetual Frogueneion

Distribution of Expected of Computer-deall of Man-dealt
the 4 suits Frequencies Hands Hands
4,4,3,2* 216 198 241
5,332 155 160 172
3,.4.3,1 129 116 124
54,22 106 92 105
4.3,3,3 LOS 103 129
6,3,2,2 56 64 16
6.4,2,1 47 53 36
6.3,3,1 34 40 41
3,0,2,1 32 40 19
4.4,4,1 30 35 25
T.3.2.1 and others an 18] G2
1,000 1,000 1,000

* by *4,4,3,2” we mean that the thirteen cards contained 4 cards in one suit, 4
cards in another suit, 3 cards in another suit, and 2 cards in the remaining suit.

4.1. Model GSR (Gilbert, Shannon, Reeds). Badanie RIFFLE SHUFFLE wymaga §ci-
stego matematycznego modelu, ktérym mozng opisaé te metode tasowania. Bada si¢ naste-
pujacy model tasowania talii n kart, opisany na trzy réwnowazne sposoby:

(1)

Niech k bedzie zmienng losowa o rozktadzie dwumianowym z parametrami n,1/2
(mozna mysle¢, ze k jest liczba ortow w n-krotnym rzucie moneta). Dzielimy karty
na dwa stosy: gorne k kart tworzy pierwszy z nich, a pozostate n — k drugi. Nastep-
nie wykonujemy tasowanie, musimy wiec zmiesza¢ oba zbiory zachowujac jednak
uporzadkowanie wewnatrz nich. Mozemy to zrobi¢ na (Z) sposobdw, tzn. na n po-
zycjach wybieramy k miejsc, gdzie umieszczamy pierwszy stos (mozemy to zrobi¢
tylko na jeden sposob, gdyz musimy zachowa¢ jego uporzadkowanie), a na pozostalte
n — k miejsc wktadamy pozostate karty. Kazde takie tasowanie wybieramy losowo
w sposob jednostajny.

Niech k bedzie zmienng losows o rozktadzie dwumianowym z parametrami n, 1/2.
Dzielimy karty na dwa stosy: goérne k kart tworzy pierwszy z nich, a pozostale
n — k drugi. Nastepnie wykonujemy tasowanie. Bierzemy jeden stos do lewej reki,
drugi do prawej. Upuszczamy kolejno karty, losowo, z lewej lub prawej reki z praw-
dopobobienistwem proporcjonalnym do rozmiaru zbioru. To znaczy, jezeli w lewej
rece pozostato nam L kart, a w prawej P kart, to karte z lewej reki upuszczamy z
prawdopobobieristwem L/(L + P), a z prawej z prawdopobobienistwem P/(L + P).
Powtarzamy te czynnos¢ tak dlugo, az upuscimy wszystkie karty.

(Tasowanie odwrotne). Opiszemy jak wykona¢ czynno$¢ odwrotng do RIFFLE SHUF-
FLE. Oznaczmy ty! kazdej karty przez 0 lub 1 w zaleznosci od wyniku rzutu moneta
(dla kazdej karty wykonujemy niezaleznie rzut). Wyjmijmy z talii wszystkie karty
oznaczone zerem i polézmy je na gorze talii, zachowujac ich uporzadkowanie
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Lemat 4.1. Powyzsze opisy (1), (2) i (3) s¢ réwnowazne, tzn. wygenerowana permutacja
ma ten sam rozktad.

Dowdd. Modele (1) i (3) sa rownowazne. Istotnie, zauwazmy, ze liczba zer ma rozktad dwu-
mianowy z parametrami n,1/2. Ponadto kazdy rozktad zer jest jednakowo prawdopodobny.
Modele (1) i (2) sa rownowazne. Oznaczmy przez Li,... Ly karty z pierwszego stosu,

a przez Pp,..., P, karty z drugiego stosu. Obliczmy prawdopobobienistwo wylosowania
konkretnej permutacji, np. LiLoP1LsPs ... Py Ly:

E k-1 n k—2 n—1 1 1_k!(n—k)!_ 1

n n—k—1 n—-k—2 n—k-3 n—k—4 "2 n! _(Z)

Dla kazdej permutacji otrzymujemy ten sam wynik, wiec kazde utozenie kart jest jednakowo
prawdopodobne. U

Lemat 4.2. Niech X; bedzie spacerem losowym na grupie G generowanym przez miare
probabilistyczng . Zdefiniugmy miare fi(g) = pu(g™") na G i niech X; bedzie spacerem
losowym generowanym przez . Oznaczmy przez g 1 iy rozktady Xy 1 Xy, Wowczas

e = Ullrv = e = Ullov,
gdzie U jest miarg jednostajng na grupie G.

Z lematu wynika, ze wystarczy badac¢ spacer losowy generowany przez odwrotne permutacje.
Skonstruujemy silny czas stacjonarny. W tym celu budujemy losowa macierz o n wierszach.
Wiersze numerowane sg kolejnymi kartami (kazda karta ma na stale przyporzadkowany
jeden z wierszy). Elementami macierzy sa 01 1. W pierwszej kolumnie zapisujemy liczbe
przyporzadkowang danej karcie w pierwszym odwrotnym tasowaniu. Czynnos$¢ powtarzamy,
tzn. w drugiej kolumnie zapisujemy wynik przyporzadkowany w drugim tasowaniu itd.

Lemat 4.3. Niech Trs oznacza pierwszy czas, w ktdrym macierz binarna opisana powyzej
zawiera parami rozne rzedy. Wowczas Trs jest silnym czasem stacjonarnym.

Dowdd. Po pierwszym tasowaniu karty, ktére maja 0 sa przeniesione na gore, a karty z 1 na
dot. Po drugim losowaniu na gore przenoszone sg karty, ktére maja 0 w drugiej kolumnie,
ale zachowujac ich wczedniejsze uporzadkowanie. Tak wiec na samej gorze sg karty, ktore w
dwoch pierwszych wierszach maja 00, potem 10, 01,11. Po trzecim losowaniu kolejno: 000,
100,010, 110,001,101,011,111, itd. W poszczeg6lnych grupach karty zachowuja jednak swoje
poczatkowe uporzadkowanie. Zauwazmy, ze odwrotne tasowanie sortuje wg. odwrotnego
porzadku leksykograficznego.

W momencie Trg wszystkim kartom zostaly przyporzadkowane rézne wektory o dtugo-
$ci Trg. Wiec zostaly one posortowane w sposéb losowy niezaleznie od ich poczatkowego
ulozenia. Jednoczesnie, poniewaz przyporzadkowanie wektora karcie jest losowe, kazda ich
permutacja jest jednakowo prawdopodobna. U

Zgodnie z twierdzeniem 3.5 musimy wiec oszacowaé P[trg > t]:

Twierdzenie 4.4. Dla modelu RIFFLE SHUFFLE mamy

n—1 .
I = Ullry < Plmss > ] =1 [ (1 - %)
=1

Ponadto
tmiks g 2 10g2 (4n/3)
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Dowdd. Obliczymy wartos¢ Plrrs < t]. W czasie t kazdej z kart przyporzadkowano losowy
wektor 0-1 o dlugosci ¢ i chcemy policzyé¢ prawdopobobienistwo, ze wektory te sa parami
rozne. Zauwazmy, ze jest to doktadnie problem urodzin (oblicz prawdopobobienstwo, ze w
grupie n 0s6b nie ma dwoch oséb obchodzacych urodziny tego samego dnia). Zatem

n—1

Plrrs <t = [ [ (1— %)

i=1

Powyzsza formulka jest niewygodna w obliczeniach. Mozna jg uprosci¢. Niech ¢t = 2logy(n/c)
dla pewnej statej c. Wtedy 2! = n?/c? i mamy (przypomnijmy log(1 + z) = x + O(x?))

n—1 . n—1 9. © 9
wfl0-4) = -5 (o))
i=1 =
20 (n — 1 3 2
- ¢ "(222 ) 0(%) = -5 +00/n)
Zatem
Plrrs < t] ~ e <2, gdy n — 0.

Przyjmujac ¢ = 3/4 otrzymujemy 1—e /2 » 0,245. Zatem z Twierdzenia 3.5 otrzymujemy
dowdd. O

Korzystajac z powyzszych wzoréw mozna oszacowaé ||u! — U||lry dla n = 52

t 10 | 11 | 12 | 13 | 14
gorne szacowanie | 0,73 0,48 0,28 ]0,15 | 0,08

7 powyzszych danych wynika wiec, tniks < 13. Dosy¢ tatwo jest dosta¢ dolne szacowania.

Mianowicie zauwazmy, ze sa 32 wektory 0-1 o dtugosci 5 i 64 o dlugoéci 6. Dlan = 52, 5
tasowan to zdecydowanie za malo, podobnie 6 wydaje sie by¢ niewystarczajace. Ogolnie

Lemat 4.5. Ustalmy 0 < e,0 < 1. Rozwazmy RIFFLE SHUFFLE talii n kart. Wdowczas dla
duzych n
tmiks(€) > (1 — 6)logyn
Dowdd. 7 zadania 1, lista 3 wiemy, ze
log(|Q(1 —€))
log A ’

gdzie A = maxgzeq [{y : P(z,y) > 0}|. W naszym przypadku Q| = nl, A = 2" (w jednym
kroku generujemy wektor 0-1 o dtugosci n, ktory jednoznacznie wyznacza permutacje).
Przypomnijmy formule Stirlinga

tmiks(€) >

Stad
log(|2|(1 —¢))  logn!
log A log 27

tmiks (5) > ~ 10g2 n

Policzmy: logy 52 =~ 5, 7.
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4.2. Twierdzenie Bayera i Diaconisa. Bayer i Diaconis [BD| otrzymali znacznie doktad-
niejszy wynik

Twierdzenie 4.6. Jezeli n kart jest tasowane t razy metodg RIFFLE SHUFFLE ¢ t =
3/2logyn + ¢, to dla duzych n

—27¢ 1
-U =1-20| — O\ —+
i = Tl (va)+oln)

gdzie © jest dystrubuantg rozktadu normalnego

O(z) = \/12?/ e P2t

Powyzszy wynik pozwala doktadnie obliczy¢ odlegtosé dla n = 52
¢ | 4 | 5 | 6 | 7 [ 8 ] 8 |10
e — Ullrv | 1,00 [ 0,92 ] 0,61 | 0,33]0,16 | 0,08 | 0,04
Zauwazmy, ze dla wartosci 4,5,6 odleglos¢ jest duza, a potem zaczyna gwalttownie spadac.

7 kazdym kolejnym krokiem zmniejsza si¢ dwukrotnie. Przyjmuje sie, ze 7 tasowan wy-
starczy do potasowania talii 52 kart.

4.3. Szkic dowodu twierdzenia 4.6. Przypatrzmy sie wygladaja permutacje losowane
podczas jednego wykonania tasowania RIFFLE SHUFFLE. Dla przyktadu, zat6zmy, ze karty
utozone sa rosnaco 12345678. Drzielimy je na dwa zbiory 123 i 45678, a nastepnie taczymy
otrzymujac np. 41256738. Zauwazmy, ze permutacja zawiera 2 ciagi rosnace (przez ciag
rosnacy rozumiemy ciag, w ktorym kolejne elementy sktadaja sie z kolejnych liczb natu-
ralnych). Tasujac metoda RIFFLE SHUFFLE, mozemy otrzyma¢ jedynie identycznosé, lub
permutacje zawierajaca doktadnie 2 ciagi rosnace.

Ta obserwacja zostala poczyniona juz na poczatku XX wieku, przez magikéw. Wyko-
nywali oni nastepujaca sztuczke. Wreczali talie kart komus z publicznosci i prosili, aby ta
osoba potasowala trzykrotnie karty metoda RIFFLE SHUFFLE. Nastepnie osoba tasujaca
brala karte z wierzchu ogladata ja i wkladala w losowe miejsce w talii. Wprawny magik
pozwalal na kolejne potasowanie kart. Nastepnie talia kart wracala do magika, ktory z du-
zym prawdopobobienistwem potrafil okresli¢ ktora karta zostata wlozona do wnetrza talii.
Wyjasnienie sztuczki polega na tym, ze po trzech tasowaniach w talii powstaje zazwyczaj 8
ciaggow rosnacych. Wtozenie karty do wnetrza talii powoduje zazwyczaj powstanie kolejnego
ciagu ztozonego 7z tej jednej karty. Sprawne oko potrafi ja szybko wytapac.

Zdefiniujmy a-RIFFLE SHUFFLE. Najwygodniej mysle¢, ze osoba tasujaca uzywa a-
rak. Duzielimy talie n kart na a zbioréw w sposob losowy, sktadajace sie odpowiednio z
ki, ko, ... kg kart (k1 + -+ kg = n) z prawdopobobier’lstwem(kl’k;_._’ka). Nastepnie 1a-
czymy je w jeden zbior tak, aby kazde polaczenie, zachowujace wewnetrzne uporzadkowanie
zbioréw bylo jednakowo prawdopodobne. Réwnowaznie ... (zadanie!).

Pokazuje sie, ze (zadanie)

e wykonanie a-RIFFLE SHUFFLE, a nastepnie b-RIFFLE SHUFFLE jest réwnowazne
tasowaniu ab-RIFFLE SHUFFLE.

o Qu(m) = (”Jra:(“))/a", gdzie r(m) jest liczba rosnacych ciagow w 7, a @, jest
rozktadem S, po jednym tasowaniu a-RIFFLE SHUFFLE.

Zatem
()

n J—

otn n!

)

1 — ,
e — Ullry = 3 an@)
j=1
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gdzie k,(7) jest liczba permutacji z j rosnacymi ciggami. Okazuje sie, ze te liczby sa dosyé
dobrze zbadane i s3 wspotczynnikami wielomianéw Euleriana...

4.4. 7 tasowan nie wystarczy. Peter Doyle zaproponowal nastepujace doswiadczenie.
Zatozmy, ze karty sa ponumerowane R1,..., R26,B1,..., B26 oraz utozone sa w talii w
nastepujacej kolejnosci R1, R2,..., R26,B26, B25,...,B1. Wykonajmy 7 razy tasowanie
metoda RIFFLE SHUFFLE. Nastepnie po kolei przegladamy karty. Jezeli napotkamy na karte
R1 ktadziemy ja na stos R, jezeli B1, na stos B. Jezeli wyciagnieta karta ma numer o jeden
wiekszy niz odkryta karta w jej kolorze, to ktadziemy ja na odpowiedni stos, w przeciwnym
razie odktadamy ja na dot talii. Koniczymy gre, gdy jeden ze stoséw jest pelny, tzn. sktada
sie z 26 kart. Powiedzmy, ze wygralisémy gre, jezeli pelny jest stos R. Gdyby karty zostaty
dobrze potasowane, to prawdopobobienstwo wygrania wynositoby 1/2. Tymczasem okazuje
sie (poprzez komputerowe symulacje), ze wygrywamy w 81%. Wyjasnienie jest nastepujace.
Czerwone karty byly utozone zgodnie z ich kolejnodcig i ta struktura nie zostalta rozbita w
ciagu 7 tasowan.

Ta gra realizuje w pewnym sensie najgorszy mozliwy scenariusz. Niech S oznacza zbior
tych permutacji, po ktérych wylosowaniu wygrywamy. Wtedy wiemy, ze

0,33 = [[ur = Ullrv = |p7(S) = U(5)] ~ 10,81 = 0,5] = 0, 31.
5. MCMC

W tym rozdziale bedziemy badaé¢ nastepujacy problem: majac dany skonczony zbior S
oraz miare probabilistyczna 7 na S chcemy wygenerowaé zmienng losowa o roktadzie 7. In-
teresowac¢ nas beda duze skoniczone zbiory. Czesto nie bedziemy nawet potrafili okresli¢ ich
licznosci ani nawet precyzyjnie podaé¢ miary m. Przedstawimy kilka przykladow bazujacych
na metodzie MCMC (Markov Chain Monte Carlo). W tym celu na zbiorze S wprowadzimy
strukture grafu i zdefiniujemy odpowiedni spacer losowy z miarg stacjonarng m. Spacery
beda nieredukowalne i aperiodyczne. Woéwczas z twierdzenia 2.4 rozklad spaceru dazy do
7. Wyznaczanie elementéw o zadanym rozkladzie znajduje zastosowania w szeregu prak-
tycznych problemoéw, ktore zostang omoéwione ponizej takich jak problemy optymalizacyjne
(np. problem pakowania plecaka), deszyfrowanie kodow, ...

5.1. Drzewo rozpinajace.

Przyklad 5.1. Drzewo rozpinajace graf. Niech G = (V, E) bedzie skoniczonym grafem.
Drzewem rozpinajacym T graf G nazywamy spojny podgraf G, ktory zawiera wszystkie
wierzchotki V| ale nie ma zadnych cykli. Wowczas drzewo spelnia (zadanie)
e T'na |V| — 1 krawedzi
e Kazdy podgraf G posiadajacy |V|— 1 krawedzi i zawierajacy wszystkie wierzchotki,
bez cykli, jest drzewem rozpinajacym.
e Dodanie krawedzi do drzewa rozpinajacego 1" spowoduje utworzenie cyklu.

Przez S oznaczmy zbiér wszystkich drzew rozpinajacych G. Chcemy rozwazaé nastepujacy
problem: jak wygenerowac¢ losowe (jednostajnie) drzewo rozpinajace graf G?7 Podkreslmy,
ze chcemy, aby wylosowanie kazdego drzewa rozpinajacego byto jednakowo prawdopodobne.

W przypadku matych graféw mozna probowaé wypisaé wszystkie drzewa rozpinajaca.
Jednak juz dla graféw rozpietych na 10 wierzchotkach, liczba drzew rozpinajacych moze
przekraczac 108.

Metoda MCMC polega na wprowadzeniu struktury grafu na zbiorze S, a nastepnie zde-
finiowaniu odpowiedniego spaceru losowego. Zbiorem wierzchotkow jest zbior S, tak wiec
wierzcholkiem jest drzewo rozpinajace. Nastepnie definiujemy taricuch Markowa {X;} na S,
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w ktorym okreslimy tez krawedzie w grafie. Startujemy z dowolnego elementu S. Zat6zmy,
ze znamy wartosé¢ X, wowczas generujemy Xy nastepujaco:

(1) Wylosujmy jednostajnie krawedz e, ktora nie jest w X;. Takich krawedzi jest |E| —

Vi-1).

(2) 1(\|Iiel:h C’)quzie jedynym cyklem w X; U {e}.

(3) Wybierzmy jednostajnie krawedz ¢’ w C.

(4) Przyjmijmy X1 := (X U {e}) \ {€'}.

Cwiczenie: Narysuj przyktadowy graf i wykonaj kilka pierwszych krokéw powyzszego

algorytmu.

Lemat 5.1. Powyzszy taricuch Markowa jest aperiodyczny, nieredukowalny i odwracalny.

Dowdd. Proces jest aperiodyczny, bo P(T,T) > 0 dla kazdego T' € S, gdyz z dodatnim
prawdopobobieristwem, w powyzszym algorytmie e = ¢’. Nieredukowalnos¢ zostanie poka-
zana na ¢wiczeniach.

Pokazemy, ze proces jest symetryczny, tzn. P(T,T") = P(T',T) dla dowolnych T' # T”,
wtedy jest rowniez odwracalny. Zalozmy najpierw, ze P(T,T") > 0. Wtedy 7" = (T' U
{e1})\ {e2} dla pewnych krawedzi e; oraz es. Niech C bedzie cyklem zawartym w T'U{ey }.
Woéwcezas eg musi by¢ tez elementem cyklu C. Mamy wiec

P(T,T") = Ple=-e1, e =e]X; =T]
= Ple=e1|X; =T] Pl =ea| Xy =T, e = el
1 1
E[=(V]=1) |C]
Analogicznie, poniewaz T = (7" U {e2}) \ {e1}, mamy
P(T',T) = Ple=ey e =e1|X; =T
1 1
[El=(V[-1) [C]
Zatem
P(T,T') = P(T',T)
przy zatozeniu, ze P(T,T") > 0. Przypadek P(T,T") = 0 pomijamy O
7 powyzszego lematu oraz z lematu 1.6, wynika ze miara stacjonarna {X;} jest jedno-
stajna. 7 twierdzenia 2.4 rozktady X; zbiegaja do jednostajnego i mozna przyjac, ze X; jest
bliski rozktadowi jednostajnemu dla duzych wartosci ¢.

5.2. Problem pakowania plecaka (The knapsack problem).

Przyktad 5.2. Zat6zmy, ze mamy m przedmiotéw, kazdy o wadze w; i wartosci v;. Dys-
ponujemy plecakiem, ktéry pomiesci maksymalnie b kilograméow. Ktoére przedmioty nalezy
wybraé¢, aby zmiedcity sie one do plecaka i miaty jak najwieksza warto$¢? Jest to problem
NP-zupelny ...

Formalnie. Mamy zadane: w = (wi,...,Wn), v = (v1,...,Vy), b. Szukamy wektora
decyzyjnego z = (21,...,2m) € {0,1}"™, tzn. z; = 1, jezeli i-ty przedmiot jest wlozony do
plecaka. Przez S oznaczamy zbiér dopuszczalnych pakowan plecaka, tzn.

S={2€{0,1}": (w,2) < b}
Naszym celem jest zoptymalizowanie wartosci (v, z) pod warunkiem z € S.

Algorytm 1:
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(1) Losujemy jednostajnie z € {0,1}™.
(2) Jezeli z € S, to akceptujemy z, w przeciwnym razie wracamy do punktu 1.

Dla wylosowanego z sprawdzamy warto$¢ plecaka. Mozemy powtorzyé algorytm wielokrot-
nie i wybra¢ najlepsze rozwigzanie.

Kazdy krok moze by¢ szybko obliczony. Jednak jezeli m jest duze, to prawdopobobien-
stwo zaakceptowania wylosowanego z moze by¢ bardzo mate. Dla przyktadu jezeli w; =11
b = m/3, to mozna pokaza¢ (zadanie!), ze prawdopobobienstwo zaakceptowania jest okoto
(0,83)™ (dla m = 100 to jest okoto 1078). Zatem tylko mata cze$¢ losowan zostanie zaak-
ceptowana i trudno przypuszczac, ze beda one bliskie optymalnemu rozwigzaniu.

Algorytm 2 (MCMC): Rozwazmy graf ze zbiorem wierzchotkéw S. Dwie krawedzie
sa polaczone ze soba, gdy roznig sie na dokladnie jednej wspolrzednej (to jest podgraf
hiperkostki Z5"). Konstruujemy spacer losowy na S. Majac zadany X¢ = (21,. .., Zm)

(1) Wybieramy losowo (jednostajnie) jedna ze wspotrzednych: J € {1,...,m}.
(2) Nastepnie zamieniamy J-tg wspolrzedna: z; = 1—z; i oznaczmy nowy wektor przez
/
Z.
(3) Jezeli 2’ € S, to podstawiamy X1 = 2/, w przeciwnym razie X;11 = X; = z.
Innymi stowy: wylosujmy przedmiot; jezeli jest w plecaku, to go wyjmijmy; jezeli nie, to
wlézmy go do plecaka, ale pod warunkiem, ze sie¢ zmiesci.

Lemat 5.2. Jezeli Y w; > b, to powyzszy tancuch Markowa jest aperiodyczny, niereduko-
walny 1 odwracalny.

Dowdd. Zauwazmy, ze z dowolnego stanu mozemy dojs¢ do (0,...,0), wyjmujac po kolei
wszystkie przedmioty. Podobnie mozemy doj$¢ do kazdego elementu S, to pokazuje niere-
dukowalnogé. Aperiodycznosé wynika z obserwacji, ze istnieje stan, w ktérym nie mozemy
dotozy¢ juz kolejnego przedmiotu. Zgodnie z powyzszym algorytmem 7 dodatnim prawdo-
pobobienstwem wiec w nim pozostaniemy. Zatem okres tego stanu wynosi 1.
Odwracalno$¢ wynika, podobnie jak wczedniej, z faktu, ze taicuch jest symetryczny, a to
z kolei jest konsekwencja, ze jezeli x,y € S sa sasiadami, to P(x,y) = P(y,z) =1/m. O

Uwagi:

e Miarg stacjonarng dla tego taricucha Markowa jest miara jednostajna, a wiec dla
duzych t, P[X; = z] ~ 1/|S|. Umiemy zatem aproksymowa¢ te miare, mimo iz nie
znamy dokladnej wartosci | S|

e Probkowanie z rozktadu jednostajnego, moze nie by¢ skuteczne, poniewaz moze byé
niewiele upakowan, ktére sg bliskie optymalnemu, tzn. ich miara moze byé¢ nie-
zauwazalna. Znacznie lepiej jest losowaé elementy wg rozktadu, ktéry daje wieksza
wage ’cennym upakowaniom’, np. m(z) = C~'e("?) gdzie C jest (nieznang) staly
normalizujaca.

5.3. Algorytm Metropolis. Algorytm pozwala na przyblizenie zmiennej losowej ze zbioru
S o rozktadzie m. W tym celu konstruujemy graf G ze zbiorem wierzchotkow S. Zbior
krawedzi moze by¢ niemal dowolny z zachowaniem jednak ponizszych warunkéw:

e Graf powinien by¢ spdjny, aby otrzymany taricuch Markowa byt nieredukowalny.
e Poszczegdlne wierzcholtki nie powinny mieé zbyt wielu sasiadéow, gdyz spacer stanie
sie zbyt trudny do symulowania w praktyce.
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Dla z € S, przez d(x) oznaczamy liczbe sasiadow wierzchotka x. Definiujemy macierz
przejscia

. 7 (y)d(x NSRT
g min {251 1 jezeli z ~ y;
P(z,y) =14 0 jezeli x # y oraz = o y;
1-> . ﬁ min {;E;))‘jl((i;, 1} jezeli x = y.

Powyzszy mechanizm mozna opisaé nieco inaczej. Zaltézmy, ze X,, = x. Wybierzmy losowo
w sposob jednostajny, tzn. z prawdopobobieristwem 1/d(z) jednego z sasiadow x i oznaczmy
go przez y. Nastepnie podstawmy

— y z prawdopobobienstwem min { :Ei;flgg , 1}
n+1

x 7 prawdopobobieristwem 1 — min {1%8’ 1}.

Zauwazmy, ze jezeli graf jest regularny, tzn. kazdy wierzchotek ma ten sam stopieni, to
powyzszy algorymt mozna opisaé jeszcze inaczej. Zaltézmy, ze X,, = x. Wybierzmy losowo
w sposob jednostajny jednego z sasiadéw z i oznaczmy go przez y. Nastepnie
e jezeli (y) > w(x), to podstawmy X, 41 =y
o jezeli (y) < m(z), to rzucamy monet, w ktorej orzel wypada z prawdopobo-
bieristwem w(y)/7(z). Jezeli wypadnie orzel, to X,4+1 = y, w przeciwnym razie
Xn+1 =T
Algorytm probuje wiec maksymalizowaé funkcje 7, przechodzac do wierzchotkéw, w ktorych
warto$¢ ta jest wieksza. Dopuszcza jednak powrdt do mniejszych wartosci, aby nie utknaé
w ’lokalnych maksimach’ funkcji 7.

Lemat 5.3. Miarg stacjonarng powyzszego tancucha Markowa jest .

Dowdd. Wystarczy pokazac, ze spacer losowy jest odwracalny wzgledem 7, tzn. spetniony
jest warunek

m(x)P(z,y) = n(y) Py, x)  Vr,y.
Oczywidcie wystarczy sprawdzi¢ wytacznie dla & # y potaczonych krawedzig. Zalézmy, ze

7(y)d(x .
ng% d%yg > 1. Wowcezas

oraz

TWIPly,x) =) oS T ~ d)

Jezeli ZE%%Z% < 1, analogicznie pokazuje sie, ze
m(x) _ 7(y)
m(x)P(x,y) = = .
OF@D = 546) = d)

O

Przyklad 5.3. Problem pakowania plecaka. Rozwazamy strukture grafu taka sama
jak zdefiniowana powyzej. Definiujemy

Wﬁ(z) = Cgleﬁ(”’z),

gdzie B jest pewng ustalong stata, a Cg jest stala normalizujaca. Zauwazmy, ze nie musimy
znaé jej doktadnej wartosci! Definicja macierzy przejscia zalezy wytacznie od ilorazu.
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Przyktad 5.4. Persi Diaconis w pracy The Markov Chain Monte Carlo Revolution opisuje
nastepujacy przyktad. Pewnego dnia psycholog ze stanowego wiezienia poprosit Departa-
ment Statystyki na Uniwersytecie w Stanford o rozszyfrowanie nastepujacego kodu. ©
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Domyslono sie natychmiast, ze jest to tekst zakodowany przez proste podstawienie, gdzie
kazdy symbol odpowiada pewnej literze lub znakowi interpunkcyjnemu. Nalezy wiec znalezé
funkcje f odwzorowujaca przestrzen kodow w zwykty alfabet. Typowa metoda polega na
sprawdzeniu statystyk czestosci wystepowania poszczeg6lnych znakéw w alfabecie 1 porow-
naniu z czestoscia wystepowan poszczegblnych znakéw w zakodowanym tekscie. Metoda ta
moze nie byé jednak skuteczna przy krotkich tekstach.

Do odkodowania powyzszego kodu uzyto skuteczniejszej metody bazujacej na sprawdza-
niu czestotliwosci wystepowania par znakéw. Doktadniej, dla kazdych dwoch znakéw x,y
mozna okresli¢ czestotliwosé wystepowania y bezposrednio po . Otrzymujemy w ten sposob
macierz M (z,y). Definiujemy funkcje wiarygodnosci

HM Serl))

gdzie s; przebiega kolejne symbole w zakodowaneJ wiadomogci. Chcemy znalezé funkcje f
dla ktorych ta wartosé jest duza. Te funkcje powinny by¢ dobrymi kandydatami do odko-
dowania. Przeszukanie wszystkich mozliwych funkcji f nie wchodzi w gre, bo jest ich zbyt
wiele (ok. 40!). Zastosowano wiec algorytm Metropolis. Nalezy zdefiniowaé relacje sasiedz-
twa, a wiec dla zadanej funkcji f okresli¢ funkcje, ktére mozemy otrzymaé w jednym kroku.
Mowimy, wiec ze istnieje krawedz pomiedzy f, a g, jezeli mozna otrzymac g z f uzywajac
losowej transpozycji. Algorytm uruchomiono na cytacie z Hamleta, ktory nastepnie losowo
zakodowano.

ENTER HAMLET HAM TO BE OR NOT TO BE THAT IS THE QUESTION WHETHER TIS
NOBLER IN THE MIND TO SUFFER THE SLINGS AND ARROWS OF OUTRAGEOUS
FORTUNE OR TO TAKE ARMS AGAINST A SEA OF TROUBLES AND BY OPPOSING END

6VVszystkie grafiki w tym przykladzie sa zaczerpniete z pracy P. Diaconisa The Markov Chain Monte
Carlo Revolution
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Ponizej przedstawione sa wyniki dziatania algorytmu.

100
200
300
400
500
600
900
1000
1100
1200
1800
1400
1600
1700
1800
1900
2000

ENOHDLAE OHDLO UCZEOUNORU O UQZEO HD OITO HEOQSET IUROFHE HENO ITORUZAEN
ELOHRNDE OHRNO UOVEOULOSU O UOVEO HR OITO HEOQAET IUSOPHE HELO ITOSUVDEL
ELOHANDE OHANO UOVEOULOSU O UOVEO HA OITO HEOQRET IUSOFHE HELO ITOSUVDEL
ELOHINME OHINO UCVEOULOSU O UOVEO HI OATO HEOQRET AUSOWHE HELO ATOSUVMEL
ELOHINME OHIND UODEOULOSU O UODEO HI OATO HEOQRET AUSOWHE HELO ATOSUDMEL
ELOHINME OHINO UODEOULOSU O UODEO HI OATO HEOQRET AUSOWHE HELO ATOSUDMEL
ELOHANME OHANO UODEOULOSU O UODEO HA OITO HEOQQRET IUSOWHE HELO ITOSUDMEL.
IS ILOHANMI OHANO RODIORLOSR O RODIO HA OETO HIOQUIT ERSOWHI HILO ETOSRDMIL
ISTILOHANMITOHANOT ODIO LOS TOT ODIOTHATOEROTHIOQUIRTE SOWHITHILOTERDS DMIL.
ISTILOHANMITOHANOT ODIO LOS TOT ODIOTHATOEROTHIOQUIRTE SOWHITHILOTEROS DMIL
ISTILOHARMITOHAROT ODIO LOS TOT ODIOTHATOENOTHIOQUINTE SOWHITHILOTENOS DMIL
ISTILOHAMRITOHAMOT OFIO LOS TOT OFIOTHATOENOTHIOQUINTE SOWHITHILOTENOS FRIL
ESTEL HAMRET HAM TO CE OL SOT TO CE THAT IN THE QUENTIOS WHETHEL TIN SOCREL
ESTEL HAMRET HAM TO BE OL SOT TO BE THAT IN THE QUENTIOS WHETHEL TIN SOBREL
ESTER HAMLET HAM TO BE OR SOT TO BE THAT IN THE QUENTIOS WHETHER TIN SOBLER
ENTER HAMLET HAM TO BE OR NOT TO BE THAT IS THE QUESTION WHETHER TIS NOBLER
ENTER HAMLET HAM TO BE OR NOT TO BE THAT IS THE QUESTION WHETHER TIS NOBLER

BRAERRRE

Jak widac ok. 2000 iteracji wystarczyto, aby odkodowaé¢ wiadomosé. Zaleta tej metody jest
fakt, iz dziata ona juz dla bardzo krotkich tekstow. Dla oryginalnego tekstu wieziennego
otrzymano nastepujacy wynik.

to bat-rb. con todo mi respeto. i was sitting down playing chess with
danny de emf and boxer de el centro was sitting next to us. boxer was
making loud and loud voices so i tell him por favor can you kick back
homie cause im playing chess a minute later the vato starts back up again
so this time i tell him con respecto homie can you kick back. the vato
stop for a minute and he starts np again so i tell him check this out shut
the f**xk up cause im tired of your voice and if you got a problem with it
we can go to celda and handle it. i really felt disrespected thats why i
told him. anyways after i tell him that the next thing I know that vato
slashes me and leaves, dy the time i figure im hit i try to get away but
the c.o. is walking in my direction and he gets me right dy a celda. so i
go to the hole. when im in the hole my home boys hit doxer so now "b" is
also in the hole. while im in the hole im getting schoold wrong and

5.4. Symulowane wyzarzanie (Simulated Annealing). Problemy pakowania plecaka,
odkodowania szyfrow, komiwojazera sa szczegblnymi przypadkami nastepujacego problemu
optymalizacyjnego: Majac zadany zbior S = {s1,...s,} oraz funkcje f : S — R nalezy
znalezé s; € S, maksymalizujacy (lub minimalizujacy) f(s).

Rozwaza sie modyfikacje algorytmu Metropolis nazywana symulowanym wyzarzaniem
(ang. simulated annealing). Obserwujac wykonanie algorytmu Metroplis mozna znalezé
wartosci bliskie optymalnym. Jezeli interesuje nas jednak nie losowy element o zadanym
prawdopodobienistwie, a deterministyczna liczba. Mozna zwiekszy¢ wage elementow o duzej
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wartosci f(s) i rozwazac m(s) = e?/(®) Ponadto 8 moze zmienia¢ sie w czasie. Dokladniej
zamiast [ rozwaza sie [(t), funkcje ktora bardzo wolno rosnie w czasie, np. 5(t) = logt,
B(t) = (1,001)! i wtedy rozwazamy niejednorodny tancuch Markowa zdefiniowany nastepu-

jaco

1 . BT W) d(x) 1 el .
d(z) T BFOF@) d(y)’ jezeli T ~ y;
PXy =2, Xip1=y|=4 0 o jezeli x # y oraz = o y;
1 - PI(=)g DL
1_zz~xmmln{W@d8,l} jezeli x = y.

Przypomnijmy, ze dla statego 8 miara stacjonarng procesu jest
7 (z) = C/gleﬁf(fc)’

dla pewnej (zazwyczaj nieznanej) normalizujacej stalej C'g). Jezeli 3 zbiega do oo, to miara
koncentruje sie na optymalnych rozwigzaniach. Doktadniej, niech Spax = {s: s = M} dla
M = max,cg f(r). Wtedy
li -BM Bf(s) — |g N
Jim e > e | Smax|
i stad
. [ |Smax|™t  dla s € Shmax
Jim w(B)(s) = { 0 dlas¢ Smax
Powyzsze rachunki ttumacza idee algorytmu. Zwiekszajac 5 proces powinien spedzaé wiek-
szo$¢ czasu blisko optymalnych rozwigzan. Istnieja jednak potencjalne zagrozenia:

e Jezeli B jest duze, to taricuch Markowa moze bardzo wolno zbiega¢ do miary stacjo-
narnej. Wowczas wiekszod¢ stanéw ma bardzo male wagi i proces moze nie rozumiec,
w ktora strone powinien i$¢, aby zmierza¢ do optymalnego rozwigzania.

e Jezeli B rosnie za szybko, to proces moze zablokowaé sie w lokalnych maksimach.

Powyzszy algorytm dosy¢ dobrze radzi sobie w praktyce, jednak jego istnieje niewiele teo-
retycznych wynikéw na jego temat.

5.5. MCMC - dynamika Glaubera. W tym rozdziale przedstawimy inng metode ge-
nerowania zmiennej losowej o zadanym rozkltadzie, w sytuacji gdy przestrzen stanéw jest
postaci SV, gdzie V jest zbiorem wierzcholtkéw, a S skoniczonym zbiorem. Elementy SV sa
nazywane konfiguracjami i sg to funkcje na V o wartosciach w S.

Przyktad 5.5. Hardcore model. Dla zadanego grafu G = (V, E) przyporzadkowujemy
jego wierzchotkom wartosci 0 i 1 w sposob losowy, tak aby dwa sasiednie wierzcholtki nie
przyjmowaly wartosci 1. Takie przyporzadkowanie nazywamy dopuszczalng konfiguracja.
Ten model pojawia sie np. w fizyce statystycznej, gdzie na trojwymiarowej kracie modeluje
sie dyskretny ruch czasteczek gazu. Wowczas 1 oznacza pozycje czasteczki, a 0 puste miejsce.
Zaktada sie tutaj, ze czasteczki sa kulami o pewnej objetosci i dwie czastki nie zmieszcza
sie na sasiednich polach.

Przez mg oznaczmy miare jednostajna na wszystkich dopuszczalnych konfiguracjach.
Chcemy wygenerowaé zmienng losowsa o rozktadzie mg. Jako motywacje mozna podaé natu-
ralne pytanie o oczekiwang liczbe jedynek w losowej dopuszczalnej konfiguracji, wzgledem
miary mg. Mozna przyblizy¢ te liczbe symulujac wielokrotnie losowe dopuszczalne konfi-
guracje, a nastepnie liczac liczbe ich jedynek i usredniajac. Mocne prawo wielkich liczb
gwarantuje, ze srednia dazy do szukanej wartosci oczekiwanej.

Rozwazmy nastepujacy algorytm. W czasie ¢ + 1
e Losujemy jednostajnie jeden z wierzchotkéw v € V.
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e Rzucamy moneta.

e Jezeli wypadnie orzet oraz wszyscy sasiedzi v maja przyporzadkowane 0 w momencie
t, to X¢+1(v) = 1; w przeciwnym razie X;y1(v) = 0.

e Nie zmieniamy wartosci pozostalych wierzchotkow, tzn. X;y1(w) = Xy (w) dla w #
.

Lemat 5.4. Zdefiniowany powyzej taricuch Markowa jest aperiodyczny, nieredukowalny i
jego miara stacjonarng jest ma.

Przyktad 5.6. Ustalmy zbior kolorow S = {1,...,q}. Poprawnym pokolorowaniem
grafu G = (V, E) jest przyporzadkowanie koloru do kazdego wierzchotka, w taki sposob,
aby kazde dwa sasiadujace ze soba wierzchotki otrzymaly rézne kolory. Chcemy wyloso-
waé jednostajnie poprawne pokolorowanie ze zbioru wszystkich poprawnych pokolorowan.
Oznaczmy odpowiednig miare przez mq q.

Rozwazmy nastepujacy algorytm. Niech Xy = z (x jest poprawnym kolorowaniem). W
czasie t + 1
e Losujemy jednostajnie jeden z wierzchotkow v € V.
e Wybieramy losowo kolor j - jednostajnie sposrod dopuszczalnych kolorow w v (tzn.
jednostajnie ze zbioru S\ {z(w) bw~w).
e Podstawiamy Xy11(v) = j oraz Xiy1(w) = X¢(w) dla w # v.

Lemat 5.5. Miarqg stacjonarng zdefiniowanego powyzej taricucha Markowa jest mq 4.

Ogolnie, niech V i S beda skonczonymi zbiorami i zalozmy, ze Q jest podzbiorem SV
(oba powyzsze przyklady sa tej postaci). Niech 7 bedzie miarg probabilistyczna na €.
Dynamika Glaubera dla 7 (ang. Glauber dynamics, nieraz uzywa sie réwniez nazwy
Gibbs sampler) nazywamy odwracalny taricach Markowa na przestrzeni stanoéw 2, z miarg
probabilistyczng 7 i nastepujacg funkcja przejécia. Zalézmy, ze spacer znajduje sie w stanie
x, tzn X; = x. Wowczas

e Losujemy jednostajnie jeden z wierzchotkow v € V.
e Niech

Qz,v) ={y € Q: y(w) = z(w) Yw # v}.
Definiujemy miare 7% warunkujgc 7 na zbiorze Q(z,v):
(y)
0 (y) = 7Q(a,v)) = | @@y A2y v)
0 dla y ¢ Q(x,v)
e Losujemy X1 wzgledem miary 7.

Zauwazmy, ze oba powyzsze przyklady sa tej postaci.
Lemat 5.6. Miarg stacjonarng zdefiniowanego powyzej taricucha Markowa jest .

5.6. Tempo zbiezno$ci dla g-kolorowania. Ponizej znajdziemy czas mieszania dla nieco
zmodyfikowanego spaceru losowego na zbiorze poprawnych kolorowari. Roéznica polega na
tym, ze zamiast losowaé jednostajnie sposrdéd dopuszczalnych koloréow dla konfiguracji x
w wierzchotku z, losujemy dowolny kolor i jezeli jest on dopuszczalny, to zmieniamy od-
powiednio wartos¢ z(v). Zwieksza to wiec prawdopobobienstwo pozostania w konfiguracji
x.

Twierdzenie 5.7. Niech G bedzie grafem o n wierzchotkach i niech A bedzie maksymal-
nym stopniem wierzchotka. Jezeli ¢ > 3A, to dla opisanego powyzej spaceru losowego na



32

poprawnych kolorowaniach mamy

tmiks () < (1 — (34 /q)) 'n[logn + log(1/e)]
Dowdd. Chcemy skorzystaé¢ z twierdzenia 2.8, ktére mowi, ze

d(t) < sup HPt(‘T’ ) - Pt(y’ ')”TV < Suppx,y[Tpar > t]~
T,y T,y
Zamiast zwyklego parowania dwoch proceséw bedziemy jednak rozwazaé 'wielkie parowanie’
(grand coupling). Rozszerzymy tez przestrzeni standéw i zamiast poprawnych kolorowar €,
bedziemy badac procesy na zbiorze wszystkich kolorowari Q.
Definiujemy rodzine zmiennych losowych { X} : =z € Q,t =0,1,...} nastepujaco
o Xj=u.
e W kroku ¢ 4+ 1 losujemy jednostajnie jeden z wierzchotkow v € V oraz jeden z
koloréw k. Dla kazdego x, jezeli sasiedzi wierzchotka v majg inny kolor niz k, tzn.
X{¥(w) # k dla w ~ v, to zmieniamy warto$¢ w v na k i jest to X, ;. W przeciwnym

razie X' | = X{. Zauwazmy, ze uzywamy tych samych v i k dla kazdego procesu
X

Powyzsza rodzine proceséw nazywamy wielkim parowaniem. Dla x,y € Q chcemy znalez¢
moment, w ktorym oba procesy si¢ spotkaja.
Dla dwoch kolorowan x,y € §2 zdefiniujmy ich odlegtosé

pz,y) = Z 1o (0)2y(0)}

veV

jako liczbe wierzcholkéw, na ktérych sie one réznia. Zauwazmy, ze p jest metryka na Q.
Zalozmy, ze p(x,y) = 1, tzn. = i y roznig sie jedynie na jednym wierzchotku vg, a poza
tym sa identyczne. Chcemy zrozumieé¢ co stanie sie¢ wykonaniu jednego kroku w algorytmie,
tzn. jak wyglada p(X{, X7). Oznaczmy przez N zbioér koloréw przyporzadkowanych w
sasiadom vg. Ten zbioér jest identyczny dla y.
Po pierwszym kroku z i y pokryja sie, tzn p(X7, X7{) = 0 tylko wowczas, gdy wylosowany
zostanie wierzchotek vy oraz kolor k nie nalezacy do N. To zachodzi z prawdopobobienstwem

1 ¢-IN_a-A
no o q¢ T ng

(5.8) Plp(XT, X{) = 0] =

Moze sie rowniez zdarzy¢, ze p(X{, X{) = 2. Taka sytuacja moze zaj$¢ wylacznie wtedy, gdy
wylosowany zostanie w jeden z sasiadow vy oraz jeden z koloréow x(vg) lub y(vp). Istotnie
zalozmy, ze wylosowano w oraz z(vg). Wtedy x(w) nie zostanie zmienione, ale moze sie
zmieni¢ y(w). Stad

(5.9) Plp(XT, X{) =2] <

3| b
YIS

Korzystajac z (5.8) oraz (5.9) otrzymujemy

E[p(X7.X!)] = 2Plo(X7, XY) = 2]+ P[p(XF, XV) = 1
= 2P[p(XT, X{) = 2] + (1 - P[p(XT, X{) = 2] = P[p(X{, X{) = 0])
q—3A
ng

IN

1-— <1
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Zalozmy teraz, ze p(z,y) = r. Wtedy istnieja kolorowania xg = z,z1,...,z, = y takie, ze
p(xg, xx—1) = 1. Korzystajac z nierownosci trojkata oraz powyzszych oszacowan

E[p(XT,X1)] < E[p(XT,X{)] +E[p(X]", X7?)] + -+ E[p(X]" ", X7)]

—3A —3A
< 7“<1—q 3 >:p(aj,y)<1—q 3 >
ng ng

Chcemy teraz zobaczy¢ co sie dzieje dla duzych czaséw.

Elp(X7, X)) = E[E[p(X7, XP)|XE, X0
< E[p(th—lety—l) (1 oy _Tl;A)]

q— 3A)t

nq

< ...§p(x,y)(1—

Dalej, z nier6wno$ci Markowa dla x # y mamy

t
P[X} # X}] = P[p(X}, X{) > 1] < p(z,y) (1 - 3A) < ne~tA=38/a)/n,
ng

Powyzsze oszacowania zachodza dla wszystkich kolorowan z,y € Q, w szczegblnodci dla
z,y € Q. 7Z Twierdzenia 2.8

Zatem jezeli
t>(1—-3A/q) 'n[logn +log(1/¢)],
to d(t) < e, co konczy dowod. O

5.7. Algorytm Proppa - Wilsona. Algorytmy MCMC przedstawione powyzej maja dwie
wady

e Zmienne losowe generowane przez podane algorytmy nie maja doktadnie rozktadu ,
ktory chceielismy osiaggnaé¢. Rozkltad tych zmiennych jest bliski pozadanemu, jednak
jest obarczony pewnym btedem. Zwiekszenie liczby iteracji jedynie zmniejsza ten
btad.

e W celu zminimalizowania bledu nalezy doktadnie oszacowaé réznice pomiedzy roz-
ktadem X;, a m. W wielu przypadkach jest to trudne do zrobienia.

W 1996 roku Jim Propp i David Wilson zaproponowali alternatywny algorytm, bazujacy
rowniez na technikach MCMC, ktory rozwiazuje jednoczesnie oba problemy:

e Generuje zmienng losowa, ktorej rozktad jest doktadnie 7.
e Algorytm sam decyduje kiedy powinien sie zatrzymaé. W ten sposéb nie ma po-
trzeby wyznaczania np. czasu mieszania.

Algorytm ten, pomimo prostoty, wymaga jednak duzej przestrzeni obliczeniowej (wymaga
uruchomienia kopii |S| tancuchéw Markowa) co ogranicza jego praktyczne zastosowania.
Istnieja jednak metody pozwalajace istotnie zredukowaé¢ problem. Polecamy rozdziaty 10-
12 ksiazki Haggstroma |[H| oraz notatki Berestyckiego [B], rozdziat 9.
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6. WELASNOSCI SPEKTRALNE MACIERZY PRZEJSCIA

Chcemy bada¢ zachowanie P! dla duzych wartoéci ¢, gdzie P jest macierza przejécia
pewnego taricucha Markowa. Naturalna jest wiec proba opisu spektrum P. Bedziemy badaé
przypadek gdy taricuchy Markowa generowane przez P s odwracalne, a wiec spelniony jest
warunek (1.5), tzn

m(x)P(z,y) = n(y)P(y,x)  Va,y e

Przypomnijmy, ze wowczas 7 jest miarg stacjonarna.

Lemat 6.1. Niech P bedzie macierzg przejscia skonczonego tancucha Markowa. Wowczas

(1) Jezeli \ jest wartoscig wtasng P, to |\ < 1.

(2) Jezeli P jest nieredukowalna, to przestrzen wtasna odpowiadajgca 1 jest jednowy-
miarowa.

(3) Jezeli P jest nieredukowalna i aperiodyczna, to —1 nie jest wartoscig wtasng P.

Niech 7 bedzie miarg stacjonarna. Definiujemy iloczyn skalarny na €

(foghe = S f(@)g(@)n(2)

e

Przez 12(7) bedziemy oznaczaé przestrzeri funkcji o wartosciach rzeczywistych na § wyposa-
zonych w powyzszy iloczyn skalarny. Bedziemy tez rozwaza¢ standardowy iloczyn skalarny

<'7 >
Lemat 6.2. Niech P bedzie odwracalne wzgledem m. Wowczas

1) Przestrzeri 12(7) ma baze ortonormalng ztozong z rzeczywistych funkcji wtasnych P:
¢ q q
fitifi=Q,...,1). Odpowiednie wartosci wtasne bedziemy oznaczaé przez {\;}.
J ¢ J
(2) Macierz P mozna roztozyé

ﬁ%”-%ﬁ@MWﬂ
mly) o
Dowdd. Zdefiniujmy
Az, y) = ZE;;P(ﬂc,y)
Odwracalnoéé P implikuje, ze A jest macierza symetryczna
Awy) = ngWh¢E%@ﬂ )
= L P = Y p(y,0) = A(y,2)

()7 (y) m(x)
7 twierdzenia spektralnego dla macierzy symetrycznych wynika, ze istnieje baza ortonor-
malna R wzgledem (-,-): {¢;} taka ze <Z5g jest funkcja wlasng rzeczywistej wartosci wta-

snej Aj. Latwo sprawdzi¢, ze ¢1(x) = \/m(x) jest wartoscia wlasna odpowiadajaca A\ = 1.
Istotnle

A1 (z ZA (z,y)/7(y) Z Vr(x)P(z,y) = /7(x) = ¢1(x)
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1

Niech D, oznacza macierz diagonalna z wektorem 7 na przekatnej. Wtedy A = D7 : PD.?.
_1
Definiujemy f; = Dz *¢; i mamy
1 111 _1 _1
Pfj=PDx?¢; =Dx?(DZPDx?)¢; = Dz ?Ad; = Dz > \joj = \jf;.
Funkcje f; sa wiec warto§ciami wlasnymi P. Ponadto
1 1
bij = (¢i, ¢5) = (Dz f;, Dz f3) = (fi, fi)m

co dowodzi (1).
Nastepnie zdefiniujmy funkcje

_J 1 day=u,
Oy() = { 0 dlay#a,

i rozktadamy ja

by(z) = Z<5y7fj Zf] (z).

J
Poniewaz P'(z,y) = (Pt5y)($) iPlf; = At’fj;

Zf] (WA fi ().

|
Whiosek 6.3. Mamy
Pf= f}u Fi)mfiX
Dowdd. Korzystajac z powyzszego twierd]z;nia
Pli) = Pt(Zf(?J)%) (2) = 3 () P15, )
;
= Zf WL WrWN (@) = 3 fidedifi ().
j O

Sortujemy kolejne wartosci wtasne:
1:>\1>>\22“'2)\‘Q|2—1.

Definicja 6.1. Niech
Ax = max{[Ail}.

Wartosc v« = 1—\, nazywamy absolutng dziura spektralng (ang. absolute spectral gap).
Wartos¢ v = 1 — Ay nazywana jest dziura spektralng (ang. spectral gap). Definiujemy
czas relaksacji ty) = 1/«

Czesto 7» = 7. Np. dla leniwych spaceréw losowych ich macierz przejscia P = (1/2)(I +
P) ma wszystkie wartosci wlasne nieujemne.

Istnieje zwigzek pomiedzy czasem mieszania, a czasem relaksacji:
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Twierdzenie 6.4. Niech macierz przejscia P bedzie nieredukowalna, aperiodyczna i odwra-
calna wzgledem . Zdefiniujmy myin = ming 7(z). Wowczas

1 1
. trel — 1)1 — | <t <l1 trel-
(6 5) ( el ) og <26> = ks(e) 0og <57rmin> el
Dowdd. Krok 1. Przypomnijmy, z dowodu twierdzenia 3.5:

1P (@, ) = 7llry = > (m(y) — P(x,y))

{y: Pt(zy)<m(y)}

= > m(y) <1 - P:Z/’)y)>

{y: P(z,y)<m(y)}

max (1 - Pt(gj’”)

v m(y)

IN

Oznaczmy powyzsza warto$¢ przez s;(t) (jest ona nazywana w literaturze ’separation di-
stance’). Stad

Pt
d(t) = max|[|P*(z, ) = wrv < maxs, (1) = maxmax (1 N 7T((xy)y)>

Dalej z lematu 6.2 oraz nieréwnosci Schwarza mamy
€2 €2 €2 "

‘1 ‘ > 156 |A|t<At(ij DA )

Zauwazmy
2] 2] 2]

(@) = (0, Ou)m = <Z fil@)m(@)f5. ) fj(x)W(w)fj> =)y fi(x)
Jj=1 j=1 T j=1

wiee Y2, f2(2) < m(x) L. Stad
o) A _N () _e
\/ \/ 7Tmm Tmin " Mmin .

Z definicji ks wymka teraz prawa nierownos¢ w (6.5). (To szacowanie nie wymagalo
aperiodycznosci)

-2

W szczegolnosci otrzymaliSmy powyzej nierdéwnosé, ktéra przyda nam sie pdzniej:
t
Al

T'min

(6.6) d(t) <

Krok 2. Niech f. bedzie funkcja wtasng P z wartoscia wtasng odpowiadajacej wartosci
walsnej, ktorej modut jest rowny A.. Poniewaz wartosci wlasne P sg prostopadle wzgledem

iloczynu skalarnego (-, ), to
0=(fo L) = fu(y)7(y)
y
Wtedy

Xl fe(@)] = [P ful=)

= |3 (Pl fuly) - (y)f*(y))'SHf*Hoo2d(t),

Y
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bo 2[|P!(z, ) — m|lrv = 22, |[P*(z,y) — 7(y)|. Biorac g takie, ze fi(z0) = || fillco otrzymu-
jemy
(6.7) AL < 2d(t).

Zatem \omi(®) < 9¢. Korzystajac z nierownodci log(1 4+ z) < x dla z > 0, mamy

1 1 1
tmiks () <)\ - 1) > tmiks(€) log ()\) > log (26)

Uzywajac rownania tpe — 1 = 7 i*A* otrzymujemy lewa strone nieréwnosci (6.5). O

Whniosek 6.8. Dla odwracalnego, nieredukowalnego @ aperiodycznego tarnicucha Markowa

mamy
lim d(t)

t—o00

= A\«

Dowdd. Z (6.7) mamy

o+

A <liminfd(t)?.
t—o00
Z drugiej strony, z (6.6) wynika, ze
lim sup d(t)% = A\

t—o00

O

Przykltad 6.1. Prosty spacer losowy na Z,. Mozemy mysle¢ o tym przyktadzie jako

spacerze losowym na pierwiastkach n stopnia z jednosci: Q = {w,w?,...,w" 1,1} dlaw =
e?™/m . Wowczas dla ¢;(w®) = w7, 0 < j <n — 1, mamy

¢ (WFY) + (WP ) Wi ki (wj +w™d

_= = = W —_—mmm

ok
Po;(w?) 2 - 2 2

) = cos(2ﬂj/n)¢j(wk)'

Zatem ¢; jest funkcja wlasna P z wartoscia wlasng cos(27mj/n). Poniewaz macierz P i
wartosci wlasne sg rzeczywiste, to rowniez funkcje

fj(wk) = %(¢j(wk)) = cos(2mjk/n)
sg funkcjami wtasnymi.
Jezeli n jest parzyste, to —1 jest wartodcia wlasng i spacer jest periodyczny, wtedy v« = 0.
Jezeli n jest nieparzyste, to spacer jest aperiodyczny i absolutna dziura spektralna wynosi
(dziura spektralna jest tego samego rzedu)

2w(n — 1)
2n

2

) =1—cos (m/n) = L O(n™4),

Ae=1-— -
cos( 5,2

2

wiec dziura spektralna jest rzedu n=2, a czas relaksacji rzedu n?.

Definicja 6.2. Moéwimy, ze taiicuch Markowa jest tranzytywny jezeli dla kazdej pary
(z,y) € Q x Q istnieje bijekcja ¢ = ¢y, : Q= Q taka, ze

o(x) =1y oraz P(z,w) = P(¢(2), p(w)) Vz,w e Q.

Zatem w kazdym punkcie spacer losowy wyglada tak samo.
Te wlasnodéé tatwo zauwazy¢ dla prostych spaceréw losowych na Z, lub Zg. Ogolniej, np.
spacery losowe na grupach sa tranzytywne: ¢ ,y(g) = grly.

Definiujemy || fII5 = (f, f)«
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Lemat 6.9. Niech P bedzie odwracalng macierzqg przejscia. Wowczas
1
4Pz, ) = wliy <D fila)?AT
j=2

Ponadto jezeli spacer losowy jest tranzytywny,to
2]
4|1PH(z,) = wlfy < AT
j=2

Dowdd. Korzystajac z nierownosci || - |[1 < || - |2, mamy
P'(z,y) ’
WP - alty < (S i)
v ; m(y)
_ Pt(‘r") 2
m(-) 1
< Pt(‘r") N ?
() 2
€2 2
= D Nifi@)f
=2 2
||

= > NIfi(x)?
j=2

to dowodzi pierwszej nier6wnosci.

Do dowodu drugiej uzyjemy obserwacji, ze jezeli spacer losowy jest tranzytywny, to jego
miarg stacjonarng jest miara jednostajna. Do dowodu tego faktu oznaczmy przez U miare
jednostajna na Q. Wtedy dla dowolnych z,y € Q wezmy odpowiednia bijekcje ¢ = ¢z 4.
Wowczas

UP(z) =) U(z)P(z,2) = Y U($(2))P(d(2),y) = > U(w)P(w,y) = UP(y).
z€Q z€Q) we
Wartos¢ UP(x) nie zalezy wiec od = i musi by¢ stata, z uwagi na to, ze UP jest miarg
probabilistyczna
UP(z) =1/|Q| = U(x).
Zauwazmy, ze w powyzszych szacowaniach lewa strona nie zalezy od x (wynika to z tranzy-
tywnosci), zatem dla kazdych x,y mamy
1€2]

4Py, ) = gy < DA fi(2)°
j=2

Sumujac obie strony po z i korzystajac z faktu, ze miara jednostajna jest stacjonarna
2] |€2]

QP () — Ry < S (Z fj<ar>2U<x>)A§t o)y Az,
=2

j=2 “zeQ

co konczy dowdd. O
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Whiosek 6.10. Rozwazamy prosty spacer losowy na Z, dla nieparzystego n > 7. Jezeli
t>n?, to

d(t) < e %2
gdzie o = 72 /2. Na odwrét, dla kazdego t > 0

—_

d(t) > ie—aﬁ—%
dla B = 7*/11.

Zauwazmy, ze dla t < n? wartosé d(t) jest duza, a po przekroczeniu n?

maled.

zaczyna gwaltownie

Dowdd. Z poprzedniego twierdzenia wynika, ze

1 n=l o 2 4 (n—1)/2 7 2t
2 < 1 Zcos (n) < B Z cos (n) .
Jj=1 J=1

: L. . . . . 2
(uwaga na przenumerowanie wartosci wlasnych!). Uzywajac nieréwnosci cosx < e™* /2 dla

x € [0, 7/2] otrzymujemy
z -t
n2

d(t)

IA
[\3\)—‘

o >z; (-55)

L e (=5
21fexp( 37r2t)

i to daje pierwsza nieréwnosci. Dolne szacowania wynikaja z nieréwnogci 6.7: AL < 2d(t)

IN

oraz cosz > exp ( — % - %) dla z € [0,1/2] (sprawdz!). Daja one

dt) > Leos (T) 5 Leesnni
=2°%\n) =2

O

6.1. Leniwy spacer losowy na hiperkostce Z3. Przypomnijmy, ze spacer ten mozna
opisa¢ na dwa sposoby:

e z prawdopobobienstwem 1/2 zostajemy w aktualnym wierzchotku, a z prawdopo-
bobienstwem (1/2n) przechodzimy do jednego z sasiadéw (czyli wektora rozniacego
tylko na jednej wspotrzednej od aktualnego stanu);

e losujemy jednostajnie jedng ze wspdlrzednych i tam ktadziemy losowo 0 lub 1.

Do tej pory uzywajac parowania oraz silnych czaséw stacjonarnych pokazalismy, ze
tmiks(€) < nlogn + log(e™!)n.

Chcemy uzy¢ teraz metody spektralnej. Bezposrednie zdiagonalizowanie macierzy jest

trudne. Popatrzmy jednak na spacer losowy jak na produkt spaceréw losowych.
Mianowicie zdefiniujmy € = {—1,1} (w tym rozdziale zamiast hiperkostki {0,1}", be-

dziemy patrzy¢ na zbior {—1,1}") i rozwazmy spacer losowy zadany macierzg przejscia

Pi(z,y) ==

5 dla wszystkich z,y € {—1,1}.
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Latwo zdiagonalizowaé macierz P; ma ona dwie warto$ci wtasne

e 1, z wartoscig wtasna 1 (funkcja stata);
e 0, z wartoscig wtasna I (I(z) = z, tzn. I = (-1,1)).

Rozwazmy kopie {(€%;, P;)} ;. Wtedy leniwy spacer losowy na {—1,1}" moze by¢ zapisany
jako

ZP 25 97) [T Laimpir-

i#j

gdzie x = (z1,...,%,). Istotnie, losujemy jedna ze wspotrzednych, a nastepnie randomizu-
jemy ta wspotrzedna, ale tylko pod warunkiem, ze x i y sa sasiadami, czyli zgadzaja sie na
pozostatych wspotrzednych.

Dla kazdego j = 1,...,n umiemy zdiagonalizowa¢ P; o napisa¢ funkcje wlasne. Wyko-
rzystujac te wiedze mozemy réwniez zdiagonalizowaé¢ P. Istotnie, dla kazdego podzbioru
J C{1,2,...,n} zdefiniujmy

fr@y, ) = [[ 1) [] 1) = [ =5
jeJ jeJ jeJ

Oznaczmy teraz

Pj(Xv}’) = Pj(xj’yj) H 1{Zi:yi}

i#j
1 zauwazmy, ze
Pifs(x) = ZJBj(X,Y)fJ(Y)
= ]Af’j(x, (1, 2, zn)) fr(@, .o @, Xy
—I—Pj(X, (1‘1, N T ,In))fj(ajl, vy T Ly xn)
1
= §(fj(x1,...,xj,...,xn) —i—fj(ml,...,—mj,...,xn)
i stad
D. _ fJ(X) gdy ] ¢ J7
Pifs(x) = { 0 gdyjed
Zatem
n—|J
Pfi(x ZPfJ = ' (),
wiec n—|J| sa wartosciami wtlasnymi. Wskazaliémy 2" réznych funkcji wlasnych, wiec nie

ma innych. To pokazuje, ze wartosci wlasne P wynosza: 1,1 —1/n,1 —2/n,...,0. Wiec
A = 1 —1/n oraz v« = 1/n, tyel = n. Przypomnijmy, ze miarg stacjonarna jest miara
jednostajna, stad mmin = 1/2". Ostatecznie z twierdzenia 6.4 mamy

tmiks (€) < n(log2" —loge) = O(n?).
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Szacowania te sg znacznie stabsze od dotychczas otrzymanych, ale pokazemy jak pelna
wiedza o strukturze spektrum i lemat 6.9 dadza optymalne szacowania. Mamy

) n _ﬁ 2t n
4d(t)? < ; (1 n) L
< Ze—zm/n <Z>
k=1
< (T4e 2/Mm"—1.

Biorac t = (1/2)nlogn + cn dostajemy
4d(t)? < (14 1/ne2)" o
stad

676

d((1/2)nlogn + cn) <

N =

Mozna pokaza¢ ([LPW], p.95), ze

8
d((1/2)nlogn —cn) > 1 — ﬁ(l +0(1))
To pokazuje, ze tuz przed czasem (1/2)nlogn odlegtos¢ rozktadu spaceru od miary stacjo-
narnej jest bliska 1, ale dla czaséw nieco wiekszych od (1/2)nlogn bardzo szybko zaczyna
zbiega¢ do zera. Takie zachowanie nazywane jest fenomenem cutoff (patrz [LPW], rozdziat

18)

7. FORMA DIRICHLETA I NIEROWNOSC POINCARE

W poprzednim rozdziale pokazalismy zwiagzek pomiedzy dziurg spektralna, a czasem mie-
szania. Kluczowa byla jednak znajomosé¢ drugiej wartosci wtasnej. W wielu przypadkach
nie mozna jej obliczy¢. Ponizej pokazemy jednak techniki bazujace na geometrycznych
wlasnosciach grafu pozwalajace przyblizy¢ wartosé dziury spektralne;j.

7.1. Forma Dirichleta, a dziura spektralna. Przypomnijmy dziatanie operatora P na
funkcjach:

Pi(z) =Y Pla,y)f(y)
y
Przez m bedziemy oznacza¢ miare stacjonarng P. Ponizej bedziemy bada¢ jedynie odwra-

calne spacery losowe.

Definicja 7.1. Niech f, h beda funkcjami na ). Forme Dirichleta definiujemy nastepu-
jaco

5(f,h):<(I—P)f,h>7r
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Mozna ja zapisa¢ nieco inaczej. Korzystajac z odracalnogci

E(fih) = Y w(@)(f(x) — Pf(2))h(x)

T

- Cro)( ZPe)r) - ) )
& y
= Y a(@)Ple.y)h() (/) ~ W)

x?y

= 3 YA @) P ()~ F@)(A() ~ b))

W szczegolnosci
E() = E(F. 1) = 5 S 7(@) Pl ) (f(y) — (&)
T,y

Dla uproszczenia notacji (a przede wszystkim uwzgledniajac obecno$¢ formy Dirichleta
w znacznie ogolniejszym kontekscie) dla ustalonej krawedzi e = (z,y) definiujemy

Q) = 57(@) Pz, )

oraz gradient

Wowcezas
E(f.9) =Y _Qe)Vf(e)Vyle).
e
(w tym miejscu warto powiaza¢ forme Dirichleta z ciagla sytuacja, laplasjanem i gradien-
tem).

Twierdzenie 7.1. Zalézmy, ze taricuch Markowa (P,7) jest odwracalny. Wtedy dziura
spektralna v spetnia

K {f: Ex(£)=0,llfll2=1} )

Ponadto rownosé jest przyjeta dla f = fo, gdzie fo jest drugag funkcjg wtasng P.

Dowdd. Warunek E.(f) = 0 oznacza, ze (f, f1)==0. Stad

n

F=AFEials =Y (fs fi)nfie
j=1

Jj=2
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Dalej mamy

E(f) = (U-P)f.f),
(f; f)m = (P, f)

(f, )2 Z(ffy P f),

I
M:

.
||
N

I
M=

<faf]> ( )

.
||
N

n

> (1=X) ) (f. 1)

j=2
= (1=X)IflI5="~
Widag, ze dla f = fo otrzymujemy rownosc. O

7.2. Nieré6wno$¢ Poincare i metoda Sciezek. Powyzsze twierdzenie méwi, ze dla kazdej
funkcji f, takiej, ze E;(f) = 0 mamy

YIE < ECF),

innymi stowy, w terminach probabilistycznych
1
varg(f) < ;S(f)-

Definicja 7.2. Moéwimy, ze funkcja przejscia P spelnia nieréwnosé¢ Poincare ze stata C
jezeli dla wszystkich funkcji f

(7.2) varg(f) < CE(f).

Powyzej, w twierdzenie 7.1 pokazali$émy nier6wnosé¢ Poincare ze stata 1/7. Jezeli umiemy
wiec, innymi metodami, pokaza¢ nieréwnosé (7.2) dla pewnej statej C, to t,e < C.7

Ponizej prezentujemy technike '$ciezek’ wprowadzong przez Diaconisa i Saloff-Coste. Dla
kazdych x,y € S, ustalamy raz na zawsze Sciezke v, ,, tzn. ciag wierzchotkow zy =
x,x1,...,T, = y takich, ze P(z;,xi41) > 0. Przez |y;,| = n oznaczamy dlugosé tej
$ciezki.

Twierdzenie 7.3. Nieréwnosé Poincare (7.2) zachodzi ze statq
1
C:r&%{ @ Z Vaylm(@)T(y) o
{xvy: ee’}/z,y}

W szczegolnosci v > 1/C.

7Uwaga: czas relaksacji zostal zdefiniowany jako tre1 = 1/7*. W tym rozdziale przyjmiemy te1 = 1/7.
Bedzie nas interesowaé jedynie rzad poszczegélnych parametréw , w tym czasu mieszania, a nie konkretne
state. Jak wiemy kazdy spacer mozna spowolnié¢, rozwazajac leniwy spacer losowy, a ten, jak juz wiemy, ma
wszystkie warto$ci wlasne nieujemne
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Dowdd. W dowodzie dwukrotnie uzywamy nieréwnosci Schwartza

varg(f) = Z

z y
< ¥ (Z0@ - rwram ) (e s
= (@) - f@) e w)n()

x,Y )
- 2 (X Vi) wnte)
< D eyl Y IVF(e)Pr(y)n(x)

T,y e€Yz,y

1 2

- Yo T el )QEIviOPE)

{x7y: ee%r,y}

IN

CE(f).
O

Nieraz wygodnie jest inaczej mierzy¢ odleglosé, uwgledniajac geometrie grafu i ktadac
rozne wagi na krawedzie. Niech w : E — Ry bedzie waga na krawedziach. Definiujemy

wage Sciezki
e = > w(e).
ecy

Ten sam dowdd, co powyzej daje

Whiosek 7.4. Nieréwnosé Poincare (7.2) zachodzi ze stalq

c-mplocos X b))

{zy: e€v2,y}
Ponizej prezentujemy kilka przyktadow

Przyklad 7.1. Kostka V = {1,...,n}? Krawedzie lacza dwa wierzcholki roznigce sie
na dokladnie jednej wspétrzednej o 1. Pokazemy, jak uzywajac metody Sciezek oszacowad
dziure spektralng. Zastosujemy metode $ciezek. Dla kazdych x,y € V definiujemy $ciezke
taczaca te punkty w taki sposodb, ze najpierw idziemy wzdtuz pierwszej wspotrzednej, potem
drugiej, itd. vxy jest wiec sumg co najwyzej d prostych odcinkéw. W tym przypadku
mozna napisaé bezposrednio miare stacjonarng, ale nas interesuje jedynie rzad i wiemy, ze
m(x) < C/n oraz Q(e) > ¢/n?. Ponadto maksymalna dhugos¢ éciezki vy wynosi dn. Stad

¢ = mn{gs X b))

{z,y: €€z, }

1
max {F#{x,y ce € 'y%y}}

n?

IN

IN
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(uzasadnij ostatni krok)

Przyklad 7.2. Drzewo. Rozwazmy skonczone drzewo o n wierzchotkach i maksymalnym
stopniu d oraz maksymalne wysokosci H. Woéwczas

S5 _¢
1= BnH

Dla kazdego wyboru Sciazek 7., wymuszamy, aby Sciezka przechodzita przez korzen. Z

definicji maksymalna dlugosc sciezki jest co najwyzej 2H. Dalej, #{z,y € V 1 e € 7py}

jest mniejsza od n?. To daje C < cd?*nH.

Przyklad 7.3. Zwezenia. Rozwazmy dwie siatki kwadratowe polaczone ze soba w
jednym wierzchotku.

Czas mieszania dla pojedynczego kawatka jest rzedu n?. Pokazemy, ze z uwagi na zwezenie
czas mieszania na catym grafie jest wyzszego rzedu. Dla uproszczenia rachunkéw mozemy
zatozy¢, ze graf jest regularny. Wtedy miara jednostajna jest miara stacjonarng. W tym
celu wystarczy dodac petle w niektérych wierzchotkach (jedna dla wierzchotkéw na brzegu
i dwie na rogach). Wowczas

Twierdzenie 7.5. Dla kazdego n > 1
trel < 64(n +1)%log(2n + 1).

Ponadto dla duzych n
trel > 202 log n.

Dowdd. Pokazemy najpierw gérne szacowanie. Zauwazmy, ze

e liczba wierzchotkow: V| =2(n+1)% - 1;

e miara stacjonarna jest jednostajna: 7(x) = 1/|V|;

e Qe) = 1/(4[V])
Chcemy uzy¢ wniosku 7.4. W tym celu musimy zdefiniowa¢ Sciezki i wagi. Kazda $ciezka v, ,
jest zdefiniowana jako suma dwoch Sciezek: vy = Yu,0UYo,y, gdzie o jest punktem taczacym
obie siatki. Natomiast v, , definiujemy jako &ciezke, ktora jest najblizsza euklidesowemu
odcinkowi taczacemu x 7z o.

Jezeli e = (u,v) jest krawedzia taka, ze d(u,0) = i+1 oraz d(v, 0) = i (d oznacza odlegtosé

na grafie), to
4(n +1)2

eV:.ec€ <
#{x € 'Yx,o}_ it 1
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Ponadto (Uzasadnij!!!)

8 12|V
#{(x,y) EV?ie €y} < W

Nastepnie definiujemy wagi: jezeli d(o,e) =i, to w(e) = 1/(i +1). Zatem dla z,y € S
2n—1 1
<2 — < 2log(2 1).
Pesls £2 3 iy < 2loston+

Z wniosku 7.4 zachodzi nieréwnos¢ Poincare ze stala
1
C = —— E
meax {w(e)Q(e) |’Y:c,y|w7r($)77(y)}

{z,y: €€v2,y}
#{r,yeV:e€ vyt
V2

IN

L+ 1)4|V|21og(2 1
g {6 D4V 21og2n + 1

< 64log(2n + 1)n?

Z drugiej strony wezmy f(z) = sgn(z)log(1+d(0, z)), gdzie funkcja sgn(z) jest —1,0 lub 1,
zaleznie od tego, czy z jest w lewym kwadracie, z = o, czy w prawym. Z symetrii E.(f) = 0.
Istnieje ¢ + 2 punktéw w odlegtosci 2 od o w kazdym kwadracie, stad

varg(f) = 22—1—2 log(i + 1)?
=0
n (10gn)
-2V
dla duzych n. Ponadto
2n—1
E(f) = MZ [((i4+1) A (2n—i+1)](log(i + 2) — log(i + 1))?
2n—1
<
- 4\V\ Z i+ 1
log(2n + 1)
- 4[V|
Stad
L ED 1
var,(f) ~ 2n?logn
dla dostatecznie duzych n. U

7.3. Wspélczynnik zwezenia (ang. bottleneck ratio). W tym rozdziale rozwazamy
nieredukowalny i aperiodyczny spacer losowy na grafie (F,V). Chcemy opisa¢ czas mie-
szania poprzez geometryczne wlasnosci grafu/przestrzeni stanow. Wowczas 'zwezenia’ frag-
mentoéw grafu powoduja, ze niektore z wierzchotkéw sa ciezko osiagalne, co zwieksza czas
mieszania.

Zaczniemy od kilku definicji.

Definicja 7.3. Niech Q(z,y) bedzie miara krawedziowa:
Q(x,y) = m(x)P(z,y).
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Wtedy
QAB) = > Qz,y)
r€AyeB

jest prawdopobobienstwem przejscia ze zbioru A do B w jednym kroku, startujac z miary
stacjonarne;j.

Wspolczynnikiem zwezenia grafu nazywamy

«= min  ®(9),

{s:m(8)<1/2}

" a(s. 59
v(5) = < o

Ponadto definiujemy brzeg zbioru
0S ={(z,y) € E:x € S oraz y € S°}.
Przyktady

e Dla prostego spaceru losowego na grafie

de x . . .
Qz,y) = ﬂgiE(R@ = ﬁ jezeli (z,y) € E
0 jezeli (z,y) ¢ E

Wited
' 1ogl s
(S) = —2F 195

v dml) T deg(a)’

zeS 2[E]

e Jezeli spacer jest leniwy, to
2|08

1
Qz,y) = 1ss and @(S)= —————.
( y) {(z,y)eE} ( ) ers deg(:c)

4B
o Jezeli graf jest d-regularny,
|05
(5) = —=r-
d|S|
e Dla ostatniego przykladu z poprzedniego wykltadu (dwie siatki kwadratowe pola-
czone w jednym wierzchotku), ®, jest rzedu 1/n? (przelicz)
Istnieja zwiazki pomiedzy wspotczynnikiem zwezenia, czasami mieszania i dziurg spektralna
Twierdzenie 7.6. Mamy
1
40,

tmiks = tmiks(1/4) >

Twierdzenie 7.7. )

®
7*§7§2<I>*

Dowdd. Pokazemy jedynie prawa nieréwnos¢. W tym celu korzystamy z twierdzenia 7.1:
. E(f) : e yea (@) Pz, y)(f(z) — f(y)
v = min 5= min 5
{FE-(N=0s20} || fll5  {FEx(N=0.520} D, yeqm(@)T(y)(f(2) — f(y))
Dla kazdego zbioru S takiego, ze m(S) < 1/2 zdefiniujmy funkcje

—m(S¢) forxz €S,
fs(z) = { w(S) forzgs
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Dalej mamy
2Q(5,8) _ 2Q(5, 8%
7= 00(S)n(Se) = w(S)

Biorgc infimum po wszystkich zbiorach S otrzymujemy prawg nieréwnosc. O

= 20(9).

Kilka dalszych przyktadéow

e Leniwy spacer losowy na hiperkostce Z5. Wezmy zbior S = {x : z; = 0}.
Wowczas

1
o(S)=2 > 27"P(zy) =227 1/(2n) = —.
2n
rES,yesSe
Zatem ®, < 1/(2n). Z drugiej strony wiemy, ze v = n~!
twierdzenia

, Wiec 7z powyzszego

ESQ‘I)*S}.
n n

Zatem 2®, = n~! = v. Zatem goérne szacowanie w powyzszym twierdzeniu jest

ostre.
e Leniwy spacer losowy na Zo,. Wiemy, ze v = 72/(4n?) + O(n~*). Dla kazdego
zbioru S,
08|35, _ 105
d(9) = = .
(5) 151 4)S|
2n

Powyzsza warto$¢ przyjmuje minimum (na zbiorze {S : w(S5) < 1/2}) gdy S za-
wiera kolejne punkty i brzeg jest dwupunktowy. Wtedy, w dolnego szacowania w
powyzszym twierdzeniu v > 1/(8n?). Zatem rzad jest poprawny.

8. EXSPANDERY

Jezeli graf ma ’duze zwezenie’, to czasy mieszania sa duze. Teraz zajmiemy sie sytuacja
odwrotna, gdy zwezen nie ma, a czasy mieszania sg najszybsze z mozliwych. Bedziemy
bada¢ grafy, ktore sa mocno potaczone.

8.1. Definicja i podstawowe wtlasnoSsci.

Definicja 8.1. Rodzina grafow {G,} jest nazywana rodzing (d, o)-ekspanderow jezeli
o lim, oo |V(Gr)| = o0
oraz spelnione sa nastepujace warunki dla kazdego n:

e (5, jest d-regularny,
e wspolczynik zwezenia prostego spaceru losowego na G, spetia ®.(G,) > a.
Przypomnijmy, ze w tym przypadku
oS
D, (Gp) = min —’ ‘
{s:151<|V(Gn)l/2} d] S|

Ponizszy lemat méwi, ze ekspandery maja najszybsze mozliwe czasy mieszania sposréd
graféw o ograniczonych stopniach wierzchotkdw

Lemat 8.1. Jezeli G, jest (d, )-ekspanderem, to prosty spacer losowy na Gy, spetnia

tmiks(Gn) = O(IOg |V(Gn)’)
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Dowdd. Przypomnijmy, ze z twierdzenia 6.4

1
tmiks(E) S IOg ( )trela
EMmin

dla iy = ming 7(z). W przypadku ekspanderéw 7y jest rzedu 1/|V(G,)|. Ponadto w
twierdzeniu 7.7 pokazalismy v < 2,. Stad

tmiks(e) < CIOg(V(Gn))
(V(

Z drugiej strony srednica grafu G, jest rzedu log(V(G,,)), wiec

tmiks(g) > 6log(V( n))
O

8.2. Istnienie. Z powyzszej definicji nie jest oczywiste istnienie ekspanderéw. Bezposrednie
konstrukcje sa dosy¢ trudne. Ponizej pokazemy probabilistyczny dowdd istnienia.

Twierdzenie 8.2. Istnieje rodzina (3;0,001) ekspanderdw.

Dowdd. Kropk 1. Zaczniemy od zdefiniowania rodziny losowych 3-regularnych graféow,
ktore moga posiadaé¢ wielokrotne krawedzie. Oznaczmy

A:{al,...,an} B:{bl,,bn}

Niech
V(G,) =AUB.

Wybierzmy losowe permutacje 01,02 € S,, (niezaleznie, wg rozkladu jednostajnego) i defi-
niujemy zbior krawedzi

E(Gn) = {(aiabi)a (aiab01(i))7 (ai7b02(i)) l<i< ’I’L}

Zgodnie z definicja sa to grafy dwudzielne, tzn. wszystkie krawedzie maja jeden koniec w
zbiorze A, a drugi w zbiorze B.

Krok 2. Pokazemy, ze
(8.3) nh_)HOloIP’[CD*(Gn) >0,01] = 1.
Ustalmy 6 < 0,03. Dla dowolnego zbioru wierzchotkow S, przez N(S) oznaczmy zbior
sasiadow S. Udowodnimy najpierw, ze

(8.4) ILm P[IN(S)| < (1 +6)|S| dla pewnego S C A takiego, ze |S| < n/2] = 0.

Niech S bedzie dowolnym podzbiorem A takim, ze k = |S| < n/2. Oznaczmy przez Ig zbior
indeksow elementow zbioru S, tzn S = {a;}icr(s). Wowezas Sp = {bi}icr(s) - podzbior B
o tych samych indeksach co S, zgodnie z konstrukcjg grafu, jest podzbiorem N(S). Jezeli
IN(S)| < (1+0)k, to do zbioru Sp moze zosta¢ dotaczony zbior o rozmiarze 0k taki, ze N(S)
jest zawarty w ich sumie. W szczegdlnosci obie losowe permutacje o1, o9 przeksztalcajg zbior
Ig w zbior wiekszy o co najwyzej 6k. Zatem

PIN(S)| < (1 + 8)k] = (ng_kk)((lf)kf () ((1+6)k)

R (Y
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i stad
lim P[|N(S)] < (1+0)|S| dla pewnego S C A takiego, ze |S| < n/2]

n—00
n/2

<5 ()P

Pokazuje sie, ze powyzsze wyrazenie zbiega do 0 (zadanie, w dowodzie wystarczy uzyc
nieréwnosci () < n%/(6k)!, (}) = nk/kF oraz j! > (j/e)?). To pokazuje (8.4), co z kolei
jest rownowazne

(8.5) ILm P[IN(S)| > (1 + 6)|S] dla kazdego S C A takiego, ze S| <n/2] = 1.

Aby pokazac¢ (8.3) musimy uzasadni¢, ze jezeli kazdy podzbior A o rozmiarze k < n/2 ma
wiecej niz (1 + d)k sasiadow, to @, > §/2. Zalézmy, ze powyzsza whasnosé jest spetniona i
wezmy dowolny podzbior S C V taki, ze |S| < n. Niech A’ = SN A, B’ =5nN B. Mozemy
przyjac, ze |A'| > |B'|. Jezeli |A'| < n/2, to z (8.5) zbior A’ ma co najmniej (6/2)]S]
sasiadow w B\ B’ i te wszystkie krawedzie taczg S z S°. Stad
|0S| _ o
() = 319] =3
Jezeli |A’'] > n/2, to bierzemy A” C A’ ktorym sklada si¢ z [n/2] elementéw i powtarzamy
rozumowanie. To pokazuje @, > /6 1 dla 6 = 0,06 daje (8.3).

Krok 3. Konkluzja. Z (8.3) dla kazdego n mozemy wybra¢ odpowiedni graf. Chcemy
jednak skonstruowaé¢ rodzine bez wielokrotnych krawedzi. Najpierw pokazemy, ze istnieje
rodzina (deterministyczna) grafow {G,} takich, ze kazdy z nich ma co najwyzej 100 po-
dwdjnych krawedzi, zadnej potréjnej i wspotezynnik zwezenia co najmniej 0, 01.

W tym celu postepujemy nastepujaco. Formuta (8.3) gwarantuje, ze asymptotycznie pra-
wie kazdy graf, z rodziny skonstruowanej powyzej, ma wspo6lczynnik zwezenia co najmniej
0,01. Zauwazmy, ze istnienie potrojnej krawedzi rozspaja graf, a wtedy wspotczynnik zwe-
zenia jest 0. Dalej, wartosé¢ oczekiwana i wariancja liczby podwojnych krawedzi dla kazdej
pary z trzech permutacji {id,o1,02} wynosi 1 (to jest tatwe do policzenia). Zatem praw-
dopobobienistwo, ze wszystkich podwoéjnych krawedzi jest powyzej 100 jest bardzo mate
(nierownos¢ Czebyszewa). Dla duzych n ten zbiér musi mie¢ wiec niepusty przekroj ze
zbiorem gdzie wspoélczynnik zwezenia jest wiekszy niz 0,01. Wybieramy wiec graf z tego

> <D

Pozostaja do naprawienia podwédjne krawedzie. Postepujemy jak na rysunku. Do pary
wierzchotkéw a;, b; potaczonych dwoma krawedziami dokladamy dwa nowe wierzchotki
c}j, c?j oraz nowe krawedzie (a;, c}j), (ai, c%-), (bi, c}j), (bi, C?j), (c%j, c?j) (rysunek!). Nowy graf
0zZnaczmy przez én Tak zdefiniowane grafy tworzg rodzine ekspanderéw, a modyfikacja ma
zaniedbywalny wplyw na wspoétczynnik zwezenia. U

Bezsposrednie konstrukcje sa bardzo trudne. Przytoczymy dwa niedawne wyniki (Kassa-
bov, 2007):
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e Istnieje £ € N oraz € > 0 takie, ze dla kazdej nieabelowej skoriczonej grupy pro-
stej ® istnieje symetryczny zbior jej generatorow o licznosci co najwyzej k, taki, ze
odpowiedni graf Cayleya jest e-ekspanderem.

e Istnieje k € N oraz ¢ > 0 takie, ze dla kazdego n > 5, grupa symetryczna S,, posiada
symetryczny zbioér generatoréw o licznosci co najwyzej k, taki, ze odpowiedni graf
Cayleya jest e-ekspanderem.

8.3. Zastosowania. Informatyka: teoria informacji (automatyczna korekcja btedéw w prze-
sytanej informacji); redukcja prawdopodobieristwa btedu w algorytmach probabilistycznych;
algorytmy aproksymacyjne, ...

Matematyka: teoria liczb, teoria grup, ...
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DODATEK A. PRZYKLADY

Ponizej znajduje sie lista przyktadéw oméwionych podczas wyktadu wraz z otrzymanymi
szacowaniami

e Leniwy spacer losowy na Z,.
tmiks < n? (przyklad 2.4, strona 14).
tmiks > en? ([LPW], strona 96, przyktad 7.4.1).
e Leniwy spacer losowy na hiperkostce Z3.
tmiks(€) < nlogn + log(1/e)n (przykltad 2.6, strona 16).
tmiks(€) < nlogn +log(1/e)n (przyktad 3.2 oraz wniosek 3.6, strona 19).
tmiks(€) > 1/2nlogn — Cn ([LPW], strona 95, prop. 7.13)
Optymalny wspotczynnik, to 1/2.

e Leniwy spacer losowy na torusie Z%
tmiks < d*n? (przyktad 2.5, strona 15; stala moze byc poprawiona - lista nr 2)

e Tasowanie TOP-TO-RANDOM
tmiks(€) < nlogn + log(1/e)n (przyklad 3.1 oraz wniosek 3.6, strona 19)
tmiks(€) > nlogn — an (JLPW], strona 96, przyktad 7.4.2, oraz [D], strona 70 )

8Grupa jest prosta, jezeli nie zawiera nietrywialnej podggupy normalnej, np. Z, dla liczby pierwszej p,
A, dlan>5



SPACERY LOSOWE NA SKONCZONYCH GRAFACH

LISTA NR 1

1. Niech {X(} bedzie taricuchem Markowa o macierzy przejécia P i niech py bedzie rozkta-
dem Xj. Pokaz, ze juy = poP?.

2. (Funkcja tancucha Markowa nie musi by¢ taricuchem Markowa.) Niech {X;} bedzie
tancuchem Markowa na przestrzeni stanow Q = {s1, 2, $3}, z macierza przejscia

010
P=1001
1 00

i rozkltadem poczatkowym pg = (1/3,1/3,1/3). Dla kazdego n, zdefiniujmy

{ 0 jezeli X, = 51
Y, = . .
1 w przeciwnym razie

Pokaz, ze Y, nie jest taricuchem Markowa.

3. Pokaz, ze jezeli taricuch Markowa jest nieredukowalny, to wszystkie punkty maja ten
sam okres.

4. Jezeli tanicuch Markowa jest nieredukowalny i aperiodyczny, to istnieje M takie, ze
Pt(z,y) > 0 dla wszystkich x,y € Q oraz t > M.

5. Pokaz, ze nierozkladalny taiicuch Markowa posiada co najwyzej jedna miare stacjo-
narng. Wskazowka: Niech P bedzie macierza przejécia, wowczas jedynymi funkcjami
harmonicznymi (tzn. spelniajacymi Ph = h) sa funkcje stale ...

6. Uzasadnij, ze jezeli taricuch Markowa ma dwie miary stacjonarne, to ma ich nieskonczenie
wiele.

7. (Inny dowod istnienia miary stacjonarnej) Niech P bedzie macierza przej$cia tancucha
Markowa na skoniczonej przestrzeni standéw 2. Dla dowolnego rozktadu poczatkowego p na
Qin > 0 definiujemy

1
Vp = E(;ﬁ—l—,uP—{—---—l—,uP”_l).

e Pokaz, ze dla kazdego x € Qin >0,

P(2) — vn()] < %

e Pokaz, ze istnieje podciag {vp, } taki, ze limy_ o0 1, () istnieje dla kazdego x € €.

e Dlaz € Q zdefiniujmy v(x) = limy_, o v, (). Wykaz, ze v jest miara stacjonarna P.
8. (Ruina gracza) Gracz startuje z kapitatem k. W kazdej rundzie rzuca moneta, jezeli
wypadnie orzel wygrywa 1, w przeciwnym razie traci 1. Gracz konczy gre, gdy jego kapitat
osiggnie poziom n lub zbankrutuje. Przedstaw odpowiedni spacer losowy na grafie.

e Czy jest on nieredukowalny? Czy posiada miare stacjonarna?
e Oblicz prawdopobobienstwo zakoniczenia gry przez gracza z kapitalem n, tzn. Px[X, =
n|, gdzie T oznacza moment zakonczenia gry.
e Oblicz warto$¢ oczekiwang dtugosci gry, tzn. Ep7. Wskazowka: utéz odpowiednie
rOwnanie rekurencyjne, a nastepnie je rozwiaz.
9. (Kolekcjonowanie kuponow) Kolekcjoner zbiera kupony n réznych typow. Za kazdym ra-
zem, gdy kupuje nowy kupon, rozktad ich typow jest jednostajny. Niech 7 oznacza moment,
gdy zbierze pelng kolekcje.
e Oblicz ET.Wskazéwka: niech X; oznacza liczbe r6znych typéw zgromadzonych
przez kolekcjonera w chwili ¢



e Pokaz, ze dla ¢ > 0
C

P[r > nlogn+cn] <e”

Wskazowka: Niech A; oznacza zdarzenie, ze wérod pierwszych nlogn + cn kupo-
néw nie byto kuponu i-tego typu...

10. Niech p bedzie miarg probabilistyczna na skoniczonej grupie G. Pokaz, ze spacer losowy
generowany przez 4 jest nieredukowalny wtedy i tylko wtedy, gdy S = {g € G : u(g) > 0}
generuje G (tzn. najmniejsza grupa zawierajaca S jest G).
11. Pokaz, ze spacer losowy na G generowany przez i jest odwracalny wtedy i tylko wtedy,
gdy miara 4 jest symetryczna, tzn. u(g) = u(g~') dla kazdego g
12. Spacer losowy na torusie. Niech m,n € N. Rozwazmy tanicuch Markowa na przestrzeni
stanow

Q={(z,y): z€{0,...,m—1},y€{0,...,n—1}}.
Jezeli proces jest w stanie (x,y), to przechodzi do stanéw ((z+1) mod m,y) lub (z, (y+1)
mod n) z prawdopobobieristwem 1/2.

e Pokaz, ze ten laricuch Markowa jest nieredukowalny.

e Pokaz, ze proces jest aperiodyczny wtedy i tylko wtedy gdy NWD (m,n) = 1.
13. Skoczek znajduje sie w rogu szachownicy. Zaczyna sie porusza¢ w sposéb losowy
wybierajac za kazdym razem w sposéb jednostajny jeden z dozwolonych ruchéw. Jaka jest
wartos¢ oczekiwana liczby ruchéw po ktorych skoczek wroci do punktu startowego?
14. Rozwazmy spacer losowy na = {0,1,...,n}, w ktorym czasteczka porusza sie w
lewo lub w prawo z prawdopobobienstwem 1/2, za wyjatkiem punktow 0 i n. W punkcie n
spacer pozostaje lub przechodzi do n — 1 z prawdopobobieristwem 1/2. Stan 0 jest stanem
absorbujacym, a wiec po trafieniu w niego czasteczka pozostanie w nim na zawsze. Oblicz
wartos¢ oczekiwang czasu trafienia w 0 czasteczki, ktora startuje w punkcie n.



SPACERY LOSOWE NA SKONCZONYCH GRAFACH
LISTA NR 2

1. Rozwazmy prosty spacer losowy na Z,. Oznaczmy przez 7 pierwszy moment w ktorym
zostaly odwiedzone wszystkie stany. Oblicz Er. Wskazéwka: skorzystaj z zadania 9 z
listy 1 o ruinie gracza.
2. W dwoch urnach znajduje sie w sumie k kul (k-ustalona liczba). Definiujemy w na-
stepujacy sposob taricuch Markowa. W kazdym kroku losujemy jednostajnie jedna z kul i
przektadamy ja do sasiedniej urny. Niech X; oznacza liczbe kul znajdujacych sie w czasie ¢
w pierwszej urnie. Wowczas X; jest taricuchem Markowa. Znajdz jego miare stacjonarna.
Pokaz, ze proces jest odwracalny.
3. Oblicz || — v||ry dla nastepujacych przyktadow

e /1~ Bin(4,1/2), v ~ Bin(4,1/4)

e 41 jest miarg jednostajna na S, (grupie permutacji), a v jest miarg jednostajna na

wszystkich permutacjach zachowujacych 1.

4. Pokaz, ze
d(t) = supl|luP' —=|rv,
I
d(t) = sup|pP" —vP| v,
JTRY

gdzie p i v przebiegaja po wszystkich miarach probabilistycznych na 2.
5. Pokaz, ze

= Pt(r. ) —
d(t) = max |P'(@,) = 7}y

jest ciagiem malejacym.

6. Podczas wyktadu pokazalismy, ze dla leniwego spaceru na torusie Z& zachodzi s <
d?>n?. Pokaz jak otrzymac lepsze szacowanie tpjs < O(dlogd)n®. W tym celu nalezy
przeanalizowa¢ dowod podany na wyktadzie. Niech t > kdn?.

e Oszacuj prawdopobobienistwo zdarzenia, ze w czasie t pierwsze wspotrzedne obu
spacerow sg rozne, przez (1/4)
e Wybierz odpowiednie k i rozwaz wszystkie wspotrzedne.
7. (Tozsamos¢ Walda) Niech {X,,} bedzie ciagiem niezaleznych i catkowalnych zmiennych
losowych o tym samym rozkladzie i niech 7 bedzie zmienng losowa niezalezna od tego ciaggu

o wartosciach w N. Wtedy
E[ZX,-] =EX, -Er
i=1

8. Niech {X;} bedzie nieredukowalnym i aperiodycznym laricuachem Markowa z miarg
stacjonarng w. Oznaczmy przez N (z,t) liczbe wizyt w punkcie © w pierwszych ¢ krokach.
Pokaz, ze .

Jim “E[N(z,1)] = n()
oraz 1N (z,t) zbiega do 7(z) wedtug prawdopodobieristwa.
9. Rozwazmy aperiodyczny i nieredukowalny taricuch Markowa z miarg stacjonarng .
Zalozmy, ze istnieje stan x oraz zbior A C € taki, ze w(A) = > ,7(y) > 1/4 oraz
odleglo$¢ x od zbioru A jest wieksza niz M. Pokaz, 7e tyjs > M.
10. Korzystajac z poprzedniego zadania znajdz jak najlepsze dolne oszacowania na tpjks
dla leniwego spaceru losowego na hiperkostce Z4 oraz torusie Z2



SPACERY LOSOWE NA SKONCZONYCH GRAFACH

LISTA NR 3

1. Udowodnij
tmiks(g) S HOgQ 2’5_1—|tmiks'

log(|€2|(1 —¢))
log A ’

2. Pokaz, ze
tmiks(E) Z

gdzie A = max,eq [{y: P(x,y) > 0}
3. Pokaz, ze dla leniwego spaceru losowego na Z, zachodzi tpiks > en?. Wskazowka:
oszacuj P[sup,<s,2 |St| > n/4], gdzie S; jest leniwym spacerem losowym na Z.
4. Niech -

Q={zec{0,1}"" z(n+1)=1}.
Spacer losowy zdefiniowany jest nastepujaco. W kroku ¢ 4+ 1 wybieramy losowo jedng ze
wspoltrzednych k ze zbioru {1,...,k} i jezeli a4(k + 1) = 1, to zmieniamy warto$¢ k-tej
wspotrzednej, definiujac w ten sposéb X¢y1. ZnajdZ miare stacjonarng. Pokaz, ze ks >
n? — 2n3/2.
5. Znajdz silny czas jednostajny dla zmodyfikowanego leniwego spaceru losowego na Z3
takiego, ze bedac w stanie X; pozostajemy w nim z prawdopobobienistwem 1/(n + 1), a z
prawdopobobieristwem 1/(n + 1) przechodzi do jednego z sasiadow.
6. Niech G bedzie skoriczong grupa i p miarg probabilistyczng na G. Zaldzmy, ze istnieje
e > 0 takie, ze

P[X; € A] > eU(A)

dla kazdego A C G (przypomnijmy Xy = e), gdzie U jest miarg jednostajna na G. Znajdujac
odpowiedni silny czas stacjonarny, pokaz ze

lpe = Ul < (1 =e),

gdzie u; jest rozkladem X;. Wskazowka: skorzystaj z rozktadu p=eU + (1 —e)p.

7. Rozwazmy graf powstaly przez sklejenie w jednym wierzchotku dwoch pelnych grafow.
Dla kazdego wierzchotka dodajmy petle, tak, aby nowy graf byl regularny. Oszacuj z dotu
1z gory czas mieszania tyjks.

8. Rozwazmy nastepujacy sposob tasowania kart (odwrotny do Tor-To-RANDOM). Wy-
ciagamy (losowo) jedna z kart z talii i ktadziemy ja na gorze talii. Oszacuj czas mieszania
Lmiks-

9. Niech Y oznacza ostatni stan oznaczony przez prosty spacer losowy na Z, startujacy z
0. Pokaz, ze Y ma rozktad jednostajny na zbiorze {1,...,n — 1}.

10. Skonstruuj silny czas zatrzymania dla leniwego spaceru na Zqx, a nastepnie oblicz jego
wartos¢ oczekiwana. Wskazdwka: postepuj przez indukcje.

Referat. 11. ([LPW], strony 56 i 69) Opowiedz o przyktadzie winning streak.

Referat. 12. ([LPW], strona 96) Pokaz, ze w tasowaniu Top-T0O-RANDOM

tmiks(g) > nlogn — an.

Referat. 13. (JLPW], strona 95) Przedstaw dolne oszacowania czasu mieszania leniwego
spaceru losowego na hiperkostce.



SPACERY LOSOWE NA SKONCZONYCH GRAFACH

LISTA NR 4

1. Niech P bedzie macierza przejécia. Pokaz, ze P ma reprezentacje w postaci odwzorowan
losowych, tzn. istnieje ciag {Z;} iid oraz funkcja deterministyczna f takie, ze

Xo=u, Xy = f(Xt—L Zt)

jest tancuchem Markowa z macierza przejscia P startujacym w z.

2. Niech Xy bedzie spacerem losowym na grupie G generowanym przez miare probabili-
styczng p. Zdefiniujmy miare fi(g) = p(g~!) na G i niech X, bedzie spacerem losowym
generowanym przez ji. Oznaczmy przez p; i piy rozktady Xy i Xt- Pokaz, ze

e = Ullrv = [l = Ullv,
gdzie U jest miarg jednostajng na grupie G.
3. Chcemy wygenerowa¢ losowa permutacje ¢ € Sy, tzn funkcje réznowartosciows o :
{1,...,n} — {1,...,n}. Stosujemy nastepujacy algorytm. Dla kazdego i podstawiamy
za o(i) losowa liczbe ze zbioru {1,...,n}. Kolejne losowania sg niezalezne i jednostajne.
Jezeli otrzymana funkcja jest permutacja, to koniczymy. W przeciwnym razie powtarzamy
procedure. Oszacuj oczekiwang liczbe losowari niezbednych do wygenerowania permutacji.
4. Rozwazmy nastepujacy algorytm generujacy losowa permutacje o € S,. Przyjmujemy
oo = Id. Nastepnie dla k = 1,...,n — 1 postepujemy indukcyjnie. Majac zadane op_;
losujemy liczbe Jj jednostajnie sposrod {k,...,n}. Definiujemy oy, zamieniajac wartosci
ok-1(k) z o—1(Jy), tzn. ok (k) = op—1(Jx), ok(Jx) = or—1(k), a dla pozostatych wartosci
or(i) = op_1(i). Pokaz, ze 0,_1 ma rozklad jednostajny na Sj,.
5. Zalozmy, ze w poprzednim zadaniu liczby Jj sa losowane ze zbioru {1,...,n}. Czy 0,1
ma rozktad jednostajny na S,?
6. Czy prawdziwe jest nastepujace zdanie: niech @) bedzie rozktadem na S, i niech ¢ bedzie
losowa permutacja o rozkladzie @), wowczas jezeli

Plo(i) > o(4)] = 1/2,

dla kazdych i, 7, to @ jest rozktadem jednostajnym na 5.
7. Czy prawdziwe jest nastepujace zdanie: niech @) bedzie rozktadem na S, i niech o bedzie
losowa permutacja o rozkladzie @), wowczas jezeli

Plo(i) = j)] = 1/n,
dla kazdych i, j, to @ jest rozktadem jednostajnym na S,.
8. Niech @ bedzie rozkladem na grupie S, odpowiadajacym jednemu tasowaniu RIFFLE
SHUFFLE. Pokaz, ze
(n+1)/2"  jezeli m =id
Q(m)=4 1/27 jezeli m ma dwa ciagi rosnace
0 w pozostalych przypadkach

9. Zdefiniujmy a-RIFFLE SHUFFLE, jako tasowanie gdzie talie kart dzielimy na a-zbioréw o
zblizonym rozmiarze, a nastepnie ... tasujemy (mozemy mysle¢ o tasowaniu RIFFLE SHUF-
FLE, takim, ze dysponujemy a rekoma). Podobnie jak na wyktadzie zdefiniuj 3 rownowazne
modele, a nastepnie sprobuj oszacowaé niezbedng liczbe tasowan dlaa=41a =38

10. (Geometryczna interpretacja RIFFLE SHUFFLE). Wylosujmy (niezaleznie i jednostaj-
nie) n punktéow z odcinka [0,1]. Oznaczmy je rosngco zi,...z,. Nastepnie zastosujmy
odwzorowanie piekarza x — 2 mod 1 do tych punktéw. Pokaz, ze indukowana permuta-
cja punktow ma doktadnie taki sam rozklad jak w tasowaniu RIFFLE SHUFFLE.



11. Pokaz, ze wykonanie a-RIFFLE SHUFFLE, a nastepnie b-RIFFLE SHUFFLE jest rOwno-
wazne tasowaniu ab-RIFFLE SHUFFLE. Wskazéwka: mozesz skorzystaé¢ z poprzedniego
zadania (ale nie jest to konieczne).

12. Niech @, bedzie rozkladem S, po jednym tasowaniu a-RIFFLE SHUFFLE. Pokaz, ze
Qa(m) = (”+a;T(”))/a”, gdzie r(m) jest liczba rosnacych ciagow w .

Referat. 13. ([LPW], strony 101-106) Opowiedz o tasowaniu przez losowe permutacje.



SPACERY LOSOWE NA SKONCZONYCH GRAFACH

LISTA NR 5

1. Uzasadnij, ze spacer losowy podany na wyktadzie generujacy losowe drzewo rozpinajace
jest nieredukowalny.
2. Rozwazmy problem pakowania plecaka dla m przedmiotéw z wagami 1 i plecaka o
rozmiarze b = m/3. Przez S oznaczamy zbior dopuszczalnych pakowan plecaka, tzn.
S ={z¢€{0,1}": (w,z) < b}. Dla m = 100 oszacuj prawdopobobienstwo, ze losowo
wygenerowany wektor z € {0, 1} jest elementem S.
3. Rozwazmy graf G = (V,E), gdzie V. = {1,...,N} i E = {(i,i + 1)}. Oblicz liczbe
poprawnych konfiguracji w modelu hardcore
4. Dla grafu z poprzedniego zadania oblicz liczbe poprawnych g-kolorowan.
5. Oblicz liczbe poprawnych g-kolorowan dla petlnego drzewa binarnego o gtebokosci n.
6. Niech G = (V, E) bedzie spojnym grafem i niech X bedzie losowym g-kolorowaniem
grafu (niekoniecznie poprawnym). Pokaz, ze prawdopodobieristwo, ze X jest wlasciwym
g-kolorowaniem grafu jest mniejsze niz (%)'V‘*l.
7. Niech G = (V, FE) bedzie spojnym grafem. Oznaczmy przez A maksymalny stopien
wierzchotka. Niech ¢ = A + 1. Pokaz, ze wowczas istnieje przynajmniej jedno poprawne
g-kolorowanie grafu. Uzasadnij rowniez, ze spacer losowy podany na wyktadzie nie musi
byé w tym przypadku nieredukowalny.
8. Niech ¢ = A + 2 jak w poprzednim zadaniu. Uzasadnij, ze spacer losowy podany na
wyktadzie musi by¢ w tym przypadku nieredukowalny.
9. Zdefiniuj problem komiwojazera i wyjasnij jak mozna znalezé¢ jego przyblizone rozwig-
zanie przy pomocy algorytmu Metropolis.
10. Pokaz, ze tancuch Markowa zdefiniowany na wykltadzie dla modelu hardcore jest ape-
riodyczny, nieredukowalny i jego miara stacjonarna jest mg.
11. Pokaz, ze miarg stacjonarng lancuch Markowa zdefiniowanego na wyktadzie dla g-
kolorowania jest mg 4.
12. Pokaz, ze miarg stacjonarng dynamiki Glaubera jest .
13. Zapoznaj sie z ’hardcore model with fugacity’ ([LPW], rozdzial 3.3.4), a nastepnie
pokaz, ze

tmiks(€) < cn(logn + log(1/¢))
14. Dla G = (V, E) podzbior wierzchotkow I C V nazywa sie niezaleznym w G jesli zadne
dwa wierzcholki z I nie sa polaczone krawedzia w G. Niech Z(G) oznacza wszystkie zbiory
niezalezne w G. Podaj przyklad ltaricucha, ktorego rozktad stacjonarny jest rozktadem
jednostajnym na Z(G).



SPACERY LOSOWE NA SKONCZONYCH GRAFACH

LISTA NR 6

1. Niech 7 bedzie dowolng miara probabilistyczna na hiperkostce Z¢ taka, ze m(x) > 0
dla kazdego = € Z$. Zdefiniujmy nastepujacy taiicuch Markowa na Zg. Niech X; = z. W
chwili ¢ + 1 losujemy jednostajnie jedna ze wspotrzednych k. Niech 2’ bedzie elementem Zg
roznigcym sie od z tylko na k-tej pozycji. Definiujemy X;11 = 2’ z prawdopobobieristwem
min{1, %} i X;11 = x z prawdopobobieristwem 1 — min{1, 7;((3;/))
stacjonarng tego tarnicucha Markowa.

2. Model Isinga jest to losowe uporzadkowanie spinéw na zadanym grafie G = (V, F),
tzn. losowe przyporzadkowanie wierzchotkom grafu 1 lub —1. Wybieramy wiec losowo
element {—1,1}", ktory bedziemy oznaczac¢ przez o . Fizycznie interpretuje sie ten model
jako rozmieszczenie w wierzchotkach grafu magneséw o orientacjach +1 lub —1.

Energia systemu jest funkcja

}. Pokaz, ze 7 jest miara

v,weV
v~w

Rozktadem Gibbsa odpowiadajacym energii H jest rozktad
L sH()

(Z(B) jest stala normalizujacy).

Wyjasnij jak wygenerowaé zmienng o rozktadzie w. Oblicz macierz przejscia.
3. Niech P bedzie macierza przejscia skoriczonego taricucha Markowa. Jezeli A jest wartoscia
whasna P, to |A] < 1.
4. Jezeli P jest nieredukowalna, to przestrzen witasna odpowiadajaca 1 jest jednowymia-
rowa.
5. Jezeli P jest nieredukowalna i aperiodyczna, to —1 nie jest wartoscia wtasna P.
6. Zalézmy, ze taricuch Markowa jest nieredukowalny. Pokaz, ze {t : P!(x,z) > 0} C 2Z
wtedy i tylko wtedy gdy —1 jest wartoscig wtasna P.
7. Zatézmy, ze tancuch Markowa jest nieredukowalny. Pokaz, ze {t : P!(x,z) > 0} C kZ
wtedy i tylko wtedy gdy pierwiastek k-tego stopnia z 1 jest wartoscig wtasnag P.
8. Niech P bedzie nieredukowalna. Zal6zmy, ze macierz A spelnia 0 < A(i,j) < P(i,7)
oraz A # P. Pokaz, ze kazda wartos¢ wlasna A macierzy A speknia [A| < 1.
9. Niech P = %P + %I bedzie macierza przej$cia leniwej wersji spaceru losowego generowa-

nego przez macierz przejscia P. Pokaz, ze wszystkie wartosci wlasne P s nieujemne.



SPACERY LOSOWE NA SKONCZONYCH GRAFACH
LISTA NR 7

1. Pokaz, ze jezeli P jest macierza przejscia odwracalng wzgledem pewnej miary 7, to
P22z x) < Pl(z,z).

2. W dwoch urnach znajduje sie w sumie n kul. W kazdym kroku losujemy jednostajnie
jedna z kul i wktadamy ja do losowej urny (z prawdopobobieristwem 1/2). Wyznacz miare
stacjonarng tego procesu. Oszacuj czas mieszania tmiks-

3. Rozwazmy spacer losowy na {0,1...,n} taki, ze

1
P(kk=1)=P(kk+1) =7 dak=1,..n-1

oraz P(0,1) = P(n,n — 1) = 1. Znajdz wartosci wlasne i funkcje wlasne P.
4. Rozwazmy spacer losowy na 0,1...,n taki, ze

1
P(k,k—l):P(k,k:—i—l):i dak=1,...,n—-1
oraz )
P(0,1) = P(0,0) = P(n,n—1) = P(n,n) = 3

Znajdz wartosci wtasne i funkcje wtasne P.
5. Uzywajac metody spektralnej oszacuj czas mieszania dla prostego spaceru losowego na
torusie Z, X Zm
6. Uzywajac metody spektralnej oszacuj czas mieszania dla leniwego spaceru losowego na
7y (zostajemy w aktualnym wierzcholku z prawdopobobienstwem1/3).
7. Niech ) bedzie przestrzenig metryczng z metryka p i niech P bedzie macierzg przejscia
pewnego tancucha Markowa na ). Zal6zmy, ze istnieje stata 6 < 1 taka, ze dla kazdego
x,y € Q istnieje parowanie (X1, Y1) miar P(z,-), P(y,-) spelniajace

Eylp(X1,Y1)] < 0p(z,y).
Pokaz, ze jezeli A # 1 jest wartoscig wlasng P, to |A| < 0. W szczegolnosci v, > 1 — 6.
8. Wywnioskuj z poprzedniego zadania, ze w algorytmie generujacym losowe poprawne
g-kolorowanie

Ve 2 o x
3nA
9. Rozwazmy na hiperkostce Z3 odlegtos¢ Hamminga p(x,y) = > |z; — vi|.- Uzasadnij, ze
dla leniwego spaceru losowego v, > 1/n.
Referat. 10. ([LPW], strona 96) Pokaz, ze w tasowaniu Top-T0O-RANDOM

tmiks(€) > nlogn — an.

Referat. 11. ([LPW], strona 95) Przedstaw dolne oszacowania czasu mieszania leniwego
spaceru losowego na hiperkostce.



SPACERY LOSOWE NA SKONCZONYCH GRAFACH
KLASOWKA

Rozgrzewka:
R1. Zdefiniuj pojecie miary stacjonarne;j.
R2. Zdefiniuj norme catkowitego wahania. Podaj 2 rownowazne definicje.

1. Rozwazmy leniwy spacer losowy na Zs, taki, ze w kazdym kroku pozostajemy z prawdo-
pobobienstwem 1/2 w aktualnym wierzchotku i z prawdopobobienistwem 1/4 przechodzimy
do jednego z sasiadow. Podaj miare stacjonarng. Uzasadnij odpowiedz.

2. Krol znajduje sie w rogu szachownicy. Zaczyna si¢ porusza¢ w sposob losowy wybierajac
za kazdym razem w sposdb jednostajny jeden z dozwolonych ruchéw. Jaka jest wartosé
oczekiwana liczby ruchow po ktérych krél wroci do punktu startowego? Dla przypomnienia:
krol moze przemieéci¢ sie na jedno sasiadujacych pol

W R

X% x

y
n

3. Rozwazamy prosty spacer losowy na pelnym drzewie binarnym o gtebokosci n. Jest to
drzewo z korzeniem, w ktérym kazdy wierzchotek, do gtebokosci n, ma 2 potomkéw. Ponizej
przyktad pelnego drzewa binarnego o gtebokosci 3.

e Czy ten spacer jest odwracalny?
e Podaj miare stacjonarna
e Zaltézmy, ze spacer losowy startuje w korzeniu. Niech 7 bedzie pierwszym momen-
tem, w ktorym odwiedzony zostanie jeden z lisci (tzn. wierzchotek bez potomkow).
Oblicz E.
4. Niech X; bedzie spacerem losowym na grupie G generowanym przez miarg probabili-
styczng p. Zdefiniujmy miare fi(g) = u(g~!) na G i niech X; bedzie spacerem losowym
generowanym przez 1. Oznaczmy przez g i pip rozktady Xy i X;. Pokaz, ze
e = Ullrv = |l — Ullrv,
gdzie U jest miarg jednostajna na grupie G.
5. Oblicz || — v||ry dla nastepujacych przyktadow
e /1~ Bin(4,1/2), v ~ Bin(4,1/4)
e /i jest miarg jednostajna na S, (grupie permutacji), a v jest miarg jednostajna na
wszystkich permutacjach zachowujacych 1.



