
Spacery losowe na sko«czonych grafach1

Dariusz Buraczewski

1. �a«cuchy Markowa i miary stacjonarne

Przykªad 1.1. Rozwa»my spacer losowy na Ω = {0, 1} zde�niowany nast¦puj¡co. Cz¡-
steczka pocz¡tkowo znajduje si¦ w punkcie 0. Rzucamy monet¡ m0, niekoniecznie syme-
tryczn¡. Je»eli wypadnie orzeªek, z prawdopobobie«stwem p, to cz¡steczka przemieszcza
si¦ do 1, w przeciwnym razie pozostaje w 0. W punkcie 1 u»ywamy monety m1, w której
orzeªek wypada z prawdopobobie«stwem q. Je»eli wypadnie orzeª, to cz¡steczka idzie do 0.

Oznaczmy przez X0, X1, . . . kolejne pozycje cz¡steczki. X0 = 0, ale kolejne pozycje s¡
ju» losowe:

P[X1 = 0|X0 = 0] = 1− p, P[X1 = 1|X0 = 0] = p.

W drugim kroku:

P[X2 = 0|X0 = 0] = (1− p)2 + pq,

P[X2 = 1|X0 = 0] = (1− p)p+ p(1− q).

Wygodnie jest u»ywa¢ macierzowej notacji. Reguªy rz¡dz¡ce spacerem zapiszmy w postaci
macierzy:

P =

(
1− p p
q 1− q

)
Oznaczmy przez µt rozkªad zmiennej losowej Xt,2 tzn.

µt =
(
P[Xt = 1|X0 = 0],P[Xt = 1|X0 = 0]

)
Zauwa»my

µ0 = (1, 0), µ1 = µ0P, . . . µn = µ0P
n

(powy»ej wektory piszemy jako wiersze).
Chcemy zrozumie¢ jak wygl¡da zachowanie Xt (czy te» µt) dla du»ych warto±ci t. W

szczególno±ci chcemy zrozumie¢, czy rozkªady stabilizuj¡ si¦ po pewnym czasie lub d¡»¡ do
jakiej± granicy. Je»eli tak, to oznaczmy t¦ granic¦ przez π. Powinna ona speªnia¢

π = πP.

�atwo obliczy¢, »e wówczas π powinno by¢ postaci

π(0) =
q

p+ q
, π(1) =

p

p+ q
.

Zde�niujmy
εt = µt(0)− π(0).

Wówczas

εt+1 = µt(0)(1− p) + (1− µt(0))q − π(0)

= µt(0)(1− p− q) + π(0)(p+ q)− π(0)

= (1− p− q)εt.

Zatem, je»eli 0 < p+ q < 2, to

lim
t→∞

µt(0) = πt(0) oraz lim
t→∞

µt(1) = πt(1).

1Skrypt powstaª na bazie wykªadu Spacery losowe na sko«czonych grafach, który odbywaª si¦ wiosn¡
2015 roku na Wydziale Matematyki i Informatyki Uniwersytetu Wrocªawskiego.

2przez t b¦dziemy oznacza¢ czas
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Zauwa»my, »e je»eli p + q = 1 (np. p = q = 1/2), to niezale»nie od µ0, µ1 = π. Ponadto
1− p− q jest warto±ci¡ wªasn¡ macierzy P (wrócimy do tej wªasno±ci pó¹niej)

1.1. �a«cuchy Markowa. Powy»szy przykªad jest ªa«cuchem Markowa. B¦dziemy u»y-
wa¢ tej samej notacji.

• {Xt}t∈N b¦dzie oznacza¢ proces losowy na sko«czonej przestrzeni Ω;
• P - macierz przej±cia; P b¦dzie macierz¡ stochastyczn¡ o wymiarach |Ω| × |Ω|, tzn.
tak¡, »e jej wyrazy s¡ nieujemne oraz∑

y∈Ω
P (x, y) = 1 ∀x ∈ Ω.

• µt - rozkªad Xt;
• π - miara stacjonarna procesu {Xt}, tzn. miara speªniaj¡ca π = πP .

�a«cuch Markowa {Xt} jest to process bez pami¦ci, tzn. taki, »e Xt+1 zale»y wyª¡cznie
od Xt. Dokªadniej

De�nicja 1.1. Ci¡g zmiennych losowych {Xt} o warto±ciach w Ω nazywamy (jednorod-
nym) ªa«cuchem Markowa z macierz¡ przej±cia P je»eli dla ka»dych x, y ∈ Ω oraz
x0, x1, . . . , xt−1 mamy

P[Xt+1 = y|X0 = x0, X1 = x1, . . . , Xt−1 = xt−1, Xt = x] = P[Xt+1 = y|Xt = x]

= P (x, y).

Naszym celem jest otrzymanie podobnych wyników jak powy»ej, tj. opisanie miar sta-
cjonarnych dla konkretnych przykªadów oraz tempa zbie»no±ci µt to π.

Podobnie jak w przykªadzie mamy:

µt = µ0P
t.

Troche oznacze«: Cz¦sto b¦dziemy oznacza¢ zale»no±¢ Xt od pocz¡tkowego rozkªadu µ0 = µ
i b¦dziemy pisa¢ Pµ i Eµ dla odpowiedniego prawdopodobie«stwa i warto±ci oczekiwanej.
Zazwyczaj µ = δx jest miar¡ skoncentrowan¡ w pewnym stanie x ∈ Ω. Wówczas piszemy
po prostu: Px i Ex.

Wtedy
Px[Xt = y] = Pδx [Xt = y] = P[Xt = y|X0 = x] = P t(x, y).

De�nicja 1.2. �a«cuch Markowa jest nieredukowalny je»eli dla ka»dych dwóch stanów
x, y ∈ Ω istnieje t ∈ N takie, »e P t(x, y) > 0

De�nicja 1.3. Niech T (x) = {t : P t(x, x) > 0}, wówczas NWDT (x) nazywane jest
okresem stanu x. �a«cuch Markowa jest aperiodyczny je»eli okres ka»dego stanu wynosi
1.

Zazwyczaj b¦dziemy zakªada¢, »e badane ªa«cuchy Markowa s¡ nieredukowalne i aperio-
dyczne.

Przykªad 1.2. Rozwa»my spacer losowy na Zn = {0, 1, . . . , n − 1} zde�niowany nast¦pu-
j¡co: Xt+1 = Xt±1 mod n, gdzie +1 i −1 s¡ wybrane z prawdopobobie«stwem 1/2. Je»eli
n jest liczb¡ parzyst¡, to spacer ten jest periodyczny. Okres ka»dego punktu jest wówczas
równy 2. B¦dziemy unika¢ takiej sytuacji rozwa»aj¡c tzw. 'leniwy spacer losowy', gdzie
piechur pozostaje w swojej pozycji z prawdopobobie«stwem 1/2 i przechodzi s¡siadów z
prawdopobobie«stwem 1/4.
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Lemat 1.1. Je»eli ªa«cuch Markowa jest nieredukowalny, to wszystkie punkty maj¡ ten sam
okres.

Lemat 1.2. Je»eli ªa«cuch Markowa jest nieredukowalny i aperiodyczny, to istnieje M takie,
»e P t(x, y) > 0 dla wszystkich x, y ∈ Ω oraz t ≥ M .

1.2. Miara stacjonarna.

De�nicja 1.4. Miar¦ probabilistyczn¡ nazywamy miar¡ stacjonarn¡ ªa«cucha Markowa,
je»eli π = πP , tzn.

π(y) =
∑
x∈Ω

π(x)P (x, y) ∀x, y ∈ Ω.

Je»eli X0 ma rozkªad π, to równie» Xt ma rozkªad π. Jak zobaczymy poni»ej dla dowol-
nego ªa«cucha nieredukowalnego i aperiodycznego rozkªady Xt zbiegaj¡ do miary stacjonar-
nej.

Przykªad 1.3. Proste spacery losowe na grafach. Graf G = (V,E) skªada si¦ ze
zbioru wierzchoªków V oraz zbioru kraw¦dzi E, gdzie E zbiorem nieuporz¡dkowanych par
wierzchoªków:

E ⊂
{
(x, y) : x, y ∈ V, x ̸= y

}
.

Je»eli (x, y) ∈ E, to wierzchoªki x, y nazywamy s¡siadami i oznaczamy x ∼ y. Stopniem
wierzchoªka x ∈ V nazywamy liczb¦ jego s¡siadów i oznaczamy deg(x).

Na danym gra�e G = (V,E) de�niujemy prosty spacer losowy. Jest to ªa«cuch Markowa
na przestrzeni stanów V z macierz¡ przej±cia

P (x, y) =

{ 1
deg(x) je»eli y ∼ x

0 w przeciwnym razie

Gdy ªa«cuch znajduje si¦ w wierzchoªku x, to wybiera losowo (jednostajnie) jednego z jego
s¡siadów i przechodzi do niego. Je»eli graf jest spójny, to spacer jest nieredukowalny.

�atwo jest wówczas wyznaczy¢ miar¦ stacjonarn¡ spaceru losowego. Mianowicie

π(y) =
deg(y)

2|E|
jest miar¡ stacjonarn¡, gdy»

πP (y) =
∑
x∈Ω

π(x)P (x, y) =
∑
x∼y

deg(x)

2|E|
· 1

deg(x)
=

deg(y)

2|E|
= π(y).

Zauwa»my, »e je»eli graf G jest d-regularny (ka»dy wierzchoªek ma ten sam stopie« równy
d), to 2|E| = d|V | i miara jednostajna π(y) = 1/|V | jest stacjonarna.

Twierdzenie 1.3. Ka»dy nieredukowalny i aperiodyczny ªa«cuch Markowa posiada jedyn¡
stacjonarn¡ miar¦.

Miara ta zadana jest wzorem

π(x) =
1

Exτ
+
x
.

Ponadto π(x) > 0 dla ka»dego x ∈ Ω

Teraz poka»emy istnienie miary stacjonarnej. Pó¹niej, w twierdzeniu (2.4), udowodnimy
»e rozkªady µt zbiegaj¡ szybko do π oraz, »e miara stacjonarna musi by¢ jedyna.
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De�nicja 1.5. Dla ka»dego x ∈ Ω de�niujemy pierwszy czas powrotu do x:

τx := min{t ≥ 0 : Xt = x},

jest to pierwszy moment, gdy ªa«cuch znajduje si¦ w x. B¦dziemy chcieli wyró»ni¢ sytuacj¦,
gdy proces startuje z x i po raz pierwszy wraca do x. W tym celu de�niujemy pierwszy
dodatni czas uderzenia

τ+x := min{t ≥ 1 : Xt = x}.

Obie de�nicje ró»ni¡ si¦ jedynie dla punktu startu.

Lemat 1.4. Dla ka»dych dwóch stanów x, y ∈ Ω nieredukowalnego i aperiodycznego ªa«cucha
Markowa zachodzi

Exτ
+
y < ∞.

Dowód. Z lematu 1.2 istnieje M takie, »e dla ka»dych dwóch stanów x, y ∈ Ω, PM (x, y) > 0.
Oznaczmy

ε = min
x,y

PM (x, y) > 0.

Wtedy dla dowolnego k > 0

Px[τ
+
y > kM ] ≤ Px[XkM ̸= y i τ+y > (k − 1)M ]

=
∑
z ̸=y

Px[XkM ̸= y,X(k−1)M = z i τ+y > (k − 1)M ]

=
∑
z ̸=y

Px[XkM ̸= y i τ+y > (k − 1)M |X(k−1)M = z]P[X(k−1)M = z]

=
∑
z ̸=y

Px[XkM ̸= y|X(k−1)M = z]Px[τ
+
y > (k − 1)M |X(k−1)M = z]P[X(k−1)M = z]

=
∑
z ̸=y

Pz[XM ̸= y]Px[τ
+
y > (k − 1)M i X(k−1)M = z]

≤ (1− ε)Px[τ
+
y > (k − 1)M ]

≤ . . . ≤ (1− ε)k .

Dalej mamy

Exτ
+
y =

∑
t≥0

Px[τ
+
y > t] ≤

∑
k≥0

MPx[τ
+
y > kM ] ≤ M

∑
k≥0

(1− ε)k < ∞.

�

Dowód Twierdzenia 1.3. Ustalmy dowolny z ∈ Ω. Zde�niujmy

π̃(y) := Ez[liczba wizyt w y przed pierwszym powrotem do z]

=

∞∑
t=0

Pz[Xt = y, τ+z > t].

Powy»sza warto±¢ jest oczekiwan¡ liczba wizyt w y przed pierwszym powrotem do z. Je»eli
y = z, to π̃(z) = 1. Warto±¢ ta jest sko«czona, gdy» π̃(y) ≤ Ezτ

+
z < ∞ (Lemat 1.4).
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Poka»emy, »e π̃ jest miar¡ niezmiennicz¡ (tzn. π̃P = π̃):

π̃P (y) =
∑
x∈Ω

π̃(x)P (x, y)

=
∑
x∈Ω

∞∑
t=0

Pz[Xt = x, τ+z > t]P (x, y)

=

∞∑
t=0

∑
x∈Ω

Pz[Xt = x, τ+z > t]P (x, y)

=
∞∑
t=0

Pz[Xt+1 = y, τ+z ≥ t+ 1]

=

∞∑
t=1

Pz[Xt = y, τ+z ≥ t]

= π̃(y)− Pz[X0 = y, τ+z > 0] +

∞∑
t=1

Pz[Xt = y, τ+z = t]

= π̃(y)− Pz[X0 = y] + Pz[Xτ+z
= y]

= π̃(y).

π̃ jest wi¦c miar¡ niezmiennicz¡. Nale»y j¡ jednak znormalizowa¢, aby otrzyma¢ miar¦
stacjonarn¡ (probabilistyczn¡). Zauwa»my, »e∑

x∈Ω
π̃(x) = Ezτ

+
z .

Zatem

π(x) =
π̃(x)

Ezτ
+
z

jest miar¡ stacjonarn¡ i probabilistyczn¡. W szczególno±ci przyjmuj¡c z = x otrzymujemy

π(x) =
1

Exτ
+
x
.

�

1.3. Odwracalne ªa«cuchy Markowa.

De�nicja 1.6. Niech {Xt} b¦dzie ªa«cuchem Markowa na przestrzeni stanów Ω z macierz¡
przej±cia P . Miara probabilistyczna π na Ω jest nazywana odwracaln¡ dla ªa«cucha je»eli
dla dowolnych x, y ∈ Ω mamy

(1.5) π(x)P (x, y) = π(y)P (y, x).

�a«cuch Markowa jest nazywany odwracalnym je»eli istnieje dla niego odwracalna miara.

Lemat 1.6. Je»eli π jest miar¡ odwracaln¡ dla pewnego ªa«cucha Markowa, to jest równie»
dla niego miar¡ stacjonarn¡

Dowód. Korzystaj¡c z powy»szej de�nicji oraz stochastyczno±ci macierzy P :

πP (x) =
∑
y∈Ω

π(y)P (y, x) =
∑
y∈Ω

π(x)P (x, y) = π(x)

�
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Z powy»szego lematu wynika, »e je»eli macierz przej±cia P jest symetryczna, to miara
jednostajna jest miar¡ symetryczn¡.

Zauwa»my, »e je»eli ªa«cuch jest odwracalny, to dla ka»dego n:

Pπ

[
X0 = x0, . . . , Xn = xn

]
= π(x0)P (x0, x1) . . . P (xn−1, xn)

= π(xn)P (xn, xn−1) . . . P (x1, x0)

= Pπ

[
X0 = xn, X1 = xn−1, . . . , Xn = x0

]
Zatem rozkªad (X0, X1, . . . , Xn) jest taki sam jak rozkªad (Xn, Xn−1, . . . , X0), co wyja±nia
poj¦cie odwracalno±ci (odwracaj¡c czas otrzymujemy ten sam proces).

1.4. Przykªady.

Przykªad 1.4. Prosty spacer losowy na gra�e (przykªad 1.3) jest odwracalny. Przypo-
mnijmy, »e miara π(x) = deg(x)/2|E| jest stacjonarna. Mamy:

π(x)P (x, y) =
deg(x)

2|E|
·
1{x∼y}

deg(x)
=

1{x∼y}

2|E|
= π(y)P (y, x)

Przykªad 1.5. Rozwa»my zmody�kowany spacer losowy na Zn. Cz¡steczka porusza si¦
zgodnie ze wskazówkami zegara (+1) z prawdopobobie«stwem p i w przeciwn¡ stron¦ z
prawdopobobie«stwem 1 − p. Wówczas miar¡ stacjonarn¡ jest miara jednostajna: π(k) =
1/n, gdy»

πP (y) =
∑
j∈Zn

π(j)P (j, k) = π(k − 1)p+ π(k + 1)(1− p) =
1

n
= π(k).

Je»eli jednak p ̸= 1/2, to miara ta nie jest odwracalna:

π(k)P (k, k + 1) =
p

n
̸= 1− p

n
= π(k + 1)P (k + 1, k).

Przykªad 1.6. Spacer losowy na n-hiperkostce. n-hiperkostka jest to graf, którego
wierzchoªkami s¡ ci¡gi binarne dªugo±ci n, tzn Ω = {0, 1}n. Dwa wierzchoªki sa poª¡czone
ze sob¡ kraw¦dzi¡ je»eli ró»ni¡ si¦ dokªadnie na jednej wspóªrz¦dnej. Tak wi¦c ka»dy wierz-
choªek ma dokªadnie n s¡siadów. Prosty spacer losowy polega na przej±ciu z wierzchoªka
x = (x1, . . . , xn) do jednego z jego s¡siadów z prawdopobobie«stwem 1/n (jak w przykªa-
dzie 1.3). Dla n = 3 jest to prosty spacer losowy po wierzchoªkach sze±cianu. Zatem miara
jednostajna jest miar¡ stacjonarn¡. Zauwa»my, »e spacer ten jest periodyczny. Istotnie,
je»eli spacer losowy startuje w (0, . . . , 0), to w t-tym kroku liczba jedynek w Xt ma t¦ sam¡
parzysto±¢, co t. Zatem do punktu wyj±cia (0, . . . , 0) mo»emy wróci¢ jedynie w parzystych
krokach.

Cz¦sto rozwa»a si¦ leniwy spacer losowy, gdy cz¡steczka zostaje w danym wierzchoªku
w prawdopobobie«stwem 1/2, a z prawdopobobie«stwem 1/2 przechodzi jednostajnie do
jednego z s¡siadów. Spacer ten jest aperiodyczny i miara jednostajna jest jego miar¡ sta-
cjonarn¡.

Przykªad 1.7. Proces urodzin i ±mierci. Jest to proces na przestrzeni stanów Ω =
{0, 1, . . . , n}. W ka»dym kroku pozycja mo»e zmieni¢ sie maksymalnie o jeden. Wygodnie
jest my±le¢, »e aktualny stan symbolizuje rozmiar populacji. Macierz przej±cia zale»y od
trzech ci¡gów: {(pk, rk, qk)}nk=0, gdzie:

• pk jest prawdopobobie«stwem przej±cia z k do k + 1, dla 0 ≤ k < n;
• qk jest prawdopobobie«stwem przej±cia z k do k − 1, dla 0 < k ≤ n;
• rk jest prawdopobobie«stwem pozostania w k, dla 0 ≤ k ≤ n;
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• pk + rk + qk = 1;
• q0 = pn = 0

�atwo sprawdzi¢, »e jest to proces odwracalny. Mianowicie miara

π̃(k) =

k∏
i=1

pi−1

qi
, π̃(0) = 1

jest odwracalna, tzn zachodzi

pk−1π̃(k − 1) = qkπ̃(k),

czyli równanie (1.5) jest speªnione. Zatem miara

π(k) =
π̃(k)∑
π̃(k)

jest stacjonarna.

1.5. Spacery losowe na grupach. Niech µ b¦dzie miar¡ probabilistyczn¡ na sko«czonej
grupie G. B¦dziemy rozwa»a¢ lewe spacery losowe na grupie G zadane przez macierz
przej±cia

P (g, hg) = µ(h).

Wówczas je»eli X0 = e oraz g1, . . . , gt jest ci¡giem i.i.d., to

Xt = gt . . . g1.

Powy»ej poznali±my przykªady

• Prosty spacer losowy na Zn. Wówczas: G = Zn, µ = 1/2(δ−1 + δ+1).
• Prosty spacer losowy na hiperkostce. Nale»y uto»sami¢ hiperkostk¦ z Zn

2 i miar¦
µ poªo»y¢ jednostajnie na elementach ej , które maj¡ 1 na j wspóªrz¦dnej i 0 na
pozostaªych.

• Podobnie mo»na opisa¢ leniwe spacery losowe na Zn i Zn
2 .

Lemat 1.7. Niech U b¦dzie jednostajn¡ miar¡ probabilistyczn¡ na grupie G, tzn. U(g) =
1/|G|. Wówczas dla dowolnego spaceru losowego na G, U jest miar¡ stacjonarn¡.

Dowód. Niech µ b¦dzie miar¡ opisuj¡ca spacer losowy na G. Wówczas:

UP (g) =
∑
h∈G

U(h)P (h, g) =
1

|G|
∑
k∈G

P (k−1g, g) =
1

|G|
∑
k∈G

µ(k) =
1

|G|
= U(g).

�

2. Parowanie i Mieszanie

2.1. Norma caªkowitego wahania. Wiemy ju», »e spacery losowe posiadaj¡ miar¦ stacjo-
narn¡. Do tej pory nie pokazali±my jednak bezpo±redniego zwi¡zku (poza formuª¡ de�niu-
j¡ca stacjonarno±¢) pomi¦dzy spacerem, a miar¡ stacjonarn¡. W tym rozdziale poka»emy, »e
rozkªad spaceru zbiega do miary stacjonarnej. Gªównym celem wykªadu b¦dzie opis tempa
zbie»no±ci dla konkretnych przykªadów.

W tym celu musimy umie¢ mierzy¢ odlegªo±¢ pomi¦dzy miarami. Najbardziej naturalna
jest tzw. norma caªkowitego wahania (jak zobaczymy poni»ej pochodz¡ca od normy l1).
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De�nicja 2.1. Norm¦ caªkowitego wahania (ang. total variation distance) pomi¦dzy
dwoma miarami probabilistycznymi µ i ν de�niujemy nast¦puj¡co

∥µ− ν∥TV = max
A⊂Ω

|µ(A)− ν(A)|.

Zatem odlegªo±¢ pomi¦dzy dwoma miarami probabilistycznymi jest równa maksymalnej
ró»nicy ich warto±ci przyporz¡dkowanej pojedynczemu zdarzeniu. Zauwa»my, »e

• ∥µ− ν∥TV = 0 wtedy i tylko wtedy gdy µ = ν.
• ∥µ− ν∥TV ≤ 1, a równo±¢ zachodzi, gdy miary maj¡ rozª¡czne no±niki.

Przykªad 2.1. Powró¢my do przykªadu 1.1. Przypomnijmy

P =

(
1− p p
q 1− q

)
, π =

(
q

p+ q
,

p

p+ q

)
Zaªó»my, »e µ0 = (1, 0). Wówczas s¡ jedynie 4 mo»liwe zdarzenia: ∅, {0}, {1}, {0, 1} i jak
ªatwo wida¢

∥µt − π∥TV = εt = P t(0, 0)− π(0) = π(1)− P t(0, 1),

dla εt = µt(0) − π(0). Jak wiemy εt = (1 − p − q)tε0. Zatem odlegªo±¢ µt od π maleje
wykªadniczo szybko.

Lemat 2.1. Dla dowolnych miar probabilistycznych na Ω zachodzi

∥µ− ν∥TV =
1

2

∑
x∈Ω

|µ(x)− ν(x)| =
∑

{x: µ(x)>ν(x)}

(µ(x)− ν(x))

Dowód. Niech
B = {x : µ(x) ≥ ν(x)}

i niech A ⊂ Ω b¦dzie dowolnym zdarzeniem. Wówczas

µ(A)− ν(A) ≤ µ(A ∩B)− ν(A ∩B) ≤ µ(B)− ν(B),

Zauwa»my równie», »e
µ(B)− ν(B) = ν(Bc)− µ(Bc).

Rozumuj¡c analogicznie

µ(A)− ν(A) ≤ µ(A ∩B)− ν(A ∩B) ≤ ν(Bc)− µ(Bc) = µ(B)− ν(B).

Zatem
max
A⊂Ω

|µ(A)− ν(A)| ≤ µ(B)− ν(B) = ν(Bc)− µ(Bc)

i jednocze±nie maksimum to jest przyj¦te dla A = B. st¡d

∥µ− ν∥TV = µ(B)− ν(B) =
∑
x∈B

(µ(x)− ν(x)).

Ostatecznie

∥µ− ν∥TV =
1

2

(
µ(B)− ν(B) + ν(Bc)− µ(Bc)

)
=

1

2

∑
x∈Ω

|µ(x)− ν(x)|.

�
Wniosek 2.2. Norma caªkowitego wahania speªnia nierówno±¢ trójk¡ta, tzn dla trzech do-
wolnych miar probabilistycznych ν, µ, η zachodzi

∥µ− ν∥TV ≤ ∥µ− η∥TV + ∥η − ν∥TV.
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2.2. Parowanie.

De�nicja 2.2. Parowaniem (ang. coupling) dwóch miar probabilistycznych µ i ν na-
zywamy par¦ zmiennych losowych (X,Y ) zde�niowanych na tej samej przestrzeni proba-
bilistycznej Ω tak¡, »e X ma rozkªad µ, a Y rozkªad ν. Tzn. parowanie (X,Y ) speªnia
P[X = x] = µ(x) i P[Y = y] = ν(y).

Przykªad 2.2. Niech µ = ν = 1/2(δ0 + δ1). Przykªadami parowania s¡

• para (X,Y ) niezale»nych zmiennych losowych taka, »e P[X = x, Y = y] = 1/4 dla
wszystkich x, y ∈ {0, 1};

• para (X,Y ) taka, »e X = Y , tzn. P[X = Y = x] = 1/2 dla x ∈ {0, 1}.

Przykªad pokazuje, »e parowanie jest opisane przez wspólny rozkªad (X,Y ) na Ω × Ω,
czyli przez warto±ci

q(x, y) = P[X = x, Y = y].

Je»eli miary µ i ν s¡ równe, to mo»na zde�niowa¢ parowanie takie, »e X = Y prawie
wsz¦dzie.

Istnieje zwi¡zek pomi¦dzy parowaniem, a norm¡ caªkowitego wahania:

Twierdzenie 2.3. Niech µ i ν b¦d¡ miarami probabilistycznymi na Ω. Wówczas

∥µ− ν∥TV = inf{P[X ̸= Y ] : (X,Y ) jest parowaniem µ i ν}.
Ponadto istnieje parowanie, dla którego powy»sze in�mum jest przyj¦te.

Dowód. W terminach powy»szej macierzy q, chcemy znale¹¢ parowanie, które ma jak naj-
wi¦ksz¡ mas¦ na diagonali. �atwo powy»ej pokaza¢ nierówno±¢. Niech (X,Y ) b¦dzie do-
wolnym parowaniem miar µ i ν i niech A ⊂ Ω b¦dzie dowolnym zdarzeniem. Wtedy

µ(A)− ν(A) = P[X ∈ A]− P[Y ∈ A] ≤ P[X ∈ A, Y /∈ A] ≤ P[X ̸= Y ].

Zatem
∥µ− ν∥TV ≤ inf{P[X ̸= Y ] : (X,Y ) jest parowaniem µ i ν}.

Pozostaje skonstruowa¢ parowanie realizuj¡ce in�mum. Zatem chcemy, aby X byªo równe
Y na jak najwi¦kszym zbiorze. W tym celu zapiszemy ∥µ − ν∥TV w nieco inny sposób.
Niech

p =
∑
x∈Ω

min{µ(x), ν(x)}.

Wtedy

p =
∑
x∈Ω

min{µ(x), ν(x)} =
∑

{x: µ(x)≤ν(x)}

µ(x) +
∑

{x: µ(x)>ν(x)}

ν(x)

=

( ∑
{x: µ(x)≤ν(x)}

µ(x) +
∑

{x: µ(x)>ν(x)}

µ(x)

)
+

( ∑
{x: µ(x)>ν(x)}

ν(x)−
∑

{x: µ(x)>ν(x)}

µ(x)

)
= 1−

∑
{x: µ(x)>ν(x)}

(
µ(x)− ν(x)

)
= 1− ∥µ− ν∥TV.

Ostatnia równo±¢ wynika z lematu 2.1. Zatem

∥µ− ν∥TV = 1− p.

Musimy wi¦c znale¹¢ parowanie takie, »e

P[X = Y ] = p.
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Znalezienie parowania polega na zde�niowaniu funkcji q(x, y) = P[X = x, Y = y]. Za-
uwa»my, »e p = P[X = Y ] =

∑
x q(x, x). Jednocze±nie dla ka»dych x, y: q(x, y) ≤ µ(x) oraz

q(x, y) ≤ ν(y). Zatem na diagonali mo»emy poªo»y¢ co najwy»ej min{µ(x), ν(x)}.
W tym celu post¦pujemy nast¦puj¡co. De�niujemy trzy miary probabilistyczne (sprawd¹,

»e s¡ to istotnie nieujemne miary probabilistyczne):

γD(x) =
min{µ(x), ν(x)}

p
,

γX(x) =
µ(x)−min{µ(x), ν(x)}

1− p
,

γY (y) =
ν(y)−min{µ(y), ν(y)}

1− p

a nast¦pnie de�niujemy par¦ (X,Y ). Rzucamy monet¡, w której orzeª wypada z prawdo-
pobobie«stwem p:

• je»eli wypadnie orzeª, to kªadziemy X=Y=Z, gdzie Z jest zmienn¡ wylosowan¡
wzgl¦dem miary γD;

• je»eli wypadnie reszka, to losujemy niezale»nie X wzgl¦dem miary γX i Y wzgl¦dem
miary γY .

Oczywi±cie
P[X = Y ] = P[wypadnie orzeª] = p.

Pozostaje do sprawdzenia, »e jest to rzeczywi±cie parowanie. Z de�nicji γX wynika

µ = pγD + (1− p)γX .

Ponadto P[X = x, Y = x oraz wypadªa reszka] = 0 dla ka»dego x ∈ Ω. St¡d

P[X = x] = P[X = Y = x oraz wypadª orzeª] +
∑
y ̸=x

P[X = x, Y = y oraz wypadªa reszka]

= pγD(x) +
∑
y

P[X = x, Y = y oraz wypadªa reszka]

= pγD(x) + (1− p)γX(x)

= µ(x).

Analogicznie pokazujemy
P[Y = y] = ν(y).

Zauwa»my, »e macierz q mo»emy napisa¢ wzorem:

q(x, x) = pγD(x),

q(x, y) = (1− p)γX(x)γY (y), x ̸= y.

�
Chcemy zde�niowa¢ parowanie nie tylko dwóch zmiennych losowych, ale caªych ªa«cuchów

Markowa.

Przykªad 2.3. Rozwa»amy prosty spacer losowy na Ω = {0, 1, . . . , n}, przy zaªo»eniu, »e
spacer nie przechodzi przez punkty brzegowe, tzn. P (0, 0) = P (0, 1) = 1/2. Intuicyjnie jest
oczywiste, »e dla x ≤ y

P t(x, n) ≤ P t(y, n)

Jak to udowodni¢?
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Poka»emy dowód u»ywaj¡cy metody parowania. Niech ∆i b¦dzie ci¡giem iid. takim, »e
P[∆i = ±1] = 1/2. Zde�niujemy dwa spacery losowe na Ω:

• proces Xt startuje z punktu x i w ka»dym kroku (je»eli to mo»liwe) dodaje ∆t;
• proces Yt startujacy z y ≥ x i zde�niowany jak wy»ej.

�atwo pokaza¢ podstawowe wªasno±ci obu procesów:

• rozkªadem Xt jest P t(x, ·), a rozkªadem Yt jest P t(y, ·);
• je»eli oba procesy znajd¡ si¦ w tym samym stanie, to od tego momentu b¦d¡ miaªy
te same trajektorie;

• Yt ≥ Xt dla ka»dego t, w szczególno±ci je»eli Xt = n, to równie» Yt = n. Zatem

P t(x, n) = P[Xt = n] ≤ P[Yt = n] = P t(y, n). �

B¦dziemy u»ywa¢ parowania ªa«cuchów Markowa.

De�nicja 2.3. Parowaniem ªa«cuchów Markowa z macierz¡ przej±cia P nazywamy
proces (Xt, Yt) taki, »e zarówno Xt jak i Yt jest ªa«cuchem Markowa z macierz¡ przej±cia
P . Oba procesy mog¡ mie¢ ró»ne rozkªady pocz¡tkowe.

Zauwa»my, »e parowanie ªa«cuchów Markowa mo»e by¢ zmody�kowane, w taki sposób,
»e je»eli oba procesy spotkaj¡ si¦ w tym samym stanie, to zostan¡ poª¡czone. Dokªadniej,
niech

Zt =

{
Xt dla t ≤ T
Yt dla t > T

dla

T = min{n : Xn = Yn}.

Wówczas (Zt, Yt) te» jest parowaniem.

Twierdzenie 2.4 (Twierdzenie o zbie»no±ci). Zaªó»my, »e ªa«cuch Markowa jest nieredu-
kowalny oraz aperiodyczny z miar¡ stacjonarn¡ π. Istniej¡ staªe β ∈ (0, 1) oraz C > 0 takie,
»e

∥µt − π∥TV ≤ Cβt

Dowód. Niech {Xt}t∈N i {Yt}t∈N b¦d¡ dwoma niezale»nymi ªa«cuchami Markowa z ma-
cierz¡ przej±cia zde�niowanymi na wspólnej przestrzeni probabilistycznej (parowanie). Za-
ªó»my ponadto, »e Y0 ma rozkªad π (zatem ka»dy z Yt ma rozkªad π), a Xt ma rozkªad
µt.

Poka»emy najpierw, »e oba procesy w pewnym momencie spotkaj¡ si¦, tzn. je»eli

τpar = min{n : Xn = Yn},

to P[τpar < ∞] = 1.
Poniewa» ªa«cuch jest nieredukowalny i aperiodyczny, to z lematu 1.2 istniej¡ M i δ takie,

»e

PM (x, y) > δ > 0
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dla wszystkich x, y ∈ Ω. Ustalmy x, wówczas

P[τpar ≤ M ] ≥ P[XM = YM ]

≥ P[XM = x, YM = x]

= P[XM = x]P[YM = x]

=

(∑
y∈Ω

P[X0 = y,XM = x]

)
·
(∑

y∈Ω
P[Y0 = y, YM = x]

)

=

(∑
y∈Ω

P[XM = x|X0 = y]P[X0 = y]

)
·
(∑

y∈Ω
P[YM = x|Y0 = y]P[Y0 = y]

)

≥
(
δ
∑
y∈Ω

P[X0 = y]

)
·
(
δ
∑
y∈Ω

P[Y0 = y]

)
= δ2.

Zatem
P[τpar > M ] < 1− δ2.

Podobne argumenty daj¡:

P[X2M=Y2M
|τpar > M ] ≥ 1

P[τpar > M ]

∑
x,y ̸=z

P[X2M = x, Y2M = x,XM = y, YM = z, τpar > M ]

≥
∑
x,y ̸=z

P[X2M = x, Y2M = x|XM = y, YM = z]P[XM = y, YM = z]

≥ . . . ≥ δ2

i dalej

P[τpar > 2M ] = P[τpar > M ]P[τpar > 2M |τpar > M ]

≤ (1− δ2)P[τpar > 2M |τpar > M ]

≤ (1− δ2)P[X2M ̸= Y2M |τpar > M ]

≤ (1− δ2)
(
1− P[X2M = Y2M |τpar > M ]

)
≤ (1− δ2)2

i przez indukcj¦
P[τpar > kM ] ≤ (1− δ2)k.

To pokazuje, »e limn→∞ P[τpar > n] = 0, zatem τpar jest sko«czone p.w.
Nast¦pnie konstruujemy nowy ªa«cuch Markowa

Zt =

{
Xt dla t ≤ τpar
Yt dla t > τpar

Nowy proces zachowuje si¦ najpierw jak Xt, a w momencie spotkania obu procesów 'skleja
si¦' z Yt. Poniewa» X0 = Z0, to µt jest rozkªadem Zt dla ka»dego t. Dalej mamy dla ka»dego
x ∈ Ω

µt(x)− π(x) = P[Zt = x]− P[Yt = x] ≤ P[Zt = x, Yt ̸= x] ≤ P[Zt ̸= Yt] = P[τpar > t].

Analogicznie
π(x)− µt(x) ≤ P[τpar > t].

Z lematu 2.1 mamy wi¦c
∥µt − π∥TV ≤ CP[τpar > t].
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Powy»sze wyra»enie zbiega wykªadniczo do 0. �

Wniosek 2.5. Ka»dy nieredukowalny i aperiodyczny ªa«cuch Markowa ma dokªadnie jedn¡
miar¦ stacjonarn¡

Dowód. Zaªó»my, »e ªa«cuch Markowa posiada dwie stacjonarne miary: π i π′. Niech µ0 =
π′, wówczas równie» µt = π′, ale z twierdzenia

∥π′ − π∥TV = ∥µt − π∥TV → 0.

Wi¦c π′ = π. �

De�nicja 2.4. Naszym celem jest badanie odlegªo±ci pomi¦dzy P t(x, ·) i π dlatego te»
de�niujemy

d(t) = max
x∈Ω

∥P t(x, ·)− π∥TV

B¦dziemy równie» rozwa»a¢:

d(t) = max
x,y∈Ω

∥P t(x, ·)− P t(y, ·)∥TV

Lemat 2.6. Mamy

d(t) ≤ d(t) ≤ 2d(t)

Dowód. Prawa nierówno±¢ wynika bezpo±rednio z nierówno±ci trójk¡ta. Do pokazania lewej
nierówno±ci skorzystamy ze stacjonarno±ci miary π (π = πP t), która implikuje

π(A) =
∑
y∈Ω

π(y)P t(y,A)

dla ka»dego zbioru A (przypomnijmy π(A) =
∑

x∈A π(x)). St¡d

∥P t(x, ·)− π∥TV = max
A⊂Ω

|P t(x,A)− π(A)|

= max
A⊂Ω

∣∣∣∣∑
y∈Ω

π(y)
[
P t(x,A)− P t(y,A)

]∣∣∣∣
≤ max

x,y∈Ω
∥P t(x, ·)− P t(y, ·)∥TV

= d(t).

�

Lemat 2.7. Funkcja d jest podmultiplikatywna, tzn

d(t+ s) ≤ d(t)d(s).

Dowód powy»szego lematu pomijamy.

De�nicja 2.5. De�niujemy czas mieszania (ang. mixing time)

tmiks(ε) = min{t : d(t) ≤ ε}.

Jest to moment, gdy odlegªo±¢ ªa«cucha Markowa od miary stacjonarnej jest maªa. To jest
kluczowy parametr, który b¦dziemy bada¢ podczas wykªadu.

Dla ustalenia uwagi de�niuje si¦

tmiks = tmiks(1/4)
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Wybór 1/4 jest dowolny i pokazuje si¦ (zadanie), »e dla maªych ε

tmiks(ε) ≤ ⌈log2 ε−1⌉tmiks.

We wszystkich przykªadach interesuje nas gªównie rz¡d wielko±ci. Warto±¢ staªej jest dru-
gorz¦dna.

Twierdzenie 2.8. Niech (Xt, Yt) b¦dzie parowaniem takim, »e X0 = x, Y0 = y oraz

Xt = Yt dla t ≥ τpar.

Wtedy

∥P t(x, ·)− P t(y, ·)∥TV ≤ Px,y[τpar > t].

(Px,y jest miar¡ probabilistyczn¡ na przestrzeni, na której jest zde�niowane parowanie (Xt, Yt)
z warunkiem pocz¡tkowym X0 = x, Y0 = y).

Dowód. Ustalmy t. Mamy

P t(x, z) = Px,y[Xt = z] oraz P t(y, z) = Px,y[Yt = z].

Zatem (Xt, Yt) jest parowaniem P t(x, ·) i P t(y, ·), wi¦c z twierdzenia 2.3

∥P t(x, ·)− P t(y, ·)∥TV ≤ Px,y[Xt ̸= Yt] ≤ Px,y[τpar > t].

�

Przykªad 2.4. Leniwy spacer losowy na Zn. Konstruujemy parowanie (Xt, Yt) dwóch
cz¡steczek realizuj¡cych leniwy spacer na Zn. Jedna startuje z x, a druga z y. Obie nie
poruszaj¡ si¦ jednocze±nie. W ten sposób nie mog¡ przez siebie przeskoczy¢ (zamieni¢ si¦
miejscami).

Reguªy s¡ nast¦puj¡ce. W ka»dym kroku, a» do pierwszego momentu spotkania, rzucamy
monet¡:

• je»eli wypadnie orzeª, to w tym kroku porusza si¦ pierwsza cz¡steczka, a kierunek
jest wskazany przez kolejny rzut monet¡;

• je»eli wypadnie reszka, to w tym kroku porusza si¦ druga cz¡steczka, a kierunek jest
wskazany przez kolejny rzut monet¡.

Z punktu widzenia cz¡steczek, obie wykonuj¡ leniwy spacer losowy (tzn. z prawdopobo-
bie«stwem 1/2 pozostaj¡ w miejscu, a z prawdopobobie«stwem 1/2 przechodz¡ do jednego z
s¡siadów). Je»eli obie cz¡steczki znajd¡ sie w tym samym punkcie, to od tej pory poruszaj¡
si¦ wspólnie. Jest to parowanie (sprawd¹!).

Niech Dt oznacza odlegªo±¢ pomi¦dzy cz¡steczkami w chwili t. Zauwa»my, »e Dt jest pro-
stym spacerem losowym na zbiorze {0, 1, . . . , n}, z absorbuj¡cymi punktami 0 i n (porównaj
z problemem ruiny gracza3). Dla

τ = min{t ≥ 0 : Dt ∈ {0, n}},
mamy τ = τpar. Ponadto z zadania 9 (lista 1) wiemy, »e Ex,yτ = k(n − k), gdzie k jest
odlegªo±ci¡ na Zn pomi¦dzy x i y. Zatem z lematu 2.6, twierdzenia 2.8 oraz nierówno±ci
Markowa4

d(t) ≤ max
x,y∈Zn

Px,y[τ > t] ≤ maxx,y Ex,y(τ)

t
≤ n2

4t
.

Prawa strona jest równa 1/4 dla t = n2, st¡d tmiks ≤ n2. Poka»emy pó¹niej, »e tmiks ≥ c1n
2.

3Lista 1, zadanie 9
4Nierówno±¢ Markowa: dla ka»dej caªkowalnej zmiennej losowej zachodzi P[X > t] ≤ EX/t.
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Przykªad 2.5. Leniwy spacer losowy na torusie. Rozwa»amy d-wymiarowy torus.
Jest to graf, którego zbiorem wierzchoªków jest Zd

n = Zn × · · · × Zn. Dwa wierzchoªki s¡
poª¡czone ze sob¡ kraw¦dzi¡, gdy ró»ni¡ si¦ od siebie na dokªadnie jednej wspóªrz¦dnej o
(1 mod n). Je»eli n jest parzyste, to prosty spacer losowy jest periodyczny, b¦dziemy wi¦c
bada¢ leniwy spacer losowy na Zd

n

Chcemy oszacowa¢ czas mieszania tmiks, w tym celu skonstruujemy parowanie na torusie.
Ustalmy x, y ∈ Zd

n. De�niujemy dwa spacery losowe: {Xt} oraz {Yt} startuj¡ce odpowiednio
w x i y. Losujemy jedn¡ ze wspóªrz¦dnych

• je»eli na tej wspóªrz¦dnej oba spacery si¦ zgadzaj¡, to oba przesuwamy o 1,−1, 0 z
prawdopobobie«stwem 1/4, 1/4, 1/2;

• je»eli na wylosowanej wspóªrz¦dnej spacery si¦ ró»ni¡, to losujemy jeden z nich i
przesuwamy o 1 lub −1.

Wówczas
τpar = max

1≤i≤d
τi,

gdzie
τi = min{t ≥ 0 : Xi

t = Y i
t }

Zauwa»my, »e je»eli b¦dziemy patrzy¢ wyª¡cznie na momenty, gdy wylosowano i-t¡ wspóª-
rz¦dn¡, to {Xi

t} oraz {Y i
t } - i-te wspóªrz¦dne {Xt} oraz {Yt}; zachowuj¡ si¦ jak leniwy

spacer losowy na Zn.
Obliczmy Ex,yτi. Oznaczmy przez {Zj} ci¡g niezale»nych zmiennych losowych takich,

»e Z1 oznacza pierwszy moment, w którym wylosowano i-t¡ wspóªrz¦dn¡, Z1 + Z2 - drugi
moment itd. Wówczas Zj maj¡ rozkªad geometryczny z prawdopobobie«stwem sukcesu
1/d, zatem EZj = d. Niech τ b¦dzie zde�niowane jak w poprzednim przykªadzie, tzn.
oznacza numer przemieszczenia jednej z cz¡steczek na i-tej wspóªrz¦dnej, po którym obie
maj¡ identyczn¡ i-t¡ wspóªrz¦dn¡. τ jest niezale»ne od warto±ci Zj . Wtedy, z przykªadu
2.4 oraz to»samo±ci Walda (zadanie ..., lista 2), mamy

Ex,yτi = Ex,y

[ τ∑
j=1

Zj

]
= Ex,yτ · Ex,yZj ≤

dn2

4
,

a st¡d (korzystamy z lematu 2.6, twierdzenia 2.8 oraz nierówno±ci Markowa)

d(t) ≤ max
x,y∈Zd

n

Px,y[τpar > t]

≤ maxx,y Ex,y(τpar)

t

≤ maxx,y Ex,y(
∑

τi)

t

≤ d2n2

4t
.

Przyjmuj¡c t = d2n2 otrzymujemy
tmiks ≤ d2n2

Przykªad 2.6. Leniwy spacer losowy na hiperkostce. Popatrzmy na ten proces nieco
inaczej. Ω = Zn

2 . Przej±cie do s¡siada powoduje zmian¦ warto±ci na jednej ze wspóªrz¦d-
nych (z prawdopobobie«stwem 1/(2n)). Wylosujmy jednostajnie jedn¡ ze wspóªrz¦dnych,
a nast¦pnie zmie«my j¡ z prawdopobobie«stwem 1/2. Zobaczmy, »e proces nie zostanie
zmieniony z prawdopobobie«stwem 1/2, a jednostajnie przejdzie do jednego z s¡siadów.
Wykorzystamy t¦ obserwacj¦ do zde�niowania parowania.



16

Rozwa»amy dwa procesy startuj¡ce z ró»nych pozycji. W ka»dym kroku losujemy jedn¡
ze wspóªrz¦dnych i, a nast¦pnie losujemy jej warto±¢, któr¡ przyporz¡dkowujemy obu pro-
cesom. Jest to parowanie. Chcemy oszacowa¢ τpar. Ta warto±¢ jest nie wi¦ksza ni» pierwszy
moment, w którym wylosowano ostatni¡ wspóªrz¦dn¡. Zatem z zadania 10 lista 1 (przykªad
kolekcjonera kuponów) mamy

d(n log n+ cn) ≤ P[τpar > n log n+ cn] ≤ e−c

co implikuje (c = log(1/ε))

tmiks(ε) ≤ n log n+ log(1/ε)n

Wspóªczynnik powy»ej nie jest optymalny. W dalszej cz¦±ci wykªadu poka»emy, »e czas
mieszania jest rz¦du (1/2)n log n.

3. Silne czasy stacjonarne.

Przykªad 3.1. Tasowanie kart metod¡ Top-To-Random. Rozwa»my nast¦puj¡c¡ metod¦
tasowania talii n kart: bierzemy kart¦ z góry i wkªadamy j¡ losowo (w sposób jednostajny) do
talii, mo»liwych jest wi¦c n pozycji . Powtarzaj¡c t¦ czynno±¢ odpowiednio wiele razy talia
b¦dzie potasowana. Naszym celem jest sprecyzowanie poj¦cia 'potasowania' oraz obliczenie
ile kroków nale»y wykona¢. Mo»emy rozwa»a¢ t¦ operacj¦ jako spacer losowy na grupie
permutacji Sn, wtedy ka»dy krok polega na wylosowaniu odpowiedniej permutacji σ =(
1 2 3... k k+1...n
k 1 2...k−1 k+1...n

)
. Przypomnijmy, »e grupa Sn skªada si¦ z n! elementów. Zatem z lematu

1.7 miar¡ stacjonarn¡ jest miara jednostajna. Idealnie byªoby uzyska¢ w wyniku tasowania
rozkªad jednostajny. B¦dziemy chcieli jednak zbli»y¢ si¦ do niego dowolnie blisko (wzgl¦dem
normy ∥ · ∥TV).

Kiedy mo»emy uzna¢, »e talia jest potasowana? Odpowied¹ ukryta jest w czasie losowym
τtop - jest to pierwszy moment, gdy karta, która pocz¡tkowo byªa na spodzie talii, oznaczmy
j¡ przez A, znalazªa si¦ na jej górze i jest wkªadana losowo do talii. Jest to szczególny
przypadek nast¦puj¡cego wyniku:

Lemat 3.1. Niech Xt b¦dzie spacerem losowym na Sn odpowiadaj¡cym tasowaniu n kart
metod¡ Top-To-Random. Je»eli w chwili t jest k kart pod A, kart¡ która pocz¡tkowo byªa
na dole, to wszystkie k! uporz¡dkowa« jest jednakowo prawdopodobne. Zatem rozkªad Xτtop

jest jednostajny

Dowód. Dla t = 0 nie ma kart pod A wi¦c teza jest oczywista. Zaªó»my, »e teza zachodzi
dla t. W chwili t+ 1 mo»liwe s¡ 2 przypadki:

• karta z wierzchoªka umieszczana jest nad A. Wówczas uªo»enie kart pod A si¦ nie
zmienia.

• karta w wierzchoªka umieszczana jest pod A. Wtedy ka»da z k+1 lokalizacji pod A
jest jednakowo prawdopodobna. Zatem wszystkie uªo»enia k + 1 kart, które s¡ pod
A s¡ jednakowo prawdopodobne.

�

Lemat 3.2. Mamy

Eτtop ∼ n log n

oraz

P[τtop > n log n+ cn] ≤ e−c
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Dowód. Popatrzmy ponownie na kart¦ A znajduj¡c¡ si¦ pocz¡tkowo na dole talii i opiszmy
jej kolejne ruchy. Zauwa»my, »e je»eli karta ta znajduje si¦ na samy dole, to prawdopobo-
bie«stwo, »e aktualnie wkªadana karta znajdzie si¦ pod A wynosi 1/n. Niech τ1 oznacza
wi¦c moment, gdy pod A pojawi si¦ pierwsza karta. Wówczas τ1 ma rozkªad geometryczny
z prawdopobobie«stwem sukcesu 1/n. Podobnie, gdy pod A znajduje si¦ ju» k − 1 kart,
niech τk oznacza czas przebywania karty A na tej pozycji. Ponownie rozkªad tej zmiennej
losowej jest geometryczny, tym razem z prawdopobobie«stwem sukcesu k/n. Zauwa»my,
»e τtop = τ1 + · · · τn i τtop ma taki sam rozkªad jak zmienna τ w zadaniu o kolekcjonerze
kuponów (lista 1). Lemat wynika wi¦c z odpowiedniego zadania. �

W momencie τtop karty s¡ ju» dobrze potasowane i jak ªatwo wida¢ w kolejnych krokach
ich rozkªad pozostaje jednostajny. Jest to moment losowy, ale jak poka»emy poni»ej mo»na
go u»y¢ do oszacowania deterministycznej warto±ci tmiks.

3.1. Czasy zatrzymania.

De�nicja 3.1. Niech {Xt} b¦dzie ci¡giem zmiennych losowych o warto±ciach w Ω. Czasem
zatrzymania nazywamy zmienn¡ losow¡ τ o warto±ciach w {0, 1, . . . ,∞}, tak¡, »e zbiór
{τ = t} jest mierzalny wzgl¦dem σ-ciaªa generowanego przez X0, . . . , Xt.

To jest formalna de�nicja. Wygodnie jest my±le¢, »e τ zale»y od warto±ci X1, . . . , Xτ , ale
nie zale»y ju» od kolejnych warto±ci spaceru.

Przykªady:

• Akcje �rmy Bogdanka przekrocz¡ poziom 95zª.
• Niech U ⊂ Ω, wtedy pierwszy moment tra�enia w zbiór U

τU = min{t ≥ 0 : Xt ∈ U}

jest czasem zatrzymania.
• Niech U ⊂ Ω, wtedy ostatni moment tra�enia w zbiór U

τU = max{t ≥ 0 : Xt ∈ U}

nie jest czasem zatrzymania.
• zmienna losowa τtop zde�niowana w przykªadzie 3.1 jest czasem zatrzymania. Wtedy
τtop = τU + 1, gdzie U jest zbiorem uporz¡dkowa« talii takim, »e A jest na górze;

Przykªad 3.2. Leniwy spacer losowy na hiperkostce. Niech Xt b¦dzie leniwym spa-
cerem losowym. Przypomnijmy (jak w przykªadzie 2.6), »e spacer ten mo»e by¢ skonstru-
owany nast¦puj¡co: wybieramy losowo element (j, B) ∈ {1, 2, . . . , n}× {0, 1} i wspóªrz¦dn¡
j zast¦pujemy bitem B.

W tej konstrukcji spacer jest zdeterminowany przez ci¡g Zt = (jt, Bt) iid. Zde�niujmy

τ0 = min{t ≥ 0 : {j1, . . . , jt} = {1, . . . , n}},

jest to pierwszy czas, gdy wybrano wszystkie wspóªrz¦dne (τ0 = τpar z przykªadu 2.6). W
tym momencie w sposób losowy zostaªy zamienione wszystkie wspóªrz¦dne, wiec Xτ0 ma
ju» rozkªad jednostajny (to odpowiada zmiennej τtop z przykªadu 3.1 oraz τ z problemu
kolekcjonera kuponów, lista 1).

Zauwa»my, »e τ0 jest czasem zatrzymania dla {Zt}, ale nie jest czasem zatrzymania dla
{Xt} (!). Tzn. obserwacja wyª¡cznie warto±ci Xt nie pozwala na wyznaczenie τ0. Jest to
funkcja ci¡gu Zn. τ0 jest nazywane zrandomizowanym czasem zatrzymania dla ci¡gu Xt.

Formalna de�nicja jest nast¦puj¡ca:
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De�nicja 3.2. Niech P b¦dzie macierz¡ przej±cia. Wówczas P ma reprezentacj¦ w
postaci odwzorowa« losowych (ang. random mapping representation), tzn. istnieje
ci¡g {Zt} iid (nie specy�kujemy tutaj zbioru warto±ci) oraz funkcja deterministyczna f
takie, »e

X0 = x, Xt = f(Xt−1, Zt)

jest ªa«cuchem Markowa z macierz¡ przej±cia P startuj¡cym w x ([LPW], Proposition 1.5).
Czas losowy τ jest nazywany zrandomizowanym czasem zatrzymania dla ªa«cucha
{Xt}, je»eli jest czasem zatrzymania dla ci¡gu {Zt}.

De�nicja 3.3. Czasem stacjonarnym (ang. stationary time) dla ªa«cucha Markowa Xn

z miar¡ stacjonarn¡ π nazywamy zrandomizowany czas zatrzymania τ taki, »e

(3.3) Px[Xτ = y] = π(y).

Zatem Xτ ma rozkªad π i w kolejnych krokach proces b¦dzie miaª ten sam rozkªad.

Potrzebujemy mocniejszej de�nicji:

De�nicja 3.4. Silnym czasem stacjonarnym (ang. strong stationary time) dla ªa«-
cucha Markowa Xn z miar¡ stacjonarn¡ π nazywamy zrandomizowany czas zatrzymania τ
taki, »e

(3.4) Px[τ = t,Xτ = y] = Px[τ = t]π(y).

Zatem Xτ ma rozkªad π i w kolejnych krokach proces b¦dzie miaª ten sam rozkªad.

Czasy losowe zde�niowane powy»ej dla Top-To-Random i spaceru na hiperkostce s¡
silnymi czasami stacjonarnymi.

Kluczowy dla nas jest nast¦puj¡cy wynik:

Twierdzenie 3.5. Je»eli τ jest silnym czasem stacjonarnym, to

d(t) = max
x∈Ω

∥P t(x, ·)− π∥TV ≤ max
x∈Ω

Px[τ > t].

Dowód. Piszemy

∥P t(x, ·)− π∥TV =
∑

{y: P t(x,y)<π(y)}

(π(y)− P t(x, y))

=
∑

{y: P t(x,y)<π(y)}

π(y)

(
1− P t(x, y)

π(y)

)

≤ max
y

(
1− P t(x, y)

π(y)

)

Oznaczmy powy»sza warto±¢ przez sx(t) (jest ona nazywana w literaturze 'separation di-
stance').

Z (3.4) wynika (to wymaga pewnych rachunków, które pominiemy)

Px[τ ≤ t,Xt = y] = Px[τ ≤ t]π(y).
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Z powy»szej równo±ci dla dowolnego y ∈ Ω mamy

1− P t(x, y)

π(y)
= 1− Px[Xt = y]

π(y)

≤ 1− Px[Xt = y, τ ≤ t]

π(y)

= 1− π(y)Px[τ ≤ t]

π(y)

= Px[τ > t].

Zatem dla ka»dego x ∈ Ω

∥P t(x, ·)− π∥TV ≤ sx(t) ≤ Px[τ > t].

�

Wniosek 3.6. Dla leniwego spaceru na hiperkostce oraz problemu Top-To-Random, mamy

tmiks(ε) ≤ n log n+ log(ε−1)n.

4. Riffle Shuffle

Riffle Shuffle jest najbardziej popularn¡ metod¡ tasowania kart. Metoda zazwyczaj
u»ywana jest do potasowania talii 52 kart. Osoba tasuj¡ca dzieli stos kart na dwa (w sposób
losowy, ale stara si¦ aby oba zbiory miaªy w przybli»eniu podobn¡ liczb¦ kart). Nast¦pnie
oba stosy kart s¡ wspólnie 'przekartkowywane'. Trzymaj¡c je w obu r¦kach osoba tasuj¡ca
opuszcza karty (liczba kart jest zmienna i te» losowa) z obu stosów tak, aby karty 'wchodziªy'
pomi¦dzy siebie. Celem tego rozdziaªu jest odpowied¹ na pytanie: ile razy nale»y wykona¢
t¦ procedur¦, aby uzna¢ tali¦ kart za potasowan¡?

Zanim przejdziemy do analizy warto zrozumie¢ jaki jest sens dokªadnego tasowania kart.
Odpowied¹ jest zawarta w poni»szej tabelce. 5 Przedstawia ona do±wiadczenie wykonane
przez Bergera po koniec lat sze±¢dziesi¡tych. Przeanalizowaª on rozkªady kart, które otrzy-
maª jeden z graczy (na pozycji S) podczas szeregu turniejów bryd»owych. W pierwszej
kolumnie s¡ oczekiwane rozkªady, w drugiej rozkªady po tasowaniu przez komputer, a w
trzeciej po tasowaniu przez czªowieka. Jak wida¢ trzecia kolumna wyra¹nie odbiega od
oczekiwa« (nie przechodzi te» typowych testów statystycznych). Zbyt cz¦sto pojawi¡ si¦
zrównowa»one rozkªady r¡k (z punktu widzenia graczy, mniej ciekawe).

5Tabela pochodzi z ksi¡»ki Diaconisa [D], strona 78.
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4.1. Model GSR (Gilbert, Shannon, Reeds). Badanie Riffle Shuffle wymaga ±ci-
sªego matematycznego modelu, którym mo»n¡ opisa¢ t¦ metod¦ tasowania. Bada si¦ nast¦-
puj¡cy model tasowania talii n kart, opisany na trzy równowa»ne sposoby:

(1) Niech k b¦dzie zmienn¡ losow¡ o rozkªadzie dwumianowym z parametrami n, 1/2
(mo»na my±le¢, »e k jest liczb¡ orªów w n-krotnym rzucie monet¡). Dzielimy karty
na dwa stosy: górne k kart tworzy pierwszy z nich, a pozostaªe n−k drugi. Nast¦p-
nie wykonujemy tasowanie, musimy wi¦c zmiesza¢ oba zbiory zachowuj¡c jednak
uporz¡dkowanie wewn¡trz nich. Mo»emy to zrobi¢ na

(
n
k

)
sposobów, tzn. na n po-

zycjach wybieramy k miejsc, gdzie umieszczamy pierwszy stos (mo»emy to zrobi¢
tylko na jeden sposób, gdy» musimy zachowa¢ jego uporz¡dkowanie), a na pozostaªe
n − k miejsc wkªadamy pozostaªe karty. Ka»de takie tasowanie wybieramy losowo
w sposób jednostajny.

(2) Niech k b¦dzie zmienn¡ losow¡ o rozkªadzie dwumianowym z parametrami n, 1/2.
Dzielimy karty na dwa stosy: górne k kart tworzy pierwszy z nich, a pozostaªe
n − k drugi. Nast¦pnie wykonujemy tasowanie. Bierzemy jeden stos do lewej r¦ki,
drugi do prawej. Upuszczamy kolejno karty, losowo, z lewej lub prawej r¦ki z praw-
dopobobie«stwem proporcjonalnym do rozmiaru zbioru. To znaczy, je»eli w lewej
r¦ce pozostaªo nam L kart, a w prawej P kart, to kart¦ z lewej r¦ki upuszczamy z
prawdopobobie«stwem L/(L+ P ), a z prawej z prawdopobobie«stwem P/(L+ P ).
Powtarzamy t¦ czynno±¢ tak dªugo, a» upu±cimy wszystkie karty.

(3) (Tasowanie odwrotne). Opiszemy jak wykona¢ czynno±¢ odwrotn¡ doRiffle Shuf-
fle. Oznaczmy tyª ka»dej karty przez 0 lub 1 w zale»no±ci od wyniku rzutu monet¡
(dla ka»dej karty wykonujemy niezale»nie rzut). Wyjmijmy z talii wszystkie karty
oznaczone zerem i poªó»my je na górze talii, zachowuj¡c ich uporz¡dkowanie



21

Lemat 4.1. Powy»sze opisy (1), (2) i (3) s¡ równowa»ne, tzn. wygenerowana permutacja
ma ten sam rozkªad.

Dowód. Modele (1) i (3) s¡ równowa»ne. Istotnie, zauwa»my, »e liczba zer ma rozkªad dwu-
mianowy z parametrami n, 1/2. Ponadto ka»dy rozkªad zer jest jednakowo prawdopodobny.

Modele (1) i (2) s¡ równowa»ne. Oznaczmy przez L1, . . . Lk karty z pierwszego stosu,
a przez P1, . . . , Pn−k karty z drugiego stosu. Obliczmy prawdopobobie«stwo wylosowania
konkretnej permutacji, np. L1L2P1L3P2 . . . Pn−kLk:

k

n
· k − 1

n− k − 1
· n

n− k − 2
· k − 2

n− k − 3
· n− 1

n− k − 4
· . . . · 1

2
· 1 =

k!(n− k)!

n!
=

1(
n
k

) .
Dla ka»dej permutacji otrzymujemy ten sam wynik, wi¦c ka»de uªo»enie kart jest jednakowo
prawdopodobne. �

Lemat 4.2. Niech Xt b¦dzie spacerem losowym na grupie G generowanym przez miar¦

probabilistyczn¡ µ. Zde�niujmy miar¦ µ̃(g) = µ(g−1) na G i niech X̃t b¦dzie spacerem

losowym generowanym przez µ̃. Oznaczmy przez µt i µ̃t rozkªady Xt i X̃t. Wówczas

∥µt − U∥TV = ∥µ̃t − U∥TV,

gdzie U jest miar¡ jednostajn¡ na grupie G.

Z lematu wynika, »e wystarczy bada¢ spacer losowy generowany przez odwrotne permutacje.
Skonstruujemy silny czas stacjonarny. W tym celu budujemy losow¡ macierz o n wierszach.
Wiersze numerowane s¡ kolejnymi kartami (ka»da karta ma na staªe przyporz¡dkowany
jeden z wierszy). Elementami macierzy s¡ 0 i 1. W pierwszej kolumnie zapisujemy liczb¦
przyporz¡dkowan¡ danej karcie w pierwszym odwrotnym tasowaniu. Czynno±¢ powtarzamy,
tzn. w drugiej kolumnie zapisujemy wynik przyporz¡dkowany w drugim tasowaniu itd.

Lemat 4.3. Niech τRS oznacza pierwszy czas, w którym macierz binarna opisana powy»ej
zawiera parami ró»ne rz¦dy. Wówczas τRS jest silnym czasem stacjonarnym.

Dowód. Po pierwszym tasowaniu karty, które maj¡ 0 s¡ przeniesione na gór¦, a karty z 1 na
dóª. Po drugim losowaniu na gór¦ przenoszone s¡ karty, które maj¡ 0 w drugiej kolumnie,
ale zachowuj¡c ich wcze±niejsze uporz¡dkowanie. Tak wi¦c na samej górze s¡ karty, które w
dwóch pierwszych wierszach maj¡ 00, potem 10, 01,11. Po trzecim losowaniu kolejno: 000,
100,010, 110,001,101,011,111, itd. W poszczególnych grupach karty zachowuj¡ jednak swoje
pocz¡tkowe uporz¡dkowanie. Zauwa»my, »e odwrotne tasowanie sortuje wg. odwrotnego
porz¡dku leksykogra�cznego.

W momencie τRS wszystkim kartom zostaªy przyporz¡dkowane ró»ne wektory o dªugo-
±ci τRS. Wi¦c zostaªy one posortowane w sposób losowy niezale»nie od ich pocz¡tkowego
uªo»enia. Jednocze±nie, poniewa» przyporz¡dkowanie wektora karcie jest losowe, ka»da ich
permutacja jest jednakowo prawdopodobna. �

Zgodnie z twierdzeniem 3.5 musimy wi¦c oszacowa¢ P[τRS > t]:

Twierdzenie 4.4. Dla modelu Riffle Shuffle mamy

∥µt − U∥TV ≤ P[τRS > t] = 1−
n−1∏
i=1

(
1− i

2t

)
.

Ponadto

tmiks ≤ 2 log2(4n/3).
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Dowód. Obliczymy warto±¢ P[τRS ≤ t]. W czasie t ka»dej z kart przyporz¡dkowano losowy
wektor 0-1 o dªugo±ci t i chcemy policzy¢ prawdopobobie«stwo, »e wektory te s¡ parami
ró»ne. Zauwa»my, »e jest to dokªadnie problem urodzin (oblicz prawdopobobie«stwo, »e w
grupie n osób nie ma dwóch osób obchodz¡cych urodziny tego samego dnia). Zatem

P[τRS ≤ t] =

n−1∏
i=1

(
1− i

2t

)
.

Powy»sza formuªka jest niewygodna w obliczeniach. Mo»na j¡ upro±ci¢. Niech t = 2 log2(n/c)
dla pewnej staªej c. Wtedy 2t = n2/c2 i mamy (przypomnijmy log(1 + x) = x+O(x2))

log

n−1∏
i=1

(
1− i

2t

)
= −

n−1∑
i=1

(
c2i

n2
+O

( i

n2

)2
)

= −c2n(n− 1)

2n2
+O

(n3

n4

)
= −c2

2
+O(1/n)

Zatem

P[τRS ≤ t] ∼ e−c2/2, gdy n → ∞.

Przyjmuj¡c c = 3/4 otrzymujemy 1−e−c2/2 ≈ 0, 245. Zatem z Twierdzenia 3.5 otrzymujemy
dowód. �

Korzystaj¡c z powy»szych wzorów mo»na oszacowa¢ ∥µt − U∥TV dla n = 52

t 10 11 12 13 14
górne szacowanie 0, 73 0, 48 0, 28 0, 15 0, 08

Z powy»szych danych wynika wi¦c, tmiks ≤ 13. Dosy¢ ªatwo jest dosta¢ dolne szacowania.
Mianowicie zauwa»my, »e s¡ 32 wektory 0-1 o dªugo±ci 5 i 64 o dªugo±ci 6. Dla n = 52, 5
tasowa« to zdecydowanie za maªo, podobnie 6 wydaje si¦ by¢ niewystarczaj¡ce. Ogólnie

Lemat 4.5. Ustalmy 0 < ε, δ < 1. Rozwa»my Riffle Shuffle talii n kart. Wówczas dla
du»ych n

tmiks(ε) ≥ (1− δ) log2 n

Dowód. Z zadania 1, lista 3 wiemy, »e

tmiks(ε) ≥
log(|Ω|(1− ε))

log∆
,

gdzie ∆ = maxx∈Ω |{y : P (x, y) > 0}|. W naszym przypadku |Ω| = n!, ∆ = 2n (w jednym
kroku generujemy wektor 0-1 o dªugo±ci n, który jednoznacznie wyznacza permutacj¦).
Przypomnijmy formuª¦ Stirlinga

n! ≈
(
n

e

)n√
2πn.

St¡d

tmiks(ε) ≥
log(|Ω|(1− ε))

log∆
∼ log n!

log 2n
∼ log2 n

�

Policzmy: log2 52 ≈ 5, 7.
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4.2. Twierdzenie Bayera i Diaconisa. Bayer i Diaconis [BD] otrzymali znacznie dokªad-
niejszy wynik

Twierdzenie 4.6. Je»eli n kart jest tasowane t razy metod¡ Riffle Shuffle i t =
3/2 log2 n+ c, to dla du»ych n

∥µt − U∥TV = 1− 2Φ

(
−2−c

4
√
3

)
+O

(
1

n1/4

)
,

gdzie Φ jest dystrubuant¡ rozkªadu normalnego

Φ(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−t2/2dt

Powy»szy wynik pozwala dokªadnie obliczy¢ odlegªo±¢ dla n = 52

t 4 5 6 7 8 8 10
∥µt − U∥TV 1, 00 0, 92 0, 61 0, 33 0, 16 0, 08 0, 04

Zauwa»my, »e dla warto±ci 4,5,6 odlegªo±¢ jest du»a, a potem zaczyna gwaªtownie spada¢.
Z ka»dym kolejnym krokiem zmniejsza si¦ dwukrotnie. Przyjmuje si¦, »e 7 tasowa« wy-
starczy do potasowania talii 52 kart.

4.3. Szkic dowodu twierdzenia 4.6. Przypatrzmy si¦ wygl¡daj¡ permutacje losowane
podczas jednego wykonania tasowania Riffle Shuffle. Dla przykªadu, zaªó»my, »e karty
uªo»one s¡ rosn¡co 12345678. Dzielimy je na dwa zbiory 123 i 45678, a nast¦pnie ª¡czymy
otrzymuj¡c np. 41256738. Zauwa»my, »e permutacja zawiera 2 ci¡gi rosn¡ce (przez ci¡g
rosn¡cy rozumiemy ci¡g, w którym kolejne elementy skªadaj¡ si¦ z kolejnych liczb natu-
ralnych). Tasuj¡c metod¡ Riffle Shuffle, mo»emy otrzyma¢ jedynie identyczno±¢, lub
permutacj¦ zawieraj¡c¡ dokªadnie 2 ci¡gi rosn¡ce.

Ta obserwacja zostaªa poczyniona ju» na pocz¡tku XX wieku, przez magików. Wyko-
nywali oni nast¦puj¡c¡ sztuczk¦. Wr¦czali tali¦ kart komu± z publiczno±ci i prosili, aby ta
osoba potasowaªa trzykrotnie karty metod¡ Riffle Shuffle. Nast¦pnie osoba tasuj¡ca
braªa kart¦ z wierzchu ogl¡daªa j¡ i wkªadaªa w losowe miejsce w talii. Wprawny magik
pozwalaª na kolejne potasowanie kart. Nast¦pnie talia kart wracaªa do magika, który z du-
»ym prawdopobobie«stwem potra�ª okre±li¢ która karta zostaªa wªo»ona do wn¦trza talii.
Wyja±nienie sztuczki polega na tym, »e po trzech tasowaniach w talii powstaje zazwyczaj 8
ci¡gów rosn¡cych. Wªo»enie karty do wn¦trza talii powoduje zazwyczaj powstanie kolejnego
ci¡gu zªo»onego z tej jednej karty. Sprawne oko potra� ja szybko wyªapa¢.

Zde�niujmy a-Riffle Shuffle. Najwygodniej my±le¢, »e osoba tasuj¡ca u»ywa a-
r¡k. Dzielimy tali¦ n kart na a zbiorów w sposób losowy, skªadaj¡ce si¦ odpowiednio z
k1, k2, . . . , ka kart (k1 + · · · + ka = n) z prawdopobobie«stwem

(
n

k1,k2,...,ka

)
. Nast¦pnie ª¡-

czymy je w jeden zbiór tak, aby ka»de poª¡czenie, zachowuj¡ce wewn¦trzne uporz¡dkowanie
zbiorów byªo jednakowo prawdopodobne. Równowa»nie ... (zadanie!).

Pokazuje si¦, »e (zadanie)

• wykonanie a-Riffle Shuffle, a nast¦pnie b-Riffle Shuffle jest równowa»ne
tasowaniu ab-Riffle Shuffle.

• Qa(π) =
(
n+a−r(π)

n

)
/an, gdzie r(π) jest liczb¡ rosn¡cych ci¡gów w π, a Qa jest

rozkªadem Sn po jednym tasowaniu a-Riffle Shuffle.

Zatem

∥µt − U∥TV =
1

2

n∑
j=1

kn(j)

∣∣∣∣
(
n+2t−j

n

)
2tn

− 1

n!

∣∣∣∣,
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gdzie kn(j) jest liczb¡ permutacji z j rosn¡cymi ci¡gami. Okazuje si¦, »e te liczby s¡ dosy¢
dobrze zbadane i s¡ wspóªczynnikami wielomianów Euleriana...

4.4. 7 tasowa« nie wystarczy. Peter Doyle zaproponowaª nast¦puj¡ce do±wiadczenie.
Zaªó»my, »e karty s¡ ponumerowane R1, . . . , R26, B1, . . . , B26 oraz uªo»one s¡ w talii w
nast¦puj¡cej kolejno±ci R1, R2, . . . , R26, B26, B25, . . . , B1. Wykonajmy 7 razy tasowanie
metod¡ Riffle Shuffle. Nast¦pnie po kolei przegl¡damy karty. Je»eli napotkamy na kart¦
R1 kªadziemy j¡ na stos R, je»eli B1, na stos B. Je»eli wyci¡gni¦ta karta ma numer o jeden
wi¦kszy ni» odkryta karta w jej kolorze, to kªadziemy j¡ na odpowiedni stos, w przeciwnym
razie odkªadamy j¡ na dóª talii. Ko«czymy gr¦, gdy jeden ze stosów jest peªny, tzn. skªada
si¦ z 26 kart. Powiedzmy, »e wygrali±my gr¦, je»eli peªny jest stos R. Gdyby karty zostaªy
dobrze potasowane, to prawdopobobie«stwo wygrania wynosiªoby 1/2. Tymczasem okazuje
si¦ (poprzez komputerowe symulacje), »e wygrywamy w 81%. Wyja±nienie jest nast¦puj¡ce.
Czerwone karty byªy uªo»one zgodnie z ich kolejno±ci¡ i ta struktura nie zostaªa rozbita w
ci¡gu 7 tasowa«.

Ta gra realizuje w pewnym sensie najgorszy mo»liwy scenariusz. Niech S oznacza zbiór
tych permutacji, po których wylosowaniu wygrywamy. Wtedy wiemy, »e

0, 33 ≈ ∥µ7 − U∥TV ≥ |µ7(S)− U(S)| ≈ |0, 81− 0, 5| = 0, 31.

5. MCMC

W tym rozdziale b¦dziemy bada¢ nast¦puj¡cy problem: maj¡c dany sko«czony zbiór S
oraz miar¦ probabilistyczn¡ π na S chcemy wygenerowa¢ zmienn¡ losow¡ o rokªadzie π. In-
teresowa¢ nas b¦d¡ du»e sko«czone zbiory. Cz¦sto nie b¦dziemy nawet potra�li okre±li¢ ich
liczno±ci ani nawet precyzyjnie poda¢ miary π. Przedstawimy kilka przykªadów bazuj¡cych
na metodzie MCMC (Markov Chain Monte Carlo). W tym celu na zbiorze S wprowadzimy
struktur¦ grafu i zde�niujemy odpowiedni spacer losowy z miar¡ stacjonarn¡ π. Spacery
b¦d¡ nieredukowalne i aperiodyczne. Wówczas z twierdzenia 2.4 rozkªad spaceru d¡»y do
π. Wyznaczanie elementów o zadanym rozkªadzie znajduje zastosowania w szeregu prak-
tycznych problemów, które zostan¡ omówione poni»ej takich jak problemy optymalizacyjne
(np. problem pakowania plecaka), deszyfrowanie kodów, ...

5.1. Drzewo rozpinaj¡ce.

Przykªad 5.1. Drzewo rozpinaj¡ce graf. Niech G = (V,E) b¦dzie sko«czonym grafem.
Drzewem rozpinaj¡cym T graf G nazywamy spójny podgraf G, który zawiera wszystkie
wierzchoªki V , ale nie ma »adnych cykli. Wówczas drzewo speªnia (zadanie)

• T na |V | − 1 kraw¦dzi
• Ka»dy podgraf G posiadaj¡cy |V | − 1 kraw¦dzi i zawieraj¡cy wszystkie wierzchoªki,
bez cykli, jest drzewem rozpinaj¡cym.

• Dodanie kraw¦dzi do drzewa rozpinaj¡cego T spowoduje utworzenie cyklu.

Przez S oznaczmy zbiór wszystkich drzew rozpinaj¡cych G. Chcemy rozwa»a¢ nast¦puj¡cy
problem: jak wygenerowa¢ losowe (jednostajnie) drzewo rozpinaj¡ce graf G? Podkre±lmy,
»e chcemy, aby wylosowanie ka»dego drzewa rozpinaj¡cego byªo jednakowo prawdopodobne.

W przypadku maªych grafów mo»na próbowa¢ wypisa¢ wszystkie drzewa rozpinaj¡ca.
Jednak ju» dla grafów rozpi¦tych na 10 wierzchoªkach, liczba drzew rozpinaj¡cych mo»e
przekracza¢ 108.

Metoda MCMC polega na wprowadzeniu struktury grafu na zbiorze S, a nast¦pnie zde-
�niowaniu odpowiedniego spaceru losowego. Zbiorem wierzchoªków jest zbiór S, tak wi¦c
wierzchoªkiem jest drzewo rozpinaj¡ce. Nast¦pnie de�niujemy ªa«cuch Markowa {Xt} na S,
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w którym okre±limy te» kraw¦dzie w gra�e. Startujemy z dowolnego elementu S. Zaªó»my,
»e znamy warto±¢ Xt, wówczas generujemy Xt+1 nast¦puj¡co:

(1) Wylosujmy jednostajnie kraw¦d¹ e, która nie jest w Xt. Takich kraw¦dzi jest |E| −
(|V | − 1).

(2) Niech C b¦dzie jedynym cyklem w Xt ∪ {e}.
(3) Wybierzmy jednostajnie kraw¦d¹ e′ w C.
(4) Przyjmijmy Xt+1 := (Xt ∪ {e}) \ {e′}.
�wiczenie: Narysuj przykªadowy graf i wykonaj kilka pierwszych kroków powy»szego

algorytmu.

Lemat 5.1. Powy»szy ªa«cuch Markowa jest aperiodyczny, nieredukowalny i odwracalny.

Dowód. Proces jest aperiodyczny, bo P (T, T ) > 0 dla ka»dego T ∈ S, gdy» z dodatnim
prawdopobobie«stwem, w powy»szym algorytmie e = e′. Nieredukowalno±¢ zostanie poka-
zana na ¢wiczeniach.

Poka»emy, »e proces jest symetryczny, tzn. P (T, T ′) = P (T ′, T ) dla dowolnych T ̸= T ′,
wtedy jest równie» odwracalny. Zaªó»my najpierw, »e P (T, T ′) > 0. Wtedy T ′ = (T ∪
{e1})\{e2} dla pewnych kraw¦dzi e1 oraz e2. Niech C b¦dzie cyklem zawartym w T ∪{e1}.
Wówczas e2 musi by¢ te» elementem cyklu C. Mamy wi¦c

P (T, T ′) = P[e = e1, e
′ = e2|Xt = T ]

= P[e = e1|Xt = T ] · P[e′ = e2|Xt = T, e = e!]

=
1

|E| − (|V | − 1)
· 1

|C|
Analogicznie, poniewa» T = (T ′ ∪ {e2}) \ {e1}, mamy

P (T ′, T ) = P[e = e2, e
′ = e1|Xt = T ′]

=
1

|E| − (|V | − 1)
· 1

|C|
Zatem

P (T, T ′) = P (T ′, T )

przy zaªo»eniu, »e P (T, T ′) > 0. Przypadek P (T, T ′) = 0 pomijamy �
Z powy»szego lematu oraz z lematu 1.6, wynika »e miara stacjonarna {Xt} jest jedno-

stajna. Z twierdzenia 2.4 rozkªady Xt zbiegaj¡ do jednostajnego i mo»na przyj¡¢, »e Xt jest
bliski rozkªadowi jednostajnemu dla du»ych warto±ci t.

5.2. Problem pakowania plecaka (The knapsack problem).

Przykªad 5.2. Zaªó»my, »e mamy m przedmiotów, ka»dy o wadze wi i warto±ci vi. Dys-
ponujemy plecakiem, który pomie±ci maksymalnie b kilogramów. Które przedmioty nale»y
wybra¢, aby zmie±ciªy si¦ one do plecaka i miaªy jak najwi¦ksz¡ warto±¢? Jest to problem
NP-zupeªny ...

Formalnie. Mamy zadane: w = (w1, . . . , wm), v = (v1, . . . , vm), b. Szukamy wektora
decyzyjnego z = (z1, . . . , zm) ∈ {0, 1}m, tzn. zi = 1, jezeli i-ty przedmiot jest wªo»ony do
plecaka. Przez S oznaczamy zbiór dopuszczalnych pakowa« plecaka, tzn.

S = {z ∈ {0, 1}m : (w, z) ≤ b}
Naszym celem jest zoptymalizowanie warto±ci (v, z) pod warunkiem z ∈ S.

Algorytm 1:
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(1) Losujemy jednostajnie z ∈ {0, 1}m.
(2) Je»eli z ∈ S, to akceptujemy z, w przeciwnym razie wracamy do punktu 1.

Dla wylosowanego z sprawdzamy warto±¢ plecaka. Mo»emy powtórzy¢ algorytm wielokrot-
nie i wybra¢ najlepsze rozwi¡zanie.

Ka»dy krok mo»e by¢ szybko obliczony. Jednak je»eli m jest du»e, to prawdopobobie«-
stwo zaakceptowania wylosowanego z mo»e by¢ bardzo maªe. Dla przykªadu je»eli wi = 1 i
b = m/3, to mo»na pokaza¢ (zadanie!), »e prawdopobobie«stwo zaakceptowania jest okoªo
(0, 83)m (dla m = 100 to jest okoªo 10−8). Zatem tylko maªa cz¦±¢ losowa« zostanie zaak-
ceptowana i trudno przypuszcza¢, »e b¦d¡ one bliskie optymalnemu rozwi¡zaniu.

Algorytm 2 (MCMC): Rozwa»my graf ze zbiorem wierzchoªków S. Dwie kraw¦dzie
s¡ poª¡czone ze sob¡, gdy ró»ni¡ si¦ na dokªadnie jednej wspóªrz¦dnej (to jest podgraf
hiperkostki Zm

2 ). Konstruujemy spacer losowy na S. Maj¡c zadany Xt = (z1, . . . , zm)

(1) Wybieramy losowo (jednostajnie) jedn¡ ze wspóªrz¦dnych: J ∈ {1, ...,m}.
(2) Nast¦pnie zamieniamy J-t¡ wspóªrz¦dn¡: zJ = 1−zJ i oznaczmy nowy wektor przez

z′.
(3) Je»eli z′ ∈ S, to podstawiamy Xt+1 = z′, w przeciwnym razie Xt+1 = Xt = z.

Innymi sªowy: wylosujmy przedmiot; je»eli jest w plecaku, to go wyjmijmy; je»eli nie, to
wªó»my go do plecaka, ale pod warunkiem, »e si¦ zmie±ci.

Lemat 5.2. Je»eli
∑

wi > b, to powy»szy ªa«cuch Markowa jest aperiodyczny, niereduko-
walny i odwracalny.

Dowód. Zauwa»my, »e z dowolnego stanu mo»emy doj±¢ do (0, . . . , 0), wyjmuj¡c po kolei
wszystkie przedmioty. Podobnie mo»emy doj±¢ do ka»dego elementu S, to pokazuje niere-
dukowalno±¢. Aperiodyczno±¢ wynika z obserwacji, »e istnieje stan, w którym nie mo»emy
doªo»y¢ ju» kolejnego przedmiotu. Zgodnie z powy»szym algorytmem z dodatnim prawdo-
pobobie«stwem wi¦c w nim pozostaniemy. Zatem okres tego stanu wynosi 1.

Odwracalno±¢ wynika, podobnie jak wcze±niej, z faktu, »e ªa«cuch jest symetryczny, a to
z kolei jest konsekwencj¡, »e je»eli x, y ∈ S s¡ s¡siadami, to P (x, y) = P (y, x) = 1/m. �

Uwagi:

• Miar¡ stacjonarn¡ dla tego ªa«cucha Markowa jest miara jednostajna, a wi¦c dla
du»ych t, P[Xt = z] ∼ 1/|S|. Umiemy zatem aproksymowa¢ t¦ miar¦, mimo i» nie
znamy dokªadnej warto±ci |S|

• Próbkowanie z rozkªadu jednostajnego, mo»e nie by¢ skuteczne, poniewa» mo»e by¢
niewiele upakowa«, które s¡ bliskie optymalnemu, tzn. ich miara mo»e by¢ nie-
zauwa»alna. Znacznie lepiej jest losowa¢ elementy wg rozkªadu, który daje wi¦ksz¡
wag¦ 'cennym upakowaniom', np. π(z) = C−1e(v,z), gdzie C jest (nieznan¡) staª¡
normalizuj¡c¡.

5.3. Algorytm Metropolis. Algorytm pozwala na przybli»enie zmiennej losowej ze zbioru
S o rozkªadzie π. W tym celu konstruujemy graf G ze zbiorem wierzchoªków S. Zbiór
kraw¦dzi mo»e by¢ niemal dowolny z zachowaniem jednak poni»szych warunków:

• Graf powinien by¢ spójny, aby otrzymany ªa«cuch Markowa byª nieredukowalny.
• Poszczególne wierzchoªki nie powinny mie¢ zbyt wielu s¡siadów, gdy» spacer stanie
si¦ zbyt trudny do symulowania w praktyce.
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Dla x ∈ S, przez d(x) oznaczamy liczb¦ s¡siadów wierzchoªka x. De�niujemy macierz
przej±cia

P (x, y) =


1

d(x) min
{

π(y)d(x)
π(x)d(y) , 1

}
je»eli x ∼ y;

0 je»eli x ̸= y oraz x ̸∼ y;

1−
∑

z∼x
1

d(x) min
{

π(z)d(x)
π(x)d(z) , 1

}
je»eli x = y.

Powy»szy mechanizm mo»na opisa¢ nieco inaczej. Zaªó»my, »e Xn = x. Wybierzmy losowo
w sposób jednostajny, tzn. z prawdopobobie«stwem 1/d(x) jednego z s¡siadów x i oznaczmy
go przez y. Nast¦pnie podstawmy

Xn+1 =

 y z prawdopobobie«stwem min
{

π(y)d(x)
π(x)d(y) , 1

}
x z prawdopobobie«stwem 1−min

{
π(y)d(x)
π(x)d(y) , 1

}
.

Zauwa»my, »e je»eli graf jest regularny, tzn. ka»dy wierzchoªek ma ten sam stopie«, to
powy»szy algorymt mo»na opisa¢ jeszcze inaczej. Zaªó»my, »e Xn = x. Wybierzmy losowo
w sposób jednostajny jednego z s¡siadów x i oznaczmy go przez y. Nast¦pnie

• je»eli π(y) ≥ π(x), to podstawmy Xn+1 = y
• je»eli π(y) < π(x), to rzucamy monet, w której orzeª wypada z prawdopobo-
bie«stwem π(y)/π(x). Je»eli wypadnie orzeª, to Xn+1 = y, w przeciwnym razie
Xn+1 = x

Algorytm próbuje wi¦c maksymalizowa¢ funkcj¦ π, przechodz¡c do wierzchoªków, w których
warto±¢ ta jest wi¦ksza. Dopuszcza jednak powrót do mniejszych warto±ci, aby nie utkn¡¢
w 'lokalnych maksimach' funkcji π.

Lemat 5.3. Miar¡ stacjonarn¡ powy»szego ªa«cucha Markowa jest π.

Dowód. Wystarczy pokaza¢, »e spacer losowy jest odwracalny wzgl¦dem π, tzn. speªniony
jest warunek

π(x)P (x, y) = π(y)P (y, x) ∀x, y.
Oczywi±cie wystarczy sprawdzi¢ wyª¡cznie dla x ̸= y poª¡czonych kraw¦dzi¡. Zaªó»my, »e
π(y)d(x)
π(x)d(y) ≥ 1. Wówczas

π(x)P (x, y) =
π(x)

d(x)
oraz

π(y)P (y, x) = π(y) · 1

d(y)

π(x)d(y)

π(y)d(x)
=

π(x)

d(x)

Je»eli π(y)d(x)
π(x)d(y) < 1, analogicznie pokazuje si¦, »e

π(x)P (x, y) =
π(x)

d(x)
=

π(y)

d(y)
.

�
Przykªad 5.3. Problem pakowania plecaka. Rozwa»amy struktur¦ grafu tak¡ sam¡
jak zde�niowan¡ powy»ej. De�niujemy

πβ(z) = C−1
β eβ(v,z),

gdzie β jest pewn¡ ustalon¡ staª¡, a Cβ jest staª¡ normalizuj¡c¡. Zauwa»my, »e nie musimy
zna¢ jej dokªadnej warto±ci! De�nicja macierzy przej±cia zale»y wyª¡cznie od ilorazu.
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Przykªad 5.4. Persi Diaconis w pracy The Markov Chain Monte Carlo Revolution opisuje
nast¦puj¡cy przykªad. Pewnego dnia psycholog ze stanowego wi¦zienia poprosiª Departa-
ment Statystyki na Uniwersytecie w Stanford o rozszyfrowanie nast¦puj¡cego kodu. 6

Domy±lono si¦ natychmiast, »e jest to tekst zakodowany przez proste podstawienie, gdzie
ka»dy symbol odpowiada pewnej literze lub znakowi interpunkcyjnemu. Nale»y wi¦c znale¹¢
funkcj¦ f odwzorowuj¡c¡ przestrze« kodów w zwykªy alfabet. Typowa metoda polega na
sprawdzeniu statystyk cz¦sto±ci wyst¦powania poszczególnych znaków w alfabecie i porów-
naniu z cz¦sto±ci¡ wyst¦powa« poszczególnych znaków w zakodowanym tek±cie. Metoda ta
mo»e nie by¢ jednak skuteczna przy krótkich tekstach.

Do odkodowania powy»szego kodu u»yto skuteczniejszej metody bazuj¡cej na sprawdza-
niu cz¦stotliwo±ci wyst¦powania par znaków. Dokªadniej, dla ka»dych dwóch znaków x, y
mo»na okre±li¢ cz¦stotliwo±¢ wyst¦powania y bezpo±rednio po x. Otrzymujemy w ten sposób
macierz M(x, y). De�niujemy funkcj¦ wiarygodno±ci

G(f) =
∏
i

M(f(si), f(si+1)),

gdzie si przebiega kolejne symbole w zakodowanej wiadomo±ci. Chcemy znale¹¢ funkcje f
dla których ta warto±¢ jest du»a. Te funkcje powinny by¢ dobrymi kandydatami do odko-
dowania. Przeszukanie wszystkich mo»liwych funkcji f nie wchodzi w gr¦, bo jest ich zbyt
wiele (ok. 40!). Zastosowano wi¦c algorytm Metropolis. Nale»y zde�niowa¢ relacj¦ s¡siedz-
twa, a wi¦c dla zadanej funkcji f okre±li¢ funkcje, które mo»emy otrzyma¢ w jednym kroku.
Mówimy, wi¦c »e istnieje kraw¦d¹ pomi¦dzy f , a g, je»eli mo»na otrzyma¢ g z f u»ywaj¡c
losowej transpozycji. Algorytm uruchomiono na cytacie z Hamleta, który nast¦pnie losowo
zakodowano.

6Wszystkie gra�ki w tym przykªadzie s¡ zaczerpni¦te z pracy P. Diaconisa The Markov Chain Monte

Carlo Revolution
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Poni»ej przedstawione s¡ wyniki dziaªania algorytmu.

Jak wida¢ ok. 2000 iteracji wystarczyªo, aby odkodowa¢ wiadomo±¢. Zalet¡ tej metody jest
fakt, i» dziaªa ona juz dla bardzo krótkich tekstów. Dla oryginalnego tekstu wi¦ziennego
otrzymano nast¦puj¡cy wynik.

5.4. Symulowane wy»arzanie (Simulated Annealing). Problemy pakowania plecaka,
odkodowania szyfrów, komiwoja»era s¡ szczególnymi przypadkami nast¦puj¡cego problemu
optymalizacyjnego: Maj¡c zadany zbiór S = {s1, . . . sk} oraz funkcj¦ f : S 7→ R nale»y
znale¹¢ si ∈ S, maksymalizuj¡cy (lub minimalizuj¡cy) f(s).

Rozwa»a si¦ mody�kacj¦ algorytmu Metropolis nazywan¡ symulowanym wy»arzaniem
(ang. simulated annealing). Obserwuj¡c wykonanie algorytmu Metroplis mo»na znale¹¢
warto±ci bliskie optymalnym. Je»eli interesuje nas jednak nie losowy element o zadanym
prawdopodobie«stwie, a deterministyczna liczba. Mo»na zwi¦kszy¢ wag¦ elementów o du»ej
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warto±ci f(s) i rozwa»a¢ π(s) = eβf(s). Ponadto β mo»e zmienia¢ si¦ w czasie. Dokªadniej
zamiast β rozwa»a si¦ β(t), funkcj¦ która bardzo wolno ro±nie w czasie, np. β(t) = log t,
β(t) = (1, 001)t i wtedy rozwa»amy niejednorodny ªa«cuch Markowa zde�niowany nast¦pu-
j¡co

P[Xt = x,Xt+1 = y] =


1

d(x) min
{

eβ(t)f(y)d(x)

eβ(t)f(x)d(y)
, 1
}

je»eli x ∼ y;

0 je»eli x ̸= y oraz x ̸∼ y;

1−
∑

z∼x
1

d(x) min
{

eβ(t)f(z)d(x)

eβ(t)f(x)d(z)
, 1
}

je»eli x = y.

Przypomnijmy, »e dla staªego β miar¡ stacjonarn¡ procesu jest

πβ(x) = C−1
β eβf(x),

dla pewnej (zazwyczaj nieznanej) normalizuj¡cej staªej Cβ). Je»eli β zbiega do ∞, to miara
koncentruje si¦ na optymalnych rozwi¡zaniach. Dokªadniej, niech Smax = {s : s = M} dla
M = maxr∈S f(r). Wtedy

lim
β→∞

e−βM
∑

eβf(s) = |Smax|

i st¡d

lim
β→∞

π(β)(s) =

{
|Smax|−1 dla s ∈ Smax

0 dla s /∈ Smax

Powy»sze rachunki tªumacz¡ ide¦ algorytmu. Zwi¦kszaj¡c β proces powinien sp¦dza¢ wi¦k-
szo±¢ czasu blisko optymalnych rozwi¡za«. Istniej¡ jednak potencjalne zagro»enia:

• Je»eli β jest du»e, to ªa«cuch Markowa mo»e bardzo wolno zbiega¢ do miary stacjo-
narnej. Wówczas wi¦kszo±¢ stanów ma bardzo maªe wagi i proces mo»e nie rozumie¢,
w któr¡ stron¦ powinien i±¢, aby zmierza¢ do optymalnego rozwi¡zania.

• Je»eli β ro±nie za szybko, to proces mo»e zablokowa¢ si¦ w lokalnych maksimach.

Powy»szy algorytm dosy¢ dobrze radzi sobie w praktyce, jednak jego istnieje niewiele teo-
retycznych wyników na jego temat.

5.5. MCMC - dynamika Glaubera. W tym rozdziale przedstawimy inn¡ metod¦ ge-
nerowania zmiennej losowej o zadanym rozkªadzie, w sytuacji gdy przestrze« stanów jest
postaci SV , gdzie V jest zbiorem wierzchoªków, a S sko«czonym zbiorem. Elementy SV s¡
nazywane kon�guracjami i s¡ to funkcje na V o warto±ciach w S.

Przykªad 5.5. Hardcore model. Dla zadanego grafu G = (V,E) przyporz¡dkowujemy
jego wierzchoªkom warto±ci 0 i 1 w sposób losowy, tak aby dwa s¡siednie wierzchoªki nie
przyjmowaªy warto±ci 1. Takie przyporz¡dkowanie nazywamy dopuszczaln¡ kon�guracj¡.
Ten model pojawia si¦ np. w �zyce statystycznej, gdzie na trójwymiarowej kracie modeluje
si¦ dyskretny ruch cz¡steczek gazu. Wówczas 1 oznacza pozycj¦ cz¡steczki, a 0 puste miejsce.
Zakªada si¦ tutaj, »e cz¡steczki s¡ kulami o pewnej obj¦to±ci i dwie cz¡stki nie zmieszcz¡
si¦ na s¡siednich polach.

Przez πG oznaczmy miar¦ jednostajn¡ na wszystkich dopuszczalnych kon�guracjach.
Chcemy wygenerowa¢ zmienn¡ losow¡ o rozkªadzie πG. Jako motywacj¦ mo»na poda¢ natu-
ralne pytanie o oczekiwan¡ liczb¦ jedynek w losowej dopuszczalnej kon�guracji, wzgl¦dem
miary πG. Mo»na przybli»y¢ t¦ liczb¦ symuluj¡c wielokrotnie losowe dopuszczalne kon�-
guracje, a nast¦pnie licz¡c liczb¦ ich jedynek i u±redniaj¡c. Mocne prawo wielkich liczb
gwarantuje, »e ±rednia d¡»y do szukanej warto±ci oczekiwanej.

Rozwa»my nast¦puj¡cy algorytm. W czasie t+ 1

• Losujemy jednostajnie jeden z wierzchoªków v ∈ V .
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• Rzucamy monet¡.
• Je»eli wypadnie orzeª oraz wszyscy s¡siedzi v maj¡ przyporz¡dkowane 0 w momencie
t, to Xt+1(v) = 1; w przeciwnym razie Xt+1(v) = 0.

• Nie zmieniamy warto±ci pozostaªych wierzchoªków, tzn. Xt+1(w) = Xt(w) dla w ̸=
v.

Lemat 5.4. Zde�niowany powy»ej ªa«cuch Markowa jest aperiodyczny, nieredukowalny i
jego miara stacjonarn¡ jest πG.

Przykªad 5.6. Ustalmy zbiór kolorów S = {1, . . . , q}. Poprawnym pokolorowaniem
grafu G = (V,E) jest przyporz¡dkowanie koloru do ka»dego wierzchoªka, w taki sposób,
aby ka»de dwa s¡siaduj¡ce ze sob¡ wierzchoªki otrzymaªy ró»ne kolory. Chcemy wyloso-
wa¢ jednostajnie poprawne pokolorowanie ze zbioru wszystkich poprawnych pokolorowa«.
Oznaczmy odpowiedni¡ miar¦ przez πG,q.

Rozwa»my nast¦puj¡cy algorytm. Niech Xt = x (x jest poprawnym kolorowaniem). W
czasie t+ 1

• Losujemy jednostajnie jeden z wierzchoªków v ∈ V .
• Wybieramy losowo kolor j - jednostajnie spo±ród dopuszczalnych kolorów w v (tzn.
jednostajnie ze zbioru S \ {x(w)}w∼v).

• Podstawiamy Xt+1(v) = j oraz Xt+1(w) = Xt(w) dla w ̸= v.

Lemat 5.5. Miar¡ stacjonarn¡ zde�niowanego powy»ej ªa«cucha Markowa jest πG,q.

Ogólnie, niech V i S b¦d¡ sko«czonymi zbiorami i zaªó»my, »e Ω jest podzbiorem SV

(oba powy»sze przykªady s¡ tej postaci). Niech π b¦dzie miar¡ probabilistyczn¡ na Ω.
Dynamik¡ Glaubera dla π (ang. Glauber dynamics, nieraz u»ywa si¦ równie» nazwy
Gibbs sampler) nazywamy odwracalny ªa«cuch Markowa na przestrzeni stanów Ω, z miar¡
probabilistyczn¡ π i nast¦puj¡c¡ funkcj¡ przej±cia. Zaªó»my, »e spacer znajduje si¦ w stanie
x, tzn Xt = x. Wówczas

• Losujemy jednostajnie jeden z wierzchoªków v ∈ V .
• Niech

Ω(x, v) = {y ∈ Ω : y(w) = x(w) ∀w ̸= v}.
De�niujemy miar¦ πx,v warunkuj¡c π na zbiorze Ω(x, v):

πx,v(y) = πΩ(x, v)) =

{
π(y)

π(Ω(x,v)) dla y ∈ Ω(x, v)

0 dla y /∈ Ω(x, v)

• Losujemy Xt+1 wzgl¦dem miary πx,v.

Zauwa»my, »e oba powy»sze przykªady s¡ tej postaci.

Lemat 5.6. Miar¡ stacjonarn¡ zde�niowanego powy»ej ªa«cucha Markowa jest π.

5.6. Tempo zbie»no±ci dla q-kolorowania. Poni»ej znajdziemy czas mieszania dla nieco
zmody�kowanego spaceru losowego na zbiorze poprawnych kolorowa«. Ró»nica polega na
tym, »e zamiast losowa¢ jednostajnie spo±ród dopuszczalnych kolorów dla kon�guracji x
w wierzchoªku x, losujemy dowolny kolor i je»eli jest on dopuszczalny, to zmieniamy od-
powiednio warto±¢ x(v). Zwi¦ksza to wi¦c prawdopobobie«stwo pozostania w kon�guracji
x.

Twierdzenie 5.7. Niech G b¦dzie grafem o n wierzchoªkach i niech ∆ b¦dzie maksymal-
nym stopniem wierzchoªka. Je»eli q > 3∆, to dla opisanego powy»ej spaceru losowego na
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poprawnych kolorowaniach mamy

tmiks(ε) ≤
(
1− (3∆/q)

)−1
n
[
log n+ log(1/ε)

]
Dowód. Chcemy skorzysta¢ z twierdzenia 2.8, które mówi, »e

d(t) ≤ sup
x,y

∥P t(x, ·)− P t(y, ·)∥TV ≤ sup
x,y

Px,y[τpar > t].

Zamiast zwykªego parowania dwóch procesów b¦dziemy jednak rozwa»a¢ 'wielkie parowanie'
(grand coupling). Rozszerzymy te» przestrze« stanów i zamiast poprawnych kolorowa« Ω,
b¦dziemy bada¢ procesy na zbiorze wszystkich kolorowa« Ω̃.

De�niujemy rodzin¦ zmiennych losowych {Xx
t : x ∈ Ω̃, t = 0, 1, . . .} nast¦puj¡co

• Xx
0 = x.

• W kroku t + 1 losujemy jednostajnie jeden z wierzchoªków v ∈ V oraz jeden z
kolorów k. Dla ka»dego x, je»eli s¡siedzi wierzchoªka v maj¡ inny kolor ni» k, tzn.
Xx

t (w) ̸= k dla w ∼ v, to zmieniamy warto±¢ w v na k i jest to Xx
t+1. W przeciwnym

razie Xx
t+1 = Xx

t . Zauwa»my, »e u»ywamy tych samych v i k dla ka»dego procesu
Xx

t !

Powy»sz¡ rodzin¦ procesów nazywamy wielkim parowaniem. Dla x, y ∈ Ω̃ chcemy znale¹¢
moment, w którym oba procesy si¦ spotkaj¡.

Dla dwóch kolorowa« x, y ∈ Ω̃ zde�niujmy ich odlegªo±¢

ρ(x, y) =
∑
v∈V

1{x(v)̸=y(v)}

jako liczb¦ wierzchoªków, na których si¦ one ró»ni¡. Zauwa»my, »e ρ jest metryk¡ na Ω̃.
Zaªó»my, »e ρ(x, y) = 1, tzn. x i y ró»ni¡ si¦ jedynie na jednym wierzchoªku v0, a poza

tym s¡ identyczne. Chcemy zrozumie¢ co stanie si¦ wykonaniu jednego kroku w algorytmie,
tzn. jak wygl¡da ρ(Xx

1 , X
y
1 ). Oznaczmy przez N zbiór kolorów przyporz¡dkowanych w x

s¡siadom v0. Ten zbiór jest identyczny dla y.
Po pierwszym kroku x i y pokryj¡ si¦, tzn ρ(Xx

1 , X
y
1 ) = 0 tylko wówczas, gdy wylosowany

zostanie wierzchoªek v0 oraz kolor k nie nale»¡cy doN . To zachodzi z prawdopobobie«stwem

(5.8) P[ρ(Xx
1 , X

y
1 ) = 0] =

1

n
· q − |N |

q
≥ q −∆

nq
.

Mo»e si¦ równie» zdarzy¢, »e ρ(Xx
1 , X

y
1 ) = 2. Taka sytuacja mo»e zaj±¢ wyª¡cznie wtedy, gdy

wylosowany zostanie w jeden z s¡siadów v0 oraz jeden z kolorów x(v0) lub y(v0). Istotnie
zaªó»my, »e wylosowano w oraz x(v0). Wtedy x(w) nie zostanie zmienione, ale mo»e si¦
zmieni¢ y(w). St¡d

(5.9) P[ρ(Xx
1 , X

y
1 ) = 2] ≤ ∆

n
· 2
q
.

Korzystaj¡c z (5.8) oraz (5.9) otrzymujemy

E
[
ρ(Xx

1 , X
y
1 )
]

= 2P[ρ(Xx
1 , X

y
1 ) = 2] + P[ρ(Xx

1 , X
y
1 ) = 1]

= 2P[ρ(Xx
1 , X

y
1 ) = 2] +

(
1− P[ρ(Xx

1 , X
y
1 ) = 2]− P[ρ(Xx

1 , X
y
1 ) = 0]

)
≤ 1− q − 3∆

nq
< 1.
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Zaªó»my teraz, »e ρ(x, y) = r. Wtedy istniej¡ kolorowania x0 = x, x1, . . . , xr = y takie, »e
ρ(xk, xk−1) = 1. Korzystaj¡c z nierówno±ci trójk¡ta oraz powy»szych oszacowa«

E
[
ρ(Xx

1 , X
y
1 )
]

≤ E
[
ρ(Xx

1 , X
x1
1 )

]
+ E

[
ρ(Xx1

1 , Xx2
1 )

]
+ · · ·+ E

[
ρ(X

xr−1

1 , Xy
1 )
]

≤ r

(
1− q − 3∆

nq

)
= ρ(x, y)

(
1− q − 3∆

nq

)
.

Chcemy teraz zobaczy¢ co si¦ dzieje dla du»ych czasów.

E
[
ρ(Xx

t , X
y
t )
]

= E
[
E
[
ρ(Xx

t , X
y
t )
∣∣Xx

t−1, X
y
t−1

]]
≤ E

[
ρ(Xx

t−1, X
y
t−1)

(
1− q − 3∆

nq

)]
≤ . . . ≤ ρ(x, y)

(
1− q − 3∆

nq

)t

Dalej, z nierówno±ci Markowa dla x ̸= y mamy

P
[
Xx

t ̸= Xy
t

]
= P

[
ρ(Xx

t , X
y
t ) ≥ 1

]
≤ ρ(x, y)

(
1− q − 3∆

nq

)t

≤ ne−t(1−3∆/q)/n.

Powy»sze oszacowania zachodz¡ dla wszystkich kolorowa« x, y ∈ Ω̃, w szczególno±ci dla
x, y ∈ Ω. Z Twierdzenia 2.8

d(t) ≤ ne−t(1−3∆/q)/n.

Zatem je»eli

t > (1− 3∆/q)−1n
[
log n+ log(1/ε)

]
,

to d(t) ≤ ε, co ko«czy dowód. �

5.7. Algorytm Proppa - Wilsona. Algorytmy MCMC przedstawione powy»ej maj¡ dwie
wady

• Zmienne losowe generowane przez podane algorytmy nie maja dokªadnie rozkªadu π,
który chcieli±my osi¡gn¡¢. Rozkªad tych zmiennych jest bliski po»¡danemu, jednak
jest obarczony pewnym bª¦dem. Zwi¦kszenie liczby iteracji jedynie zmniejsza ten
bª¡d.

• W celu zminimalizowania bª¦du nale»y dokªadnie oszacowa¢ ró»nic¦ pomi¦dzy roz-
kªadem Xt, a π. W wielu przypadkach jest to trudne do zrobienia.

W 1996 roku Jim Propp i David Wilson zaproponowali alternatywny algorytm, bazuj¡cy
równie» na technikach MCMC, który rozwi¡zuje jednocze±nie oba problemy:

• Generuje zmienn¡ losow¡, której rozkªad jest dokªadnie π.
• Algorytm sam decyduje kiedy powinien si¦ zatrzyma¢. W ten sposób nie ma po-
trzeby wyznaczania np. czasu mieszania.

Algorytm ten, pomimo prostoty, wymaga jednak du»ej przestrzeni obliczeniowej (wymaga
uruchomienia kopii |S| ªa«cuchów Markowa) co ogranicza jego praktyczne zastosowania.
Istniej¡ jednak metody pozwalaj¡ce istotnie zredukowa¢ problem. Polecamy rozdziaªy 10-
12 ksi¡»ki Haggstroma [H] oraz notatki Berestyckiego [B], rozdziaª 9.
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6. Wªasno±ci spektralne macierzy przej±cia

Chcemy bada¢ zachowanie P t dla du»ych warto±ci t, gdzie P jest macierz¡ przej±cia
pewnego ªa«cucha Markowa. Naturalna jest wi¦c próba opisu spektrum P . B¦dziemy bada¢
przypadek gdy ªa«cuchy Markowa generowane przez P s¡ odwracalne, a wi¦c speªniony jest
warunek (1.5), tzn

π(x)P (x, y) = π(y)P (y, x) ∀x, y ∈ Ω.

Przypomnijmy, »e wówczas π jest miar¡ stacjonarn¡.

Lemat 6.1. Niech P b¦dzie macierz¡ przej±cia sko«czonego ªa«cucha Markowa. Wówczas

(1) Je»eli λ jest warto±ci¡ wªasn¡ P , to |λ| ≤ 1.
(2) Je»eli P jest nieredukowalna, to przestrze« wªasna odpowiadaj¡ca 1 jest jednowy-

miarowa.
(3) Je»eli P jest nieredukowalna i aperiodyczna, to −1 nie jest warto±ci¡ wªasn¡ P .

Niech π b¦dzie miar¡ stacjonarn¡. De�niujemy iloczyn skalarny na Ω:

⟨f, g⟩π =
∑
x∈Ω

f(x)g(x)π(x).

Przez l2(π) b¦dziemy oznacza¢ przestrze« funkcji o warto±ciach rzeczywistych na Ω wyposa-
»onych w powy»szy iloczyn skalarny. B¦dziemy te» rozwa»a¢ standardowy iloczyn skalarny
⟨·, ·⟩

Lemat 6.2. Niech P b¦dzie odwracalne wzgl¦dem π. Wówczas

(1) Przestrze« l2(π) ma baz¦ ortonormaln¡ zªo»on¡ z rzeczywistych funkcji wªasnych P :
{fj} i f1 = (1, . . . , 1). Odpowiednie warto±ci wªasne b¦dziemy oznacza¢ przez {λj}.

(2) Macierz P mo»na rozªo»y¢

P t(x, y)

π(y)
=

|Ω|∑
j=1

fj(x)fj(y)λ
t
j .

Dowód. Zde�niujmy

A(x, y) =

√
π(x)√
π(y)

P (x, y).

Odwracalno±¢ P implikuje, »e A jest macierz¡ symetryczn¡:

A(x, y) =

√
π(x)√
π(y)

P (x, y) =
1√

π(x)π(y)
π(x)P (x, y)

=
1√

π(x)π(y)
π(y)P (y, x) =

√
π(y)√
π(x)

P (y, x) = A(y, x).

Z twierdzenia spektralnego dla macierzy symetrycznych wynika, »e istnieje baza ortonor-
malna R|Ω| wzgl¦dem ⟨·, ·⟩: {ϕj} taka, »e ϕj jest funkcj¡ wªasn¡ rzeczywistej warto±ci wªa-
snej λj . �atwo sprawdzi¢, »e ϕ1(x) =

√
π(x) jest warto±ci¡ wªasn¡ odpowiadaj¡ca λ1 = 1.

Istotnie

Aϕ1(x) =
∑
y

A(x, y)
√

π(y) =
∑
y

√
π(x)P (x, y) =

√
π(x) = ϕ1(x).
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NiechDπ oznacza macierz diagonaln¡ z wektorem π na przek¡tnej. WtedyA = D
1
2
πPD

− 1
2

π .

De�niujemy fj = D
− 1

2
π ϕj i mamy

Pfj = PD
− 1

2
π ϕj = D

− 1
2

π

(
D

1
2
πPD

− 1
2

π

)
ϕj = D

− 1
2

π Aϕj = D
− 1

2
π λjϕj = λjfj .

Funkcje fj s¡ wi¦c warto±ciami wªasnymi P . Ponadto

δij = ⟨ϕi, ϕj⟩ = ⟨D
1
2
π fj , D

1
2
π fj⟩ = ⟨fi, fj⟩π,

co dowodzi (1).
Nast¦pnie zde�niujmy funkcj¦

δy(x) =

{
1 dla y = x,
0 dla y ̸= x,

i rozkªadamy j¡

δy(x) =
∑
j

⟨δy, fj⟩πfj(x) =
∑
j

fj(y)π(y)fj(x).

Poniewa» P t(x, y) = (P tδy)(x) i P tfj = λt
jfj ,

P t(x, y) =
∑
j

fj(y)π(y)λ
t
jfj(x).

�

Wniosek 6.3. Mamy

P tf =

|Ω|∑
j=1

⟨f, fj⟩πfjλt
j .

Dowód. Korzystaj¡c z powy»szego twierdzenia

P tf(x) = P t

(∑
y

f(y)δy

)
(x) =

∑
y

f(y)P tδy(x)

=
∑
y,j

f(y)fj(y)π(y)λ
t
jfj(x) =

∑
j

⟨f, fj⟩πλt
jfj(x).

�

Sortujemy kolejne warto±ci wªasne:

1 = λ1 > λ2 ≥ · · · ≥ λ|Ω| ≥ −1.

De�nicja 6.1. Niech

λ∗ = max
i>1

{|λi|}.

Warto±¢ γ∗ = 1−λ∗ nazywamy absolutn¡ dziur¡ spektraln¡ (ang. absolute spectral gap).
Warto±¢ γ = 1 − λ2 nazywana jest dziur¡ spektraln¡ (ang. spectral gap). De�niujemy
czas relaksacji trel = 1/γ∗

Cz¦sto γ∗ = γ. Np. dla leniwych spacerów losowych ich macierz przej±cia P̃ = (1/2)(I +
P ) ma wszystkie warto±ci wªasne nieujemne.

Istnieje zwi¡zek pomi¦dzy czasem mieszania, a czasem relaksacji:
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Twierdzenie 6.4. Niech macierz przej±cia P b¦dzie nieredukowalna, aperiodyczna i odwra-
calna wzgl¦dem π. Zde�niujmy πmin = minx π(x). Wówczas

(6.5) (trel − 1) log

(
1

2ε

)
≤ tmiks(ε) ≤ log

(
1

επmin

)
trel.

Dowód. Krok 1. Przypomnijmy, z dowodu twierdzenia 3.5:

∥P t(x, ·)− π∥TV =
∑

{y: P t(x,y)<π(y)}

(π(y)− P t(x, y))

=
∑

{y: P t(x,y)<π(y)}

π(y)

(
1− P t(x, y)

π(y)

)

≤ max
y

(
1− P t(x, y)

π(y)

)
Oznaczmy powy»sza warto±¢ przez sx(t) (jest ona nazywana w literaturze 'separation di-
stance'). St¡d

d(t) = max
x∈Ω

∥P t(x, ·)− π∥TV ≤ max
x

sx(t) = max
x

max
y

(
1− P t(x, y)

π(y)

)
Dalej z lematu 6.2 oraz nierówno±ci Schwarza mamy∣∣∣∣1− P t(x, y)

π(y)

∣∣∣∣ ≤ |Ω|∑
j=2

|fj(x)fj(y)||λj |t ≤ λt
∗

( |Ω|∑
j=2

f2
j (x)

|Ω|∑
j=2

f2
j (y)

) 1
2

.

Zauwa»my

π(x) = ⟨δx, δx⟩π =

⟨ |Ω|∑
j=1

fj(x)π(x)fj ,

|Ω|∑
j=1

fj(x)π(x)fj

⟩
π

= π2(x)

|Ω|∑
j=1

f2
j (x),

wi¦c
∑|Ω|

j=2 f
2
j (x) ≤ π(x)−1. St¡d∣∣∣∣1− P t(x, y)

π(y)

∣∣∣∣ ≤ λt
∗√

π(x)
√
π(y)

≤ λt
∗

πmin
=

(1− γ∗)
t

πmin
≤ e−γ∗t

πmin
.

Z de�nicji tmiks wynika teraz prawa nierówno±¢ w (6.5). (To szacowanie nie wymagaªo
aperiodyczno±ci)

W szczególno±ci otrzymali±my powy»ej nierówno±¢, która przyda nam si¦ pó¹niej:

(6.6) d(t) ≤ λt
∗

πmin

Krok 2. Niech f∗ b¦dzie funkcj¡ wªasn¡ P z warto±ci¡ wªasn¡ odpowiadaj¡cej warto±ci
waªsnej, której moduª jest równy λ∗. Poniewa» warto±ci wªasne P s¡ prostopadªe wzgl¦dem
iloczynu skalarnego ⟨·, ·⟩π, to

0 = ⟨f∗,1⟩π =
∑
y

f∗(y)π(y)

Wtedy

λt
∗|f∗(x)| = |P tf∗(x)| =

∣∣∣∣∑
y

(
P t(x, y)f∗(y)− π(y)f∗(y)

)∣∣∣∣ ≤ ∥f∗∥∞2d(t),
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bo 2∥P t(x, ·)− π∥TV =
∑

y |P t(x, y)− π(y)|. Bior¡c x0 takie, »e f∗(x0) = ∥f∗∥∞ otrzymu-
jemy

(6.7) λt
∗ ≤ 2d(t).

Zatem λ
tmiks(ε)
∗ ≤ 2ε. Korzystaj¡c z nierówno±ci log(1 + x) < x dla x > 0, mamy

tmiks(ε)

(
1

λ∗
− 1

)
≥ tmiks(ε) log

(
1

λ∗

)
≥ log

(
1

2ε

)
.

U»ywaj¡c równania trel − 1 = λ∗
1−λ∗

otrzymujemy lew¡ stron¦ nierówno±ci (6.5). �

Wniosek 6.8. Dla odwracalnego, nieredukowalnego i aperiodycznego ªa«cucha Markowa
mamy

lim
t→∞

d(t)
1
t = λ∗

Dowód. Z (6.7) mamy

λ∗ ≤ lim inf
t→∞

d(t)
1
t .

Z drugiej strony, z (6.6) wynika, »e

lim sup
t→∞

d(t)
1
t = λ∗.

�

Przykªad 6.1. Prosty spacer losowy na Zn. Mo»emy my±le¢ o tym przykªadzie jako
spacerze losowym na pierwiastkach n stopnia z jedno±ci: Ω = {ω,w2, . . . , ωn−1, 1} dla ω =

e2πi/n. Wówczas dla ϕj(ω
k) = ωkj , 0 ≤ j ≤ n− 1, mamy

Pϕj(ω
k) =

ϕj(ω
k−1) + ϕj(ω

k+1)

2
=

ωjk+j + ωjk−j

2
= ωjk

(
ωj + ω−j

2

)
= cos(2πj/n)ϕj(ω

k).

Zatem ϕj jest funkcj¡ wªasn¡ P z warto±ci¡ wªasn¡ cos(2πj/n). Poniewa» macierz P i
warto±ci wªasne s¡ rzeczywiste, to równie» funkcje

fj(ω
k) = ℜ(ϕj(ω

k)) = cos(2πjk/n)

s¡ funkcjami wªasnymi.
Je»eli n jest parzyste, to −1 jest warto±ci¡ wªasn¡ i spacer jest periodyczny, wtedy γ∗ = 0.

Je»eli n jest nieparzyste, to spacer jest aperiodyczny i absolutna dziura spektralna wynosi
(dziura spektralna jest tego samego rz¦du)

λ∗ = 1− cos

(
2π(n− 1)

2n

)
= 1− cos

(
π/n

)
=

π2

2n2
+O(n−4),

wi¦c dziura spektralna jest rz¦du n−2, a czas relaksacji rz¦du n2.

De�nicja 6.2. Mówimy, ze ªa«cuch Markowa jest tranzytywny je»eli dla ka»dej pary
(x, y) ∈ Ω× Ω istnieje bijekcja ϕ = ϕ(x,y) : Ω 7→ Ω taka, »e

ϕ(x) = y oraz P (z, w) = P (ϕ(z), ϕ(w)) ∀z, w ∈ Ω.

Zatem w ka»dym punkcie spacer losowy wygl¡da tak samo.
T¦ wªasno±¢ ªatwo zauwa»y¢ dla prostych spacerów losowych na Zn lub Zd

2. Ogólniej, np.
spacery losowe na grupach s¡ tranzytywne: ϕ(x,y)(g) = gx−1y.

De�niujemy ∥f∥22 = ⟨f, f⟩π
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Lemat 6.9. Niech P b¦dzie odwracaln¡ macierz¡ przej±cia. Wówczas

4∥P t(x, ·)− π∥2TV ≤
|Ω|∑
j=2

fj(x)
2λ2t

j

Ponadto je»eli spacer losowy jest tranzytywny,to

4∥P t(x, ·)− π∥2TV ≤
|Ω|∑
j=2

λ2t
j

Dowód. Korzystaj¡c z nierówno±ci ∥ · ∥1 ≤ ∥ · ∥2, mamy

4∥P t(x, ·)− π∥2TV ≤
(∑

y

∣∣∣∣P t(x, y)

π(y)
− 1

∣∣∣∣π(y))2

=

∥∥∥∥P t(x, ·)
π(·)

− 1

∥∥∥∥2
1

≤
∥∥∥∥P t(x, ·)

π(·)
− 1

∥∥∥∥2
2

=

∥∥∥∥ |Ω|∑
j=2

λt
jfj(x)fj

∥∥∥∥2
2

=

|Ω|∑
j=2

λ2t
j fj(x)

2.

to dowodzi pierwszej nierówno±ci.
Do dowodu drugiej u»yjemy obserwacji, »e je»eli spacer losowy jest tranzytywny, to jego

miar¡ stacjonarn¡ jest miara jednostajna. Do dowodu tego faktu oznaczmy przez U miar¦
jednostajn¡ na Ω. Wtedy dla dowolnych x, y ∈ Ω we¹my odpowiedni¡ bijekcj¦ ϕ = ϕx,y.
Wówczas

UP (x) =
∑
z∈Ω

U(z)P (z, x) =
∑
z∈Ω

U(ϕ(z))P (ϕ(z), y) =
∑
w∈Ω

U(w)P (w, y) = UP (y).

Warto±¢ UP (x) nie zale»y wi¦c od x i musi by¢ staªa, z uwagi na to, »e UP jest miar¡
probabilistyczn¡

UP (x) = 1/|Ω| = U(x).

Zauwa»my, »e w powy»szych szacowaniach lewa strona nie zale»y od x (wynika to z tranzy-
tywno±ci), zatem dla ka»dych x, y mamy

4∥P t(y, ·)− π∥2TV ≤
|Ω|∑
j=2

λ2t
j fj(x)

2.

Sumuj¡c obie strony po x i korzystaj¡c z faktu, »e miara jednostajna jest stacjonarna

|Ω|4∥P t(y, ·)− π∥2TV ≤ |Ω|
|Ω|∑
j=2

(∑
x∈Ω

fj(x)
2U(x)

)
λ2t
j = |Ω|

|Ω|∑
j=2

λ2t
j ,

co ko«czy dowód. �
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Wniosek 6.10. Rozwa»amy prosty spacer losowy na Zn dla nieparzystego n ≥ 7. Je»eli
t ≥ n2, to

d(t) ≤ e−α t
n2

gdzie α = π2/2. Na odwrót, dla ka»dego t ≥ 0

d(t) ≥ 1

2
e−α t

n2−β t
n4

dla β = π4/11.

Zauwa»my, »e dla t ≤ n2 warto±¢ d(t) jest du»a, a po przekroczeniu n2 zaczyna gwaªtownie
male¢.

Dowód. Z poprzedniego twierdzenia wynika, »e

d(t)2 ≤ 1

4

n−1∑
j=1

cos

(
2πj

n

)2t

≤ 1

2

(n−1)/2∑
j=1

cos

(
πj

n

)2t

.

(uwaga na przenumerowanie warto±ci wªasnych!). U»ywaj¡c nierówno±ci cosx ≤ e−x2/2 dla
x ∈ [0, π/2] otrzymujemy

d(t)2 ≤ 1

2

(n−1)/2∑
j=1

exp

(
− π2j2t

n2

)

≤ 1

2
exp

(
− π2t

n2

) ∞∑
j=0

exp

(
− 3jπ2t

n2

)

=
1

2

exp
(
− π2t

n2

)
1− exp

(
− 3π2t

n2

)
i to daje pierwsz¡ nierówno±ci. Dolne szacowania wynikaj¡ z nierówno±ci 6.7: λt

∗ ≤ 2d(t)

oraz cosx ≥ exp
(
− x2

2 − x4

11

)
dla x ∈ [0, 1/2] (sprawd¹!). Daj¡ one

d(t) ≥ 1

2
cos

(
π

n

)t

≥ 1

2
e−α t

n2−β t
n4

�
6.1. Leniwy spacer losowy na hiperkostce Zn

2 . Przypomnijmy, »e spacer ten mo»na
opisa¢ na dwa sposoby:

• z prawdopobobie«stwem 1/2 zostajemy w aktualnym wierzchoªku, a z prawdopo-
bobie«stwem (1/2n) przechodzimy do jednego z s¡siadów (czyli wektora ró»ni¡cego
tylko na jednej wspóªrz¦dnej od aktualnego stanu);

• losujemy jednostajnie jedn¡ ze wspóªrz¦dnych i tam kªadziemy losowo 0 lub 1.

Do tej pory u»ywaj¡c parowania oraz silnych czasów stacjonarnych pokazali±my, »e

tmiks(ε) ≤ n log n+ log(ε−1)n.

Chcemy u»y¢ teraz metody spektralnej. Bezpo±rednie zdiagonalizowanie macierzy jest
trudne. Popatrzmy jednak na spacer losowy jak na produkt spacerów losowych.

Mianowicie zde�niujmy Ω1 = {−1, 1} (w tym rozdziale zamiast hiperkostki {0, 1}n, b¦-
dziemy patrzy¢ na zbiór {−1, 1}n) i rozwa»my spacer losowy zadany macierz¡ przej±cia

P1(x, y) =
1

2
dla wszystkich x, y ∈ {−1, 1}.
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�atwo zdiagonalizowa¢ macierz P1 ma ona dwie warto±ci wªasne

• 1, z warto±ci¡ wªasn¡ 1 (funkcja staªa);
• 0, z warto±ci¡ wªasn¡ I (I(x) = x, tzn. I = (−1, 1)).

Rozwa»my kopie {(Ωi, Pi)}ni=1. Wtedy leniwy spacer losowy na {−1, 1}n mo»e by¢ zapisany
jako

P (x,y) =
1

n

n∑
j=1

Pj(xj , yj)
∏
i̸=j

1{xi=yi},

gdzie x = (x1, . . . , xn). Istotnie, losujemy jedn¡ ze wspóªrz¦dnych, a nast¦pnie randomizu-
jemy t¡ wspóªrz¦dn¡, ale tylko pod warunkiem, »e x i y s¡ s¡siadami, czyli zgadzaj¡ si¦ na
pozostaªych wspóªrz¦dnych.

Dla ka»dego j = 1, . . . , n umiemy zdiagonalizowa¢ Pj o napisa¢ funkcje wªasne. Wyko-
rzystuj¡c t¦ wiedz¦ mo»emy równie» zdiagonalizowa¢ P . Istotnie, dla ka»dego podzbioru
J ⊂ {1, 2, . . . , n} zde�niujmy

fJ(x1, . . . , xn) =
∏
j∈J

I(xj)
∏
j∈J

1(xj) =
∏
j∈J

xj .

Oznaczmy teraz

P̃j(x,y) = Pj(xj , yj)
∏
i ̸=j

1{xi=yi}

i zauwa»my, »e

P̃jfJ(x) =
∑

P̃j(x,y)fJ(y)

= P̃j(x, (x1, . . . , xj , . . . , xn))fJ(x1, . . . , xj , . . . , xn)

+P̃j(x, (x1, . . . ,−xj , . . . , xn))fJ(x1, . . . ,−xj , . . . , xn)

=
1

2

(
fJ(x1, . . . , xj , . . . , xn) + fJ(x1, . . . ,−xj , . . . , xn)

i st¡d

P̃jfJ(x) =

{
fJ(x) gdy j /∈ J,

0 gdy j ∈ J.

Zatem

PfJ(x) =
1

n

n∑
j=1

P̃jfJ(x) =
n− |J |

n
fJ(x),

wi¦c n−|J |
n s¡ warto±ciami wªasnymi. Wskazali±my 2n ró»nych funkcji wªasnych, wi¦c nie

ma innych. To pokazuje, »e warto±ci wªasne P wynosz¡: 1, 1 − 1/n, 1 − 2/n, . . . , 0. Wi¦c
λ∗ = 1 − 1/n oraz γ∗ = 1/n, trel = n. Przypomnijmy, »e miar¡ stacjonarn¡ jest miara
jednostajna, st¡d πmin = 1/2n. Ostatecznie z twierdzenia 6.4 mamy

tmiks(ε) ≤ n(log 2n − log ε) = O(n2).
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Szacowania te s¡ znacznie sªabsze od dotychczas otrzymanych, ale poka»emy jak peªna
wiedza o strukturze spektrum i lemat 6.9 dadz¡ optymalne szacowania. Mamy

4d(t)2 ≤
n∑

k=1

(
1− k

n

)2t(n
k

)

≤
n∑

k=1

e−2tk/n

(
n

k

)
≤

(
1 + e−2t/n

)n − 1.

Bior¡c t = (1/2)n log n+ cn dostajemy

4d(t)2 ≤
(
1 + 1/n e−2c

)n − 1 ≤ ee
−2c − 1 ≤ 2e−2c

st¡d

d
(
(1/2)n log n+ cn

)
≤ 1

2
e−c

Mo»na pokaza¢ ([LPW], p.95), »e

d
(
(1/2)n log n− cn

)
≥ 1− 8

e2c
(1 + o(1))

To pokazuje, »e tu» przed czasem (1/2)n log n odlegªo±¢ rozkªadu spaceru od miary stacjo-
narnej jest bliska 1, ale dla czasów nieco wi¦kszych od (1/2)n log n bardzo szybko zaczyna
zbiega¢ do zera. Takie zachowanie nazywane jest fenomenem cuto� (patrz [LPW], rozdziaª
18)

7. Forma Dirichleta i nierówno±¢ Poincare

W poprzednim rozdziale pokazali±my zwi¡zek pomi¦dzy dziur¡ spektraln¡, a czasem mie-
szania. Kluczowa byªa jednak znajomo±¢ drugiej warto±ci wªasnej. W wielu przypadkach
nie mo»na jej obliczy¢. Poni»ej poka»emy jednak techniki bazuj¡ce na geometrycznych
wªasno±ciach grafu pozwalaj¡ce przybli»y¢ warto±¢ dziury spektralnej.

7.1. Forma Dirichleta, a dziura spektralna. Przypomnijmy dziaªanie operatora P na
funkcjach:

Pf(x) =
∑
y

P (x, y)f(y)

Przez π b¦dziemy oznacza¢ miar¦ stacjonarn¡ P . Poni»ej b¦dziemy bada¢ jedynie odwra-
calne spacery losowe.

De�nicja 7.1. Niech f, h b¦d¡ funkcjami na Ω. Form¦ Dirichleta de�niujemy nastepu-
jaco

E(f, h) =
⟨
(I − P )f, h

⟩
π
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Mo»na j¡ zapisa¢ nieco inaczej. Korzystaj¡c z odracalno±ci

E(f, h) =
∑
x

π(x)(f(x)− Pf(x))h(x)

=
∑
x

π(x)

(∑
y

P (x, y)(f(x)− f(y))

)
h(x)

=
∑
x,y

π(x)P (x, y)h(x)(f(x)− f(y))

=
1

2

∑
x,y

π(x)P (x, y)(f(y)− f(x))(h(y)− h(x))

W szczególno±ci

E(f) := E(f, f) = 1

2

∑
x,y

π(x)P (x, y)(f(y)− f(x))2

Dla uproszczenia notacji (a przede wszystkim uwzgl¦dniaj¡c obecno±¢ formy Dirichleta
w znacznie ogólniejszym kontek±cie) dla ustalonej kraw¦dzi e = (x, y) de�niujemy

Q(e) =
1

2
π(x)P (x, y)

oraz gradient

∇f(e) = f(y)− f(x).

Wówczas

E(f, g) =
∑
e

Q(e)∇f(e)∇g(e).

(w tym miejscu warto powi¡za¢ form¦ Dirichleta z ciagª¡ sytuacj¡, laplasjanem i gradien-
tem).

Twierdzenie 7.1. Zaªó»my, »e ªa«cuch Markowa (P, π) jest odwracalny. Wtedy dziura
spektralna γ speªnia

γ = min
{f : Eπ(f)=0,∥f∥2=1}

E(f).

Ponadto równo±¢ jest przyj¦ta dla f = f2, gdzie f2 jest drug¡ funkcj¡ wªasn¡ P .

Dowód. Warunek Eπ(f) = 0 oznacza, »e ⟨f, f1⟩π=0. St¡d

f =

n∑
j=1

⟨f, fj⟩πfj =
n∑

j=2

⟨f, fj⟩πfj .
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Dalej mamy

E(f) =
⟨
(I − P )f, f

⟩
π

= ⟨f, f⟩π − ⟨Pf, f⟩π

=

n∑
j=2

⟨f, fj⟩2π −
n∑

j=2

⟨
⟨f, fj⟩πPfj , f

⟩
π

=

n∑
j=2

⟨f, fj⟩2π(1− λj)

≥ (1− λ2)
n∑

j=2

⟨f, fj⟩2π

= (1− λ2)∥f∥22 = γ.

Wida¢, »e dla f = f2 otrzymujemy równo±¢. �

7.2. Nierówno±¢ Poincare i metoda ±cie»ek. Powy»sze twierdzenie mówi, »e dla ka»dej
funkcji f , takiej, »e Eπ(f) = 0 mamy

γ∥f∥22 ≤ E(f),

innymi sªowy, w terminach probabilistycznych

varπ(f) ≤
1

γ
E(f).

De�nicja 7.2. Mówimy, »e funkcja przej±cia P speªnia nierówno±¢ Poincare ze staª¡ C
je»eli dla wszystkich funkcji f

(7.2) varπ(f) ≤ CE(f).

Powy»ej, w twierdzenie 7.1 pokazali±my nierówno±¢ Poincare ze staª¡ 1/γ. Je»eli umiemy
wi¦c, innymi metodami, pokaza¢ nierówno±¢ (7.2) dla pewnej staªej C, to trel ≤ C.7

Poni»ej prezentujemy technik¦ '±cie»ek' wprowadzon¡ przez Diaconisa i Salo�-Coste. Dla
ka»dych x, y ∈ S, ustalamy raz na zawsze ±cie»k¦ γx,y, tzn. ci¡g wierzchoªków x0 =
x, x1, . . . , xn = y takich, »e P (xi, xi+1) > 0. Przez |γx,y| = n oznaczamy dªugo±¢ tej
±cie»ki.

Twierdzenie 7.3. Nierówno±¢ Poincare (7.2) zachodzi ze staª¡

C = max
e∈E

{
1

Q(e)

∑
{x,y: e∈γx,y}

|γx,y|π(x)π(y)
}
.

W szczególno±ci γ ≥ 1/C.

7Uwaga: czas relaksacji zostaª zde�niowany jako trel = 1/γ∗. W tym rozdziale przyjmiemy trel = 1/γ.
B¦dzie nas interesowa¢ jedynie rz¡d poszczególnych parametrów , w tym czasu mieszania, a nie konkretne
staªe. Jak wiemy ka»dy spacer mo»na spowolni¢, rozwa»aj¡c leniwy spacer losowy, a ten, jak ju» wiemy, ma
wszystkie warto±ci wªasne nieujemne
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Dowód. W dowodzie dwukrotnie u»ywamy nierówno±ci Schwartza

varπ(f) =
∑
x

∣∣∣∣f(x)−∑
y

π(y)f(y)

∣∣∣∣2π(x)
=

∑
x

(∑
y

(f(x)− f(y))π(y)

)2

π(x)

≤
∑
x

(∑
y

(f(x)− f(y))2π(y)

)(∑
y

1π(y)

)
π(x)

=
∑
x,y

(f(x)− f(y))2π(y)π(x)

=
∑
x,y

( ∑
e∈γx,y

∇f(e)

)2

π(y)π(x)

≤
∑
x,y

|γx,y|
∑

e∈γx,y
|∇f(e)|2π(y)π(x)

=
∑
e

(
1

Q(e)

∑
{x,y: e∈γx,y}

|γx,y|π(x)π(y)
)
Q(e)|∇f(e)|2π(y)π(x)

≤ CE(f).
�

Nieraz wygodnie jest inaczej mierzy¢ odlegªo±¢, uwgl¦dniaj¡c geometri¦ grafu i kªad¡c
ró»ne wagi na kraw¦dzie. Niech ω : E 7→ R+ b¦dzie wag¡ na kraw¦dziach. De�niujemy
wag¦ ±cie»ki

|γ|ω =
∑
e∈γ

ω(e).

Ten sam dowód, co powy»ej daje

Wniosek 7.4. Nierówno±¢ Poincare (7.2) zachodzi ze staª¡

C = max
e∈A

{
1

ω(e)Q(e)

∑
{x,y: e∈γx,y}

|γx,y|ωπ(x)π(y)
}
.

Poni»ej prezentujemy kilka przykªadów

Przykªad 7.1. Kostka V = {1, . . . , n}d. Kraw¦dzie ª¡cz¡ dwa wierzchoªki ró»ni¡ce si¦
na dokªadnie jednej wspóªrz¦dnej o 1. Poka»emy, jak u»ywaj¡c metody ±cie»ek oszacowa¢
dziur¦ spektraln¡. Zastosujemy metod¦ ±cie»ek. Dla ka»dych x,y ∈ V de�niujemy ±cie»k¦
ª¡cz¡c¡ te punkty w taki sposób, »e najpierw idziemy wzdªu» pierwszej wspóªrz¦dnej, potem
drugiej, itd. γx,y jest wi¦c sum¡ co najwy»ej d prostych odcinków. W tym przypadku
mo»na napisa¢ bezpo±rednio miar¦ stacjonarn¡, ale nas interesuje jedynie rz¡d i wiemy, »e
π(x) ≤ C/nd oraz Q(e) ≥ c/nd. Ponadto maksymalna dªugo±¢ ±cie»ki γx,y wynosi dn. St¡d

C = max
e

{
1

Q(e)

∑
{x,y: e∈γx,y}

|γx,y|π(x)π(y)
}

≤ max
r

{ 1

nd−1
#{x, y : e ∈ γx,y}

}
≤ n2
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(uzasadnij ostatni krok)

Przykªad 7.2. Drzewo. Rozwa»my sko«czone drzewo o n wierzchoªkach i maksymalnym
stopniu d oraz maksymalne wysoko±ci H. Wówczas

γ ≥ c

d2nH
.

Dla ka»dego wyboru ±cia»ek γx,y wymuszamy, aby ±cie»ka przechodziªa przez korze«. Z
de�nicji maksymalna dªugo±¢ ±cie»ki jest co najwy»ej 2H. Dalej, #{x, y ∈ V : e ∈ γx,y}
jest mniejsza od n2. To daje C ≤ cd2nH.

Przykªad 7.3. Zw¦»enia. Rozwa»my dwie siatki kwadratowe poª¡czone ze soba w
jednym wierzchoªku.

Czas mieszania dla pojedynczego kawaªka jest rz¦du n2. Poka»emy, »e z uwagi na zw¦»enie
czas mieszania na caªym gra�e jest wy»szego rz¦du. Dla uproszczenia rachunków mo»emy
zaªo»y¢, »e graf jest regularny. Wtedy miara jednostajna jest miar¡ stacjonarn¡. W tym
celu wystarczy doda¢ p¦tle w niektórych wierzchoªkach (jedn¡ dla wierzchoªków na brzegu
i dwie na rogach). Wówczas

Twierdzenie 7.5. Dla ka»dego n ≥ 1

trel ≤ 64(n+ 1)2 log(2n+ 1).

Ponadto dla du»ych n
trel ≥ 2n2 log n.

Dowód. Poka»emy najpierw górne szacowanie. Zauwa»my, »e

• liczba wierzchoªkow: |V | = 2(n+ 1)2 − 1;
• miara stacjonarna jest jednostajna: π(x) = 1/|V |;
• Q(e) = 1/(4|V |)

Chcemy u»y¢ wniosku 7.4. W tym celu musimy zde�niowa¢ ±cie»ki i wagi. Ka»da ±cie»ka γx,y
jest zde�niowana jako suma dwóch ±cie»ek: γx,y = γx,o∪γo,y, gdzie o jest punktem ª¡cz¡cym
obie siatki. Natomiast γx,o de�niujemy jako ±cie»k¦, która jest najbli»sza euklidesowemu
odcinkowi ª¡cz¡cemu x z o.

Je»eli e = (u, v) jest kraw¦dzi¡ tak¡, »e d(u, o) = i+1 oraz d(v, o) = i (d oznacza odlegªo±¢
na gra�e), to

#{x ∈ V : e ∈ γx,o} ≤ 4(n+ 1)2

i+ 1
.
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Ponadto (Uzasadnij!!!)

#{(x, y) ∈ V 2 : e ∈ γx,y} ≤ 8(n+ 1)2|V |
i+ 1

.

Nast¦pnie de�niujemy wagi: je»eli d(o, e) = i, to ω(e) = 1/(i+ 1). Zatem dla x, y ∈ S

|γx,y|ω ≤ 2

2n−1∑
i=0

1

i+ 1
≤ 2 log(2n+ 1).

Z wniosku 7.4 zachodzi nierówno±¢ Poincare ze staª¡

C = max
e

{
1

ω(e)Q(e)

∑
{x,y: e∈γx,y}

|γx,y|ωπ(x)π(y)
}

≤ max
0≤i≤n

{
(i+ 1)4|V |2 log(2n+ 1)

#{x, y ∈ V : e ∈ γx,y}
|V |2

}
≤ 64 log(2n+ 1)n2.

Z drugiej strony we¹my f(x) = sgn(x) log(1+d(0, x)), gdzie funkcja sgn(x) jest −1, 0 lub 1,
zale»nie od tego, czy x jest w lewym kwadracie, x = o, czy w prawym. Z symetrii Eπ(f) = 0.

Istnieje i+ 2 punktów w odlegªo±ci i od o w ka»dym kwadracie, st¡d

varπ(f) = Eπ(f
2) ≥ 1

|V |

n∑
i=0

(i+ 2) log(i+ 1)2

≥ n2(log n)2

2|V |
dla du»ych n. Ponadto

E(f) =
1

4|V |

2n−1∑
i=0

[
(i+ 1) ∧ (2n− i+ 1)

]
(log(i+ 2)− log(i+ 1))2

≤ 1

4|V |

2n−1∑
i=1

1

i+ 1

≤ log(2n+ 1)

4|V |
.

St¡d

γ ≤ E(f)
varπ(f)

≤ 1

2n2 log n

dla dostatecznie du»ych n. �

7.3. Wspóªczynnik zw¦»enia (ang. bottleneck ratio). W tym rozdziale rozwa»amy
nieredukowalny i aperiodyczny spacer losowy na gra�e (E, V ). Chcemy opisa¢ czas mie-
szania poprzez geometryczne wªasno±ci grafu/przestrzeni stanów. Wówczas 'zw¦»enia' frag-
mentów grafu powoduj¡, »e niektóre z wierzchoªków s¡ ci¦»ko osi¡galne, co zwi¦ksza czas
mieszania.

Zaczniemy od kilku de�nicji.

De�nicja 7.3. Niech Q(x, y) b¦dzie miar¡ kraw¦dziow¡:

Q(x, y) = π(x)P (x, y).
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Wtedy
Q(A,B) =

∑
x∈A,y∈B

Q(x, y)

jest prawdopobobie«stwem przej±cia ze zbioru A do B w jednym kroku, startuj¡c z miary
stacjonarnej.
Wspóªczynnikiem zw¦»enia grafu nazywamy

Φ∗ = min
{S:π(S)≤1/2}

Φ(S),

dla

Φ(S) =
Q(S, Sc)

π(S)
.

Ponadto de�niujemy brzeg zbioru

∂S = {(x, y) ∈ E : x ∈ S oraz y ∈ Sc}.

Przykªady

• Dla prostego spaceru losowego na gra�e

Q(x, y) =

{
deg(x)
2|E|

1
deg(x) =

1
2|E| je»eli (x, y) ∈ E

0 je»eli (x, y) /∈ E

Wtedy

Φ(S) =

|∂S|
2|E|∑

x∈S
deg(x)
2|E|

=
|∂S|∑

x∈S deg(x)
.

• Je»eli spacer jest leniwy, to

Q(x, y) =
1

4|E|
1{(x,y)∈E} and Φ(S) =

2|∂S|∑
x∈S deg(x)

.

• Je»eli graf jest d-regularny,

Φ(S) =
|∂S|
d|S|

.

• Dla ostatniego przykªadu z poprzedniego wykªadu (dwie siatki kwadratowe poª¡-
czone w jednym wierzchoªku), Φ∗ jest rz¦du 1/n2 (przelicz)

Istniej¡ zwi¡zki pomi¦dzy wspóªczynnikiem zw¦»enia, czasami mieszania i dziur¡ spektraln¡

Twierdzenie 7.6. Mamy

tmiks = tmiks(1/4) ≥
1

4Φ∗

Twierdzenie 7.7.
Φ2
∗
2

≤ γ ≤ 2Φ∗

Dowód. Poka»emy jedynie praw¡ nierówno±¢. W tym celu korzystamy z twierdzenia 7.1:

γ = min
{f :Eπ(f)=0,f ̸≡0}

E(f)
∥f∥22

= min
{f :Eπ(f)=0,f ̸≡0}

∑
x,y∈Ω π(x)P (x, y)(f(x)− f(y))2∑
x,y∈Ω π(x)π(y)(f(x)− f(y))2

.

Dla ka»dego zbioru S takiego, »e π(S) ≤ 1/2 zde�niujmy funkcj¦

fS(x) =

{
−π(Sc) for x ∈ S,
π(S) for x /∈ S.
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Dalej mamy

γ ≤ 2Q(S, Sc)

2π(S)π(Sc)
≤ 2Q(S, Sc)

π(S)
= 2Φ(S).

Bior¡c in�mum po wszystkich zbiorach S otrzymujemy praw¡ nierówno±¢. �

Kilka dalszych przykªadów

• Leniwy spacer losowy na hiperkostce Zn
2 . We¹my zbiór S = {x : x1 = 0}.

Wówczas

Φ(S) = 2
∑

x∈S,y∈Sc

2−nP (x, y) = 2−n+12n−1 · 1/(2n) = 1

2n
.

Zatem Φ∗ ≤ 1/(2n). Z drugiej strony wiemy, »e γ = n−1, wi¦c z powy»szego
twierdzenia

1

n
≤ 2Φ∗ ≤

1

n
.

Zatem 2Φ∗ = n−1 = γ. Zatem górne szacowanie w powy»szym twierdzeniu jest
ostre.

• Leniwy spacer losowy na Z2n. Wiemy, »e γ = π2/(4n2)+O(n−4). Dla ka»dego
zbioru S,

Φ(S) =
|∂S|14

1
2n

|S|
2n

=
|∂S|
4|S|

.

Powy»sza warto±¢ przyjmuje minimum (na zbiorze {S : π(S) ≤ 1/2}) gdy S za-
wiera kolejne punkty i brzeg jest dwupunktowy. Wtedy, w dolnego szacowania w
powy»szym twierdzeniu γ ≥ 1/(8n2). Zatem rz¡d jest poprawny.

8. Ekspandery

Jezeli graf ma 'du»e zw¦»enie', to czasy mieszania s¡ du»e. Teraz zajmiemy si¦ sytuacj¡
odwrotn¡, gdy zw¦»e« nie ma, a czasy mieszania s¡ najszybsze z mo»liwych. B¦dziemy
bada¢ grafy, które s¡ mocno poª¡czone.

8.1. De�nicja i podstawowe wªasno±ci.

De�nicja 8.1. Rodzina grafów {Gn} jest nazywana rodzin¡ (d, α)-ekspanderów je»eli

• limn→∞ |V (Gn)| = ∞
oraz speªnione s¡ nast¦puj¡ce warunki dla ka»dego n:

• Gn jest d-regularny,
• wspóªczynik zw¦»enia prostego spaceru losowego na Gn speªnia Φ∗(Gn) ≥ α.

Przypomnijmy, »e w tym przypadku

Φ∗(Gn) = min
{S:|S|≤|V (Gn)|/2}

|∂S|
d|S|

.

Poni»szy lemat mówi, »e ekspandery maj¡ najszybsze mo»liwe czasy mieszania spo±ród
grafów o ograniczonych stopniach wierzchoªków

Lemat 8.1. Je»eli Gn jest (d, α)-ekspanderem, to prosty spacer losowy na Gn speªnia

tmiks(Gn) = O(log |V (Gn)|).
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Dowód. Przypomnijmy, »e z twierdzenia 6.4

tmiks(ε) ≤ log

(
1

επmin

)
trel,

dla πmin = minx π(x). W przypadku ekspanderów πmin jest rz¦du 1/|V (Gn)|. Ponadto w
twierdzeniu 7.7 pokazali±my γ ≤ 2Φ∗. St¡d

tmiks(ε) ≤ C log(V (Gn)).

Z drugiej strony ±rednica grafu Gn jest rz¦du log(V (Gn)), wi¦c

tmiks(ε) ≥ δ log(V (Gn)).

�

8.2. Istnienie. Z powy»szej de�nicji nie jest oczywiste istnienie ekspanderów. Bezpo±rednie
konstrukcje s¡ dosy¢ trudne. Poni»ej poka»emy probabilistyczny dowód istnienia.

Twierdzenie 8.2. Istnieje rodzina (3; 0, 001) ekspanderów.

Dowód. Kropk 1. Zaczniemy od zde�niowania rodziny losowych 3-regularnych grafów,
które mog¡ posiada¢ wielokrotne kraw¦dzie. Oznaczmy

A = {a1, . . . , an} B = {b1, . . . , bn}.

Niech

V (Gn) = A ∪B.

Wybierzmy losowe permutacje σ1, σ2 ∈ Sn (niezale»nie, wg rozkªadu jednostajnego) i de�-
niujemy zbiór kraw¦dzi

E(Gn) = {(ai, bi), (ai, bσ1(i)), (ai, bσ2(i)) : 1 ≤ i ≤ n}.

Zgodnie z de�nicj¡ s¡ to grafy dwudzielne, tzn. wszystkie kraw¦dzie maj¡ jeden koniec w
zbiorze A, a drugi w zbiorze B.
Krok 2. Poka»emy, »e

(8.3) lim
n→∞

P
[
Φ∗(Gn) > 0, 01

]
= 1.

Ustalmy δ < 0, 03. Dla dowolnego zbioru wierzchoªków S, przez N(S) oznaczmy zbiór
s¡siadów S. Udowodnimy najpierw, »e

(8.4) lim
n→∞

P
[
|N(S)| ≤ (1 + δ)|S| dla pewnego S ⊂ A takiego, »e |S| ≤ n/2

]
= 0.

Niech S b¦dzie dowolnym podzbiorem A takim, »e k = |S| ≤ n/2. Oznaczmy przez IS zbiór
indeksów elementów zbioru S, tzn S = {ai}i∈I(S). Wówczas SB = {bi}i∈I(S) - podzbiór B
o tych samych indeksach co S, zgodnie z konstrukcj¡ grafu, jest podzbiorem N(S). Je»eli
|N(S)| ≤ (1+δ)k, to do zbioru SB mo»e zosta¢ doª¡czony zbiór o rozmiarze δk taki, »e N(S)
jest zawarty w ich sumie. W szczególno±ci obie losowe permutacje σ1, σ2 przeksztaªcaj¡ zbiór
IS w zbiór wi¦kszy o co najwy»ej δk. Zatem

P[|N(S)| ≤ (1 + δ)k] =

(
n−k
δk

)((1+δ)k
k

)2(
n
k

)2 ≤
(
n
δk

)((1+δ)k
k

)2(
n
k

)2
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i st¡d

lim
n→∞

P
[
|N(S)| ≤ (1 + δ)|S| dla pewnego S ⊂ A takiego, »e |S| ≤ n/2

]
≤

n/2∑
k=1

(
n

k

)(
n
δk

)((1+δ)k
k

)2(
n
k

)2 .

Pokazuje si¦, »e powy»sze wyra»enie zbiega do 0 (zadanie, w dowodzie wystarczy u»y¢
nierówno±ci

(
n
δk

)
≤ nδk/(δk)!,

(
n
k

)
≥ nk/kk oraz j! > (j/e)j). To pokazuje (8.4), co z kolei

jest równowa»ne

(8.5) lim
n→∞

P
[
|N(S)| ≥ (1 + δ)|S| dla ka»dego S ⊂ A takiego, »e |S| ≤ n/2

]
= 1.

Aby pokaza¢ (8.3) musimy uzasadni¢, »e je»eli ka»dy podzbiór A o rozmiarze k ≤ n/2 ma
wi¦cej ni» (1 + δ)k s¡siadów, to Φ∗ > δ/2. Zaªó»my, »e powy»sza wªasno±¢ jest speªniona i
we¹my dowolny podzbiór S ⊂ V taki, »e |S| ≤ n. Niech A′ = S ∩ A, B′ = S ∩B. Mo»emy
przyj¡¢, »e |A′| ≥ |B′|. Je»eli |A′| ≤ n/2, to z (8.5) zbiór A′ ma co najmniej (δ/2)|S|
s¡siadów w B \B′ i te wszystkie kraw¦dzie ªacz¡ S z Sc. St¡d

Φ(S) =
|∂S|
3|S|

≥ δ

6
.

Je»eli |A′| ≥ n/2, to bierzemy A′′ ⊂ A′, którym skªada si¦ z ⌈n/2⌉ elementów i powtarzamy
rozumowanie. To pokazuje Φ∗ > δ/6 i dla δ = 0, 06 daje (8.3).
Krok 3. Konkluzja. Z (8.3) dla ka»dego n mo»emy wybra¢ odpowiedni graf. Chcemy

jednak skonstruowa¢ rodzin¦ bez wielokrotnych kraw¦dzi. Najpierw poka»emy, »e istnieje
rodzina (deterministyczna) grafów {Gn} takich, »e ka»dy z nich ma co najwy»ej 100 po-
dwójnych kraw¦dzi, »adnej potrójnej i wspóªczynnik zw¦»enia co najmniej 0, 01.

W tym celu post¦pujemy nast¦puj¡co. Formuªa (8.3) gwarantuje, »e asymptotycznie pra-
wie ka»dy graf, z rodziny skonstruowanej powy»ej, ma wspóªczynnik zw¦»enia co najmniej
0, 01. Zauwa»my, »e istnienie potrójnej kraw¦dzi rozspaja graf, a wtedy wspóªczynnik zw¦-
»enia jest 0. Dalej, warto±¢ oczekiwana i wariancja liczby podwójnych kraw¦dzi dla ka»dej
pary z trzech permutacji {id, σ1, σ2} wynosi 1 (to jest ªatwe do policzenia). Zatem praw-
dopobobie«stwo, »e wszystkich podwójnych kraw¦dzi jest powy»ej 100 jest bardzo maªe
(nierówno±¢ Czebyszewa). Dla du»ych n ten zbiór musi mie¢ wi¦c niepusty przekrój ze
zbiorem gdzie wspóªczynnik zw¦»enia jest wi¦kszy ni» 0, 01. Wybieramy wi¦c graf z tego
przekroju.

Pozostaj¡ do naprawienia podwójne kraw¦dzie. Post¦pujemy jak na rysunku. Do pary
wierzchoªków ai, bj poª¡czonych dwoma kraw¦dziami dokªadamy dwa nowe wierzchoªki
c1ij , c

2
ij oraz nowe kraw¦dzie (ai, c

1
ij), (ai, c

2
ij), (bi, c

1
ij), (bi, c

2
ij), (c

1
ij , c

2
ij) (rysunek!). Nowy graf

oznaczmy przez G̃n. Tak zde�niowane grafy tworz¡ rodzin¦ ekspanderów, a mody�kacja ma
zaniedbywalny wpªyw na wspóªczynnik zw¦»enia. �

Bezspo±rednie konstrukcje s¡ bardzo trudne. Przytoczymy dwa niedawne wyniki (Kassa-
bov, 2007):
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• Istnieje k ∈ N oraz ε > 0 takie, »e dla ka»dej nieabelowej sko«czonej grupy pro-
stej 8 istnieje symetryczny zbiór jej generatorów o liczno±ci co najwy»ej k, taki, »e
odpowiedni graf Cayleya jest ε-ekspanderem.

• Istnieje k ∈ N oraz ε > 0 takie, »e dla ka»dego n ≥ 5, grupa symetryczna Sn posiada
symetryczny zbiór generatorów o liczno±ci co najwy»ej k, taki, »e odpowiedni graf
Cayleya jest ε-ekspanderem.

8.3. Zastosowania. Informatyka: teoria informacji (automatyczna korekcja bª¦dów w prze-
syªanej informacji); redukcja prawdopodobie«stwa bª¦du w algorytmach probabilistycznych;
algorytmy aproksymacyjne, ...

Matematyka: teoria liczb, teoria grup, ...

Literatura

[BD] D. Bayer, P. Diaconis. Trailing the Dovetail Shu�e To Its Lair. Annals of Applied Probability,
1992.
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[LPW] D. Levin, Y. Peres, E. Wilmer. Markov Chains and Mixing Times.
[M] N. Madras. Lectures on Monte Carlo methods.
[Ma] B. Mann. How many times should you shu�e a deck of cards.
[P] Y. Peres. Mixing for Markov Chains and Spin Systems.
[SC] L. Saloff-Coste Random walks on �nite groups.

Dodatek A. Przykªady

Poni»ej znajduje si¦ lista przykªadów omówionych podczas wykªadu wraz z otrzymanymi
szacowaniami

• Leniwy spacer losowy na Zn.
tmiks ≤ n2 (przykªad 2.4, strona 14).
tmiks ≥ εn2 ([LPW], strona 96, przykªad 7.4.1).

• Leniwy spacer losowy na hiperkostce Zn
2 .

tmiks(ε) ≤ n log n+ log(1/ε)n (przykªad 2.6, strona 16).
tmiks(ε) ≤ n log n+ log(1/ε)n (przykªad 3.2 oraz wniosek 3.6, strona 19).
tmiks(ε) ≥ 1/2n log n− Cn ([LPW], strona 95, prop. 7.13)
Optymalny wspóªczynnik, to 1/2.

• Leniwy spacer losowy na torusie Zd
n

tmiks ≤ d2n2 (przykªad 2.5, strona 15; stala moze byc poprawiona - lista nr 2)

• Tasowanie Top-To-Random
tmiks(ε) ≤ n log n+ log(1/ε)n (przykªad 3.1 oraz wniosek 3.6, strona 19)
tmiks(ε) ≥ n log n−αn ([LPW], strona 96, przykªad 7.4.2, oraz [D], strona 70 )

8Grupa jest prosta, je»eli nie zawiera nietrywialnej podggupy normalnej, np. Zp dla liczby pierwszej p,
An dla n ≥ 5



Spacery losowe na sko«czonych grafach

Lista nr 1

1. Niech {X0} b¦dzie ªa«cuchem Markowa o macierzy przej±cia P i niech µk b¦dzie rozkªa-
dem Xk. Poka», »e µt = µ0P

t.
2. (Funkcja ªa«cucha Markowa nie musi by¢ ªa«cuchem Markowa.) Niech {Xt} b¦dzie
ªa«cuchem Markowa na przestrzeni stanów Ω = {s1, s2, s3}, z macierz¡ przej±cia

P =

 0 1 0
0 0 1
1 0 0


i rozkªadem pocz¡tkowym µ0 = (1/3, 1/3, 1/3). Dla ka»dego n, zde�niujmy

Yn =

{
0 je»eli Xn = s1
1 w przeciwnym razie

Poka», »e Yn nie jest ªa«cuchem Markowa.
3. Poka», »e je»eli ªa«cuch Markowa jest nieredukowalny, to wszystkie punkty maj¡ ten
sam okres.
4. Je»eli ªa«cuch Markowa jest nieredukowalny i aperiodyczny, to istnieje M takie, »e
P t(x, y) > 0 dla wszystkich x, y ∈ Ω oraz t ≥ M .
5. Poka», »e nierozkªadalny ªa«cuch Markowa posiada co najwy»ej jedn¡ miar¦ stacjo-
narn¡. Wskazówka: Niech P b¦dzie macierz¡ przej±cia, wówczas jedynymi funkcjami
harmonicznymi (tzn. speªniaj¡cymi Ph = h) s¡ funkcje staªe ...
6. Uzasadnij, »e je»eli ªa«cuch Markowa ma dwie miary stacjonarne, to ma ich niesko«czenie
wiele.
7. (Inny dowód istnienia miary stacjonarnej) Niech P b¦dzie macierz¡ przej±cia ªa«cucha
Markowa na sko«czonej przestrzeni stanów Ω. Dla dowolnego rozkªadu pocz¡tkowego µ na
Ω i n > 0 de�niujemy

νn =
1

n

(
µ+ µP + · · ·+ µPn−1

)
.

• Poka», »e dla ka»dego x ∈ Ω i n > 0,

|νnP (x)− νn(x)| ≤
2

n
.

• Poka», »e istnieje podci¡g {νnk
} taki, »e limk→∞ νnk

(x) istnieje dla ka»dego x ∈ Ω.
• Dla x ∈ Ω zde�niujmy ν(x) = limk→∞ νnk

(x). Wyka», »e ν jest miar¡ stacjonarn¡ P .

8. (Ruina gracza) Gracz startuje z kapitaªem k. W ka»dej rundzie rzuca monet¡, je»eli
wypadnie orzeª wygrywa 1, w przeciwnym razie traci 1. Gracz ko«czy gr¦, gdy jego kapitaª
osi¡gnie poziom n lub zbankrutuje. Przedstaw odpowiedni spacer losowy na gra�e.

• Czy jest on nieredukowalny? Czy posiada miar¦ stacjonarn¡?
• Oblicz prawdopobobie«stwo zako«czenia gry przez gracza z kapitaªem n, tzn. Pk[Xτ =
n], gdzie τ oznacza moment zako«czenia gry.

• Oblicz warto±¢ oczekiwan¡ dªugo±ci gry, tzn. Ekτ . Wskazówka: uªó» odpowiednie
równanie rekurencyjne, a nast¦pnie je rozwi¡».

9. (Kolekcjonowanie kuponów) Kolekcjoner zbiera kupony n ró»nych typów. Za ka»dym ra-
zem, gdy kupuje nowy kupon, rozkªad ich typów jest jednostajny. Niech τ oznacza moment,
gdy zbierze peªn¡ kolekcj¦.

• Oblicz Eτ .Wskazówka: niech Xt oznacza liczb¦ ró»nych typów zgromadzonych
przez kolekcjonera w chwili t



• Poka», »e dla c > 0
P[τ > n log n+ cn] ≤ e−c

Wskazówka: Niech Ai oznacza zdarzenie, »e w±ród pierwszych n log n+ cn kupo-
nów nie byªo kuponu i-tego typu...

10. Niech µ b¦dzie miar¡ probabilistyczn¡ na sko«czonej grupie G. Poka», »e spacer losowy
generowany przez µ jest nieredukowalny wtedy i tylko wtedy, gdy S = {g ∈ G : µ(g) > 0}
generuje G (tzn. najmniejsz¡ grup¡ zawieraj¡c¡ S jest G).
11. Poka», »e spacer losowy na G generowany przez µ jest odwracalny wtedy i tylko wtedy,
gdy miara µ jest symetryczna, tzn. µ(g) = µ(g−1) dla ka»dego g
12. Spacer losowy na torusie. Niech m,n ∈ N. Rozwa»my ªa«cuch Markowa na przestrzeni
stanów

Ω =
{
(x, y) : x ∈ {0, . . . ,m− 1}, y ∈ {0, . . . , n− 1}

}
.

Je»eli proces jest w stanie (x, y), to przechodzi do stanów ((x+1) mod m, y) lub (x, (y+1)
mod n) z prawdopobobie«stwem 1/2.

• Poka», »e ten ªa«cuch Markowa jest nieredukowalny.
• Poka», »e proces jest aperiodyczny wtedy i tylko wtedy gdy NWD (m,n) = 1.

13. Skoczek znajduje si¦ w rogu szachownicy. Zaczyna si¦ porusza¢ w sposób losowy
wybieraj¡c za ka»dym razem w sposób jednostajny jeden z dozwolonych ruchów. Jaka jest
warto±¢ oczekiwana liczby ruchów po których skoczek wróci do punktu startowego?
14. Rozwa»my spacer losowy na Ω = {0, 1, . . . , n}, w którym cz¡steczka porusza si¦ w
lewo lub w prawo z prawdopobobie«stwem 1/2, za wyj¡tkiem punktów 0 i n. W punkcie n
spacer pozostaje lub przechodzi do n− 1 z prawdopobobie«stwem 1/2. Stan 0 jest stanem
absorbuj¡cym, a wi¦c po tra�eniu w niego cz¡steczka pozostanie w nim na zawsze. Oblicz
warto±¢ oczekiwan¡ czasu tra�enia w 0 cz¡steczki, która startuje w punkcie n.



Spacery losowe na sko«czonych grafach

Lista nr 2

1. Rozwa»my prosty spacer losowy na Zn. Oznaczmy przez τ pierwszy moment w którym
zostaªy odwiedzone wszystkie stany. Oblicz Eτ . Wskazówka: skorzystaj z zadania 9 z
listy 1 o ruinie gracza.
2. W dwóch urnach znajduje si¦ w sumie k kul (k-ustalona liczba). De�niujemy w na-
st¦puj¡cy sposób ªa«cuch Markowa. W ka»dym kroku losujemy jednostajnie jedn¡ z kul i
przekªadamy j¡ do s¡siedniej urny. Niech Xt oznacza liczb¦ kul znajduj¡cych si¦ w czasie t
w pierwszej urnie. Wówczas Xt jest ªa«cuchem Markowa. Znajd¹ jego miar¦ stacjonarn¡.
Poka», »e proces jest odwracalny.
3. Oblicz ∥µ− ν∥TV dla nast¦puj¡cych przykªadów

• µ ∼ Bin(4, 1/2), ν ∼ Bin(4, 1/4)
• µ jest miar¡ jednostajn¡ na Sn (grupie permutacji), a ν jest miar¡ jednostajn¡ na
wszystkich permutacjach zachowuj¡cych 1.

4. Poka», »e

d(t) = sup
µ

∥µP t − π∥TV,

d(t) = sup
µ,ν

∥µP t − νP t∥TV,

gdzie µ i ν przebiegaj¡ po wszystkich miarach probabilistycznych na Ω.
5. Poka», »e

d(t) = max
x∈Ω

∥P t(x, ·)− π∥TV

jest ci¡giem malej¡cym.
6. Podczas wykªadu pokazali±my, »e dla leniwego spaceru na torusie Zd

n zachodzi tmiks ≤
d2n2. Poka» jak otrzyma¢ lepsze szacowanie tmiks ≤ O(d log d)n2. W tym celu nale»y
przeanalizowa¢ dowód podany na wykªadzie. Niech t > kdn2.

• Oszacuj prawdopobobie«stwo zdarzenia, »e w czasie t pierwsze wspóªrz¦dne obu
spacerów s¡ ró»ne, przez (1/4)k

• Wybierz odpowiednie k i rozwa» wszystkie wspóªrz¦dne.

7. (To»samo±¢ Walda) Niech {Xn} b¦dzie ci¡giem niezale»nych i caªkowalnych zmiennych
losowych o tym samym rozkªadzie i niech τ b¦dzie zmienn¡ losow¡ niezale»n¡ od tego ci¡gu
o warto±ciach w N. Wtedy

E
[ τ∑

i=1

Xi

]
= EX1 · Eτ

8. Niech {Xt} b¦dzie nieredukowalnym i aperiodycznym ªa«cuchem Markowa z miar¡
stacjonarn¡ π. Oznaczmy przez N(x, t) liczb¦ wizyt w punkcie x w pierwszych t krokach.
Poka», »e

lim
t→∞

1

t
E[N(x, t)] = π(x)

oraz 1
tN(x, t) zbiega do π(x) wedªug prawdopodobie«stwa.

9. Rozwa»my aperiodyczny i nieredukowalny ªa«cuch Markowa z miar¡ stacjonarn¡ π.
Zaªó»my, »e istnieje stan x oraz zbiór A ⊂ Ω taki, »e π(A) =

∑
y∈A π(y) > 1/4 oraz

odlegªo±¢ x od zbioru A jest wi¦ksza ni» M . Poka», »e tmiks ≥ M .
10. Korzystaj¡c z poprzedniego zadania znajd¹ jak najlepsze dolne oszacowania na tmiks

dla leniwego spaceru losowego na hiperkostce Zd
2 oraz torusie Zd

n



Spacery losowe na sko«czonych grafach

Lista nr 3

1. Udowodnij
tmiks(ε) ≤ ⌈log2 ε−1⌉tmiks.

2. Poka», »e

tmiks(ε) ≥
log(|Ω|(1− ε))

log∆
,

gdzie ∆ = maxx∈Ω |{y : P (x, y) > 0}|
3. Poka», »e dla leniwego spaceru losowego na Zn zachodzi tmiks ≥ εn2. Wskazówka:
oszacuj P[supt≤δn2 |St| > n/4], gdzie St jest leniwym spacerem losowym na Z.
4. Niech

Ω = {x ∈ {0, 1}n+1 : x(n+ 1) = 1}.
Spacer losowy zde�niowany jest nast¦puj¡co. W kroku t + 1 wybieramy losowo jedn¡ ze
wspóªrz¦dnych k ze zbioru {1, . . . , k} i je»eli xt(k + 1) = 1, to zmieniamy warto±¢ k-tej
wspóªrz¦dnej, de�niuj¡c w ten sposób Xt+1. Znajd¹ miar¦ stacjonarn¡. Poka», »e tmiks ≥
n2 − 2n3/2.
5. Znajd¹ silny czas jednostajny dla zmody�kowanego leniwego spaceru losowego na Zn

2

takiego, »e b¦d¡c w stanie Xt pozostajemy w nim z prawdopobobie«stwem 1/(n + 1), a z
prawdopobobie«stwem 1/(n+ 1) przechodzi do jednego z s¡siadów.
6. Niech G b¦dzie sko«czon¡ grup¡ i µ miar¡ probabilistyczn¡ na G. Zaªó»my, »e istnieje
ε > 0 takie, »e

P[X1 ∈ A] ≥ εU(A)

dla ka»dego A ⊂ G (przypomnijmyX0 = e), gdzie U jest miar¡ jednostajn¡ naG. Znajduj¡c
odpowiedni silny czas stacjonarny, poka» »e

∥µt − U∥ ≤ (1− ε)t,

gdzie µt jest rozkªadem Xt. Wskazówka: skorzystaj z rozkªadu µ = εU + (1− ε)µ̃.
7. Rozwa»my graf powstaªy przez sklejenie w jednym wierzchoªku dwóch peªnych grafów.
Dla ka»dego wierzchoªka dodajmy p¦tle, tak, aby nowy graf byª regularny. Oszacuj z doªu
i z góry czas mieszania tmiks.
8. Rozwa»my nast¦puj¡cy sposób tasowania kart (odwrotny do Top-To-Random). Wy-
ci¡gamy (losowo) jedna z kart z talii i kªadziemy j¡ na górze talii. Oszacuj czas mieszania
tmiks.
9. Niech Y oznacza ostatni stan oznaczony przez prosty spacer losowy na Zn startuj¡cy z
0. Poka», »e Y ma rozkªad jednostajny na zbiorze {1, . . . , n− 1}.
10. Skonstruuj silny czas zatrzymania dla leniwego spaceru na Z2k , a nast¦pnie oblicz jego
warto±¢ oczekiwan¡. Wskazówka: post¦puj przez indukcj¦.
Referat. 11. ([LPW], strony 56 i 69) Opowiedz o przykªadzie winning streak.
Referat. 12. ([LPW], strona 96) Poka», »e w tasowaniu Top-To-Random

tmiks(ε) ≥ n log n− αn.

Referat. 13. ([LPW], strona 95) Przedstaw dolne oszacowania czasu mieszania leniwego
spaceru losowego na hiperkostce.



Spacery losowe na sko«czonych grafach

Lista nr 4

1. Niech P b¦dzie macierz¡ przej±cia. Poka», »e P ma reprezentacj¦ w postaci odwzorowa«
losowych, tzn. istnieje ci¡g {Zt} iid oraz funkcja deterministyczna f takie, »e

X0 = x, Xt = f(Xt−1, Zt)

jest ªa«cuchem Markowa z macierz¡ przej±cia P startuj¡cym w x.
2. Niech Xt b¦dzie spacerem losowym na grupie G generowanym przez miar¦ probabili-
styczn¡ µ. Zde�niujmy miar¦ µ̃(g) = µ(g−1) na G i niech X̃t b¦dzie spacerem losowym
generowanym przez µ̃. Oznaczmy przez µt i µ̃t rozkªady Xt i X̃t. Poka», »e

∥µt − U∥TV = ∥µ̃t − U∥TV,

gdzie U jest miar¡ jednostajn¡ na grupie G.
3. Chcemy wygenerowa¢ losow¡ permutacj¦ σ ∈ Sn, tzn funkcj¦ ró»nowarto±ciow¡ σ :
{1, . . . , n} 7→ {1, . . . , n}. Stosujemy nast¦puj¡cy algorytm. Dla ka»dego i podstawiamy
za σ(i) losow¡ liczb¦ ze zbioru {1, . . . , n}. Kolejne losowania s¡ niezale»ne i jednostajne.
Je»eli otrzymana funkcja jest permutacj¡, to ko«czymy. W przeciwnym razie powtarzamy
procedur¦. Oszacuj oczekiwan¡ liczb¦ losowa« niezb¦dnych do wygenerowania permutacji.
4. Rozwa»my nast¦puj¡cy algorytm generuj¡cy losow¡ permutacj¦ σ ∈ Sn. Przyjmujemy
σ0 = Id. Nast¦pnie dla k = 1, . . . , n − 1 post¦pujemy indukcyjnie. Maj¡c zadane σk−1

losujemy liczb¦ Jk jednostajnie spo±ród {k, . . . , n}. De�niujemy σk, zamieniaj¡c warto±ci
σk−1(k) z σk−1(Jk), tzn. σk(k) = σk−1(Jk), σk(Jk) = σk−1(k), a dla pozostaªych warto±ci
σk(i) = σk−1(i). Poka», »e σn−1 ma rozkªad jednostajny na Sn.
5. Zaªó»my, »e w poprzednim zadaniu liczby Jk s¡ losowane ze zbioru {1, . . . , n}. Czy σn−1

ma rozkªad jednostajny na Sn?
6. Czy prawdziwe jest nast¦puj¡ce zdanie: niech Q b¦dzie rozkªadem na Sn i niech σ b¦dzie
losow¡ permutacj¡ o rozkªadzie Q, wówczas je»eli

P[σ(i) > σ(j)] = 1/2,

dla ka»dych i, j, to Q jest rozkªadem jednostajnym na Sn.
7. Czy prawdziwe jest nast¦puj¡ce zdanie: niech Q b¦dzie rozkªadem na Sn i niech σ b¦dzie
losow¡ permutacj¡ o rozkªadzie Q, wówczas je»eli

P[σ(i) = j)] = 1/n,

dla ka»dych i, j, to Q jest rozkªadem jednostajnym na Sn.
8. Niech Q b¦dzie rozkªadem na grupie Sn odpowiadaj¡cym jednemu tasowaniu Riffle

Shuffle. Poka», »e

Q(π) =

 (n+ 1)/2n je»eli π = id
1/2n je»eli π ma dwa ci¡gi rosn¡ce
0 w pozostaªych przypadkach

9. Zde�niujmy a-Riffle Shuffle, jako tasowanie gdzie tali¦ kart dzielimy na a-zbiorów o
zbli»onym rozmiarze, a nast¦pnie ... tasujemy (mo»emy my±le¢ o tasowaniu Riffle Shuf-
fle, takim, »e dysponujemy a r¦koma). Podobnie jak na wykªadzie zde�niuj 3 równowa»ne
modele, a nast¦pnie spróbuj oszacowa¢ niezb¦dn¡ liczb¦ tasowa« dla a = 4 i a = 8
10. (Geometryczna interpretacja Riffle Shuffle). Wylosujmy (niezale»nie i jednostaj-
nie) n punktów z odcinka [0, 1]. Oznaczmy je rosn¡co x1, . . . xn. Nast¦pnie zastosujmy
odwzorowanie piekarza x 7→ 2x mod 1 do tych punktów. Poka», »e indukowana permuta-
cja punktów ma dokªadnie taki sam rozkªad jak w tasowaniu Riffle Shuffle.



11. Poka», »e wykonanie a-Riffle Shuffle, a nast¦pnie b-Riffle Shuffle jest równo-
wa»ne tasowaniu ab-Riffle Shuffle. Wskazówka: mo»esz skorzysta¢ z poprzedniego
zadania (ale nie jest to konieczne).
12. Niech Qa b¦dzie rozkªadem Sn po jednym tasowaniu a-Riffle Shuffle. Poka», »e
Qa(π) =

(
n+a−r(π)

n

)
/an, gdzie r(π) jest liczb¡ rosn¡cych ci¡gów w π.

Referat. 13. ([LPW], strony 101-106) Opowiedz o tasowaniu przez losowe permutacje.



Spacery losowe na sko«czonych grafach

Lista nr 5

1. Uzasadnij, »e spacer losowy podany na wykªadzie generuj¡cy losowe drzewo rozpinaj¡ce
jest nieredukowalny.
2. Rozwa»my problem pakowania plecaka dla m przedmiotów z wagami 1 i plecaka o
rozmiarze b = m/3. Przez S oznaczamy zbiór dopuszczalnych pakowa« plecaka, tzn.
S = {z ∈ {0, 1}m : (w, z) ≤ b}. Dla m = 100 oszacuj prawdopobobie«stwo, »e losowo
wygenerowany wektor z ∈ {0, 1}m jest elementem S.
3. Rozwa»my graf G = (V,E), gdzie V = {1, . . . , N} i E = {(i, i + 1)}. Oblicz liczb¦
poprawnych kon�guracji w modelu hardcore
4. Dla grafu z poprzedniego zadania oblicz liczb¦ poprawnych q-kolorowa«.
5. Oblicz liczb¦ poprawnych q-kolorowa« dla peªnego drzewa binarnego o gª¦boko±ci n.
6. Niech G = (V,E) b¦dzie spójnym grafem i niech X b¦dzie losowym q-kolorowaniem
grafu (niekoniecznie poprawnym). Poka», »e prawdopodobie«stwo, »e X jest wªa±ciwym
q-kolorowaniem grafu jest mniejsze ni» ( q−1

q )|V |−1.
7. Niech G = (V,E) b¦dzie spójnym grafem. Oznaczmy przez ∆ maksymalny stopie«
wierzchoªka. Niech q = ∆ + 1. Poka», »e wówczas istnieje przynajmniej jedno poprawne
q-kolorowanie grafu. Uzasadnij równie», »e spacer losowy podany na wykªadzie nie musi
by¢ w tym przypadku nieredukowalny.
8. Niech q = ∆ + 2 jak w poprzednim zadaniu. Uzasadnij, »e spacer losowy podany na
wykªadzie musi by¢ w tym przypadku nieredukowalny.
9. Zde�niuj problem komiwoja»era i wyja±nij jak mo»na znale¹¢ jego przybli»one rozwi¡-
zanie przy pomocy algorytmu Metropolis.
10. Poka», »e ªa«cuch Markowa zde�niowany na wykªadzie dla modelu hardcore jest ape-
riodyczny, nieredukowalny i jego miara stacjonarn¡ jest πG.
11. Poka», »e miar¡ stacjonarn¡ ªa«cuch Markowa zde�niowanego na wykªadzie dla q-
kolorowania jest πG,q.
12. Poka», »e miar¡ stacjonarn¡ dynamiki Glaubera jest π.
13. Zapoznaj si¦ z 'hardcore model with fugacity' ([LPW], rozdziaª 3.3.4), a nast¦pnie
poka», »e

tmiks(ε) ≤ cn(log n+ log(1/ε))

14. Dla G = (V,E) podzbiór wierzchoªków I ⊂ V nazywa si¦ niezale»nym w G je±li »adne
dwa wierzchoªki z I nie s¡ poª¡czone kraw¦dzi¡ w G. Niech I(G) oznacza wszystkie zbiory
niezale»ne w G. Podaj przykªad ªa«cucha, którego rozkªad stacjonarny jest rozkªadem
jednostajnym na I(G).



Spacery losowe na sko«czonych grafach
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1. Niech π b¦dzie dowoln¡ miar¡ probabilistyczn¡ na hiperkostce Zd
2 tak¡, »e π(x) > 0

dla ka»dego x ∈ Zd
2. Zde�niujmy nast¦puj¡cy ªa«cuch Markowa na Zd

2. Niech Xt = x. W
chwili t+1 losujemy jednostajnie jedn¡ ze wspóªrz¦dnych k. Niech x′ b¦dzie elementem Zd

2

ró»ni¡cym si¦ od x tylko na k-tej pozycji. De�niujemy Xt+1 = x′ z prawdopobobie«stwem
min{1, π(x

′)
π(x) } i Xt+1 = x z prawdopobobie«stwem 1−min{1, π(x

′)
π(x) }. Poka», »e π jest miar¡

stacjonarn¡ tego ªa«cucha Markowa.
2. Model Isinga jest to losowe uporz¡dkowanie spinów na zadanym gra�e G = (V,E),
tzn. losowe przyporz¡dkowanie wierzchoªkom grafu 1 lub −1. Wybieramy wi¦c losowo
element {−1, 1}V , który b¦dziemy oznacza¢ przez σ . Fizycznie interpretuje si¦ ten model
jako rozmieszczenie w wierzchoªkach grafu magnesów o orientacjach +1 lub −1.

Energi¡ systemu jest funkcja

H(σ) = −
∑

v,w∈V
v∼w

σ(v)σ(w).

Rozkªadem Gibbsa odpowiadaj¡cym energii H jest rozkªad

π(σ) =
1

Z(β)
e−βH(σ)

(Z(β) jest staª¡ normalizuj¡c¡).
Wyja±nij jak wygenerowa¢ zmienn¡ o rozkªadzie π. Oblicz macierz przej±cia.

3. Niech P b¦dzie macierz¡ przej±cia sko«czonego ªa«cucha Markowa. Je»eli λ jest warto±ci¡
wªasn¡ P , to |λ| ≤ 1.
4. Je»eli P jest nieredukowalna, to przestrze« wªasna odpowiadaj¡ca 1 jest jednowymia-
rowa.
5. Je»eli P jest nieredukowalna i aperiodyczna, to −1 nie jest warto±ci¡ wªasn¡ P .
6. Zaªó»my, »e ªa«cuch Markowa jest nieredukowalny. Poka», »e {t : P t(x, x) > 0} ⊂ 2Z
wtedy i tylko wtedy gdy −1 jest warto±ci¡ wªasn¡ P .
7. Zaªó»my, »e ªa«cuch Markowa jest nieredukowalny. Poka», »e {t : P t(x, x) > 0} ⊂ kZ
wtedy i tylko wtedy gdy pierwiastek k-tego stopnia z 1 jest warto±ci¡ wªasn¡ P .
8. Niech P b¦dzie nieredukowalna. Zaªó»my, »e macierz A speªnia 0 ≤ A(i, j) ≤ P (i, j)
oraz A ̸= P . Poka», »e ka»da warto±¢ wªasna λ macierzy A speªnia |λ| < 1.
9. Niech P̃ = 1

2P + 1
2I b¦dzie macierz¡ przej±cia leniwej wersji spaceru losowego generowa-

nego przez macierz przej±cia P . Poka», »e wszystkie warto±ci wªasne P̃ s¡ nieujemne.
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1. Poka», »e je»eli P jest macierz¡ przej±cia odwracaln¡ wzgl¦dem pewnej miary π, to

P 2t+2(x, x) ≤ P t(x, x).

2. W dwóch urnach znajduje si¦ w sumie n kul. W ka»dym kroku losujemy jednostajnie
jedn¡ z kul i wkªadamy j¡ do losowej urny (z prawdopobobie«stwem 1/2). Wyznacz miar¦
stacjonarn¡ tego procesu. Oszacuj czas mieszania tmiks.
3. Rozwa»my spacer losowy na {0, 1 . . . , n} taki, »e

P (k, k − 1) = P (k, k + 1) =
1

2
dla k = 1, . . . , n− 1

oraz P (0, 1) = P (n, n− 1) = 1. Znajd¹ warto±ci wªasne i funkcje wªasne P .
4. Rozwa»my spacer losowy na 0, 1 . . . , n taki, »e

P (k, k − 1) = P (k, k + 1) =
1

2
dla k = 1, . . . , n− 1

oraz

P (0, 1) = P (0, 0) = P (n, n− 1) = P (n, n) =
1

2
.

Znajd¹ warto±ci wªasne i funkcje wªasne P .
5. U»ywaj¡c metody spektralnej oszacuj czas mieszania dla prostego spaceru losowego na
torusie Zn × Zm

6. U»ywaj¡c metody spektralnej oszacuj czas mieszania dla leniwego spaceru losowego na
Zn
3 (zostajemy w aktualnym wierzchoªku z prawdopobobie«stwem1/3).

7. Niech Ω b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡ z metryk¡ ρ i niech P b¦dzie macierz¡ przej±cia
pewnego ªa«cucha Markowa na Ω. Zaªó»my, »e istnieje staªa θ < 1 taka, »e dla ka»dego
x, y ∈ Ω istnieje parowanie (X1, Y1) miar P (x, ·), P (y, ·) speªniaj¡ce

Ex,y[ρ(X1, Y1)] ≤ θρ(x, y).

Poka», »e je»eli λ ̸= 1 jest warto±ci¡ wªasn¡ P , to |λ| ≤ θ. W szczególno±ci γ∗ ≥ 1− θ.
8. Wywnioskuj z poprzedniego zadania, »e w algorytmie generuj¡cym losowe poprawne
q-kolorowanie

γ∗ ≥
1

3n∆
.

9. Rozwa»my na hiperkostce Zn
2 odlegªo±¢ Hamminga ρ(x,y) =

∑
|xi − yi|. Uzasadnij, »e

dla leniwego spaceru losowego γ∗ ≥ 1/n.
Referat. 10. ([LPW], strona 96) Poka», »e w tasowaniu Top-To-Random

tmiks(ε) ≥ n log n− αn.

Referat. 11. ([LPW], strona 95) Przedstaw dolne oszacowania czasu mieszania leniwego
spaceru losowego na hiperkostce.



Spacery losowe na sko«czonych grafach

Klasówka

Rozgrzewka:
R1. Zde�niuj poj¦cie miary stacjonarnej.
R2. Zde�niuj norm¦ caªkowitego wahania. Podaj 2 równowa»ne de�nicje.

1. Rozwa»my leniwy spacer losowy na Z3, taki, »e w ka»dym kroku pozostajemy z prawdo-
pobobie«stwem 1/2 w aktualnym wierzchoªku i z prawdopobobie«stwem 1/4 przechodzimy
do jednego z s¡siadów. Podaj miar¦ stacjonarn¡. Uzasadnij odpowied¹.
2. Król znajduje si¦ w rogu szachownicy. Zaczyna si¦ porusza¢ w sposób losowy wybieraj¡c
za ka»dym razem w sposób jednostajny jeden z dozwolonych ruchów. Jaka jest warto±¢
oczekiwana liczby ruchów po których król wróci do punktu startowego? Dla przypomnienia:
król mo»e przemie±ci¢ si¦ na jedno s¡siaduj¡cych pól

3. Rozwa»amy prosty spacer losowy na peªnym drzewie binarnym o gª¦boko±ci n. Jest to
drzewo z korzeniem, w którym ka»dy wierzchoªek, do gª¦boko±ci n, ma 2 potomków. Poni»ej
przykªad peªnego drzewa binarnego o gª¦boko±ci 3.

• Czy ten spacer jest odwracalny?
• Podaj miar¦ stacjonarn¡
• Zaªó»my, »e spacer losowy startuje w korzeniu. Niech τ b¦dzie pierwszym momen-
tem, w którym odwiedzony zostanie jeden z li±ci (tzn. wierzchoªek bez potomków).
Oblicz Eτ .

4. Niech Xt b¦dzie spacerem losowym na grupie G generowanym przez miar¦ probabili-
styczn¡ µ. Zde�niujmy miar¦ µ̃(g) = µ(g−1) na G i niech X̃t b¦dzie spacerem losowym
generowanym przez µ̃. Oznaczmy przez µt i µ̃t rozkªady Xt i X̃t. Poka», »e

∥µt − U∥TV = ∥µ̃t − U∥TV,

gdzie U jest miar¡ jednostajn¡ na grupie G.
5. Oblicz ∥µ− ν∥TV dla nast¦puj¡cych przykªadów

• µ ∼ Bin(4, 1/2), ν ∼ Bin(4, 1/4)
• µ jest miar¡ jednostajn¡ na Sn (grupie permutacji), a ν jest miar¡ jednostajn¡ na
wszystkich permutacjach zachowuj¡cych 1.


