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Pracownia 1

Wprowadzenie do programu Mathematica

Przydatne polecenia

Sin[x], Cos[x], Tan[x], Cot[x] funkcje trygonometryczne

Sqrt[x], Logl[x], x"n, Pi, E Vv, logz, ", 7, e

Factor [x"3+x] roztéz wielomian x3 4+ x na czynniki

Expand [ (a+b) 7] rozwint wielomian

Solve [{2x+3y==4, 5x+6y==7},{x,y}] rozwiaz uktad réwnan z niewiadomymi z i y

NSolve[x"5-3x+1==0, x] rozwigz numerycznie robwnanie z niewiadoma x

FindRoot [f [x]==g[x],{x,5}] znajdZz numerycznie rozwigzanie w poblizu x = 5

// N podaj warto$¢ numeryczna (przyblizona)

a=3 zdefiniuj statag a = 3

f[x_] = 5x+Sin[x] zdefiniuj funkcje f(z) = bz +sinzx

Clear[a] wyczy$¢ przypisanie stalej/funkcji a

D[f[x],{x,2}] oblicz druga pochodna funkcji f(z) zmiennej

Limit [f[x], x->Infinity] lim, o0 f(2)

Plot[f[x],{x,0,1}] narysuj wykres y = f(z) dla0 <z <1
Wprowadzenie

Przyktad 1. Rozwigz réwnanie x3 — 2x +1 = 0. Nastepnie znajds wartosé numeryczng pierwiastkow.

Solve[x~3 - 2x + 1 == 0]
h// N
xr+4

Przyklad 2. Znajdz wartosé f”(%), gdzie f(x) = T
x x

flx] =+ 4)/(x"2+5x+ 7)4;
glx_1 = DIf[x], {x, 2}]

gl1/4]

gl1/4]1 // N

Przyklad 3. ZnajdZ pierwsze 3 nieujemne rozwigzania réwnania tanx = x.

Solve[x == Tan[x], x]

Plot [{Tan[x], x}, {x, 0, 10}]
FindRoot [x == Tan[x], {x, 0}]
FindRoot[x == Tanl[x], {x, 4}]
FindRoot [x == Tanl[x], {x, 8}]
FindRoot [x == Tanl[x], {x, 7}]
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Zadania

Zadanie 1. Oblicz
sin {5
tan 1+ %
Zmajdz warto$é numeryczng tego wyrazenia.
Zadanie 2. Narysuj wykres funkcji f(x) =z i znajdz lim,_,o f(x).
Zadanie 3. Narysuj we wspolnym uktadzie wspdtrzednych wykresy funkcjyi sinx, sin 2z 4 sin 3zx.
Zadanie 4. Niech

xlogx
J(w) = 23 +3r—1

Oblicz f"(2).
Zadanie 5. ZnajdZ trzy pierwsze nieujemne rozwigzania rownania x + logx = tanx.

Zadanie 6. Znajds wszystkie punkty, w ktérych funkcje f(x) = x +2 i g(x) = 2? — 2sinx + 3 sie
PrzZecinajq.



Pracownia 2

Wykresy funkcji

Przydatne polecenia

Limit[f[x], x->0, Direction->1] lim,_,o+ f(x)
Limit [f[x], x->0, Direction->-1] lim, ,o- f(z)

glx_1=D[f[x],x] zdefiniuj funkcje g(z) := f/(z)
Plot [{f[x],g[x]1},{x,0,1}, narysuj wspolny wykres f(z) i g(z) dla0 <z <1 ..
PlotRange->{{0,Pi},{0,1}}] ... ustal wielko$¢ rysunku na 0 <z <7, 0 <y < 1 (opcjonalne)
Animate[Plot[...],{a,0,5%}, wykonuj animacje wykresu dla parametru 0 < a <5 ...
AnimationDirection->Backward] ... zmniejszajac warto$é¢ parametru (opcjonalne)
Manipulate[Plot[...],{a,0,5}] pozwdl recznie zmienia¢ wartosé parametru 0 < a <5
Wprowadzenie

Przyklad 1. Narysuj wykres funkcji sinax dla réznych wartosci a. Wprowadz mozliwosé manipulacji
wartosciqg parametru.

Manipulate[Plot[Sin[a*x], {x, 0, 2 Pi}], {a, 1, 103}]

Przyktad 2. Narysuj animacje pokazujacq drgajgcq strune opisywang funkcjg f(x,t) = cos bt sin 2z
dla 0 < x < 2.

Animate[Plot[Cos[5 t] Sin[2 x], {x, 0, 2 Pi},
PlotRange -> {{0, 2 Pi}, {-1, 1}}], {t, O, Infinity}]

Zadania

Zadanie 1. Narysuj wykres funkcji sinax + sinbx dla réznych wartosci a 1 b. Wprowadz mozliwosé
manipulowania wartosciami parametréw a i b (uzyj opcji Manipulate ).

Zadanie 2. Dla kazdej z funkcji f(x) = sin %, g(z) = xsin %, h(z) = x?sin i
(a) narysuj wykres i przyjrzyj sie (pomniejszajgc obserwowany obszar opcjg PlotRange) jej zacho-
waniu w poblizu zera;

(b) oblicz granice w zerze;

(c) oblicz pochodng;

(d) narysuj wykres pochodnej;
)

oblicz granice pochodnej w zerze.
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Zadanie 3. SprawdZ na ile dobrym przyblizeniem funkcji trygonometrycznych dla matych kgtow x sq:

sint 2z, cosx =1, tanz = x, tan.

(a) dla kazdej z par narysuj na wspdlnym wykresie funkcje trygonometryczng oraz przyblizajgcq jg
funkcje liniowaq,

(b) przy pomocy wykresow funkcji x —sinx, 1 — coszx i tanx — x oceni dla jakich kgtow wspomniane
przyblizenie daje doktadnosé 2 cyfr po przecinku,

(¢c) sprawdz dla jakich katow btad przyblizenia nie przekracza 1%.

Zadanie 4. Narysuj animacje pokazujgcg styczng jako granice siecznych dla dowolnie wybranej funkcji,

tzn.

(a) wybierz funkcje, np. f(x) =sinx i narysuj jej wykres,
(b) wybierz punkt xo i narysuj (na jednym rysunku z wykresem f(x)) prostq przechodzqcq przez
(zo, f(20)) i (xo + I, f(zo + R)),

(¢) wykonaj animacje, ktora bedzie zmniejszaé h od 1 do 0.
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Rozwiazania

Zadanie 1
Manipulate[Plot[Sin[a*x] + Sin[b*x], {x, 0, 2 Pi}], {a, 1, 10}, {b, 1, 10}]
Zadanie 2

flx_] = x~2 Sin[1/x];
Limit[f[x], x -> 0]
glx_1 = DIf[x], x];
Plot[glx], {x, -1, 1}]
Limit[g[x], x -> 0]

Zadanie 3
Plot[{x - Sin[x], 0.005}, {x, 0, Pi/2}, PlotRange -> {{o0, Pi/2}, {0, 0.013}}]
Zadanie 4

Animate[Plot [{Sin[x], Sin[1] + (Sin[1 + h] - Sin[1])/h*x(x - 1)}, {x, -Pi, Pi},
PlotRange -> {{-Pi, Pi}, {-2, 2}}], {h, O, 1}, AnimationDirection -> Backward]



Pracownia 3

Szeregi

Przydatne polecenia

Table[f[n],{n,25}] wypisz ciag f(1), f(2),..., f(25)
Table[f[n],{n,10,20}] wypisz ciag f(10), f(11),..., f(20)
Prime [n] n-ta liczba pierwsza
Binomial [n,k] symbol Newtona (})
Sum[k~2, {k,3,n}] S rg k2
Sum[k"3, {k,n}] S i1 k3 (1 jest domy$lnym dolnym indeksem)
Sum[1/n°3, {n,4,Infinity}] S0, L
Sum[x"n, {n,1,Infinity}, oblicz sume szeregu Y 7, z" ...
GenerateConditions->True] ... i podaj warunek zbieznosci
SumConvergence[1/n"2, n] sprawdz czy szereg » . n% jest zbiezny
Reduce [n"2+m*n+m~3>=0,{m,n}] rozwiaz nieréwnos¢ z niewiadomymi m i n
Reduce [x"2+y"3==x,{x,y}] rozwigz rownanie z niewiadomymi x i y
// N oblicz przyblizona (numeryczna) wartos¢ wyrazenia
N[...,5] wartos¢ numeryczng z doktadnoscia do 5 cyfr znaczgcych
Pi, E stalemie
Simplify [%] upro$é ostatnie wyrazenie
Expand [ (a+b) 7] rozwin wielomian
Wprowadzenie

Przyktad 1. Oblicz Y 22, ;.
Sum([k/2°k,{k,1,Infinity}]
Przyktad 2. Sprawd? czy prawdziwy jest wzor 1-21 +2.22 4 ... 4 n-2" = (n—1)-2"T1 4+ 2.

Sum[k*2°k, {k, 1, n}] == (n - 1) 2°(n + 1) + 2
Simplify [%]

Przyktad 3. Wypisz 25 poczgtkowych liczb pierwszych. Oblicz ich sume.

Table[Prime([i], {i, 25}]
Sum[Prime[i], {i, 25}]
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Zadania

Zadanie 1. Oblicz
Zadanie 2. Oblicz

Zadanie 3. Sprawd? dla jakich wartosci k ponizsze szeregi sq zbiezine:

1 1 1
Z nk’ Z n(logn)k’ Z nlogn(loglogmn)k

Zadanie 4. Sprawdz czy prawdziwy jest wzor 13 +23 4+ -+ n3 = (1 +2+--- +n)2.
Zadanie 5. Oblicz

= + = + = + = +F !
3 15 35 63 4n? — 1
Zadanie 6. Oblicz promien zbieznosci szerequ potegowego
4n+5$3n+7
n62n
n
Zadanie 7. Przypomnijmy, ze stata Eulera jest zdefiniowana jako granica ciggu % —logn. Oblicz
k=1
z jak najwiekszq doktadnosciq potrafisz wartosé tej statej. Porownaj twdj wynik z rzeczywistq wartoscig

(znajdz jg w Internecie lub Mathematice).

Zadanie 8.

(a) Znajdz wzor na sume k-tych poteg kolejnych liczb naturalnych, tj. 1% +2F + ... 4 nk dla k =
1,2,3,4.

(b) Przyjrzyj sie otrzymanym wynikom. Zauwaz, zZe zawsze otrzymujesz wielomian zmiennej n i
postaw hipoteze opisujgca asymptotyczne zachowanie tego wielomianu (dla duzych n).

(¢) Sprawdz na ile dobre przyblizenie wyniku otrzymujesz stosujqc przyblizony wzor z punktu 2.

Zadanie 9. Niech w(n) oznacza liczbe liczb pierwszych nie wiekszych niz n, np. f(10) = 4. Co sqdzisz

o nastepujgcej hipotezie: dla duzych wartosci n zachodzi mw(n) = i "y
ogn

Zadanie 10. Istnieje wiele wzrorow na liczbe m. Oto kilka z nich:

z:iﬂ
4 n:02n—|—1
7'['_10—0[ 4n?
2 _n:14n2—1
2 o0

T 1
5~ 2

Z 4 2 1 1
™= — — — _

16" \8n+1 8n+4 8n+5 8n+6
LI Z 1(13 591 409 + 545 140 134n)
T )!(n!)3640 3203n+3/2

Ktory z nich uwwazasz za najlepszy do wyznaczenia wartosci w?
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Rozwiazania

Zadanie 1

Sum[1/k~2, {k, 1, Infinity}]
Sum[1/k~3, {k, 1, Infinity}]

Zadanie 2
Sum[Binomial[n, k], {k, 0, n}]
Zadanie 3

SumConvergence [1/n"k, n]
SumConvergence[1/(n*Log[n] “k), n]
SumConvergence [1/ (n*Log[n] (Log[Log[nll)~k), n]

Zadanie 4

Sum[k~3, {k, 1, n}] == Sum[k, {k, 1, n}]"2
Zadanie 5

Sum[1/(4 k~2- 1), {k, 1, n}]
Zadanie 6

SumConvergence[4~(n + 5) x~(3n + 7)/(n*6~(2n)), n]
Zadanie 7

N[Sum[1/k, {k, 1, 100000}] - Log[100000], 10]
N[EulerGamma, 10]

Zadanie 8

Table[Expand [Sum[m~k, {m, 1, n}]], {k, 1, 4}]
Zadanie 9

Table[k Log[Prime[k]]/Prime(k] // N, {k, 1, 1000000000, 10000000}]
Zadanie 10

Table[Floor[Log[10, Abs[
N[Sum[1/16"°n(4/(8n + 1) - 2/(8n + 4)-1/(8n + 5)-1/(8n + 6)), {n, 0, m}], 1000]
- N[Pi, 1000]1]1], {m, 50}]
Table[Floor[Log[10, Absl[
N[1/(12Sum[((-1)"k(6k) ! (13591409 + 545140134k))/((3k) ! (k!)~3640320~(3k + 3/2)),
{k, 0, n}]), 1000] - N[Pi, 1000]]1]1], {n, 50}]



Pracownia 4

Liniowe rekurencje

Przydatne polecenia

{{a,b},{c,d}} macierz (g Z)

{a,p} wektor (a,b)

AB iloczyn macierzy A i B

A.v iloczyn macierzy A i wektora v

MatrixPower [A,n] potega macierzy A"

A // MatrixForm zapisz macierz A w przyjaznej postaci graficznej

// N warto$¢ numeryczna (przyblizona) wyrazenia

Simplifyl[...] przedstaw wyrazenie w najprostszej postaci

Limit [f[n], n->Infinity] oblicz lim, . f(n)

f[n_]=3n+1 zdefiniuj funkcje f(n) =3n+1

Clear [f] usun z pamieci definicje funkcji lub zmiennej f
Wprowadzenie

Przyktad 1. Cigg Fibonacciego Fy, jest zdefiniowany rekurencyjnie w nastepujgcy sposob:
=1
=1
F,=F, 1+F, 2dlan>3

(a) Oblicz wyrazy ciggu Fioo, Fa00, Fio00-
(b) Znajdz ogolny wzor na n-ty wyraz ciggu F,.
(c) Oblicz granice limy, o0 Fpi1/Fy.

Zdefiniujmy wektor v, = <FFF1) oraz macierz A = <1 (1)> Woéwcezas vy = <1> Zauwazmy, ze
n
(1 1\ (Fayr\  (Fasi+Fy\  (Fag2)
Atn = (1 0) < F, ) Fro A\ Fhi1) Un+1
czyli Av, = v,41. Stad dostajemy v, = Av,_1 = A%v,_ 9 = --- = A" lv;. Podsumowujac, n-ty wyraz

ciggu Fibonacciego F), jest rowny drugiej wspohrzednej wektora A" 1v;:

A={{1,1},{1,03}};
Fln_]=(MatrixPower[A,n-1].{1,1}) [[2]]
Simplify [%]

Limit [F[n+1]/F[n], n->Infinity]

10
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Zadania

Zadanie 1. Cigg G, jest zdefiniowany nastepujgco:

G =4
Go=T
Gn=Gp1+Gp_odlan>3

(a) Oblicz wyrazy ciggu Gioo, G1 000, G10000-
(b) Znajdz ogdlny wzor na n-ty wyraz ciggu Gy,.
(¢) Oblicz granice limy, o0 Gpt+1/Gn.

Zadanie 2. Cigg H, jest zdefiniowany nastepujgco:
Hi =1

Hy=1
H, =4H, 1 —3H,_9 dlan >3

(a) Znajdz ogdlny wzor na n-ty wyraz ciggu Hy,.
(b) Oblicz granice limy, o0 Hpt1/Hp,.

Zadanie 3. Pordwnaj wyniki otrzymane w przyktadzie 1(c) oraz w zadaniach 1(c) i 2(b). Ktdry
element rekurencyi wptywa, a ktory nie wplywa na asymptotyczne zachowanie ilorazu kolejnych wyrazow
ciggu? Postaw hipoteze i przetestuj jq dla kilku przyktadow.

Zadanie 4. ZnajdZ ogolny wzor na n-ty wyraz ciggu zdefiniowanego nastepujgco:

ar =2
a2:1
a3:4

an = 301 — 4ap_9 + 2ap_3 dlan >4
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Rozwiazania

Zadanie 1

A={{1,1},{1,0}};
G[n_]=(MatrixPower[A,n-1].{4,7}) [[2]]
Simplify [%]

Limit [G[n+1]/G[n], n->Infinity]

Zadanie 2

A={{4,-3},{1,0}};
Hln_]=(MatrixPower[A,n-1].{1,1}) [[2]]
Simplify [%]

Limit [H[n+1]/H[n], n->Infinity]

Zadanie 4

A={{3,-4,2},{1,0,0},{0,1,03}};
a[n_]=(MatrixPower[A,n-1].{2,1,4})[[3]1]
Simplify [%]



Pracownia 5

Bladzenie losowe

Przydatne polecenia

{{a,b},{c,d}} macierz (ch Z)

{a,p} wektor (a,b)

AB iloczyn macierzy Ai B

A.v iloczyn macierzy A i wektora v

MatrixPower [A,n] AP

A // MatrixForm zapisz macierz A w przyjaznej postaci graficznej
// N warto$¢ numeryczna (przyblizona) wyrazenia

Simplifyl[...] przedstaw wyrazenie w najprostszej postaci

Round[x, 0.001] zaokraglij « do trzeciej cyfry po przecinku

f[n_]=3n+1 zdefiniuj funkcje f(n) =3n+1

Clear [f] usun z pamieci definicje funkcji lub zmiennej f

Table[f[n],{n,6,10}] wypisz ciag liczb: f(6), f(7),..., f(10)

Wprowadzenie

Przyklad 1. Do domu prowadzq cztery schodki, oznaczmy je A, B, C, D. Poczgtkowo znajdujemy sie
na stopniu A (najnizszym). Po schodkach wchodzimy wielokrotnie rzucajac monetq i za kazdym razem
wykonujgc krok uzalezniony od wyniku rzutu:

o jesli wypadnie reszka, to schodzimy 1 schodek w dot, a jesli wypadnie orzet, to wchodzimy 1
schodek do gory, z tym ze:

e jesli znajdujemy sie na schodku A (najnizszym), to niezaleznie od wyniku wchodzimy 1 schodek
w gore (w dot nie da sie zejsé),

e jesli znajdujemy sie na schodku D (najwyzszym), to odpoczywamy i nigdzie dalej juz nie chodzimy.
Jakie jest prawdopodobieristwo, Ze wejdziemy na najwyzszy schodek w nie wiecej niz 10 krokach? A

nie wiecej niz 20 krokach? A ile krokéw musimy zrobié, aby prawdopodobieristwo wejscia na najwyzszy
schodek wyniosto przynajmniej 90%¢ Przynajmniej 95%¢ Przynajmniej 99% 7

Oznaczmy:

a, — prawdopodobienstwo, ze po n krokach bedziemy znajdowali sie na stopniu A
b, — prawdopodobieinistwo, ze po n krokach bedziemy znajdowali sie na stopniu B
¢, — prawdopodobienstwo, ze po n krokach bedziemy znajdowali sie na stopniu C
d, — prawdopodobienstwo, ze po n krokach bedziemy znajdowali sie na stopniu D

13
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Oczywiscie ag = 11 by = cg = dy = 0. Zauwazmy teraz, ze Gnp41 = %bn (w (n + 1)-szym kroku
znajdziemy sie na stopniu A tylko wtedy, gdy w n-tym kroku bedziemy na stopniu B i wyrzucimy
reszke). Podobnie obliczamy:

1
an+1 = §bn
1
bn—i—l = ap+ 5Cn
1
Cnt+1 = §bn
1
dn_l,_l = §Cn + dn
Jesli wprowadzimy teraz wektor
Gp
br,
Unp =
Cn
dn

to (podobnie jak na poprzednich zajeciach) zauwazymy, ze v,41 = Avy,, gdzie

0200
1t 0 3 0
4=10 00

1

00 5 1

1
skad dostajemy v, = A", gdzie vg = 8 . W zadaniu szukamy wartosci d,, ktéra jest ostatnia

0

(czwarta) wspoOtrzedng wektora A™vy.

A={{o0,.5,0,0},{1,0,.5,0},{0,.5,0,0},{0,0,.5,1}};
d[n_]=(MatrixPower[A,n].{1,0,0,0})[[4]] // N
d[10]; d[20]

Table[d[n],{n,1,40}]

Przyklad 2. Jakie jest prawdopodobieristwo, zZe rzucajgc 10 razy monetq wyrzucimy (w ktérymkolwiek
momencie) 3 orty pod rzqd?

To zadanie, wbrew pozorom, jest bardzo podobne do poprzedniego. Sprébujmy opisywaé¢ schodki
etykietami ... R, ... RO, ... ROO, ... ROOO, zamiast A, B, C', D. Nalezy to rozumie¢ tak: jesli
znajdujemy sie na schodku ... ROO, to ostatnie trzy rzuty daty nam wynik R, O i O. Stajemy na
najnizszym schodku i rzucamy moneta. Je$li wyrzucimy reszke, zostajemy na najnizszym schodku,
jesli orta — wchodzimy schodek wyzej. Na kazdym kolejnym schodku, wyrzucenie orta oznacza krok do
gory, za$ wyrzucenie reszki (uwagal), spadek na sam dot. Jesli znajdziemy sie na najwyzszym schodku,
nigdzie juz nie idziemy (wyrzuciliémy juz 3 orty pod rzad). W zadaniu pytanie jest o prawdopodobien-
stwo, ze po 10 krokach znajdziemy sie na najwyzszym schodku.

A={{'5,‘5,'550}’{‘5’010’0},{0"55050}’{0,0,'5,1}};
d[n_]l=(MatrixPower[A,n].{1,0,0,0})[[4]1];
Round [d[10],0.001]

Zadania

Zadanie 1. Rozwiqz problem postawiony w Przyktadzie 1 w sytuacyi, gdy schodkow jest piec.

Zadanie 2. Jakie jest prawdopodobieristwo, zZe rzucajgc monetq 20 razy wyrzucimy 4 orty pod rzqd?
A ile razy trzeba rzucié, by prawdopodobienistwo wyrzucenia 4 ortéw pod rzqed wyniosto przynajmniej

90%? A 95%%? A 99%°?
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Zadanie 3. Jakie jest prawdopodobieristwo, ze rzucajgc kostkq do gry 100 razy, zdarzy nam sie wyrzucié
5 szostek z rzedu?

Zadanie 4. Na stole lezy 10 kamykow. Rzucamy kostkq do gry i jesli wyrzucimy 1, 2, 8 lub 4 oczka,
to zabieramy ze stotu takq liczbe kamykow (jesli na stole jest mniej kamykow niz liczba wyrzuconych
oczek, to zabieramy wszystkie kamyki). Jesli wyrzucimy 5 lub 6 oczek — tracimy wszystkie zebrane
kamyki (odktadamy je z powrotem na stét). Gra konczy sie, gdy zbierzemy wszystkie 10 kamykow.
Jakie jest prawdopodobienistwo, ze gra zakoriczy sie w nie wiecej niz 10 ruchach? 20 ruchach? 100
ruchach?

Zadanie 5. Zdefiniuj funkcje p(n) obliczajacq prawdopodobieristwo zakoriczenia gry z poprzedniego
zadania w doktadnie n ruchach. Warto$é oczekiwang liczby ruchow, w ktorych koriczy sie gra (tzn.
sredniq liczbe ruchdw, po ktorych koriczy sie gra) obliczamy wedtug wzoru

> n-p(n)
n=1

Oblicz warto$é oczekiwang liczby ruchdw po ktorych koriczy sie gra z poprzedniego zadania. Jesli polece-
nie Limit nie zadziala, uzyj polecenia Table do wypisania odpowiednio duzej liczby sum czesciowych.

Zadanie 6. Do dziesieciu pojemnikow ustawionych w rzedzie wrzucamy losowo jedng kule, biatq lub
czarng. Prawdopodobiernstwo wrzucenia kuli biatej do danego pojemnika wynosi 2/5, a czarnej 3/5.
Oblicz prawdopodobieristwo, ze w trzech kolejnych pojemnikach znajdujq sie kule czarne.

Zadanie 7. Gracze A i B rozgrywajg ze sobg kolejne partie. Prawdopodobieristwo wygrania pojedynczej
partii przez gracza A wynosi 2/3, a przez gracza B, 1/3. Gracz, ktory wygra 3 kolejne partie wygrywa
catq rozgrywke. Oblicz prawdopodobieristwo, Ze ostatecznym zwyciezcq zostanie gracz B.
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Rozwiazania

Zadanie 1

A={{0,.5,0,0,0},{1,0,.5,0,0},40, .5,0,.5,0},{0,0,.5,0,0},{0,0,0,.5,1}};
e[n_J]=MatrixPower[A,n] [[5,1]1];
Table[Round[e[n],0.001],{n,50}]

Zadanie 2

A={{'5"5,'5"530}’{'5’05050,0}’{0,'5’0’0’0},{O,O"5,0,0}’{0’0’0"5’1}};
e[n_]=MatrixPower[A,n][[5,1]];
Table[Round[e[n],0.001],{n,50}]

Zadanie 3

p=1/6; q=5/6;

A={{q,9,9,9,9,0},{p,0,0,0,0,0},{0,p,0,0,0,0},
{0,0,p,0,0,0%},{0,0,0,p,0,0},{0,0,0,0,p,1}};

x[n_J]=MatrixPower[A,n] [[6,1]];

Round [x[100],0.001]

Zadanie 4

A=1/64
{2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,0},
{1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0%},
{1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0},
{1,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0%},
{1,1,1,1,0,0,0,0,0,0,0},
{0,1,1,1,1,0,0,0,0,0,0},
{0,0,1,1,1,1,0,0,0,0,0},
{0,0,0,1,1,1,1,0,0,0,0%},
{0,0,0,0,1,1,1,1,0,0,0},
{0,0,0,0,0,1,1,1,1,0,0%},

{0,0,0,0,0,0,1,2,3,4,6}}
MatrixPower[A,10] [[11,1]1]1//N

Zadanie 5

pln_l=(MatrixPower[A,n]-MatrixPower[n-1,1]) [[11,1]];
Table[Sum[p[k]*k,{k,1,n}],{n,1,100}] // N

Zadanie 6

A=1/5{

{2,3,0,0},

{2,0,3,0},

{2,0,0,3},

{0,0,0,5}}
MatrixPower[A,10]1[[1,4]11//N



Pracownia 6

Kredyt 1 emerytura

Przydatne polecenia

Manipulate[(1+p) "n, manipuluj wyrazeniem (1 + p)™ ...
{p,2,5},{n,25,35}] Ldla2<p<bi25<n<35
Plot[f[t], {t,10,20}, narysuj wykres funkcji f(¢) dla 10 <t <20 ...
PlotRange->{{1,10},{-3,3}}] ... ustal rozmiar rysunku 1 <z <101 —3 < y < 3 (opcjonalne)
Wprowadzenie

Jesli sptacamy w ratach zaciggniety w banku kredyt, to kazda rata sktada sie z dwoch czesci: raty od-
setkowej, czyli odsetek od biezacego zadtuzenia za ostatni miesiac i raty kapitatowey, czyli sptaty czesci
kredytu. Poniewaz kazdego miesigca nasz dtug jest mniejszy, wiec rata kredytu powinna maleé¢. Jednak
zazwyczaj bank, dla wygody kredytobiorcy, ustala stala kwote raty na caly okres kredytowanial. Jak
obliczy¢ wielkosé takiej raty?

Przyjmijmy, ze zaciagamy kredyt na kwote K zt oprocentowany na p% w skali roku i bedziemy go
sptaca¢ w n réwnych ratach, po r zt miesiecznie. Wobec tego kazdego miesigca nasze zadtuzenie
powigkszy si¢ o odsetki za ostatni miesigc, czyli zwickszy si¢ (1 + ¢) razy (gdzie ¢ = 1355), a nastepnie
zmniejszy o kwote r zaptaconej raty. Zadluzenie w kolejnych miesigcach bedzie wiec wynosito:

Miesige Zadluzenie
0 K
1 K-(1+4q)—r
2 K-(1+q)—7)-04+q—-r=K-(1+¢?>—r-(1+q)+1)
3 (K-(14+¢?=7-(14+¢+1)-1+q —r=K-1+¢°—7-(1+¢>+Q+¢q) +1)

m K- (4q) =1 (L4q)" et (1492 +(14q) +1)

Wysokos¢ raty r powinna by¢ tak ustalona, by wyrazenie w ostatnim wierszu byto rowne zero (tzn. po
zaplacie n-tej raty kredyt bedzie catkowicie sptacony). Stosujac wzoér na sume szeregu geometrycznego
nietrudno wyprowadzi¢ wzér na wysokos¢ raty r w zaleznoéci od kwoty kredytu K, liczby rat n i
oprocentowania p% w skali roku.

!Poniewaz oprocentowanie kredytu jest zmienne, wiec wielkosé raty moze ulega¢ zmianie, gdy zmienia sie oprocento-
wanie kredytu.

17
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Zadania

Zadanie 1. Bank udziela ci kredytu hipotecznego na kwote 350.000 zt, na 30 lat, oprocentowanego na
6,5% w skali roku.

(a) Oblicz miesieczng tego rate kredytu hipotecznego.

(b) Oblicz o ile zmieni sie rata kredytu, jesli okres kredytowania wydtuzymy do 35 lat lub 40 lat albo
skrocimy do 25 lat. Uzyj opcji Manipulate.

(¢) Oblicz jak zmieni sie rata kredytu, jesli stopa procentowa zwickszy sie o 0,5 pkt. procentowego, o
1 pkt. procentowy, o 1,5 pkt. procentowego. Uzyj opcji Manipulate.

Zadanie 2.

(a) Narysuj wykres wysokosci raty kredytu na 100.000 2t o okresie kredytowania 30 lat jako funkcje
stopy procentowe;.

(b) Narysuj wykres wysokosci raty kredytu na 100.000 zt oprocentowanego na 6% w skali roku jako
funkcje dtugosci okresu kredytowania.

Zadanie 3. Przez 30 lat wptacasz co miesige 100 zt do funduszu emerytalnego. $rednia roczna realna
stopa zwrotu z inwestycji w jednostki tego funduszu to 2%. Wyprowadz wzor na zgromadzony kapitat (w
podobny sposdb jak wzor na rate kredytu) i oblicz jaki kapitat zgromadzisz po 30 latach. Przy pomocy
opcji Manipulate sprawd? jak zmiana realnej stopy zwrotu wplywa na zgromadzony kapital.

Zadanie 4. Zrob symulacje pokazujgcqg wpltyw wieku emerytalnego na wysokosé twojej emerytury. W
tym celu przyjmij nastepujgce zatozenia:

e pracujesz nieprzerwanie od ukoriczenia studiow do osiggniecia wieku emerytalnego,

e twoje realne wynagrodzenie jest state przez caly okres pracy (zatozenie to vwzgledniamy przyjmu-
jac zerowq inflacje i state wynagrodzenie),

o sktadka emerytalna to 19,52% wynagrodzenia brutto,

e realna stopa zwrotu z inwestycji funduszu emerytalnego (lub realna stopa waloryzacyi kapitatu
dokonywanej przez ZUS) miesci sie w przedziale [0%,5%)] (uzyj opcji Manipulate),

o wiek emerytalny to 60 lat, 65 lat lub 67 lat.

Podobnie jak w poprzednim zadaniu oblicz kapital emerytalny zgromadzony w momencie przejscia na
emeryture a nastepnie podziel go przez oczekiwana dalszg dhugo$é trwania zycia? wyrazong w miesig-
cach. Otrzymasz w ten sposdb szacunkowq wysokosé emerytury. Wykonaj symulacje osobno dla kobiet
i dla mezezyzn. Odpowiedz na pytanie jak duzy wzrost szacowanej emerytury (w procentach) spowoduje
podwyzszenie wieku emerytalnego dla kobiet z 60 lat do 67 lat ¢ dla mezczyzn z 65 lat do 67 lat.

2Dane znajdziesz na stronie GUS, w publikacji http://www.stat.gov.pl/cps/rde/xbcr/gus/PUBL_trwanie_zycia_
2007 . pdf
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Rozwiazania

Zadanie 1

K=350000;
Manipulate[q=p/1200; Kxq (1+q)~(12n)/((1+q)~(12n)-1) // N, {p,3,10}, {n,20,40}]

Zadanie 2a

Clear([p,ql;

K=100000; n=360;

qlp_1=p/1200;

Plot [Kxq[p] (1+qlpl)~n/((1+qlpl)~n-1), {p,0,10}]

Zadanie 2b

Clear[n];
K=100000; qg=6/1200;
Plot[K*q(1+q) "n/((1+q)"n-1), {n,10,50}, PlotRange->{{10,50},{0,10000}}]

Zadanie 3

r=100; n=360;
Manipulate [r*((1+(q/1200))"n-1)/(q/1200),{q,0.1,5}]

Zadanie 4

Oczekiwana dalsza dhugos$é trwania zycia:
60-letnia kobieta: 23 lata,

65-letni mezczyzna: 14,6 lat,

67-letnia kobieta: 17,3 lat,

67-letni mezczyzna: 13,4 lat.

r=.1952%3646;

n=(65-24)*12;
K[p_]=r*((1+(p/1200))"n-1)/(p/1200) ;
Manipulate[K/(14.6%12),{p,0.1,5}]



Pracownia 7

Petle 1 instrukcje warunkowe

Przydatne polecenia

Do[Print[k], {k,5,12}] wykonaj Print[k] dlak =5, 6, 7,..., 12

Print [k]

While[n<5, Print[n]]
n++

If[x==3, 1, 0]
If[x<5 && x>2, 1, 0]
If[x>5 || %<2, 1, 0]
If[x!=2, 1, 0]

Prime [n]

PrimeQ [p]

1PrimeQ [p]
Divisible[n,m]
GCD[m,n]
Sum[f[n],{n,1,10}]

wydrukuj wartos¢ zmiennej k

wykonuj polecenie Print [k] dopéki n < 5
zwicksz zmienna n o 1

jezeli x = 3 zwrd¢ warto$é 1, w przeciwnym razie zwroéé wartosé 0
jezeliz <5ix >2 ..

jezelix >Hlubxz <2 ..

jezeli x #£ 2 ...

n-ta liczba pierwsza

czy p jest liczba pierwsza

czy p nie jest liczbg pierwsza

czy n dzieli sie przez n

NWD(m,n)

> k=1 [ ()

Wprowadzenie

Przyktad 1. Wypisz wszystkie liczby pierwsze z przedziatu [120, 150].
Do[If[PrimeQ[n],Print[n]],{n,120,1503}]

Przyktad 2. Oblicz sume wszystkich liczb pierwszych mniejszych od 100.

Sa trzy rézne sposoby rozwigzania tego zadania:

Sum[If[PrimeQ[n],n],{n,1,100}]

suma=0; Do[If[PrimeQ[n], suma=suma+n],{n,1,100}]

suma

suma=0; Forl[n=1, n<=100, n++, If[PrimeQ[n], suma=suma+n]]
suma

Przyktad 3. Oblicz ile jest liczb trzycyfrowych niepodzielnych przez 8 ani przez 7.
Sum[If[!Divisible([n,3]&&!Divisible[n,7],n,0],{n,100,999}]
Przyktad 4. Oblicz sume wszystkich utamkow nieskracalnych mniejszych od 1, ktorych licznik i mia-

nownik nie przekraczajg 5.

20
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suma = 0;
Do [suma=suma+If [GCD [k, jl1==1,k/j,0],{k,1,5},{j,k+1,5}]
suma

Zadania

Zadanie 1. Oblicz 10! uzywajac (a) petli Do, (b) petli For, (c) While.
Zadanie 2. Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych z przedziatu [1,100] niepodzielnych przez 7.

Zadanie 3. Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych z przedziatu [1,100] podzielnych przez 3 lub przez
5. Wypisz wszystkie te liczby.

Zadanie 4. Znajdz liczbe liczb naturalnych w przedziale [1,1000], ktdre nie sq podzielne przez 2, przez
3, ani przez 7. Nie wypisuj tych liczb.

Zadanie 5. Wypisz kwadraty wszystkich liczb pierwszych z przedziatu [1,20].

Zadanie 6. Oblicz sume wszystkich utamkdéw postaci %, gdzie p < q oraz p 1 q sq¢ liczbame prerwszymi
mniejszymi od 20.

Zadanie 7. Znajdz najmniejszq (a) czterocyfrowa, (b) pieciocyfrowa, (c) szesciocyfrowq liczbe pierwszq.

Zadanie 8. Liczby blizniacze to dwie liczby pierwsze roznigcee sie 0 2, np. 31 5 lub 41 1 43.

(a) Wypisz pierwsze 20 par liczb blizniaczych.
(b) Wypisz wszystkie pary 4-cyfrowych liczb blizniaczych.
(¢c) Zdefiniuj funkcje, ktora znajduje pare nagmniejszych liczb blizniaczych wiekszych od n (wykorzystag

polecenie Module). Uzyj jej do znalezienia pary najmniejszych liczb blizniaczych wiekszych niz
1090,

Zadanie 9. Zdefiniuj funkcje, ktora dla zadanego n znajduje najmniejsze liczby czworacze wieksze od n
(czyli czworki liczb p, p+2, p+6, p+8 takie, ze wszystkie cztery sq liczbami pierwszymi). Wykorzystaj
jg do znalezienia najmniejszych liczb czworaczych wickszych niz 10Y°. Zastanéw sie dlaczego chcemy
byp, p+2,p+6 ¢ p+ 8 byly pierwsze, nie zaSp, p+2, p+4 1 p+6.

Zadanie 10. Liczba 2520 to najmniejsza liczba podzielna przez kazdg z liczb od 1 do 10. Jaka jest
najmniejsza liczba naturalna podzielna przez kazdg z liczb od 1 do 139 A przez kazdg z liczb od 1 do
207 do 307 do 507
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Rozwiazania

Zadanie 2
Sum[If[!Divisible[n,7],n,0],{n,1,100}]
Zadanie 3
Sum[If[Divisible[n,3]||Divisible[n,5],n,0],{n,1,100}]
Zadanie 4
Sum[If[!Divisible[n,2]&&!Divisible[n,3]&&!Divisible[n,7],1,0],{n,1,1000}]
Zadanie 5
Do[If[PrimeQ[n],Print[n~2]]1,{n,1,20}]
Zadanie 7

n=1000;
While[!PrimeQ[n] ,n++];
n

Zadanie 8b
Do[If[PrimeQ[n]&&PrimeQ[n+2],Print[n," ",n+2]],{n,1000,9997}]
Zadanie 8c

bliz[n0_] :=Module[{n=n0}, sukces=0;

i=n;
While [sukces==0,
If [PrimeQ[i]&&PrimeQ[i+2] ,Print[i," ",i+2]; sukces++]; i++]]
bliz[10"60]
Zadanie 9

czwor [n0_] :=Module [{n=n0}, suk=0;
i=n;
While[suk==0,
If [PrimeQ[i]&&PrimeQ[i+2] &&PrimeQ[i+6]&&PrimeQ[i+8],
Print[i," ",i+2," ",i+4," ",i+6]; suk++]; i++]]
czwor [10~15]



Pracownia 8

Grafika

Przydatne polecenia

Graphics[ ... 1] utworz dwuwymiarowy obiekt graficzny

Circle[{x,y}, rl utworz okrag o srodku w punkcie (z,y) i promieniu r

Show [Graphics[Circle[{0,0}, 2]1]] narysuj okrag o promieniu 2

Disk[{x,y}, r] utworz kolo (zamalowane) o srodku (z,y) i promieniu r

Point [{x,y}] utworz punkt w punkcie (z,y)

Line[{{x1,y1}, {x2,y2}, ...}] narysuj linie laczaca punkty (z1,yl), (22,42), ...

Rectangle[{x1,y1}, {x2,y2}] utworz wypelniony prostokat taki, ze punkty (z1,y1) i (22,y2)
sg koncami jednej z przekatnych

Polygon[{{x1,y1}, {x2,y2}, ...}] utwérz wypelniony wielokat, ktérego wierzchotkami sa
punkty (z1,y1), (z2,y2), ...

Text[’abc’, {x,y}] napisz abc tak, ze srodek napisu jest w punkcie (x,y).

Zadania

Zadanie 1. Narysuj ponizszy rysunek

Zadanie 2. Narysuj ponizszy rysunek

Zadanie 3. Narysuj ponizszy rysunek
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Zadanie 4. Narysuj ponizszy rysunek

Zadanie 5. Narysuj siedmiokqt foremny. Wskazowka: mozesz utworzyé wielokqgt, ktorego wierzchotki
lezg na okregu jednostkowym, wiowczas wspdtrzedne jego wierzchotkéw mozna wyrazié przy pomocy
funkcji sinus i cosinus.

Zadanie 6. Utwdrz manipular, ktory rysuje n-kqty foremne dla 3 < n < 30. Zaobserwuj jak kolejne
n-kqty przyblizajqg okrgg.

Zadanie 7. Narysuj parkietaz plaszczyzny ztozony z szesciokgtow:
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Rozwiazania

Zadanie 1

Show [Graphics[{Thickness[0.01],

Circle[{0, 0}, 1/2], Circle[{1, 0}, 1/2],
Circle[{1/2, Sqrt[31/2}, 1/2]

H1

Zadanie 2

pal1] = {0, 0}; pal2] = {1, 0}; pal3] = {1/2, Sqrt[3]/2};
pal4] (pal1] + pal2])/2; palb] = (pall]l + pal3])/2;
pal6] = (pal2] + pal3])/2;
Show [Graphics [{Thickness[0.01],

Table[Circle[paln], 1/4], {n, 1, 6}]

H1
Zadanie 3
pal1]l = {0, 0}; pal2] = {1, 0}; pal3] = {1/2, Sqrt[3]/2};
pal4] = (palll + pal2])/2; palb] = (pall] + pal3])/2;
pal6] = (pal2] + pal3])/2;
pal7] = (palll + pal4])/2; pal8] = (pal2] + pal4l)/2;
pal9] = (palll + pal5])/2;
pal10] = (pal5] + pal3]1)/2; pall1l] = (pal2] + pal6])/2;
pal[12] = (pal6] + pal31)/2;
pal13] = (pal4] + pal5]1)/2; pal14] = (pal4] + pal6])/2;
pal[15] = (pal5] + pal61)/2;

Show [Graphics[{Thickness[0.01],
Table[Circle[pal[n], 1/8], {n, 1, 15}]
1]

Zadanie 4

Show [Graphics [{
Line[{{1, 0}, {Cos[2 Pi/3], Sin[2 Pi/3]}, {Cos[4 Pi/3],
Sin[4 Pi/3]}, {1, 0}}],
Circle[{0, 0}, 11,
Circle[{0, 0}, 1/2]1},
AspectRatio -> 1]]

Zadanie 5
Show [Graphics [{LightGreen, Polygon[Table[{Cos[2 Pi k/7], Sin[2 Pi k/ 71}, {k, 1, 7}]11}]1]
Zadanie 6

Manipulate[
Show [Graphics [{Orange, PlotRange -> {{-1, 1}, {-1, 1}},
Polygon[Table[{Cos[2 Pi k/n], Sin[2 Pi k/ nl}, {k, 1, n}]11}11,
{n, 3, 30, 1}]

Zadanie 7

hix_, y_] :=

Polygon[Table[{Cos[2 Pi k/6] + x, Sin[2 Pi k/6] + y}, {k, 6}1];
Graphics [{EdgeForm[Opacity[.7]], LightBlue,

Table[h[3 i + 3 ((-1)~j + 1)/4, Sqrt[3]/2 jI, {i, 5}, {j, 10}]1}]



Pracownia 9

Krzywe stozkowe

Przydatne polecenia

Graphics[Point [{1,2}]] narysuj punkt (1,2)

Graphics[Point [{{1,2},{1,3}}]] narysuj punkty (1,2) 1 (1,3)

Graphics[Line[{{1,2},{1,3}}]1] narysuj odcinek taczacy punkty (1,2) i (1,3)

ContourPlot [x"2+y~2==4, narysuj krzywa 22 + 3% =4 ...
{x,-3,3},{y,-3,3}, ... wobszarze -3 <,y <3
AspectRatio->Automatic] ... ustal rowne jednostki na obu osiach (opcjonalne)

Show [Graphics[...],ContourPlot[...]] mnarysuj we wspolnym uktadzie wspotrzednych

Abs[x] wartos¢ bezwzgledna |x|

Wprowadzenie

Krzywe stozkowe (elipsa, hiperbola, parabola) mozna zdefiniowaé¢ na kilka sposobow:

Definicja 1 Krzywa stozkowa to zbior punktéw (z,y) spetniajacych réwnanie kwadratowe!, tzn.

azx® + by +cy® +dr+ey+ f=0

Definicja 2 Krzywa stozkowa to zbior punktow X o tej wlasnosci, ze stosunek odlegtosci X od usta-
lonego punktu F' (ogniska) do odleglosci X od ustalonej prostej [ (kierownicy) jest staly i rowny
€ > 0 (mimosrod):

| XF|:d(X,l)=¢

Definicja 3 Elipsa to zbiér punktéw X, dla ktéorych suma odleglosci od ustalonych punktow Fi i Fp
(ognisk) jest stata:
| XFi|+ | X Fy| =2a

Hiperbola to zbiér punktéow X, dla ktoérych réznica odlegltosci od ognisk jest stala:

|| XFi| — [ XF|| = 2a

Definicja 4 Krzywa stozkowa to przekrdj nieskoriczonego stozka plaszczyzng nieprzechodzaca przez
wierzchotek stozka.

!Tak naprawde oprocz krzywej stozkowej réwnaniem takim mozemy opisaé zbiér pusty, punkt, prosta lub dwie proste.
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Zadania

Zadanie 1. Narysuj krzywq opisang rownaniem az?® + bxy + cx?® = 1 i sprawd? jak zachowuge sie ona
przy manipulowaniu parametramsi a, b, c.

Zadanie 2. (Elipsa) Zaznacz dwa punkty A i B i narysuj krzywq ztozong ze wszystkich punktow X,
dla ktorych | X A|+| X B| = 2a. Wprowadz mozliwo$é manipulacji parametrem a oraz zmiany odlegtosci
punktow A i B.

Zadanie 3. (Hiperbola) Zaznacz dwa punkty A i B i narysuj krzywaq ztozong ze wszystkich punktow
X, dla ktorych || XA| — | XB|| = 2a. Wprowadz mozliwos¢ manipulacji parametrem a oraz zmiany
odlegtosci punktow A i B.

Zadanie 4. Zaznacz punkt F, prostg | i narysuj krzywq stozkowg o ognisku F', kierownicy | i mimo-
Srodzie €. Wprowadz mozliwo$é manipulowania wielko$ciq mimosrodu. Sprawdz jakq krzywg dostajemy
w przypadkach e <1, e =1, € > 1.

Zadanie 5. (dla chetnych) Narysuj nieskoriczony stozek oraz przekrdj tego stozka ptaszczyzng. Wpro-
wadZ mozliwosé manipulacyi katem nachylenia ptaszczyzny. Pokaz, ze mozesz otrzymac w ten sposdb
kazdy z trzech rodzajow krzywych: elipse, hiperbole i parabole.
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Rozwiazania

Zadanie 1

Manipulate [ContourPlot [axx~2+b*x*y+c*x~2==1,{x,-10,10},{y,-10,103}],
{a;_lri},{b)_lsl},{c’_l71}]

Zadanie 2

Manipulate [Show[
ContourPlot [Sqrt [(x+c) ~2+y~2]+Sqrt [(x-c) ~2+y~2]==2a,{x,-1,1},{y,-1,1},
AspectRatio->Automatic],
Graphics[Point [{{-c,0},{c,0}}]11],
{c,0,1},{a,0,1}]

Zadanie 3

Manipulate [Show[
ContourPlot [Abs [Sqrt [(x+c) ~2+y~2]-Sqrt [(x-c) ~2+y~2]]==2a,{x,-1,1},{y,-1,1},
AspectRatio->Automatic],
Graphics[Point [{{-c,0},{c,0}}11],
{c,0,1},{a,0,1}]

Zadanie 4

Manipulate [Show[
ContourPlot [Sqrt [(x-1) ~2+y~2]/Abs [x]==e,{x,-5,5},{y,-5,5},
AspectRatio->Automatic],
Graphics[Point [{1,0}]],
Graphics[Line[{{0,-5},{0,5}}11],
{e,0,2}]

Zadanie 5

Manipulate[
Show [ContourPlot3D [{x~2+y~2==2"2, a*x+y-3 z==-15},
{x,-10,10}, {y,-10,10}, {z,-10,10},
Mesh->None, ContourStyle->{{Yellow, Opacity[0.8]}, {Green, Opacity[0.8]1}}]1],
{a, -5, 5}]
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Cykloida

Przydatne polecenia

Animatel[...,{t,0,5}] zrob animacje dla parametru 0 <t <5

ParametricPlot [{x[t],y[t]}, narysuj krzywa zadang parametrycznie (x(t),y(t)) ...
{t,0,1}, ... dla warto$ci parametru 0 <t <1 ...
PlotRange->{{a,b},{c,d}}, ... ustal uktad wspolrzednych a < x < b, ¢ <y < d (opcjonalne) ...
Axes->Falsel ... nie wy$wietlaj osi wspolrzednych (opcjonalne)

Graphics([Circle[{x,y},r]] narysuj okrag o srodku (x,y) i promieniu r

Graphics [Disk[{x,y},r]] narysuj koto o srodku (z,y) i promieniu r

Graphics[Line[{{a,b},{c,d}}]] narysuj odcinek taczacy punkty (a,b) i (c,d)

Graphics[Rectangle[{a,b},{c,d}]] narysuj prostokat o przekatnej majacej konce (a,b) i (¢, d)

Graphics[Point [{x,y}]] narysuj punkt (z,y)

Graphics[Text [3aa",{a,b}] wydrukuj tekst “aaa” wysrodkowany wzgledem punktu (a, b)

Show [Graphics[...], wyswiet]l we wspolnym uktadzie wspotrzednych

ParametricPlot[...]]

Wprowadzenie

Cykloida to krzywa zakreslana przez punkt lezacy na brzegu okregu, ktory toczy sie (bez poslizgu)
po prostej. Naszym celem bedzie wyprowadzi¢ postaé parametryczng tej krzywej, a nastepnie ja
narysowac.

Zaltozmy, ze koto ma promien r i ma predkosé¢ obrotowa 1 (rad/s). Wobec tego $rodek kota ma predkosé
liniowa r (koto przejedzie w czasie t odlegtos¢ tr). Ustalmy uktad wspolrzednych tak, by koto jechato
po osi OX, poczatkowo jego srodek znajdowal sie na osi OY, a punkt P, ktérego slad rysujemy miat
wspolrzedne (0,0).

Ruch punktu na brzegu okregu mozna opisaé jako ztozenie ruchu postepowego $rodka kota i ruchu
obrotowego punktu P wzgledem $rodka kota. Stad:

f(t) = s(t) + p(t)
gdzie s(t) = (rt,r) jest potozeniem srodka kota w chwili ¢, zas p(t) = A(—t) - (0, —r)T jest polozeniem
punktu P wzgledem $rodka kota. Macierz A(t) = (_C(;Srf ; 22;; jest macierza obrotu o kat ¢t wokot
punktu (0, 0).

Hypocykloida to krzywa zdefiniowana podobnie jak cykloida, tyle ze okrag (o promieniu 7) toczy sie
bez poslizgu po zewnetrzu okregu o promieniu R. Przyjmijmy, ze kolto toczy sie z predkoscia 1 rad/s
(wzgledem “drogi”). Wowczas w czasie t przejedzie droge tr po okregu o promieniu R, tzn. $rodek
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porusza sie po okregu o promieniu R + r z predkoscia katowa r/R (rad/s). Z kolei punkt na brzegu
kota obraca sie wzgledem srodka kota z predkoscia katowa 1+7/R (koto obraca sie z predkoscia katowa
1 wzgledem drogi, za$ punkt stycznosci z droga obraca sie z predkoscia katowa /R wzgledem srodka
kota). Polozenie punktu P opisujemy wiec funkcja:

f(t) = s(t) +p(t)
gdzie s(t) = A(%t) - (R+7,0)T oraz p(t) = A(t(1+ %) - (—r,0)7.
Epicykloida r6zni sie od hypocykloidy jedynie tym, ze mniejszy okrag toczy sie we wnetrzu wiekszego.

Zadania

Zadanie 1. Narysuj cykloide. Nastepnie wykonaj animacje pokazujgcqg jak powstaje cykloida, tzn.
narysuj toczgcy sie okrag, jego promien poprowadzony do punktu rysujgcego krzywq, $lad tego punktu
oraz prostg, po ktorej okrag ste toczy.

Zadanie 2. Wykonaj animacje rysujocg hypocykloide dla réznych wymiernych wartosci ilorazu k =

R/r.

Zadanie 3. Napisz parametryczne rownanie epicykloidy i wykonaj animacje rysujgcg epicykloide dla
réznych wymiernych wartosci ilorazu k = R/r.

Zadanie 4. Narysuj krzywg zakreslang przez punkt lezgcy we wnetrzu kota w kazdej z sytuacji przed-
stawione] w zadaniach 1, 21 3.

Zadanie 5. Utworz animacje kwadratu “toczgcego sie” po prostey.
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Rozwiazania

Zadanie 1

Alt_]={{Cos[t],-Sin[t]}, {Sin[t],Cos[t]1}};
slt_1={t,1};
plt_1=A[-t].{0,-1};
Animate [Show[
ParametricPlot[s[t]+p[t], {t,0,T},
PlotRange -> {{0,4Pi}, {-1,3}}, Axes->False],
Graphics[{Circle[s[T],1], Line[{s[T],s[T]+p[T]}],
Line[{{0,0},{4 Pi,0}}], Point[{s[T],s[T]1+p[T1}]1}]1],
{T,0,4Pi}]

Zadanie 2

k=2.5;
Clear[A,s,p];
Alt_1={{Cos[t],-Sin[t]}, {Sin[t],Cos[t]l}};
s[t_1=A[t/k] .{k+1,0};
plt_1=A[t(1+1/k)].{-1,0};
Animate [Show [
ParametricPlot[s[t] + p[t], {t, O, T},
PlotRange -> {{-k-3,k+3}, {-k-3,k+3}}, Axes -> False],
Graphics[{Circle[s[T], 1], Line[{s[T], s[T] + p[TI}],
Circle[{0, 0}, k1, Point[{s[T], s[T] + p[T1}]1}11, {T, 0, 4 Pixk}]

Zadanie 3

k=4;
Clear[A,s,pl;
Alt_]={{Cos[t],-Sin[t]}, {Sin[t],Cos[t]}};
s[t_1=A[-t/k].{k-1,03};
plt_J1=A[t(1-1/%)].{1,0};
Animate [Show [
ParametricPlot[s[t] + p[t], {t, O, T},
PlotRange -> {{-k-3,k+3}, {-k-3,k+3}}, Axes -> False],
Graphics[{Circle[s[T], 1], Line[{s[T], s[T] + p[T]1}],
Circle[{0, 0}, k], Point[{s[T], s[T] + p[TI}]1}11, {T, 0, 4 Pixk}]
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Grafika 3D

Przydatne polecenia

ContourPlot3D [2x+3y+z==1, narysuj powierzchnie o réwnaniu 2z + 3y +2 =1 ...
{x,0,1},{y,0,1},{=z,0,1}, ... wobszarze 0 < z,y,z <1
Mesh->None, ... nie rysuj siatki (opcjonalne)
ContourStyle->{Yellow,Opacity[0.8]}, ... ustaw kolor i przezroczystos¢ (opcjonalne)
Axes->None] ... nie rysuj osi uktadu wspohrzednych (opcjonalne)
Graphics3D[Sphere[{a,b,c},r]] narysuj sfere o $rodku (a, b, c) i promieniu r
Zadania

Zadanie 1. Narysuj zbior punktow (z,y, z) spetniajgcych réwnanie
ax? +by? +c2? +dey +eyz+ fzz =0

i wprowadz mozliwo$é manipulacyi parametrami. Opisz jakie powierzchnie otrzymates (elipsoida, para-
boloida, hiperboloida jedno- lub dwupowtokowa itd.).

Zadanie 2. Narysuj nieskonczony stozek oraz przekroj tego stozka plaszczyzng. Wprowadz mozliwosé
manipulacyi katem nachylenia plaszczyzny. Pokaz, Ze mozesz otrzymaé w ten sposéb kazdy z trzech
rodzajow krzywych: elipse, hiperbole i parabole.

Zadanie 3. Narysuj przekrdj szescianu ptaszczyzng z mozliwoscig manipulacyi potozeniem i nachyle-
niem tej ptaszczyzny. Ustal jaki wielokgt mozna otrzymac jako przekrdj szescianu ptaszczyzng (wypisz
wszystkie mozliwosci). Czy mozna otrzymaé pieciokqt foremny? inny pieciokqt? szesciokqt foremny?
siedmiokqt?

Zadanie 4. Ustal na ile najwiecej cze$ci mozna podzielic przestrzen 4 ptaszczyznami. W tym celu
narysuj 4 ptaszczyzny takie, by nie miaty one punktu wspdlnego, ale by kazde trzy miaty punkt wspdlny
1 policz ile kawatkow przestrzeni otrzymates.

Zadanie 5. Narysuj 4 sfery o jednakowym promieniu, ktore sq parami styczne (piramidka z 4 sfer).
Narysuj piramidke ztozong z 10 sfer (trzypoziomowa).
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Rozwiazania

Zadanie 1

Manipulate [CountourPlot3D [a*x~2+b*y~2+c*z 2+d*zxy+exy*z+f*zxx==0,
{X;_loslo}, {Y,-lo,lo}, {25_10510}]’
{a,-1,1}, {b,-1,1}, {c, -1,1}, {d,-1,1}, {e,-1,1}, {£,-1,1}]

Zadanie 2

Manipulatel[
Show [ContourPlot3D [{x~2+y~2==2"2, a*x+y-3 z==-15},
{x,-10,10}, {y,-10,10}, {z,-10,10},
Mesh->None, ContourStyle->{{Yellow, Opacity[0.8]}, {Green, Opacity[0.8]1}}1],
{a, -5, 5}]

Zadanie 3
Manipulate[
ContourPlot3D [axx+b*y+c*z+d==0, {x,-1,1}, {y,-1,1}, {z,-1,1},

Mesh->None, Axes->None],
{a:_lyl}, {bs_lri}, {Cs_lrl}, {d,_l’l}]

Zadanie 4

ContourPlot3D [{x+y-z==0, x-y+z==0, -x+y+z==0, x+y+z==1},
{x,-2,2}, {y,-2,2}, {z,-2,2}, Mesh->None]

Zadanie 5

Show [Graphics3D [Sphere[{-1,0,0},1]],
Graphics3D[Sphere[{1,0,0},11],
Graphics3D[Sphere[{0,Sqrt[3],0},1]],
Graphics3D[Sphere[{0,0,25qrt [2/3]1},1]1]1]
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Pocisk balistyczny I

Przydatne polecenia

ParametricPlot [{x[t],y[t]}, narysuj krzywa zadana parametrycznie (z(t),y(t)) ...
{t,0,1}, ... dla warto$ci parametru 0 <t¢ <1
PlotRange->{{a,b},{c,d}}, ... ustal uktad wspohrzednych a <z < b, ¢ <y < d (opcjonalne)
AspectRatio->Automatic, ... ustal jednakowa skale na obu osiach (opcjonalne)
PlotLabel->ToString[al] ... opisz rysunek podajac warto$¢ zmiennej a (opcjonalne)

Show [Graphics[...], narysuj we wspolnym uktadzie wspodtrzednych
ParametricPlot[...]]

Tan[x Degree] oblicz tan z dla z wyrazonego w stopniach

Solve [x"2+4x-3==0,x] rozwiaz réwnanie z niewiadoma x

x1=x/.S0lve[x"2+4x-3==0,x] [[1]] oznacz przez x; pierwsze rozwiazanie réwnania

Wprowadzenie

Ruch pocisku wystrzelonego z punktu p = (zo, o) z predkoscia poczatkowa U = (v, vy) mozna opisaé
jako ztozenie ruchu poziomego (jednostajnego) i ruchu pionowego (jednostajnie przyspieszonego). Jesli
zaniedbamy opér powietrza, to réwnania takiego ruchu maja postaé:

x(t) =x0 + vy - t

t2
y(t):yO‘i'Uy't_%

Jesli wystrzelimy pocisk z punktu (0, 0) z armaty znajdujacej si¢ na rowninie, to rozwiazujac rownanie
y(t) = 0 nietrudno wyliczy¢ moment 7', w ktorym pocisk uderzy w ziemie.

Zadania

Zadanie 1. Przyjmujgc predkosé wylotowq kuli armatniej na poziomie 150 m/s narysuj trajektorie
lotu kuli i ustal odlegtosé w jakiej kula uderzy w ziemie, jesli:

(a) armata stoi na réwninie i strzela pod kgtem 30° do poziomu,
(b) armata stoi u podndza wzniesienia o nachyleniu 10° i strzela pod kgtem 40° do poziomu,

(¢) armata stoi na szczycie wzniesienia o nachyleniu 10° i strzela pod kgtem 20° do poziomu.

Zadanie 2. Ustal “doswiadczalnie” maksymalny zasieg armaty w sytuacjach 1(a), 1(b) i 1(c), zmie-
niajgc kgt nachylenia armaty. Dla jakiego kqgta nachylenia otrzymujemy maksymalny zasieg?
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Zadanie 3. Wykonaj animacje lecqcej kuli armatniej, tzn. narysuj armate (odcinek lub prostokat),

umozliwiajgc zmiane kata jej nachylenia, lecacq kule (punkt lub koto) oraz Slad zakreslany przez lecqcq
kule dla kazdej z sytuacyi 1(a), 1(b), 1(c).
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Rozwiazania

Zadanie 1

a=40;

b=10;

x[t_1=150Cos [a Degreel*t;

y[t_]1=150Sin[a Degree]l *t-9.81t"2/2;

T=t/.Solve[y[t]l==x[t]*Tan[b Degree],t] [[2]]

Show [ParametricPlot [{x[t],y[t]},{t,0,T},

AspectRatio->Automatic, PlotLabel->ToString[x[T]]1],

Graphics[Line[{{0,0},{3000,3000*Tan[b Degreel}}11]

Zadanie 2

b=10;

x[t_,a_]=150Cos[a Degree] *t;

y[t_,a_]1=1508in[a Degreel*t-9.81t"2/2;

Tla_]l=t/.Solvely[t,al==x[t,al*Tan[b Degreel,t] [[2]];

Manipulate[

Show [ParametricPlot [{x[t,a],y[t,al},{t,0,T[al},
AspectRatio->Automatic, PlotRange->{{0,2000},{0,1000}},
PlotLabel->ToString[x[T[al,al]l],

Graphics[Line[{{0,0},{3000,3000%Tan[b Degreel}}]11],{a,11,89}]

Zadanie 3

b=10;
x[t_,a_]1=150Cos[a Degreel*t;
y[t_,a_]1=150Sin[a Degreel*t-9.81t"2/2;
Tla_l=t/.Solvely[t,al==x[t,al*Tan[b Degreel],t][[2]];
Manipulate[
Animatel[
Show [ParametricPlot[{x[s,al,y[s,al},{s,0,t},
AspectRatio->Automatic, PlotRange->{{0,2000},{0,1000}}],
Graphics[Line[{{0,0},{3000,3000*Tan[b Degree]}}1],
Graphics[Point [{x[t,al,y[t,al}]1]1],
{t,0,Tlal}], {a,11,89}]
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Pocisk balistyczny 11

Przydatne polecenia

s=NDSolve[ zapisz w zmiennej s rozwigzanie...
{x’ [t]1==2x[t]+3, x[0]==5}, ... rownania rozniczkowego z'(t) = 2z(t) + 3, 2(0) =5
x, {t,0,103}] ... dla funkcji x w przedziale 0 <t < 10
Evaluate[x[t]/.s] funkcja x(t) zapamietana w rozwiazaniu s
Norm[{a,b}] dtugosé wektora (a, b)
Wprowadzenie

Na poprzednich zajeciach rysujac trajektorie kuli armatniej zaniedbywaliémy opér powietrza. Tym
razem wykonamy doktadniejsza symulacje, uwzgledniajac ten czynnik. Sila oporu powietrza jest zawsze
skierowana przeciwnie do kierunku ruchu i ma warto$é:

1
|Fd\=§'0d'P'A'U2

gdzie p jest gestoscia powietrza, A polem przekroju kuli, ¢4 wspotczynnikiem oporu zaleznym od
ksztaltu lecacego obiektu (dla kuli ¢q = 0,47), zas v jest predkoscia kuli.

Aby wykonaé¢ animacje ruchu kuli (tzn. polozenie w chwili ¢) potrzebujemy ustali¢ potozenie poczat-
kowe, predko$é¢ poczatkowa oraz predko$é w chwili ¢t. Dla ustalenia predkosci wystarczy znaé przyspie-
szenie kuli w chwili ¢. Rozpatrzmy osobno ruch w poziomie i w pionie. Oznaczmy przez (x(t),y(t))
polozenie w chwili ¢, natomiast przez ¥(t) = (vg(t),vy(t)) 1 @(t) = (az(t),ay(t)) wektory predkosci i
przyspieszenia w chwili t. Wowczas:

aa(t) = ~ L2 JuR(0) 4 3 (0) vt
ay(1) =~ 08 Jo2(0) T 2(0) (1) — g

Poniewaz a,(t) = v, (t) i v, (t) = 2/(t) 1 podobnie dla y, wiec mozemy to przepisa¢ w postaci uktadu
szeSciu rownan (dwa z nich to rownania rézniczkowe, a pozostale cztery to warunki poczatkowe) po-
kazanego na nastepnej stronie.
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") =~ DR DR )
(1) = L2 ST GOR 5 (1)~ g
2'(0) = vg cos ¢
y'(0) = vosin¢
z(0)=0
y(0) =0

Aby wykonaé¢ symulacje lotu kuli nalezy rozwiaza¢ powyzszy uktad réwnan rézniczkowych.

Zadania

Zadanie 1. Wykonaj symulacje lotu 20-kilogramowej zZelaznej kuli armatniej vwzgledniajgc site oporu
powietrza. Przyjmij wspdtczynnik oporu dla kuli cq = 0,47. Gestosé powietrza 1 gestosé zelaza znajdz
w Internecie. Przyjmij, zZe armata stoi na réwninte, a predkosé wylotowa kuli armatniej jest rowna 150

m/s.

(a) Narysuj tragektorie ruchu kuli dla armaty strzelajgcej pod katem 30° do poziomu. Znajdz zasieg
armaty © porownaj otrzymany wynik z wynikiem podobnej symulacji nie uwzgledniajgcej oporu
powietrza.

(b) Wprowadz mozliwosé manipulacji katem nachylenia armaty. Ustal maksymalny zasieg armaty i
dla jakiego kaqta nachylenia jest on osiggany.

(c) Wykonaj animacje lecqcej kuli armatnie;.
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Rozwiazania

Zadanie 1

c=0.47; rho=1.2; m=20;
R=((20/7700)/(4Pi/3))~(1/3);
k=-.5c*rho*Pi*R~2/m;
Manipulate[
s=NDSolve [{x’’ [t]==k*Norm[x’ [t],y’ [t]1]*x’ [t],
y?? [t]==k*Norm[x’ [t],y’ [t]]*y’ [t]-9.81,
x’ [0]==150Cos[a Degree], y’[0]==1508in[a Degreel, x[0]==0, y[0]==0},
{x,y},{t,0,15}]
ParametricPlot [Evaluate [{x[t],y[t]}/.s],{t,0,153}],
{a,1,89}]
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Grawitacja 1 predkosé¢ ucieczki

Przydatne polecenia

s=NDSolve[ zapisz w zmiennej s rozwiazanie...
{x’ [t]1==2x[t]+3, x[0]==5}, ... rownania rozniczkowego z'(t) = 2z(t) + 3, 2(0) =5
x, {t,0,10%}, ... dla funkcji x w przedziale 0 <t < 10
MaxSteps->1076] ... zwieksz liczbe krokow (dla duzych ¢, jesli wyrzuca blad)
Evaluate[x[t]/.s] funkcja x(t) zapamietana w rozwigzaniu s
Norm[{a,b}] oblicz dlugosé¢ wektora (a, b)
Graphics[Disk[{a,b},r] narysuj koto o srodku (a, b) i promieniu r
Wprowadzenie

Sita przyciagania grawitacyjnego ziemi ma wartosé

GMm

[Fy| = e

gdzie G jest stalyg grawitacyjng, M masg Ziemi, m masa ciata, zas R odlegloscig od srodka kuli
ziemskiej. Wobec tego przyspieszenie ziemskie ma warto$é

GM
Q(R) = R2

(przy powierzchni ziemi mamy g = 9.81m/s2). Oznaczajac przez r(t) polozenie ciata w chwili ¢,
przyspieszenie tego ciala bedzie wektorem réwnym:
GM
a(t) = ———5 - r(t)
r@)P?

Wyobrazmy sobie rakiete balistyczna wystrzelona poziomo (tzn. rownolegle do powierzchni ziemi) na
wysokosci 200 km nad ziemig. Ruch rakiety mozna opisa¢ nastepujacym uktadem réwnan:

by GM

"= ep 7Y
F(0) = (0.0

r(0) = (0, R + 200)

gdzie poczatek uktadu wspoédlrzednych umiescilismy w srodku Ziemi, przez R, oznaczamy promien
Ziemi, za$ przyjete jednostki to km, s i kg.
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Zadania

Zadanie 1. Narysuj tor ruchu rakiety balistycznej wystrzelonej réwnolegle do powierzchni ziemi na
wysokosci 200 km nad ziemiq z predkoscig v km/s. W tym celu sprawdz w Internecie warto$é G,
M i R, (pamietaj o niestandardowych jednostkach: km, s, kg). Wprowadz mozliwosé manipulowania
predko$cig v. Nastepnie:

e znajdz minimalng predko$é, dla ktdrej rakieta nie spadnie, ale wejdzie na orbite Ziemi (jest to
tzw. pierwsza predko$é kosmiczna),

e znajdz minimalng predkosé, dla ktorej rakieta opusci orbite Ziemi (jest to tzw. druga predkosé
kosmiczna).

Zadanie 2. Wyznacz “doswiadczalnie” pierwszg @ drugq predko$Sé kosmiczng dla Ksiezyca oraz dla
Merkurego, Marsa i Wenus. Potrzebne dane (promien i masa) znajdz w Internecie.
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Rozwiazania

Zadanie 1

G=6.673*10~(-20); M=5.97%10"24;
k=-G*M;
Manipulate[
s=NDSolve [{r’’ [t]==k*r[t]/(Norm[r[t]]~3),
r’ [0]=={v,0}, r[0]=={0,6371+200}}, r, {t,0,100000}, MaxSteps->10-6];
Show[ParametricPlot [Evaluate[r([t]/.s],{t,0,100000},
PlotRange->{{-20000,20000},{-20000,20000}}],Graphics [Disk[{0,0},6371]1]],

{v,1,15}]
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Listy 1

Przydatne polecenia

lista+3
listax2
Table[nk, {n,1,10}, {k,1,103}]
// TableForm
// MatrixForm
listal[4]]
Length[listal
Count[lista, element]
Position[lista, element]
MemberQ[lista, element]
FreeQ[lista, element]
TableForm[lista]
ColumnForm[lista]
Sort[listal
Union[lista]
Reverse[listal
Range [5]
Range [4,7]
Range[4,12,2]
Apply[f,{2,3}]
Max[a,Db]
Plus[a,b,c]
Times[a,b,c]
IntegerDigits[51231]
FromDigits[{5,1,2,3,1}]
FactorInteger[n]

dodaj 3 do kazdego elementu listy

pomnoz przez 2 kazdy element listy

utworz macierz (liste list)

zapisz w postaci tabeli

zapisz W postaci macierzy

czwarty element listy

podaj dtugosé (liczbe elementow) listy

oblicz ile razy dany element wystepuje na liscie
podaj numery pozycji, na ktérych wystepuje dany element
sprawdz, czy podany element jest na liscie

sprawdz czy podany element nie wystepuje na liscie
wypisz liste w formie tablicy

wypisz liste w formie macierzowej

posortuj liste

polacz listy, posortuj i usuni elementy powtarzajace sie
odwréé kolejnosé elementow listy

lista {1,2,3,4,5}

lista {4,5,6,7}

lista {4,6,8,10,12}

oblicz wartos¢ funkcji f(2,3)

max{a, b}

a+b+c

a-b-c

utworz liste cyfr liczby, tu: {5,1,2,3,1, }

utworz liczbe z listy cyfr, tu: 51231

rozt6z n na czynniki pierwsze (utworz liste
dzielnikéw pierwszych z wyktadnikami)
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Zadania

Zadanie 1. Skonstruuj liste zawierajgcg 11,21, ..., 10! na co najmniej 2 sposoby.

Zadanie 2. Napisz funkcje, ktora pobiera liste, a zwraca liste, w ktdrej kazdy element jest podniesiony
do kwadratu.

Zadanie 3. Wypisz wszystkie liczby podzielne przez 3 lub 7 i mniejsze niz 100

Zadanie 4. Napisz funkcje, ktora dla zadanej liczby zwraca jej najwickszy dzielnik pierwszy. Jaki jest
najwiekszy dzielnik pierwszy liczby 6008514751437

Zadanie 5. Liczba (lub stowo) jest palindromiczna jezeli czytana wprost i wspak jest taka sama, np.
121, 4554. Napisz funkcje, ktora sprawdza czy dana liczba jest palindromiczna.

Zadanie 6. Oblicz sume V14244 4/100.

Zadanie 7. Z ilu cyfr sktada sie liczba 1000! ?

Zadanie 8. ZnajdZ sume cyfr liczby 100 000!

Zadanie 9. Napisz funkcje f(k), ktora oblicza sume kwadratow cyfr liczby k.
Zadanie 10. Oblicz sume cyfr setnej liczby Fibonacciego.

Zadanie 11. ZnajdZ najwiekszq liczbe bedgcq iloczynem dwdch liczb trzycyfrowych, ktora jest palindro-
miczna.

Zadanie 12. Znajdz wszystkie liczby rowne sumie szeSciandw swoich cyfr (wykaz, zZe takie liczby nie
mogq by¢ “za duze” i utéz program przeszukugjgcy).

Zadanie 13. Czy istniejg liczby a, b, c,d mniejsze niz 1000 i parami réine takie, ze a® + b3 = ¢3 4+ d>?

2

Zadanie 14. Liczby a,b, c nazywamy trojkq pitagorejska, jezeli a® + b> = c?. Wypisz wszystkie trojki

pitagorejskie sktadajgce sie z liczb mniejszych niz 1000.
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Rozwiazania

Zadanie 2

sqrllista_] = lista"2

Zadanie 3

Union[Range[3, 100, 3], Rangel7, 100, 7]]

Zadanie 4

larr[n_] := FactorInteger[n] [[Length[FactorInteger[n]], 1]]
larr[600851475143]

Zadanie 5

Pal[n_] := n == FromDigits[Reverse[IntegerDigits[n]]]
Zadanie 6

Apply[Plus, Sqrt([Range[1, 100]1] // N

Zadanie 7

Length[IntegerDigits[1000!]]

Zadanie 8

Apply[Plus, IntegerDigits[1000000!]]

Zadanie 9

f[k_] := Apply[Plus, IntegerDigits([k]~2]

Zadanie 11

lista = {7};

Do[If[Palli j], AppendTo[lista, i jl], {i, 100, 999}, {j, i, 999}]

Max[lista]
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Listy IT

Przydatne polecenia

AppendTo[lst,al
Apply[f,{a,b,c}]
Apply[Plus,{a,b,c}]
Map[f,{a,b,c}]
Union[listal,lista2,..]

Complement[listal, lista2,

Intersection[listal, lista2,

Rest[1st]
Rotateleft[1lst]
FreeQ[listal,al

PrimeQ[n]
Divisors[n]
FactorInteger[n]
Factorial [n]
Print [k]

Wprowadzenie

..

o]

dopisz a do listy Ist i wynik podstaw pod Ist
oblicz f[a, b, c|

oblicz a + b+ ¢

oblicz { flal, f[t], flc]}

oblicz sume zbioréw (list) i

posortuj otrzymany wynik

wypisz elementy pierwszej listy,

ktoére nie znajduja sie na kolejnych listach
oblicz przekrdj wszystkich list i posortuj
usuwa z listy Ist pierwszy element

przesuwa cyklicznie wszystkie elementy listy Ist w lewo
zwraca True jezeli a nie wystepuje na liscie
i zwraca False jezeli a wystepuje na liscie
sprawdza, czy n jest liczbg pierwsza

zwraca wszystkie dzielniki n

oblicza rozktad n na czynniki pierwsze

liczy n!

pisze k na ekranie

Przyktad 1. Oblicz sumg Jz + 75 + o+ ..+ =

Apply[Plus, Map[Sqrt, Range[50]11] // N

Przyktad 2. Oblicz sume 12 + 2% + .. + 1002,

kwlk_] := k™2

Apply[Plus, Map[kw, Range[100]]]

Przyktad 3. Napisz funkcje, ktdra dla zadanej liczby n zwraca liste wszystkich liczb pierwszych dzie-

lacych n
fil{x_, _}] :=x
f2[n_] := Map[f1l, FactorInteger[n]]
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Zadania

Zadanie 1. Napisz funkcje, ktora dla zadanej liczby pierwszej n, liczy liczbe dzielnikow pierwszych
liczby n. Sprawdz jej dziatanie dla liczb: 12, 122, 3456, 4353456. (Wskazowka: FactorInteger, Length)

Zadanie 2. Utwdrz liste pierwszych 30 liczb nieparzystych, a nastepnie dla kazdego k < 30 oblicz sume
pierwszych k liczb nieparzystych.

Zadanie 3. Utworz liste pierwszych 30 liczb tréjkatnych, tzn. liczb postaci % Dla kazdego k < 30

oblicz sume pierwszych k liczb trojkgtnych.

Zadanie 4. Liczba jest doskonata jezeli jest rowna sumie wszystkich swoich dzielnikow roznych od niej
samej, np. 6 =14+2+43, 28 =1+4+2+4+ 7+ 14. Wypisz wszystkie liczby doskonate mniejsze od
10000. Znajdz liczbe doskonatq w przedziale [33500000, 33600000/

Zadanie 5. Znajdz wszystkie liczby mniejsze niz 1000, ktore sq zaréwno liczbami Fibonacciego jak 4
liczbami pierwszymi. Rozwigz to zadanie dwoma sposobami:

o utwdrz liste liczb pierwszych oraz liste liczb Fibonacciego mniejszych niz 1000 i oblicz ich przekroj;

e przy pomocy petli (While) oblicz kolejne liczby Fibonacciego i te ktdre sq pierwsze (Prime@) dotgcz
do pomocniczej listy (AppendTo).

Zadanie 6. Utwdrz liste wszystkich liczb naturalnych mniejszych niz 71, ktore nie sq liczbami pierw-
szymi (wskazowka: mozesz skorzystaé z faktu, ze liczba 71 jest 21 liczbg pierwszaq, a nastepnie uzyé
poleceri Range, Complement, Prime).

Zadanie 7. Liczba 145 ma nastepujgcq wtasnosé : 11+ 41+ 5! =1+ 24 4 120 = 145. ZnajdZ kolejng
liczbe, ktora jest rowna sumie silni swoich cyfr

Zadanie 8. ZnajdZ wszystkie liczby, ktdre sq rowne sumie pigtych poteg swoich cyfr, np. 4151 =
45+ 19455 +15=1024 + 1+ 3125+ 1.

Zadanie 9. Liczba 9801 ma nastepujgcqg wtasnosé : 9801 = (98 + 01)2. Znajdz wszystkie liczby
czterocyfrowe o tej wtasnosci (tzn. réwne kwadratowi sumy swoich dwucyfrowych czesci). Uzyj funkcji
IntegerDigits/[liczba, podstawa.

Zadanie 10. Liczby zaprzyjainione to para réznych liczb naturalnych, takich ze suma dzielnikow kazdej
z tych liczb réwna sie drugiej (nie vwzgledniajge tych dwdch liczb jako dzielnikow), np. 220 =1+ 2 4
4471+ 142 (dzielniki 284), 284 =1+2+44+5+ 10+ 11+ 20 + 22 + 44 + 55+ 110 (dzielniki 220).
Zmajdz wszystkie pary liczb zaprzyjainionych mniejszych od 100000.

Zadanie 11. Utwdrz liste 1000 nagmniejszych liczb pierwszych ztozonych wyltgcznie z liczb nieparzy-
stych : 1, 3, 5, 7, 9 (wskazowka: While, IntegerDigits, FreeQ, AppendTo).

Zadanie 12. Utworz liste 50 najmniejszych liczb pierwszych sktadajgcych sie wytgcznie z liczb : 14
8 ale takich, Ze obie te cyfry muszqg w niej wystgpic.

Zadanie 13. Liczba 4231 jest najwiekszq liczbg pierwszq ztozong doktadnie z liczb 1, 2, 3, 4. ZnajdZ
najwiekszq liczbe prerwszq ztozong doktadnie z liczb 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7.

Zadanie 14. ZnajdZ wszystkie pary liczb m i n takie Ze suma szeSciandw cyfr liczby m jest réwna jest
n, a suma szeSciandw cyfr liczby n jest réwna m.

Zadanie 15. Liczbe 1201 mozemy przedstawic w postaci x° + ny? na szesnascie sposobow. Znajds je
wszystkie (oczywiscie x, y, n majq byé liczbami naturalnymi).

Zadanie 16. Do danej liczby dodajemy te, ktora powstaje przez mapisanie jej cyfr w odwrotnym po-
rzgdku, np.1999 4+ 9991 = 11990. Do tak otrzymanej liczby stosujemy ponownie te samgq operacje:
11990 + 9911 = 21901 i tak dalej. Po kilku nastepnych iteracjach otrzymamy liczbe palindromiczng
712217. Dla kazdej poczgtkowej liczby n zawsze dojdziemy do liczby palindromicznej. Napisz procedure,
ktora zlicza, za ktorym to bedzie razem i jakq liczbe otrzymamy.
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Zadanie 17. Istniejq liczby naturalne, ktore sq kwadratami i zawierajq kazdg z 10 cyfr doktadnie jeden
raz (oczywiscie sq one dziesieciocyfrowe). Najmniejsza z nich to 1026753849 = 320432, zas najwieksza
to 9814072356 = 990662. Znajds wszystkie pozostate.

Zadanie 18. Dawno temu, podczas wojny rzymsko-zydowskiej Jozef Flawiusz wraz z grupg 41 zydow-
skich powstancow zostat otoczony przez Rzymian w jaskini! Wolgce samobdjstwo od poddania powstaricy
postanowili utworzyc kreg i zabijaé co trzecig osobe, az nikt nie pozostanie przy zyciu! Jednak Flawiusz
wraz z przyjacielem nie zgadzali sie na to bezsensowne samobdjstwo i szybko wyliczyt, gdzie powinni sta-
ngé on 1 jego przyjaciel aby jako ostatni zostali tylko oni! Znajdz te miejsca. Wskazdwka: RotateLeft,
Rest.
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Rozwiazania

Zadanie 1
dzielniki[n_] := Length[FactorInteger[n]]
Zadanie 2

tr = Table[2 n - 1, {n, 1, 30}];
suma = 0;
For[i = 1, i <= 30, i++, suma = suma + tr[[i]]; Print[suma]]

Zadanie 4

doskonala[n_] := n == Apply[Plus, Divisors([n]] - n
For[i = 1, i <= 10000, i++, If[doskonalali], Print[i]]]
For[i = 33500000, i <= 33600000, i++, If[doskonalal[i], Print([i]]]

Zadanie 7

For[i = 146, i <= 100000, i++,
If[i == Apply[Plus, Map[Factorial, IntegerDigits[i]]], Print[i]]]

Zadanie 8

pot[n_] := n"5
For[i = 2, i <= 200000, i++,
If[i == Apply[Plus, Map[pot, IntegerDigits[i]]], Print[i]]]

Zadanie 9

For[i = 1000, i <= 9999, i++, 1 = IntegerDigits[i, 100];
If[i == (1C0[11] + 1[[2]1)~2, Print[il]]

Zadanie 10

zap = {}; For[i = 1, i <= 100000, i++, j = Apply[Plus, Divisors[il] - i;
If[i == Apply[Plus, Divisors[jl] - j && i < j, AppendTol[zap, {i, j}11]
zap

Zadanie 11

i=1;
sukces = 0; lis = {};
While[sukces <= 10000, lista = IntegerDigits[Prime[i]];
If [FreeQ[lista, 2] && FreeQ[lista, 4] && FreeQ[lista, 6] &&
FreeQ[lista, 8], AppendTo[lis, Prime[i]]; sukces++]; i++]
lis
Zadanie 12

i=1;

sukces = 0; lis = {};

While[sukces <= 50, lista = Union[IntegerDigits[Prime[i]]];
If[{1, 3} == lista, AppendTo[lis, Prime[il]; sukces++]; i++]

lis

Zadanie 13

sukces = 0; 1 = 7777777,

While[sukces == 0 && i > O,
If [PrimeQ[i] && Union[IntegerDigits[il] == {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7},
sukces = 1; Print[i]]; i--]
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Fraktale

Przydatne polecenia

RandomInteger [{1, 3}] wylosuj jedna z liczb 1,2,3 (z rownym prawdopodobienstwem)
ListPlot[{0,0},{0.2,0.3}] zaznacz w uktadzie wspodlrzednych punkty
Switch[wyr,1,poll,2,pol2,...] oblicz wyrazenie wyr, jezeli jest ono 1, wykonaj polecenie poll,
jezeli 2, to wykonaj polecenie2 itd.
AB oblicz iloczyn macierzy A i B
Wprowadzenie

Gra w chaos

Przyklad 1. Mamy zadany trdjkgt o wierzchotkach A, B i C. Wybierzmy dowolny punkt xq leZgcy
wewngtrz trdjkgta. Nastepnie rzucamy kostkq. Jezeli wypadnie 1 lub 2 to wybieramy wierzchotek A,
jezeli 8 lub 4 to B, a jezeli 5 lub 6 to C'. Oznaczmy przez x1 punkt lezgcy na $rodku odcinka o koticach
w xg 1 wylosowanym punkcie. Ponownie losujemy jeden z wierzchotkow trdjkata i definiujemy xo jako
srodek odcinka tgczgcego x1 © wylosowany punkt, itd.

Narysuj pierwsze 100, 500, 5000, 20000 otrzymanych punktow.

PA = {0, 0};PB = {1, 0};PC = {1/2, 1}; X[0] = {1/2, 1/2};

For[i = 1, i <= 20000, i++, X[i] = Switch[RandomInteger[{1, 3}],
1, 1/2 (X[i - 1] + PA),
2, 1/2 (X[i - 1] + PB),
3, 1/2 (X[1i - 11 + PC)1;]

ListPlot[Table[X[i], {i, 20000}], AspectRatio -> 1]

W wyniku otrzymamy trojkat Sierpiniskiego
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IF'S

Przeksztaltcenie afiniczne T' pltaszczyzny jest to odwzorowanie postaci:
T(z) = Az + D, r € R%

gdzie A jest odwzorowaniem liniowym R?, czyli macierzg 2x2, a b € R?. Przeksztalcenie T dziala
wiec na punkcie z, najpierw naktadajac macierz A, a nastepnie przesuwajac wynik o b (translacja).
Najprostszymi przyktadami odwzorowan liniowych sa obroty, skalowanie, odbicia.

Gra w chaos jest szczegdlnym przypadkiem tzw. metody IFS (iteracyjny system funkcji, z jez. ang.
iterated function system). Metoda ta jest nastepujaca. Majac zadany ciag odwzorowan afinicznych
T, .., T} oraz punkt poczatkowy xo losujemy liczbe J ze zbioru 1, ..,k i definiujemy z; = Ty(x9), a
nastepnie powtarzamy wielokrotnie ta czynnosé.

Zauwazmy, ze jest to rzeczywiscie uogdlnienie gry w chaos. Zalézmy, ze wierzchotki tréjkata maja
wspolrzedne:
P, =(0,0), P, =(1,0), P3=(1/2,1).

Woéwcezas n-ty krok gry w chaos polega na tym, ze losujemy jeden z wierzchotkéw Pj i obliczamy

1
Tptl = E(xn + Py).

Zdefiniujmy trzy odwzorowania afiniczne

o - (1
o - (1 2)()
Ty(z) = (1(/) 9

Latwo sprawdzi¢, ze T;(z) = 3(z + P;), wigc metoda IFS jest tak naprawde gra w chaos.

Oczywiscie jezeli odwzorowania T; sg dowolne to moze sie zdarzy¢, ze otrzymany ciag punktéw nie
posiada ciekawych wlasnosci, np moze uciekaé¢ do nieskoniczonosci. Zakltada sie jednak, ze odwzorowania
T; zachowuja kwadrat K o wierzchotkach (0,0),(1,0),(1,1),(0,1) (wybor konkretnego kwadratu jest
sprawg umowna i nieraz wygodniej jest ustali¢ inny kwadrat). Latwo sprawdzi¢, czy odwzorowanie
posiada ta wlasno$é. Mianowicie odwzorowania afiniczne przeksztatcajg odcinki na odcinki. Wystarczy
wiec policzy¢ jak dziata T; na kazdym z wierzchotkoéw kwadratu K. Jezeli obraz kazdego z nich jest
zawarty wewnatrz K, to oznacza, ze czworokat rozpiety na tych punktach, beda obrazem K jest rowniez
zawarty w K.

Nastepnie pokazuje sie, ze jezeli odwzorowania T; przeksztatcaja kwadrat K w siebie, to generowany
metoda IFS zbior punktow jest zbiezny do pewnego zbioru W (nie bedziemy tu dokladnie definiowaé
w jakim sensie jest ta zbieznos¢). Zbior ten jest fraktalem, a wiec figura samopodobna. Ponadto dla
kazdego odwzorowania T;, T;(W) C W, ale zbior W spelnia mocniejsza wlasnosé:

W = Tl(W) U TQ(W) U..u Tk(W)

Powyzsza wtasnosé tatwo sprawdzi¢ dla tréjkata Sierpinskiego. Mianowicie zauwazmy, ze trojkat Sier-
pinskiego sktada sie z trzech mniejszych trojkatéw i kazdy z nich mozna otrzymaé zmniejszajac dwu-
krotnie wyjsciowy obiekt i przesuwajac go o odpowiedni wektor, i tak tez zostaly powyzej zdefiniowane
odwzorowania 17,15, T3.
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Przyklad 2. Narysuj modyfikacje tréjkgta Sierpinskiego.

e

3N
YN

Zauwazmy, ze podobnie jak w poprzednim przypadku trojkat sktada sie z trzech mniejszych iden-
tycznych trojkatow. Kazdy z nich mozna otrzymaé zmniejszajac wyjSciowy zbiér o polowe, a wiec
1/2 0
0 1/2
(0,0), (1/2,0), (0,1/2). Te trzy odwzorowania definiuja odpowiedni system IFS.

A = {{1/2, 0},{0, 1/2}}; B1 = {0, 0}; B2 = {1/2, 0}; B3 = {0, 1/2};
X[ol = {1/2, 1/2%};
For[i = 1, i <= 10000, i++, X[i] = Switch[RandomInteger[{1, 3}],
1, A.X[i - 1] + B1,
2, A.X[1 - 1] + B2,
3, A.X[i - 1] + B3];]
ListPlot[Table[X[i], {i, 10000}], AspectRatio -> 1]

naktadajac na niego macierz A = < ), a nastepnie przesuwajac o wektor odpowiednio

Przyktad 3. Wyznacz odwzorowania afiniczne zaznaczone po lewej stronie rysunku (kazdy prostokat
powstal przez odpowiednie przeksztatcenie kwadratu z literqg L w lewym gornym rogu) i narysuj labirynt
Cantora.

rr__ 3 _T p—

2 5
Al = {{1/3, 0},{0, 1/3}};B1 = {1/3, 2/3};
A2 = {{0, -1},{1, 0}}.{{1, 0},{0, 1/3}}; B2 = {1/3, 0};

A3 = {{-1, 0},{0, 1}}.A2; B3 = {2/3, 0%};

X[ol = {1/2, 1/2%};

For[i = 1, i <= 40000, i++, X[i] = Switch[RandomInteger[{1, 3}],
1, A1.X[i - 1] + Bi,
2, A2.X[1 - 1] + B2,
3, A3.X[i - 1] + B3];]

ListPlot[Table[X[i], {i, 40000}], AspectRatio -> 1]

Jednym z najbardziej znanych przyktadéw fraktali powstalych metoda IFS jest paprotka Barnsleya

Powstata ona przy pomocy ponizszego kodu. Zauwazmy, ze odpowiedni system IF'S sklada sie z czte-
rech odwzorowan afinicznych. W odréznieniu jednak od poprzednich przyktadéw nie sa one losowane

. - . . . . . 1 85 7 7
jednostajnie, a prawdopodobieristwami odpowiednio 155, 1565 1097 100
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A1 = {{0, 0},{0, 0.16}}; B1 = {0, 0};
A2 = {{0.85, 0.04},{-0.04, 0.85}}; B2 = {0, 1.6};
A3 = {{0.2, -0.26},{0.23, 0.22}}; B3 = {0, 1.6};

A4 = {{-0.15, 0.28},{0.26, 0.24}}; B4 = {0, 0.44};
Xx[o]l = {0, 0};
For[i = 1, i <= 40000, i++, j = RandomInteger[{1, 100}];
X[i] = If[j == 1, A1.X[i - 1] + B1,

If[j <= 86, A2.X[i - 1] + B2,

1f[j <= 93, A3.X[i - 1] + B3, A4.X[i - 1] + B4 1111
ListPlot[Table[X[i], {i, 40000}], AspectRatio -> 1]

Fraktalne wlasnosci tréjkata Pascala

Przyklad 4. Zaznacz pozycje w pierwszych 256 wierszach trojkgta Pascala, na ktorych wystepujg liczby
parzyste.

n = 256;

p = Table[0, {n}, {n}];
For[i =1, i <= n, i++, plli, i1] = 1];
For[i = 1, i <= n, i++, pl[[i, 11] = 1];
For[i = 3, i <= n, i++,

For[j = 2, j < i, j++,

plli, j11 = Mod[p[li - 1, j - 111 + p[li - 1, j11, 211];
punkty = {};
For[i = 1, i <= n, i++,
For[j = 1, j <=1, j++,

If[plli, j11 == 1,

AppendTo [punkty, {1/2 - i/(2 n) + j/n, 1 - i/n}1]1]]
ListPlot [punkty]

Zadania

Zadanie 1. Rozpatrzmy gre w chaos, ale tym razem dla pieciokgta. Tzn. startujemy w dowolnego
punktu lezgcego wewnglrz pieciokgta xg. Losujemy liczbe od 1 do 5 i w zaleznosci od wylosowanej
liczby wybieramy odpowiedni wierzchotek. Tym razem jednak kolejny punkt nie jest Srodkiem odcinka
taczqcego xo z wylosowanym wierzchotkiem, ale dzieli go w stosunku 1/2 (tzn. xy liczymy z wagq 1/3,
a wylosowany wierzchotek z wagq 2/3). Narysuj pierwsze 10000 punktow.

Zadanie 2. Jak wyzej, ale tym razem dzielimy odcinki w stosunku 3/5.

Zadanie 3. Napisz gre w chaos dla sze$ciokgta foremnego. W jakim stosunku nalezy dzieli¢ kolejne
odcinki, aby otrzymany ciekawy rysunek?

Zadanie 4. Napisz gre w chaos dla o$miokgta foremnego.
Zadanie 5. Narysuj poniisze fraktale metodg IFS"

Blizniacza choinka

&
| g
= & &
«#%jgt:gs}#»

!Grafiki zostaly skopiowane z ksigzki: H.O.Peitgen, H.Jiirgens, D.Saupe, Granice Chaosu. Fraktale
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Zadanie 6. Zaznacz pozycje w pierwszych 70 wierszach trdjkgta Pascala, na ktérych wystepujg liczby

podzielne przez 3.

Zadanie 7. Zaznacz w trojkgcie Pascala jedynie te punkty, ktore

a) zostawiajq reszte 2 modulo 3 (100 wierszy);

b) zostawiajq reszte 3 modulo 5 (100 wierszy);

¢) sq podzielne przez 11 (200 wierszy);
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Rozwiazania

Zadanie 1

PA = {1/6, 0};PB = {5/6, 0};PC = {1, 2/3};PD = {1/2, 1};PE = {0, 2/3};
X[o] = {1/2, 1/2};
For[i = 1, i <= 20000, i++, X[i] = Switch[RandomInteger[{1, 5}],

1, 1/3 X[i - 1] + (2 PA)/3,
2, 1/3 X[i - 1] + (2 PB)/3,
3, 1/3 X[i - 1] + (2 PC)/3,
4, 1/3 X[i - 1] + (2 PD)/3,
5, 1/3 X[i - 11 + (2 PE)/3];]

ListPlot[Table[X[i]l, {i, 20000}], AspectRatio -> 1]

Zadanie 6
n =70;
p = Table[0, {n}, {n}];
For[i = 1, i <= n, i++, pl[[i, i]] = 1];
For[i =1, i <= n, i++, plli, 111 = 11;
For[i = 3, i <= n, i++,
For[j = 2, j < i, j++,
plli, j11 = Mod[pl[i - 1, j - 111 + plli - 1, j11, 3111;
punkty = {};

For[i = 1, i <= n, i++,
For[j = 1, j <= i, j++,

If(plli, jll == 0,

AppendTo [punkty, {1/2 - i/(2 n) + j/n, 1 - i/n}]11]]
ListPlot [punkty]
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Gra w zycie

Wprowadzenie

Reguly gry w zycie sa bardzo proste. Dzielimy plaszczyzne na kwadratowe komoérki. Kazda komorka
ma o$miu sasiadow, sa to komoérki przylegajace do niej bokami i rogami. Komérka moze znajdowaé sie
w jednym ze standéw, jest martwa lub zZywa. Nastepnie w kazdym z kolejnych krokéw komoérka moze
zmieni¢ swoj stan wg nastepujacych regut:

e zywa komorka pozostanie zywa jezeli doktadnie dwie lub trzy komorki spoérod jej sasiadow sa
zywe, inaczej komorka umrze (z samotnosci lub ttoku);

e martwa komorka ozyje jezeli jest otoczona dokladnie trzema sasiadami.

Okazuje sie w zaleznosci od poczatkowego stanu komorek zachowanie uktadu moze by¢ zupelnie rézne
i czesto prowadzi do zdumiewajacych efektow.

Przyktad 1. Zagraj w zZycie zaczynajgc od ponizszego stanu

.
H h
EmEn  mEmm
k = {{0, 0, 0, 0, 0, O, O, O, O, O},
{0, 0, 0, O, 1, 1, O, O, O, O},
{0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, O, O},
{0, 0, 1, 0, O, 0, O, 1, O, O},
{0, 1, 1, 0, 0, 0, O, 1, 1, O},
{0, 1, 1, 0, O, 0, O, 1, 1, O},
{0, o, 1, 0, 0, 0, O, 1, O, O},
{0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, O, O, O},
{0, 0o, 0, 0, 1, 1, O, O, O, O},
{0, 0, 0, 0, 0, 0, O, O, O, O}};
lista = {kI};
For[m = 2, m <= 50, m++,
kold = k;

For[i = 1, i <= 10, i++, Forl[j 1, j <= 10, j++, zywe = 0;
Ifli > 1 && j > 1 && kold[[i - 1, j - 111 == 1, zywe++];
If[i > 1 && kold[[i - 1, jl] == 1, zywe++];

Tfli > 1 & j < 10 && kold[[i - 1, j + 11] == 1, zywe++];

o6
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If[ j > 1 && kold[[i, j - 111 == 1, zywe++];
If[ j < 10 && kold[[i, j + 1]] == 1, zywe++];
If[i < 10 && j > 1 &% kold[[i + 1, j - 1]] == 1, zywe++];
If[i < 10 && kold[[i + 1, jl]l == 1, zywe++];
If[i < 10 && j < 10 && kold[[i + 1, j + 1]1] == 1, zywe++];
If [kold[[i, jl1] == 1,
If[zywe == 2 || zywe == 3, kold[[i, jl] =1, k[[i, j1] = 0],
If [zywe == 3, k[[i, j1] =1, k[[i, j11 = 0]]
115
AppendTo[lista, k];
]
Manipulate[ArrayPlot[lista[[m]], Mesh -> Truel, {m, 1, 20, 1}]

Zadania

Zadanie 1. Znajdz w Internecie przyktady gry w zycie (ang. Game of Life) i przetestuj je korzystajac z
powyzszego kodu (np. pl.wikipedia.org/wiki/Gra_w_zycie , en.wikipedia.org/wiki/Conway’s_ Game_ of Life)

Zadanie 2. Utworz losowg macierz o rozmiarze 20 x 20 (50 x 50) sktadajgcq sie z zer i jedynek i zagraj
w zycie.

Zadanie 3. (Reguta jeden z oSmiu) Rozpatrzmy nastepujgcy wariant gry w zycie:

e komorka Zywa zawsze zostaje zZywa;

e komorka martwa ozywia sie, gdy doktadnie jeden jej sgsiad jest Zywy.

Utworz duzqg macierz np. 30 x 30 lub 50 x 50 ¢ nastepnie

a) zacznij uktadu w ktorym doktadnie jedna komorka znajdujaca sie w samym Srodku macierzy jest
zZywa. Narysuj obraz otrzymany po 20, 30 krokach.

b) przetestuj rézne mozliwosci uktadu poczgtkowego.

Zadanie 4. (Reguta wickszo$ci) Rozwazmy kolejny wariant gry w zZycie: jezeli 5 lub wiecej komdorek
sposrod 9 sgsiadujacych ze sobg komorek (wtaczajgc komdrke srodkowq) jest zywych, to ta komdrka
stanie sie, lub pozostanie Zywa. Wystartuj z losowej macierzy 50 x 50 (100 x 100) ¢ wykonaj okoto
20-30 krokow. Rozktad zywych komorek powinien sie ustabilizowad.

Zadanie 5. (Reguta parzystosci) Tym razem stan komdrki zalezy od niej samej (C) oraz od sqsiadow:
pdtnocnego (N), potudniowego (S), wschodniego (E) i zachodniego (W). Jezeli suma C + N + S + E
+ W (komorka zywa ma wartosé 1, a martwa 0)jest nieparzysta, to komorka jest zZywa, jezeli parzysta
to komdrka jest martwa.

a) Zagraj w zycie rozpoczynajac od jednej zywej komorki umieszczonej w lewym dolnym rogu.

b) Zagraj w zycie od stanu w ktérym zZywe komorki tworzq kwadrat 4x4 umieszczony w samym Srodku
obszaru.
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Rozwiazania

Zadanie 2

n = 50;
kk = Table[RandomInteger[], {n}, {n}];
lista = {kk};
For[m = 2, m <= 150, m++,
kold = kk;
For[i = 1, 1 <= n, i++, For[j = 1, j <= n, j++, zywe = 0;
Ifli > 1 && j > 1 && kold[[i - 1, j - 111 == 1, zywe++];
If[i > 1 && kold[[i - 1, jl] == 1, zywe++];

If[i > 1 && j < n && kold[[i - 1, j + 111 == 1, zywe++];
If[ j > 1 && kold[[i, j - 11] == 1, zywe++];
If[ j < n & kold[[i, j + 1]1] == 1, zywe++];
If[i <n && j > 1 && kold[[i + 1, j - 1]1] == 1, zywe++];
If[i < n && kold[[i + 1, jl] == 1, zywe++];
If[i <n && j < n && kold[[i + 1, j + 1]1] == 1, zywe++];
If[kold[[i, jI1 == 1,
If[zywe == 2 || zywe == 3, kold[[i, jl] = 1, kk[[i, jl] = 0],
If[zywe == 3, kk[[i, jl] =1, kk[[i, j]] = 0]]
115
AppendTo[lista, kk];
]
Manipulate[ArrayPlot[lista[[m]], Mesh -> Truel, {m, 1, 150, 1}]
Zadanie 4
n = 100;
kk = Table[RandomInteger[], {n}, {n}];
lista = {kk};
For[m = 2, m <= 30, m++,
kold = kk;
For[i = 1, 1 <= n, i++, For[j =1, j <= n, j++, zywe = 0;
If[kold[[i, jl] == 1, zywe++];
If[i > 1 && j > 1 && kold[[i - 1, j - 111 == 1, zywe++];
If[i > 1 && kold[[i - 1, jl] == 1, zywe++];
If[i > 1 && j < n && kold[[i - 1, j + 111 == 1, zywe++];

If[ j > 1 && kold[[i, j - 111 == 1, zywe++];
If[ j < n && kold[[i, j + 111 == 1, zywe++];
If[i < n && j > 1 && kold[[i + 1, j - 1]1] == 1, zywe++];
If[i < n && kold[[i + 1, j1] == 1, zywe++];
If[i < n && j < n && kold[[i + 1, j + 1]1] == 1, zywe++];
If[zywe >= 5 , kk[[i, jl] =1, kk[[i, j1] = 0]
115

AppendTo[lista, kk];

]

Manipulate[ArrayPlot[lista[[m]], Mesh -> Truel, {m, 1, 30, 1}]
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7.0 wik

Wyobrazmy sobie zo6twia znajdujacego sie na kartce papieru. Jest to inteligentny z6tw i rozumie kilka
prostych polecen:

)

F’ idZ do przodu o jedng jednostke;
"+ obroé sie w lewo o ustalony kat;

-7 obr6é sie w prawo o ustalony kat.

Zotwik ma troche przybrudzony ogon, wiec podczas poruszania zostawia za sobg §lad. Droga zoétwia

. . I . . SEERT )
zalezy zaréwno od polecenia jak i ustawionego kata. Dla przyktadu jezeli ustalony kat wynosi 5, to

z6tw na polecenie 'F+F+F’ narysuje trojkat réwnoboczny:

/\

Natomiast jezeli ustalony kat wynosi ¢, to widzac polecenie
FF+++FF+++F+++4+FF+++FF+++FFF+FFF++ 4+ FFF++ 4+ FFF++++++FFF+4++FFF’

z6tw narysuje domek

]

(w stanie poczatkowym z6tw znajdowal sie w lewym dolnym rogu i byt skierowany w prawo).

Przyktad 1. Narysuj rysunki, ktore wykona zZotw widzgce polecenia: 'F+F+F-F-F’ oraz 'FF+FF+F+F-
F-F+F+FF+F’ jezeli ustawiony kqt wynosi: a) 5, b) 5, c) %’T

Przyklad 2. Napisz funkcje, ktora przyjmuje 2 parametry: polecenie, kqt i rysuje obrazek utworzony
przez Zotwia.

rysuj[wzorzec_, kat_] := Module[{s = wzorzec, k = kat},
znaki = Characters[s];
n = Length[znaki];
x =0; y =0; alfa = 0;
lista = {{0, 0}};
For[i = 1, i <= n, i++,

99
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Switch[znaki[[i]],
"in o alfa = alfa + k,
"-" alfa = alfa - k,
"F", x = x + Cos[alfal; y = y + Sin[alfa]l;
AppendTo[lista, {x, y}111;
Show [Graphics[Line[listal]ll
]

Przyktad 3. Wykorzystujac funkcje rysuj rozwigz ponownie przyktad 1.

Okazuje sie, ze mimo tak niewielkiego zbioru poleceri z6twik potrafi rysowaé¢ bardzo skomplikowane
obiekty np. fraktale. Zaczniemy od narysowania $niezynki Kocha. W pierwszym kroku wywotujemy
funkcje

rysuj ["F+F--F+F", Pi/3]

W wyniku otrzymamy

_ N

Nastepnie zmniejszmy powyzszy rysunek trzykrotnie i wklejmy go powyzej w miejsce kazdego odcinka.
Otrzymamy wowczas

0 e 8

W terminach komend dla zoétwia powyzsza operacja polega na zastapieniu w ciagu 'F+F-F+F’ kaz-
dego polecenia 'F’ tym samym ciagiem. Tak wiec powyzszy obrazek zostal narysowany przez zoétwia
poleceniem

rysuj ["F+F--F+F+F+F--F+F--F+F--F+F+F+F--F+F", Pi/3]

(Zauwazmy, ze tak naprawde rysunek powinien by¢ trzykrotnie wiekszy. Jednak Mathematica skaluje
rysunek do standardowego okna, dzieki czemu nie musimy sie troszczy¢ o zmniejszanie rysunku).

Powtérzmy ponownie tg sama czynnosé, a wiec w miejsce kazdego malego odcinka wklejmy krzywa od
ktorej zaczeliémy. Tak wiec w powyzszym poleceniu musimy zastapié¢ kazde 'F’ przez 'F+F-F+F’. W
wyniku otrzymamy komende

rysuj ["F+F--F+F+F+F--F+F--F+F - -F+F+F+F - -F+F+F+F - -F+F+F+F--F+F - -F+F - -F+F+F+F--F+
F--F+F--F+F+F+F--F+F--F+F--F+F+F+F--F+F+F+F--F+F+F+F--F+F--F+F--F+F+F+F--F+F", Pi/3]

i odpowiadajacy jej obrazek

_.:L.Fﬁ?.._ﬂ...

Wykonywanie kolejnych krokéw wydaje sie by¢ klopotliwe. ChcielibySmy zautomatyzowaé powyzsza
procedure. I tu z pomoca przychodza nam dwa polecenia: Nest i StringReplace.

Komendy

Nest[f, x, 3]
Nest[(1 + #)°2 &, x, 3]

zwracaja odpowiednio f[f[f[x]]] i (1 + (14 (1 + x)?)?)2. Polecenie
StringReplace["string",{sl->spl,s2->sp2,...}]

zastepuje w napisie 'string’ wszystkie pojawienia si¢ 's1’ przez ’spl’, 's2’ przez ’sp2’ itd. Dla przyktadu
wynikiem dziatania
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StringReplace["abbaabbaa", "ab" -> "X"]
jest 'XbaXbaa’. Mozemy zatem automatycznie wygenerowaé kolejne kroki opisujace $niezynke Kocha:
rysuj[Nest [StringReplace[#, {"F" -> "F+F--F+F"}] &, "F", 5], Pi/3]

gdzie 5 oznacza stopien zagniezdzenia funkcji (doktadnosé). W wyniku otrzymamy

ke Y

Otrzymany powyzej rysunek stanowi jedynie fragment $niezynki Kocha. Aby narysowaé cata $niezynke
nalezy wystartowaé z trojkata rownobocznego i zastapié kazdy z bokéw powyzsza krzywa. Polecenie

rysuj[Nest [StringReplace[#, {"F" -> "F-F++F-F"}] &, "F++F++F", 5],Pi/3]

rysuje pelng $niezynke

Zauwazmy, ze uzyta powyzej formula rézni sie nieco od powyzszych regut. Mianowicie zétwik obraca
sie w odwrotng strone. Ta zmiana spowodowana jest tym, ze podczas rysowania wyjsciowego trojkata
réwnobocznego zotw idzie w przeciwnym kierunku. Uzywajac poprzedniego wzorca

rysuj [Nest [StringReplace [#, {"F" -> "F+F--F+F"}] &, "F++F++F", 5],Pi/3]

otrzymamy

Powyzsza konstrukcja jest przyktadem L-systemu. W duzym skrocie jest to zestaw regut podstawiania,
ktore pozwalaja tworzy¢ stowa (ciagi znakow) sktadajace sie z 'F’, -+’ i -’ a wiec moga generowac
polecenia dla zoétwia.

L-system, dzieki ktéremu utworzyliSmy $niezynke Kocha sktada sie z:

e stowa poczatkowego: 'F++F++F’;
e regut podstawiania: F -> F-F++F-F;

e parametru: kata 7/3.

Uzywajac tej metody mozemy wygenerowaé kolejne przyktady ciekawych krzywych. Polecenie

rysuj[Nest [StringReplace[#, {"F" -> "FF+F+F+FF+F+F-F"}] &, "F", 2], Pi/2]

narysuje krzywa Kocha

- N

R
o
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a dzieki poleceniu
rysuj[Nest [StringReplace[#, {"F" -> "F+F-F-FF+F+F-F"}] &, "F+F+F+F", 2], Pi/2]

otrzymamy tzw. wyspe Kocha

L-systemy umozliwiaja uzywanie wielu regul, zamiast jak dotychczas jednej. Dla kata 7/3, poleceniem

"+F-F-F-’ narysujmy

Nastepnie odcinek srodkowy zamierimy ta sama reguta F->+F-F-F+ ale pozostate odcinki zastapmy
odbita reguty F->-F+F+F-. Otrzymamy woéwczas

S

Chcemy kontynuowaé tg czynnosé. Mamy wiec nastepujacy L-system

e stéw poczatkowe: 'L7;
e reguly podstawiania: L->+R-L-R+, R->-L+R~+L-, L->F, L->R;
o kat m/3.
Aby narysowaé¢ wiec krzywa ustalamy stopien zagniezdzenia k. Startujemy z 'L’ i k-krotnie uzywamy

dwoch pierwszych regul, a nastepnie zamieniamy wszystkie pojawienia si¢ 'L’ i 'R’ przez 'F’ (a wiec
korzystamy z dwoch ostatnich regut). W ten sposob, ciag polecen

s = Nest[StringReplace[#, {"L" -> "+R-L-R+","R" -> "-L+R+L-"}] &, "L", 4]
sl = StringReplacel[s, {"L" -> "F", "R" -> "F"}]

rysujls1, Pi/3]

Po zwiekszeniu stopnia zagniezdzenia do 7 otrzymamy krzywsg przyblizajaca trojkat Sierpinskiego.

wygeneruje krzywa
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Kolejnym naturalnym krokiem jest wiec napisanie funkcji, ktora jako parametry przyjmuje opis L-

systemu (symbol startowy, wzorce, stopieni zagniezdzenia, kat) i rysuje otrzymana krzywa

rysujl[start_, wzorce_, zaglebienie_, kat_] :=
rysuj[
StringReplace[
Nest [
StringReplace[#, wzorce] &, start, zaglebienie],
LetterCharacter -> "F"],
kat]

Kolejne przyktady: Smok
rysujl[ an, {"D" > "—D++E", nEn -> llD__E+ll}’ 11’ P1/4]

Krzywa Hilberta (krzywa bez samoprzecie¢ wypelniajaca caly kwadrat)

rysujil "L", {"L" -> "+RF-LFL-FR+", "R" -> "-LF+RFR+FL-"}, 6, Pi/2]

Y KN SN
shsbad

Cr o e B O O :5;.1:
Sl
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Powyzszy schemat nie pozwala na utworzenie rozgatezionych struktur, np. krzewoéw i drzew. Problem
jest nastepujacy. Rozne czedci drzewa powinny byé narysowane przy pomocy réznych wzorcéw, inaczej
rysujemy pieni a inaczej korone. Aby rozwiaza¢ ten problem wprowadza sie dodatkowe symbole |’ i
'I’. Symbol ’|" oznacza punkt rozgaltezienia, a wiec poczatek rysowania galezi, a symbol ’|" oznacza
zakoriczenie definicji gatezi. Dla przyktadu wezmy ciag

ABA[BBAA|[CCBB| ABA[AABB| ABA

po opuszczeniu nawiasow otrzymamy ABAABAABA co odpowiada pniu a wyrazenia w nawiasach
okreslaja galezie. Zotw po napotkaniu na znak ’[" powinien zapamieta¢ swoje polozenie, narysowaé
galaz, a nastepnie gdy napotka ’|” powréci¢ do poprzedniego stanu. Nawiasy moga sie zagniezdzac.

Ponizszy fragment kodu uwzglednia rozszerzenie L-systeméw. Po napotkaniu na ’|” aktualna pozycja
zotwia, a wiec pozycja i kat nachylenia odkladane sa na stos (z uwagi na mozliwosé zagniezdzania
nawiasow struktura stosu jest niezbedna)

lsystem[wzorzec_, kat_] := Module[{s = wzorzec, k = kat},
znaki = Characters[s];
n = Length[znaki];
x =0; y=0; alfa = Pi/2;
lista = {{0, 0}};

stos = {};
For[i = 1, i <= n, i++,
Switch[znaki[[i]l],

"+"  alfa = alfa + k,

""" alfa = alfa - k,

"F", x = x + Cos[alfal; y = y + Sin[alfa]l;
AppendTo[lista, {x, y}]1,

"[", AppendTo[stos, {x, y, alfa}],

"1", {x, y, alfa} = Last[stos]; stos = Dropl[stos, -1]
115

Show [Graphics [Line[listall]]

lsysteml[start_, wzorce_, zaglebienie_, kat_] :=
lsystem[
StringReplace[
Nest [
StringReplace[#, wzorce] &, start, zaglebienie],
LetterCharacter -> "F"],
kat]

Przyktady
lsysteml ["F", "F" -> "F[+F]F[-F]F", 5, 25.7/90 x Pi/2]

lsystemi["B", {"F" -> "FF", "B" -> "F[+B]F[-B]+B"}, 6, 20/90 * Pi/2]
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lsysteml ["VZFFF", {"V" -> "[+++W] [---W]YV", "W" -> "+X[-W]Z",
nyn o o_> "—W["’X]Z", nyn o _> uan’ nzn s on [—FFF] [+FFF]F"}, 8,20/180*P1]

lsystemi["x", {"x" -> "fy[+fy] [--£ylfy", "y" -> "fx[++fx] [-fx]£x"}, 6, Pi/3]




