
Teoria Prawdopodobie«stwa 1

Lista zada« nr 2

1. Udowodnij wzór wª¡cze« i wyª¡cze«
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2. (Nierówno±¢ Boole'a) Udowodnij, »e
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3. Udowodnij, »e
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4. Poka», »e je»eli P(Ai) = 1 dla i ≥ 1, to P(
⋂∞

i=1Ai) = 1.

5. Niech A∪B ∪C = Ω, P(B) = 2P(A), P(C) = 3P(A), P(A∩B) = P(A∩C) = P(B ∩C). Poka», »e
1/6 ≤ P(A) ≤ 1/4, przy czym oba ograniczenia s¡ osi¡galne.

6. Rzucamy symetryczn¡ monet¡ do chwili otrzymania orªa. Skonstruowa¢ zbiór zdarze« elementarnych i
wybra¢ odpowiednie prawdopodobie«stwo. Jaka jest szansa, »e liczba rzutów b¦dzie parzysta? podzielna
przez 3? podzielna przez m?

7. 10 maª»e«stw usiadªo losowo przy okr¡gªym stole. Oblicz prawdopodobie«stwo, »e »aden m¡» nie
siedzi przy swojej »onie.

8. (Kolekcjoner kuponów) W sprzeda»y s¡ kupony N ró»nych typów. Wylosowanie ka»dego z nich jest
jednakowo prawdopodobne. Oblicz prawdopodobie«stwo, »e kolekcjoner po zakupie n kuponów (n ≥ N)
posiada ich komplet.

9. Na odcinku [0, 1] umieszczono losowo punkty L i M . Obliczy¢ prawdopodobie«stwo, »e:

a) ±rodek odcinka LM nale»y do [0, 1/3];
b) z L jest bli»ej do M ni» do zera.

10. Z przedziaªu [0, 1] wybrano losowo dwa punkty, które podzieliªy go na trzy odcinki. Obliczy¢ praw-
dopodobie«stwo, »e z tych odcinków da si¦ skonstruowa¢ trójk¡t.

11. Na niesko«czon¡ szachownic¦ o boku a rzuca si¦ monet¦ o ±rednicy 2r < a. Znale¹¢ prawdopodo-
bie«stwo, »e

a) moneta znajdzie si¦ caªkowicie we wn¦trzu jednego z pól;
b) moneta przetnie si¦ z co najwy»ej jednym bokiem szachownicy.

12. Igª¦ o dªugo±ci l rzucono na podªog¦ z desek o szeroko±ci a ≥ l. Znajd¹ prawdopodobie«stwo, »e igªa
przetnie kraw¦d¹ deski.

13. Z przedziaªu [0, 1] wybrano losowo liczb¦ x. Znale¹¢ prawdopodobie«stwo, »e jest to liczba: wy-
mierna, niewymierna, algebraiczna, przest¦pna.

14. Niech A1, . . . , A2019 ∈ F b¦d¡ zbiorami o wªasno±ci P[Ai] ≥ 1/2. Wyka», »e istnieje ω ∈ Ω taka, »e
ω ∈ Ai dla przynajmniej 1010 warto±ci i.



15. Uzasadnij, »e σ-ciaªo nie mo»e by¢ niesko«czonym zbiorem przeliczalnym.

16. Oznaczmy przez B0 ciaªo skªadaj¡ce si¦ ze sko«czonych sum rozª¡cznych przedziaªów (a, b] zawartych
w odcinku (0, 1]. Okre±lmy na B0 funkcj¦ P tak¡, »e P (A) = 1 lub 0 w zale»no±ci od tego, czy zbiór A
zawiera przedziaª postaci (1/2, 1/2+ε] dla pewnego ε > 0, czy te» nie. Poka», »e P jest miar¡ addytywn¡,
ale nie przeliczalnie addytywn¡.

17. Na rodzinie wszystkich podzbiorów N okre±lamy miar¦ probabilistyczn¡ Pn wzorem

Pn(A) =
|{m : 1 ≤ m ≤ n,m ∈ A}|

n
.

Mówimy, »e zbiór A ma g¦sto±¢
D(A) = lim

n
Pn(A)

je»eli istnieje powy»sza granica. Niech D oznacza rodzin¦ zbiorów posiadaj¡cych g¦sto±¢.

a) Poka», »e D jest sko«czenie addytywna na D, ale nie jest przeliczalnie addytywna.
b) Czy D jest σ-ciaªem?
c) Wyka», »e je»eli x ∈ [0, 1], to istnieje zbiór A taki, »e D(A) = x.

18. Niech Ω b¦dzie przestrzeni¡ przeliczalnych ci¡gów 0-1, tj. Ω = {0, 1}N. Dla ω ∈ Ω oznaczmy przez
ωn warto±¢ n-tej skªadowej. Dla ustalonego ci¡gu u = (u1, . . . , un) ∈ {0, 1}n niech

Cu = {ω : ωi = ui; i = 1, . . . , n}.
Zbiór Cu nazywamy cylindrem rz¦du n. Ka»demu takiemu zbiorowi przypisujemy miar¦ probabili-
styczn¡ P równ¡ 2−n. Oznaczmy przez F0 ciaªo skªadaj¡ce si¦ ze zbioru pustego oraz sko«czonych
sum rozª¡cznych cylindrów. W naturalny sposób de�niujemy P na F0.

a) Poka», »e miara P jest przeliczalnie addytywna na F0.
b) Uto»samiaj¡c Ω z przedziaªem (0,1] porównaj miar¦ P z miar¡ Lebesgue'a.


