
Teoria Prawdopodobie«stwa 1

Lista zada« nr 3

1. W urnie znajduje si¦ n− 1 kul biaªych i jedna czarna. Losujemy po jednej kuli a» do momentu, gdy
wylosujemy czarn¡ kul¦. Jakie jest prawdopodobie«stwo, »e wykonamy k losowa«, je»eli a) losujemy bez
zwracania b) losujemy ze zwracaniem?

2. W latach dziewi¦¢dziesi¡tych popularny byª teleturniej Id¹ na caªo±¢. Zazwyczaj w jego �nale uczest-
nik powinien wskaza¢ jedne z trzech drzwi za którymi znajduje si¦ samochód, za pozostaªymi ukryty byª
Zonk (czarny kot). Finalista wskazywaª jedne z drzwi, prowadz¡cy teleturniej Zygmunt Chajzer otwieraª
jedne z pozostaªych drzwi za którymi byª kot. Nast¦pnie uczestnik miaª prawo zmiany swojego wyboru.
Co powinien zrobic?

3. Czterej gracze dostali po 13 kart. Jeden z nich zobaczyª przypadkowo u s¡siada a) asa pik, b) jakiego±
asa czarnego koloru, c) jakiego± asa. Obliczy¢ prawdopodobie«stwo warunkowe, »e ten gracz nie ma asa.

4. W populacji jest 15% dyslektyków. Je»eli w te±cie diagnostycznym ucze« popeªni 6 lub wi¦cej bª¦dów,
to zostaje uznany za dyslektyka. Ka»dy dyslektyk na pewno popeªni co najmniej 6 bª¦dów. Równie»
nie-dyslektyk mo»e popeªni¢ co najmniej 6 bª¦dów i dzieje sie to z prawdopodobie«stwem 0,1. Jasiu
popeªniª 6 bª¦dów. Oblicz prawdopodobie«stwo, »e jest dyslektykiem. Jakie jest prawdopodobie«stwo,
»e w kolejnym te±cie te» popeªni co najmniej 6 bª¦dów?

5. Alicja i Bob graj¡ w pokera. Bob ma siln¡ r¦k¦ i zacz¡ª od 5 dolarów. Prawdopodobie«stwo, »e
Alicja ma silniejsze karty wynosi 0,04. Gdyby Alicja miaªa mocniejsze (sªabsze) karty podbiªaby stawk¦
z prawdopodobie«stwem 0,9 (0,1). Alicja podbiªa stawk¦, jakie jest prawdopodobie«stwo, »e ma lepsze
karty?

6. Mamy dwie urny i 50 kul. Poªowa z kul jest biaªa, a poªowa czarna. Jak rozªo»y¢ kule do urn, aby
zmaksymalizowa¢ prawdopodobie«stwo zdarzenia, »e losowo wybrana kula z losowej urny jest biaªa (tzn.
najpierw losujemy urn¦, a potem z wybranej urny losujemy kul¦)?

7. Rzucamy trzema sze±ciennymi kostkami do gry. Nast¦pnie rzucamy ponownie tymi kostkami, na
których nie wypadªy "jedynki". Obliczy¢ prawdopodobie«stwo, »e na wszystkich trzech kostkach b¦d¡
"jedynki".

8. Kierowcy dziel¡ si¦ na ostro»nych (jest ich 95% i taki kierowca powoduje w ci¡gu roku wypadek z
prawdopodobie«stwem 0.01) i piratów (jest ich 5% i taki kierowca powoduje w ci¡gu roku wypadek z
prawdopodobie«stwem 0.5). Wybrany losowo kierowca nie spowodowaª wypadku w pierwszym i drugim
roku. Obliczy¢ prawdopodobie«stwo warunkowe, »e spowoduje wypadek w trzecim roku.

9. Na n kartonikach n ró»nych liczb rzeczywistych. Kartoniki wªo»ono do pudeªka, dobrze wymieszano,
a nast¦pnie losowano kolejno bez zwracania. Niech Ak b¦dzie zdarzeniem, »e k-ta wylosowana liczba jest
wi¦ksza od wszystkich poprzednich. Udowodnij, »e P (Ak) = 1/k, dla k = 1, 2, . . . , n oraz »e zdarzenia
A1, A2, . . . , An s¡ niezale»ne.

10. Liczby 1, 2, . . . , 2n ustawiono losowo w ci¡g (a1, . . . , a2n). Zbadaj niezale»no±¢ zdarze« {a1 <
a2n}, {a2 < a2n−1}, . . . , {an < an+1}.

11. Zdarzenia A1, . . . , An s¡ niezale»ne i maj¡ jednakowe prawdopodobie«stwo p. Znale¹¢ prawdopodo-
bie«stwo, »e: a) zajd¡ wszystkie naraz; b) nie zajdzie »adne; c) zajdzie dokªadnie jedno; d) zajdzie tylko
An; e) zajdzie przynajmniej jedno.



12. Poka», »e σ-ciaªa F1,F2, . . . ,Fn s¡ niezale»ne wtedy i tylko wtedy, gdy dowolne zdarzenia A1 ∈
F1, A2 ∈ F2, . . . , An ∈ Fn s¡ niezale»ne.

13. Uzasadnij, »e je»eli zdarzenia A1, . . . , An s¡ niezale»ne, to równie» σ-ciaªa generowane przez te zbiory
s¡ niezale»ne.

14. Niech (Ω,F ,P) b¦dzie przestrzeni¡ probabilistyczn¡ tak¡, »e Ω jest zbiorem dyskretnym (sko«czonym
lub przeliczalnym). Poka», »e nie istnieje rodzina niezale»nych zdarze« {An}n∈N takich, »e P(An) = 1/2
dla ka»dego n.

15. Rozwa»my przestrze« probabilistyczn¡ ([0, 1],B([0, 1]),Leb) i niech

ω =

∞∑
n=1

ωn

2n

b¦dzie niesko«czonym rozwini¦ciem dwójkowym liczby ω ∈ [0, 1]. Udowodnij, »e zbiory An = {ω : ωn =
0} s¡ niezale»ne.

16∗. Zapoznaj si¦ z dowodem twierdzenia Koªmogorowa (dowód mo»na znale¹¢ np. w rozdziale C.4 [JS]).


