TEORIA PRAWDOPODOBIENSTWA 1
LISTA ZADAN NR 3

1. W urnie znajduje sie n — 1 kul biatych i jedna czarna. Losujemy po jednej kuli az do momentu, gdy
wylosujemy czarng kule. Jakie jest prawdopodobieristwo, ze wykonamy k losowari, jezeli a) losujemy bez
zwracania b) losujemy ze zwracaniem?

2. W latach dziewieédziesiatych popularny byt teleturniej IdZ na catosé. Zazwyczaj w jego finale uczest-
nik powinien wskazaé jedne z trzech drzwi za ktérymi znajduje sie samochéd, za pozostatymi ukryty byt
Zonk (czarny kot). Finalista wskazywal jedne z drzwi, prowadzacy teleturniej Zygmunt Chajzer otwieral
jedne z pozostatych drzwi za ktérymi byt kot. Nastepnie uczestnik mial prawo zmiany swojego wyboru.
Co powinien zrobic?

3. Czterej gracze dostali po 13 kart. Jeden z nich zobaczy! przypadkowo u sasiada a) asa pik, b) jakiego$
asa czarnego koloru, c) jakiegos asa. Obliczy¢ prawdopodobienistwo warunkowe, ze ten gracz nie ma asa.

4. W populacji jest 15% dyslektykow. Jezeli w tescie diagnostycznym uczen popelni 6 lub wiecej btedow,
to zostaje uznany za dyslektyka. Kazdy dyslektyk na pewno popelni co najmniej 6 bledéw. Roéwniez
nie-dyslektyk moze popenié co najmniej 6 bltedéow i dzieje sie to z prawdopodobienstwem 0,1. Jasiu
popelnil 6 btedéw. Oblicz prawdopodobieristwo, ze jest dyslektykiem. Jakie jest prawdopodobienistwo,
ze w kolejnym tescie tez popelni co najmniej 6 btedow?

5. Alicja i Bob graja w pokera. Bob ma silng reke i zaczal od 5 dolaréw. Prawdopodobieristwo, ze
Alicja ma silniejsze karty wynosi 0,04. Gdyby Alicja miala mocniejsze (stabsze) karty podbitaby stawke
z prawdopodobieristwem 0,9 (0,1). Alicja podbita stawke, jakie jest prawdopodobienstwo, ze ma lepsze
karty?

6. Mamy dwie urny i 50 kul. Polowa z kul jest biala, a potowa czarna. Jak rozlozy¢ kule do urn, aby
zmaksymalizowaé¢ prawdopodobieristwo zdarzenia, ze losowo wybrana kula z losowej urny jest biata (tzn.
najpierw losujemy urne, a potem z wybranej urny losujemy kule)?

7. Rzucamy trzema szeSciennymi kostkami do gry. Nastepnie rzucamy ponownie tymi kostkami, na
ktérych nie wypadly "jedynki". Obliczyé¢ prawdopodobieristwo, ze na wszystkich trzech kostkach beda
ns in
jedynki".

8. Kierowcy dziela sie na ostroznych (jest ich 95% i taki kierowca powoduje w ciagu roku wypadek z
prawdopodobieristwem 0.01) i piratéw (jest ich 5% i taki kierowca powoduje w ciagu roku wypadek z
prawdopodobienistwem 0.5). Wybrany losowo kierowca nie spowodowal wypadku w pierwszym i drugim
roku. Obliczy¢ prawdopodobieristwo warunkowe, ze spowoduje wypadek w trzecim roku.

9. Na n kartonikach n réznych liczb rzeczywistych. Kartoniki wlozono do pudetka, dobrze wymieszano,
a nastepnie losowano kolejno bez zwracania. Niech Ay bedzie zdarzeniem, ze k-ta wylosowana liczba jest
wieksza od wszystkich poprzednich. Udowodnij, ze P(Ax) = 1/k, dla k = 1,2,...,n oraz ze zdarzenia
A, Ag, ..., A, s3 niezalezne.

10. Liczby 1,2,...,2n ustawiono losowo w ciag (a1,...,as,). Zbadaj niezaleznosé¢ zdarzen {a; <
agn}, {az < agn-1},...,{an < any1}-
11. Zdarzenia Aq, ..., A, s3 niezalezne i maja jednakowe prawdopodobienistwo p. Znalezé prawdopodo-

bieristwo, ze: a) zajda wszystkie naraz; b) nie zajdzie zadne; c¢) zajdzie dokladnie jedno; d) zajdzie tylko
Ay; e) zajdzie przynajmniej jedno.



12. Pokaz, ze o-ciatla Fi, Fo,...,F, sa niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy dowolne zdarzenia A; €
F1,A2 € Fo,..., A, € F, sa niezalezne.

13. Uzasadnij, ze jezeli zdarzenia Ay, ..., A, sa niezalezne, to rowniez o-ciala generowane przez te zbiory
sa niezalezne.

14. Niech (Q, F,P) bedzie przestrzenig probabilistyczna taka, ze € jest zbiorem dyskretnym (skoriczonym
lub przeliczalnym). Pokaz, ze nie istnieje rodzina niezaleznych zdarzen {4, },en takich, ze P(4,) = 1/2
dla kazdego n.

15. Rozwazmy przestrzen probabilistyczna ([0, 1], B([0, 1]), Leb) i niech
w

— = wn

= ; o
bedzie nieskonczonym rozwinieciem dwojkowym liczby w € [0, 1]. Udowodnij, ze zbiory A, = {w : w, =
0} sa niezalezne.

16*. Zapoznaj sie z dowodem twierdzenia Kotmogorowa (dowdd mozna znalezé np. w rozdziale C.4 [JS]).



