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Lista zada« nr 4

1. Zdarzenia A1, A2, .. s¡ niezale»ne i maj¡ równe prawdopodobie«stwa. Jaka jest szansa, »e zajdzie

sko«czenie wiele zdarze« An?

2. Zdarzenia A1, A2, .. s¡ niezale»ne i P(An) = pn. Wyka», »e z prawdopodobie«stwem 1 zachodzi co

najmniej jedno ze zdarze« An wtedy i tylko wtedy, gdy z prawdopodobie«stwem 1 zachodzi niesko«czenie

wiele zdarze« An.

3. Znajd¹ przykªad przestrzeni probabilistycznej oraz ci¡gu zbiorów An takich, »e
∑

P(An) = ∞, ale

P(lim supnAn) = 0.

4∗. Rzucamy niesko«czenie wiele razy symetryczn¡ monet¡. Niech An-w pierwszych n rzutach byªo tyle

samo orªów co reszek. Wyka», »e z prawdopodobie«stwem 1 zachodzi nieskoczenie wiele zdarze« An.

5. Dana jest przestrze« probabilistyczna (Ω,F ,P) oraz funkcja X : Ω 7→ R. Uzasadnij, »e je»eli

X−1(a, b) ∈ F dla dowolnych a, b ∈ R, to X jest zmienn¡ losow¡.

6. Podaj przykªad przestrzeni probabilistycznej (Ω,F ,P) i funkcji X : Ω 7→ R, która nie jest zmienn¡

losow¡.

7. Wyznacz µ({1/2}), µ([0, 1/2]) i µ((0, 0.55)), wiedz¡c, »e dystrybuanta rozkªadu prawdopodobie«stwa

µ dana jest wzorem

Fµ(x) = (0.1 + x)1[0,0.5)(x) + (0.4 + x)1[0.5,0.55)(x) + 1[0.55,∞)(x) .

8. Na skrzy»owaniu zamontowana jest sygnalizacja ±wietlna. W jednym z kierunków ±wiatªo czerwone

±wieci si¦ przez minut¦, a zielone póª minuty. Samochód doje»d»a do skrzy»owania w losowym momencie.

Niech X oznacza czas sp¦dzony na skrzy»owaniu. Wyznacz rozkªad X oraz dystrybuant¦. Zaªó»my, »e

po 20 sekundach samochód wci¡» nie przejechaª skrzy»owania. Jakie jest prawdopodobie«stwo, »e opu±ci

je w ci¡gu najbli»szych 10 sekund?

9. Niech X b¦dzie zmienn¡ losow¡ o dystrybuancie F . Zaªó»my, »e F jest ±ci±le rosn¡ca na obrazie X.

Niech Y = F (X). Poka», »e Y ma rozkªad U([0, 1]).

10. Niech U b¦dzie zmienn¡ losow¡ o rozkªadzie jednostajnym na [0, 1]. Znajd¹ dystrybuanty i rozkªady:

Y = U + 2, Y = U2, Y = 1/(U + 1), Y = log(U + 1), Y = |U − 1/2|.

11. Poka», »e je»eli rodzina L jest jednocze±nie π-ukªadem oraz λ-ukªadem, to jest σ-ciaªem.

12. Twierdzenie Dynkina o π − λ ukªadach. Zaªó»my, »e rodzina K jest π-ukªadem, a rodzina L jest

λ-ukªadem. Je»eli K ⊂ L, to σ(K) ⊂ L. Wskazówka: Niech L0 b¦dzie przekrojem wszystkich λ-
ukªadów zawieraj¡cych K. Wówczas L0 jest λ-ukªadem i z poprzedniego zadania wystarczy pokaza¢, »e

jest równie» π-ukªadem ...

13. Dane s¡ dwie miary probabilistyczne µ i ν na (R,B(R)) takie, »e dla dowolnej liczby t > 0 mamy

ν([−t, t]) = µ([−t, t]). Uzasadni¢, »e µ(A) = ν(A) dla dowolnego symetrycznego zbioru A ∈ B(R).

14. Punkt x nazywamy punktem skokowym rozkªadu µ na R, gdy µ({x}) > 0. Poka», »e rozkªad praw-

dopodobie«stwa µ mo»e mie¢ co najwy»ej przeliczaln¡ liczb¦ punktów skokowych.

15. Niech {Xn}n∈N b¦dzie ci¡giem zmiennych losowych. Wyka», »e je»eli funkcja f : Rn 7→ R jest

mierzalna, to f(X1, . . . , Xn) jest zmienn¡ losow¡. Wywnioskuj, »e X1 + X2 oraz X1 ·X2 s¡ zmiennymi

losowymi. Uzasadnij, »e infnXn, supnXn, lim infnXn, lim supnXn s¡ równie» zmiennymi losowymi.


