
Teoria Prawdopodobie«stwa 1

Lista zada« nr 5

1. a) Niech X b¦dzie zmienna losow¡ o rozkªadzie U([2, 20]). Oblicz P[X > 5], P[5 < X < 7], P[X2 −
12X + 35 > 0], P[X ∈ Q].

b) Rozwi¡» to samo zadanie, ale przy zaªo»eniu, »e X jest liczb¡ losow¡ z przedziaªu [2, 20] o rozkªadzie
zadanym g¦sto±ci¡ f(x) = Cx, dla odpowiedniej staªej C.

2. Podaj przykªad dystrybuanty, której zbiór punktów nieci¡gªo±ci jest g¦sty w R.

3. (Rozkªad geometryczny Geom(p)) Wykonujemy do±wiadczenia Bernoulliego (z prawdopodobie«stwem
pojedynczego sukcesu p) a» do chwili otrzymania pierwszego sukcesu. Wyznacz rozkªad zmiennej losowej
X oznaczaj¡cej liczb¦ wykonanych do±wiadcze«.

4. (Rozkªad wykªadniczy Exp(λ)) Przypu±¢my, »e do±wiadczenia opisane w zadaniu poprzednim wykonuje
si¦ n razy na sekund¦, za± prawdopodobie«stwo sukcesu wynosi λ/n, λ > 0. Wyznaczy¢ dystrybuant¦
czasu oczekiwania na pierwszy sukces Xn i zbada¢ jej zachowanie gdy n→∞.

5. Wyka», »e rozkªady z dwóch poprzednich zada« maj¡ tzw. wªasno±¢ braku pami¦ci: je±li X ma rozkªad
geometryczny b¡d¹ wykªadniczy, to

P(X > t+ s|X > t) = P(X > s),

gdzie s, t ∈ N w przypadku rozkªadu geometrycznego oraz s, t ∈ R+ w przypadku rozkªadu wykªadniczego.
(*) Udowodnij, »e s¡ to jedyne procesy z wªasno±ci¡ braku pami¦ci: geometryczny na N, wykªadniczy
jest jedynym ci¡gªym rozkªadem z brakiem pami¦ci na R+.

6. (Rozkªad Poissona Poi(λ)) Niech pk,n b¦dzie prawdopodobie«stwem zaj±cia dokªadnie k sukcesów w
n próbach Bernoulliego o prawdopodobie«stwie pojedynczego sukcesu pn. Dla ka»dego ustalonego k ∈ N
wyznacz

lim
n→∞

pk,n , je±li lim
n→∞

npn = λ > 0 .

7. Niech p b¦dzie prawdopodobie«stwem tra�enia �szóstki� w grze Lotto (Du»y Lotek - losowanie 6
z 49 liczb) w pojedynczym zakªadzie. Wyznacz p. Zaªó»my, »e sprzedano 1/p zakªadów, przy czym
wszystkie zakªady s¡ niezale»ne. Przybli» prawdopodobie«stwo tra�enia przynajmniej jednej �szóstki�.
Ile nale»aªoby sprzeda¢ zakªadów, aby prawdopodobie«stwo to wynosiªo przynajmniej 0.95? Wskazówka:
skorzystaj z poprzedniego zadania.

8. Zmienna losowa X ma rozkªad Cauchy'ego, tzn. rozkªad z g¦sto±ci¡

g(x) =
1

π

1

1 + x2

Udowodnij, »e 1/X ma ten sam rozkªad, co X.

9. Niech (X,Y ) b¦dzie 2-wymiarow¡ zmienn¡ losow¡ o rozkªadzie zadanym g¦sto±ci¡ f(x, y) = 3x dla
0 ≤ y ≤ x ≤ 1 i f(x, y) = 0 poza tym zbiorem. Znajd¹ rozkªady brzegowe. Czy X i Y s¡ niezale»ne?

10. Zmienna losowa (X,Y ) ma rozkªad z g¦sto±ci¡ g(x, y) = C · xy · 1[0,1]2(x, y).
a) Wyznaczy¢ C.
b) Obliczy¢ P(X + Y ≤ 1).
c) Wyznaczy¢ rozkªad zmiennej losowej X/Y .
d) Czy zmienne X i Y s¡ niezale»ne?
e) Czy X/Y i Y s¡ niezale»ne?

11. Z talii 52 kart losujemy ze zwracaniem 5 razy po jednej karcie. Niech X oznacza liczb¦ wyci¡gni¦tych
pików, Y - liczb¦ wyci¡gni¦tych kierów, Z - liczb¦ wyci¡gni¦tych asów. Czy zmienne X i Y s¡ niezale»ne?



Czy zmienne X i Z s¡ niezale»ne?

12. Niech X i Y b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o rozkªadzie U [0, 1]. Znale¹¢ prawdopodobie«-
stwo, »e a) X+Y < 1/2, b) XY < 1/2, c) |X−Y | < 1/2, d) X2+Y 2 ≤ 1/2, e) równanie t2+Xt+Y = 0
ma dwa rzeczywiste pierwiastki.

13. Niech X1, . . . , Xn b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o rozkªadzie jednostajnym na zbiorze
1, 2, . . . , k. Znajd¹ rozkªad Y = min1≤i≤nXi. Czy X1 i Y s¡ niezale»ne?

14. Zmienne losowe X1, . . . , Xn (n ≥ 6) s¡ niezale»ne i maj¡ ten sam rozkªad: P(Xi = −1) = P(Xi =
1) = 1/2.

a) Czy zmienne X1 +X2, X1X2 s¡ niezale»ne?
b) Czy zmienne X1 +X2, X3, X4 +X5X6 s¡ niezale»ne?
c) Czy zmienne X1, X1X2, ..., X1X2..Xn s¡ niezale»ne?

15. Zmienne losowe X i Y s¡ niezale»ne. Poka», »e je»eli X nie ma atomów, to P(X = Y ) = 0.

16. Momenty przybycia autobusów A i B s¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi X,Y o rozkªadzie
wykªadniczym z parametrami α i µ.

a) Znale¹¢ rozkªad momentu przybycia pierwszego autobusu.
b) Obliczy¢ prawdopodobie«stwo, »e autobus A przyjedzie pierwszy.

17. Z odcinka [0, 1] wybieramy kolejno niezale»nie niesko«czenie wiele liczbX1, X2, . . ., ka»da o rozkªadzie
jednostajnym. Udowodnij, »e

P( lim
n→∞

X1X2 . . . Xn = 0) = 1.


