
Teoria Prawdopodobie«stwa 1

Lista zada« nr 6

1. Zmienne losowe X i Y s¡ niezale»ne i maj¡ rozkªad wykªadniczy z parametrem 1. Udowodni¢, »e
zmienne X/Y oraz X + Y s¡ niezale»ne.

2. Zmienne losowe X1, .., Xn s¡ niezale»ne i maj¡ rozkªady Poissona z parametrami λi. Poka», »e
X1 + ..+Xn ma rozkªad Poissona z parametrem λ1 + ..+ λn.

3. Zaªó»my, »e X1 i X2 s¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o rozkªadach odpowiednio N(m1, σ1) i
N(m2, σ2). Oblicz rozkªad zmiennej losowej X1 +X2.

4. Alicja wybraªa si¦ do kasyna w Las Vegas maj¡c przy sobie 255$. Jako cel postawiªa sobie wygranie
1 dolara i wyj±cie z kasyna z kwot¡ 256$. Podczas tej wizyty obstawiaªa kolory. Wszystkie pola poza 0 i
00 s¡ czerwone lub czarne (po 18 pól). Poprawne wskazanie koloru (z prawdopodobie«stwem 18/38) po-
dwaja zaryzykowan¡ kwot¦. Alicja zastosowaªa nast¦puj¡c¡ strategi¦: postanowiªa, »e b¦dzie gra¢ kolejno
o 1$, 2$, 4$, 8$, 16$, 32$, 64$, 128$. Je»eli w jednej z gier wygra, zabiera nagrod¦ i opuszcza kasyno z
256 dolarami. Obliczy¢ prawdopodobie«stwo, »e jej si¦ powiodªo. Obliczy¢ warto±¢ oczekiwan¡ wygranej.

5. Oblicz EX oraz VarX je»eli X jest zmienn¡ o rozkªadzie: a) Bin(n, p), b) Poiss(λ), c) Exp(λ), d)
Geom(p).

6. Zmienna losowa X ma rozkªad jednostajny U [0, 1]. Obliczy¢ EY i VarY je»eli a) Y = sin(πX), b)
Y = cos2(πX), c) Y = − logX.

7. Zmienna losowa ma rozkªad o g¦sto±ci g(x) = 3
8x

2
1[0,2](x). Obliczy¢ EX, E[1/(1 +X3)], VarX2.

8. W urnie jest b ≥ 1 kul biaªych i c ≥ 1 czarnych. Obliczy¢ EX oraz VarX, je±li X jest liczb¡
wylosowanych kul biaªych podczas:

a) losowania bez zwracania n kul (n ≤ b);
b) losowania bez zwracania tak dªugo, a» wylosujemy kul¦ czarn¡.

9. W urnie znajduje si¦ 50 biaªych kul. Losujemy ze zwracaniem po jednej kuli, przy czym wyci¡gni¦t¡
kul¦ malujemy na czerwono, je±li jest biaªa. Niech X b¦dzie liczb¡ czerwonych kul w urnie po 20 losowa-
niach. Obliczy¢ EX i VarX.

10. Ka»dy bok i ka»d¡ przek¡tn¡ sze±ciok¡ta foremnego malujemy losowo na jeden z trzech kolorów.
Wybór ka»dego koloru jest jednakowo prawdopodobny, a kolorowania ró»nych odcinków s¡ niezale»ne.
Niech X oznacza liczb¦ jednobarwnych trójk¡tów o wierzchoªkach b¦d¡cych wierzchoªkami sze±ciok¡ta.
Obliczy¢ EX.

11. Znajd¹ minimum funkcji φ(t) = E[(X − t)2] wiedz¡c, »e EX2 <∞.

12. Wyka», »e je»eli X ≥ 0 i p > 0,

EXp = p

∫ ∞
0

tp−1P(X ≥ t)dt.

13. Poka», »e je»eli zmienna losowa X ma rozkªad dyskretny skoncentrowany na liczbach caªkowitych
nieujemnych, to

EX =

∞∑
k=1

P(X ≥ k).

14. Niech X i Y b¦d¡ ograniczonymi zmiennymi losowymi (tzn. istnieje M takie, »e P(|X| < M) =
P(|Y | < M) = 1) takimi, »e dla ka»dego k ∈ N mamy EXk = EY k. Poka», »e X i Y maj¡ ten sam



rozkªad. Czy zadanie jest prawdziwe, gdy odrzucimy zaªo»enie ograniczono±ci.

15. Liczby 1, 2, .., n ustawiono losowo w ci¡g (a1, .., an). Niech N oznacza najwi¦ksz¡ tak¡ liczb¦, »e
ak > ak−1 dla k ≤ N . Oblicz EN .

16. Dany jest ci¡g niezale»nych zmiennych losowych X0, X1, .. o tym samym rozkªadzie posiadaj¡cym
ci¡gª¡ dystrybuant¦. Niech η = inf{n : Xn > X0}. Wyznacz rozkªad zmiennej η i oblicz Eη.

17. Zmienne losowe X, Y speªniaj¡ warunki: VarX = 3, Cov(X,Y) = −1, VarY = 2. Oblicz
Var(4X − 3Y ) oraz Cov(2X − Y, 2X + Y ).

18. Chcemy zmierzy¢ jak najdokªadniej dªugo±¢ dwóch pr¦tów. Mamy do dyspozycji zwykª¡ miark¦
i mo»emy jej u»y¢ tylko dwukrotnie. Wiadomo, »e bª¡d pojedynczego pomiaru jest zmienn¡ losow¡ o
warto±ci oczekiwanej 0 i wariancji σ2, a oba pomiary s¡ niezale»ne. Rozwa»my dwie metody:

a) mierzymy ka»dy pr¦t osobno;
b) mierzymy dªugo±¢ sumy i ró»nicy pr¦tów.
Która z tych metod jest lepsza?


