
Teoria Prawdopodobie«stwa 1

Lista zada« nr 7

1. Zmienne losowe X1, X2, . . . , Xk s¡ niezale»ne o jednakowym rozkªadzie równomiernym na zbiorze
{0, 1, . . . , n − 1}. Wyznacz rozkªad (dystrybuant¦) zmiennej losowej X = min1≤i≤kXi. Znajd¹ rozkªad
graniczny dla k →∞ gdy n/k → λ > 0. Co to za rozkªad?

2. NiechX,Y b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o rozkªadach z dystrybuantami F1, F2 i g¦sto±ciami
f1, f2 odpowiednio. Znajd¹

a) dystrybuant¦ i g¦sto±¢ zmiennej losowej U = X − Y ;
b) dystrybuant¦ i g¦sto±¢ zmiennej losowej V = XY ;
c) dystrybuant¦ i g¦sto±¢ zmiennej losowej W = X/Y oraz P(X ≤ Y ).

3. Wyznacz dystrybuant¦ oraz g¦sto±¢ zmiennej losowej Z = XY , je±li X,Y s¡ niezale»nymi zmiennymi
losowymi o rozkªadach:

a) jednostajnych U([0, a]), U([0, b]) odpowiednio;
b) wykªadniczych Exp(λ1), Exp(λ2) odpowiednio;
c) jednostajnym U([0, a]), wykªadniczym Exp(λ) odpowiednio.

4. Wyznacz dystrybuant¦ wektora losowego (X,Y ) o rozkªadzie:
a) jednostajnym na przek¡tnej kwadratu jednostkowego [0, 1]2, ª¡cz¡cej punkty (0, 0) i (1, 1);
b) jednostajnym na kole jednostkowym {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1}.
W ka»dym przypadku sprawd¹, czy rozkªady ª¡czne s¡ ci¡gªe, wyznacz rozkªady brzegowe, oblicz EX,

EY , Var(X), Var(Y ), Cov(X,Y ), Var(X + Y ) oraz sprawd¹ czy zmienne losowe X i Y s¡ niezale»ne.

5. d-wymiarowa zmienna losowa ma rozkªad normalny N(m,A−1) o g¦sto±ci

g(x) =

√
detA

(2π)d/2
exp

[
− 1

2
〈A(x−m), (x−m)〉

]
.

Udowodnij, »e EX = m oraz Λ = A−1 jest macierz¡ kowariancji X.

6. d-wymiarowa zmienna losowa na rozkªad normalny w Rd, o ±redniej m i macierzy kowariancji Λ.
Niech T b¦dzie przeksztaªceniem a�nicznym Rd na Rk (k ≤ d). Poka», »e TX ma rozkªad normalny w
Rk. Wyznacz jego ±redni¡ i macierz kowariancji.

7. Niech X1, .., Xn b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o rozkªadzie N(0, 1)
a) Oblicz kowariancj¦ Y =

∑n
i=1 aiXi, Z =

∑n
i=1 biXi.

b) Wyka», »e zmienne losowe X1+X2√
2
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s¡ niezale»ne i obie maj¡ rozkªad N(0, 1).

8. Niech X = (X1, X2, . . . , Xn) b¦dzie wektorem losowym o standardowym rozkªadzie normalnym
N(0, I), gdzie I jest macierz¡ identyczno±ci. Sprawd¹, »e X1, X2, . . . , Xn s¡ niezale»nymi zmiennymi
losowymi o jednakowym standardowym rozkªadzie normalnym N(0, 1).

9. Niech X1, X2, . . . , Xn b¦d¡ wzajemnie nieskorelowanymi zmiennymi losowymi, takimi, »e ich ª¡czny
rozkªad jest normalny. Wykaza¢, »e X1, X2, . . . , Xn s¡ niezale»ne.

10. Podaj przykªad nieskorelowanych zmiennych losowych o rokªadzie normalnym, które nie s¡ nieza-
le»ne.

11. (Transformata Boxa-Müllera) Poka», »e je»eli zmienne losowe X,Y s¡ niezale»ne o rozkªadzie
jednostajnym na (0, 1), to

U =
√
−2 logX cos(2πY ) i V =

√
−2 logX sin(2πY )

s¡ niezale»ne i maj¡ rozkªad N(0, 1).



12. Dane s¡ dwa ci¡gi {Xn}n≥1, {Yn}n≥1 zbie»ne wedªug prawdopodobie«stwa do X, Y , odpowiednio.
Poka», »e

a) {Xn + Yn}n≥1 zbiega wedªug prawdopodobie«stwa do X + Y .
b) {XnYn}n≥1 zbiega wedªug prawdopodobie«stwa do XY .

13. Niech X b¦dzie zmienn¡ losow¡ tak¡, »e E|X| <∞. Niech

Xn(ω) =

 −n je»eli X(ω) < −n,
X(ω) je»eli |X(ω)| ≤ n,
n je»eli X(ω) > n.

Czy {Xn}n zbiega do X p.n.? A czy zbiega w L1?

14. Dane s¡ dwa ci¡gi {Xn}n≥1, {Yn}n≥1 zbie»ne p.n. do zmiennych X, Y . Poka», »e je±li dla ka»dego
n zmienne Xn i Yn maj¡ ten sam rozkªad, to X i Y te» maj¡ ten sam rozkªad.

15. Dany jest ci¡g {Xn}n≥1 niezale»nych zmiennych losowych takich, »e Xn ma rozkªad Poissona z

parametrem 1/n. Czy ten ci¡g jest zbie»ny wg prawdopodobie«stwa, p.n., w L2, w L3/2?

16. Niech {Xn} b¦dzie ci¡giem niezale»nych zmiennych losowych o jednakowym rozkªadzie takim, »e
E|X1| <∞. Poka», »e 1

n max1≤i≤n |Xi| zbiega do zera wedªug prawdopodobie«stwa.

17. Zaªó»my, »e zmienne X1, X2, . . . s¡ niezale»ne oraz P(Xk = k2) = 1/k2, P(Xk = −1) = 1 − 1/k2.
Poka», »e

∑n
k=1Xk → −∞, p.w. gdy n→∞.

18. Zmienne losowe {Xn}n≥1 s¡ niezale»ne i P(Xn = ±1) = 1/2. Udowodnij, »e szereg
∑∞

n=1 2−nXn

jest zbie»ny p.w. i wyznacz jego rozkªad graniczny.

19. Zmienne losowe X1, X2, . . . s¡ niezale»ne, nieujemne i maj¡ ten sam rozkªad, ró»ny od δ0. Poka», »e∑∞
n=1Xn =∞ w prawdopodobie«stwem 1.

20. Poka», »e je»eli zmienne losowe Xn i X s¡ okre±lone na dyskretnej przestrzeni probabilistycznej, to
zbie»no±¢ Xn → X wedªug prawdopodobie«stwa jest równowa»na zbie»no±ci p.w.


