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Lista zada« nr 8

1. Poka», »e je±li 0 < p < q, to

(E|X|p)1/p ≤ (E|X|q)1/q .
2. (Reguªa n sigm) Poka», »e je±li Var(X) = σ2 <∞, to

P(|X − EX| > nσ) ≤ 1

n2
.

3∗. (Nierówno±c Cherno�a) Niech X1, X2, . . . b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi takimi, »e P(Xi =
1) = p = 1− P(Xi = 0) i niech Sn = X1 + · · ·+Xn. Poka», »e dla ka»dego δ > 0

P(Sn ≥ (1 + δ)np) ≤
(

eδ

(1 + δ)1+δ

)np
,

a je»eli ponadto δ < 1, to

P(Sn ≥ (1 + δ)np) ≤ e−npδ
2/3.

4∗. (Nierówno±c Cherno�a) Niech X1, X2, . . . b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi takimi, »e P(Xi =
1) = p = 1− P(Xi = 0) i niech Sn = X1 + · · ·+Xn. Poka», »e dla ka»dego δ ∈ (0, 1)

P(Sn ≤ (1− δ)np) ≤
(

e−δ

(1− δ)1−δ

)np
.

oraz

P(Sn ≤ (1− δ)np) ≤ e−npδ
2/3.

5∗. Poka», »e je»eli Xn jest liczb¡ orªów w n rzutach monet¡, to

P
(
|Xn − n/2| ≥

√
6n log n/2

)
≤ 2

n
.

6∗. Niech Ui, i = 1, 2, .. b¦dzie ci¡giem niezale»nych zmiennych losowych o takim samym rozkªadzie:
P(Ui = 1) = P(Ui = −1) = 1/2. Zde�niujmy Sn = U1 + ..+ Un. Poka», »e

lim sup
n→∞

|Sn|√
2n log n

≤ 1 p.w.

7. Sprawdzi¢, »e nast¦puj¡ce zdarzenia nale»¡ do F∞:
a) {istnieje sko«czona granica limn→∞Xn};
b) {lim supn→∞Xn =∞};
c)
{
limn→∞

1
n

∑n
i=1Xi ≤ a

}
.

8. Zmienne losowe X1, X2, . . . s¡ niezale»ne i maj¡ ten sam rozkªad. Udowodnij, »e ci¡g ±rednich

X1 +X2 + · · ·+Xn

n

jest albo zbie»ny p.w. albo rozbie»ny z prawdopodobie«stwem 1. Poka» ponadto, »e je»eli ten ci¡g jest
zbie»ny p.w., to jego granica ma rozkªad jednopunktowy.

9. Zbadaj zbie»no±¢ szeregu
∑∞
n=1Xn, je±li {Xn}∞n=1 jest ci¡giem niezale»nych zmiennych losowych o

rozkªadach:
a) P(Xn = 2−n) = P(Xn = 0) = 1/2;
b) P(Xn = 1) = 1− P(Xn = 0) = 1/n;
c) P(Xn = n−α) = P(Xn = −n−α) = 1/2 dla α > 0;
d) P(Xn = an) = P(Xn = −an) = 1/2 dla pewnego ci¡gu {an}∞n=1.

10. Niech {Xn} b¦dzie ci¡giem niezale»nych zmiennych losowych takich, »e Xn ma rozkªad wykªadniczy
Exp(λn). Poka», »e szereg

∑∞
n=1Xn jest zbie»ny p.n. wtedy i tylko wtedy gdy

∑∞
n=1

1
λn

jest zbie»ny.
Wskazówka: Skorzystaj z tw. Koªmogorowa o trzech szeregach.



11. Niech {Xn} b¦dzie ci¡giem niezale»nych zmiennych losowych takich, »e Xn ma rozkªad jednostajny

U [−n, n]. Dla jakich warto±ci parametru p > 0 szereg
∑∞
n=1

Xn

np jest zbie»ny p.w.?

12. Niech P(Xn = n) = P(Xn = −n) = 1
n3 ,P(Xn = 0) = 1 − 2

n3 . Poka», »e
∑∞
n=1Xn jest zbie»ny p.n.,

chocia»
∑∞
n=1 Var(Xn) =∞.

13. Zmienne X1, X2, ... s¡ niezale»ne i maj¡ ten sam rozkªad wykªadniczy z parametrem λ
a) Udowodnij, »e je»eli λ < 1 to {Xn < log n} dla dostatecznie du»ych n z prawdopodobie«stwem 1.
b) Udowodnij, »e je»eli λ ≥ 1 to {Xn ≥ log n} dla niesko«czenie wielu n z prawdopodobie«stwem 1.
c) Czy ci¡g {Xn/ log n}n≥2 jest zbie»ny p.w.?

14. Niech {Xn} b¦dzie ci¡giem niezale»nych zmiennych losowych o jednakowym rozkªadzie U [−1, 1].
Czy ci¡g 1

n

∑n
i=1X

i
i jest zbie»ny p.w.?


