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1. Niech {Xn}∞n=1 b¦dzie ci¡giem niezale»nych zmiennych losowych o rozkªadach:

P(Xn = 1) = P(Xn = −1) = pn,P(Xn = 0) = 1− 2pn.

Znale¹¢ warunek konieczny i dostateczny, by ci¡g {Xn}∞n=1 speªniaª MPWL.

2. Niech {Xn}∞n=1 b¦dzie ci¡giem niezale»nych zmiennych losowych o rozkªadach:

P(Xn = n+ 1) = P(Xn = −(n+ 1)) =
1

2(n+ 1) log(n+ 1)
, P(Xn = 0) = 1− 1

(n+ 1) log(n+ 1)
.

Pokaza¢, »e ci¡g {Xn}∞n=1 speªnia SPWL, a nie speªnia MPWL.

3. Niech f : [0, 1]→ R b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡. Obliczy¢ granice:
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dx1 . . . dxn;

d) limn→∞
∫
[0,1]n

f
(
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)
dx1 . . . dxn.

4. Niech {Xn}∞n=1 b¦dzie ci¡giem niezale»nych zmiennych losowych o jednakowym rozkªadzie. Znale¹¢

lim
n→∞

n
√

Πn
i=1Xi ,

je±li

a) X1 ma rozkªad jednostajny U(0, 1);
b) X1 ma rozkªad o g¦sto±ci postaci f(x) = 1

2
√
x
1(0,1)(x).

5. Niech {Xn}∞n=1 b¦dzie ci¡giem zmiennych losowych o ±redniej 0. Czy ze zbie»no±ci Xn
P−→ 0 wynika

zbie»no±¢ 1
n

∑n
i=1Xi

P−→ 0 ?

6. Niech {Xn}∞n=1 b¦dzie ci¡giem niezale»nych zmiennych losowych o jednakowym rozkªadzie Poissona
Poi(λ). Znale¹¢ granice:

a) 1
n
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i=1XiXi+1;

b) 1
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2
iXi+1;

c)
∑n

i=1 Xi∑n
i=1 XiXi+1

.

7. (10p) (�rednia i wariancja empiryczna) Niech {Xn}∞n=1 b¦dzie ci¡giem niezale»nych zmiennych loso-
wych o jednakowym rozkªadzie takim, »e Var(X1) <∞. De�niujemy zmienne losowe

X =
1

n

n∑
i=1

Xi oraz S2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(
Xi −X

)2
.

Sprawdzi¢, »e E
(
X
)

= EX1, E
(
S2
)

= Var(X1) oraz pokaza¢, »e X
p.n.−→ EX1, S

2 p.n.−→ Var(X1).

8. Niech {Xn} b¦dzie ci¡giem niezale»nych zmiennych losowych takich, »e Xn ∼ U[1/n, 1]. Pokaza¢, »e
ci¡g 1

n

∑n
i=1Xi jest zbie»ny p.n. i wyznacz jego granic¦.

9. Dany jest ci¡g X1, X2, . . . niezale»nych i nieujemnych zmiennych losowych o tym samym rozkªadzie.
Udowodnij, »e je»eli EX1 =∞, to

X1 +X2 + · · ·+Xn

n
→∞ p.w.



10. Niech X1, X2, . . . b¦dzie ci¡giem niezale»nych zmiennych losowych o takim samym rozkªadzie i
speªniaj¡cych E[X1] = 0 oraz EX2 <∞. Korzystaj¡c z lematu Kroneckera poka», »e dla ka»dego ε > 0

X1 + . . .+Xn

n1/2(log n)1/2+ε
→ 0 p.w.

11. Niech X1, X2, . . . , Xn b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkªadzie. Znale¹¢
rozkªad zmiennej losowej X = 1

n

∑n
i=1Xi, je±li:

a) X1 ma rozkªad normalny N (0, 1);
b) X1 ma rozkªad normalny N (m,σ2);
c) X1 ma rozkªad wykªadniczy Exp(λ);
d) X1 ma rozkªad gamma Γ(λ, β);
e) X1 ma rozkªad chi-kwadrat χ2(n).

Znajd¹ odpowiednie g¦sto±ci w literaturze.

12. Prawdopodobie«stwo urodzenia chªopca wynosi 0,517. Jakie jest prawdopodobie«stwo tego, »e w±ród
n = 10000 noworodków liczba chªopców nie przewy»szy liczby dziewcz¡t?

13. Rzucamy symetryczn¡ monet¡ a» do momentu, gdy wyrzucimy 200 orªów ª¡cznie. Jakie jest przy-
bli»one prawdopodobie«stwo tego, »e rzucimy wi¦cej ni» 440 razy?

14. Stwierdzono, i» przeci¦tnie 30% spo±ród ogólnej liczby studentów przyj¦tych na studia ko«czy je
w terminie. Ile osób trzeba przyj¡¢ na pierwszy rok, aby z prawdopodobie«stwem co najmniej 0,9 co
najmniej 50 osób sko«czyªo studia w terminie?

15. Gracze A i B rzucaj¡ niezale»nie monet¡ (niekoniecznie symetryczn¡). W pojedynczej kolejce gracz
A wygrywa 1 od gracza B z prawdopodobie«stwem p lub gracz B wygrywa 1 od gracza A z prawdopodo-
bie«stwem 1− p. Gracze maj¡ kapitaªy pocz¡tkowe a i b i graj¡ tak dªugo, a» jeden z graczy straci caªy
swój kapitaª. Znajd¹ prawdopodobie«stwo qa ruiny gracza A.

16. Mody�kacja poprzedniego zadania: gracz A ma nieograniczony kapitaª i gra toczy si¦ do momentu,
w którym zbankrutuje gracz B. Znajd¹ prawdopodobie«stwo wygranej gracza A.


