
Teoria Prawdopodobie«stwa 1

Lista zada« nr 10

1. Poka», »e je±li X, {Xn}∞n=1 s¡ zmiennymi losowymi oraz Xn
P−→ X, to Xn=⇒X. Podaj przykªad, »e

implikacja odwrotna nie jest prawdziwa.

2. Poka», »e je±li X, {Xn}∞n=1 s¡ zmiennymi losowymi oraz Xn=⇒c ∈ R, to Xn
P−→ c.

3. Wyka», »e je±li Xn=⇒X, a, b ∈ R, to aXn + b=⇒aX + b.

4. Poka», »e je±li Xn=⇒X oraz Yn=⇒c, to Xn + Yn=⇒X + c;

5. Wyka», »e dodatnie zmienne losowe {Xn}∞n=1 zbiegaj¡ sªabo do rozkªadu U [0, 1] wtedy i tylko wtedy,
gdy zmienne losowe Yn = −2 logXn zbiegaj¡ sªabo do rozkªadu wykªadniczego Exp(1/2).

6. Niech {Xn}∞n=1 b¦dzie ci¡giem niezale»nych zmiennych losowych o jednakowym rozkªadzie jednostaj-
nym U [0, 1]. Niech Yn = nmin1≤i≤nXi. Poka», »e Yn zbiega sªabo do rozkªadu wykªadniczego Exp(1).

7. Niech {Xn}∞n=1 b¦dzie ci¡giem niezale»nych zmiennych losowych o jednakowym standardowym roz-
kªadzie normalnym N(0, 1). Niech Yn = nmin1≤i≤n |Xi|. Pokaza¢, »e Yn zbiega sªabo do rozkªadu
wykªadniczego. Z jakim parametrem?

8. Niech {Xn}∞n=1 b¦dzie ci¡giem zmiennych losowych takich, »e Xn ma rozkªad wykªadniczy Exp( n
n+1 ).

Pokaza¢, »e ci¡g Xn zbiega sªabo do rozkªadu Exp(1).

9. Dany jest ci¡g zmiennych losowych {Xn}∞n=1 zbie»ny wg rozkªadu do zmiennej losowej X. Pokaza¢,
»e sin(Xn) zbiega wg rozkªadu do sin(X).

10. Czy zmienne losowe posiadaj¡ce g¦sto±¢ mog¡ sªabo zbiega¢ do rozkªadu dyskretnego? Czy zmienne
losowe o rozkªadach dyskretnych mog¡ sªabo zbiega¢ do rozkªadu posiadaj¡cego g¦sto±¢?

11. Niech {Xn}n∈N b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o rozkªadzie jednostajmym na zbiorze
{1, 2, . . . , N}. Oznaczmy przez TN = min{n : Xn = Xm dla pewnego m < n}. Oblicz granic¦ wedªug

rozkªadu ci¡gu TN/
√
N , gdy N →∞. Wykorzystaj otrzymany wynik do rozwi¡zania problemu urodzin:

oblicz prawdopodobie«stwo, »e gronie 23 osób s¡ dwie maj¡ce urodziny tego samego dnia.

12. Oblicz funkcje charakterystyczne rozkªadów: a) Bin(n, p), b) Exp(λ), c) Poi(λ), d) Γ(λ, β).

13. Zbadaj, czy nast¦puj¡ce funkcje s¡ funkcjami charakterystycznymi i je±li tak, wyznacz odpowiedni

rozkªad: a) cos t; b) cos2 t; c) 1
4

(
1 + eit

)2
; d) 1+cos t

2 ; c) 1
2−eit .

14. Wiadomo, »e ϕ jest funkcj¡ charakterystyczn¡ pewnej zmiennej losowej X o rozkªadzie µ. Sprawdzi¢,
czy funkcjami charakterystycznymi s¡: a) ϕ2; b) <(ϕ); c) |ϕ|2; d) |ϕ|.

15. Przy pomocy funkcji charakterystycznych rozwi¡» zadania 2 i 3 z listy 6.

16. Udowodnij twierdzenie Poissona (zadanie 6 z listy 5) przy pomocy funkcji charakterystycznych.

17. Niech X b¦dzie zmienn¡ losow¡ o rozkªadzie jednostajnym U [0, 1], a Y niezale»n¡ od X zmienn¡
losow¡ o rozkªadzie równomiernym na zbiorze {0, 1, . . . , n− 1}. Przy u»yciu funkcji charakterystycznych,
znale¹¢ rozkªad zmiennej losowej X + Y .



18. Zmienne losowe X1, . . . , Xn s¡ niezale»ne i maj¡ ten sam rozkªad. Wiedz¡c, »e
∑n

i=1Xi ma rozkªad
N(0, 1), wyznacz rozkªad zmiennych Xi.

19. Zmienna losowa X ma rozkªad jednostajny U [−1, 1]. Czy istnieje niezale»na od niej zmienna losowa
Y taka, »e rozkªady zmiennych X + Y i Y/2 s¡ takie same?


