
Teoria Prawdopodobie«stwa 1

Lista zada« nr 11

1. Sumujemy 10000 liczb, ka»d¡ zaokr¡glon¡ z dokªadno±ci¡ do 10−m. Przypu±¢my, »e bª¦dy spowodo-
wane przez zaokr¡glenia s¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o rozkªadzie jednostajnym U[−10−m/2, 10−m/2].
Znale¹¢ mo»liwie krótki przedziaª, do którego z prawdopodobie«stwem co najmniej 0.95 b¦dzie nale»aª
bª¡d caªkowity.

2. Na campusie uniwersyteckim s¡ dwie restauracje, po 120 miejsc ka»da. Wiadomo, ze codziennie 200
osób b¦dzie chciaªo zje±¢ obiad, a wyboru restauracji dokonuj¡ losowo z jednakowym prawdopodobie«-
stwem. Przybli»y¢ prawdopodobie«stwo, »e w której± restauracji zabraknie miejsc. Ile miejsc nale»y
przygotowa¢ w ka»dej restauracji, by powy»sze prawdopodobie«stwo byªo mniejsze ni» 0.0001?

3. Na podstawie losowej próby szacujemy procent chorych na rzadk¡ chorob¦. Wiadomo na pewno, »e
liczba chorych nie przekracza 0.5% populacji, a bª¡d ma by¢ mniejszy od 0.001 z prawdopodobie«stwem
0.95. Ile osób musi liczy¢ próba?

4. Na podstawie losowej próby szacujemy procent dorosªych osób popieraj¡cych pewn¡ parti¦ polityczn¡.
Chcemy by bª¡d byª mniejszy ni» 1% z prawdopodobie«stwem 0.95. Ile w tym celu musimy przepyta¢
osób? Jak zmieni si¦ odpowied¹, je±li wiemy, ze parti¦ popiera nie wi¦cej ni» 10% wyborców?

5. Czas obsªugi pojedynczego klienta w kasie ma rozkªad wykªadniczy ze ±redni¡ 4 minuty. Zakªadamy,
»e klienci s¡ obsªugiwani w sposób niezale»ny. Przybli»y¢ prawdopodobie«stwo, »e w ci¡gu 6 godzin uda
si¦ obsªu»y¢ w kasie co najmniej 100 klientów.

6. Ilo±¢ dziennych wy±wietle« pewnej strony internetowej ma rozkªad Poissona ze ±redni¡ 300 wy±wietle«.
Zakªadamy, »e wywoªania strony w kolejnych dniach s¡ niezale»ne. Przybli»y¢ prawdopodobie«stwo, »e
w listopadzie strona zostanie wy±wietlona co najwy»ej 8800 razy.

7. Dany jest ci¡g {Xn}∞n=1 niezale»nych zmiennych losowych, przy czym dla n ≥ 1,
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Udowodni¢, »e nie jest speªniony warunek Lindeberga, ale mimo to ci¡g
∑n

i=1 Xi√
n

sªabo zbiega do rozkªadu

N(0, 1).

8. Pokaza¢, »e podane rozkªady s¡ asymptotycznie normalne, tzn.

Xn − an
bn

d→ N(0, 1) ,

je±li:
a) Xn ma rozkªad dwumianowy B(n, p) oraz an = np i bn =

√
np(1− p);

b) Xn ma rozkªad Poissona Poi(n) oraz an = n i bn =
√
n;

c) Xn ma rozkªad gamma Γ(1, n) oraz an = n i bn =
√
n;

d) Xn ma rozkªad chi-kwadrat χ2(n) oraz an = n i bn =
√

2n;
e) Xn ma rozkªad studenta t(n) oraz an = 0 i bn = 1.
Wskazówka: Zbada¢ zbie»no±¢ funkcji charakterystycznych lub znale¹¢ przedstawienie Xn =

∑n
i=1 Yi,

gdzie Y1, Y2, . . . , Yn s¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkªadzie i skorzysta¢ z CTG.

9. Niech {Xn}∞n=1 b¦dzie ci¡giem niezale»nych zmiennych losowych o jednakowym rozkªadzie takim, »e
EX1 = 0 oraz Var(X1) = 1. Pokaza¢, »e:
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10. Niech {Xn}∞n=1 b¦dzie ci¡giem niezale»nych zmiennych losowych o jednakowym rozkªadzie dwu-
punktowym: P(X1 = a) = P(X1 = 1/a) = 1/2, przy czym a > 1. Zbada¢ zbie»no±¢ wedªug rozkªadu

ci¡gu zmiennych losowych Yn = (Πn
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11. Niech {Xn}∞n=1 b¦dzie ci¡giem niezale»nych zmiennych losowych o jednakowym rozkªadzie Poissona
Poi(λ). Zbada¢ zbie»no±¢ wedªug rozkªadu ci¡gu

Un =
(
∑n

i=1Xi)
2 − (nλ)2

n
√
n

.

12. Niech {Xn}∞n=1 i {Yn}∞n=1 b¦d¡ ci¡gami wzajemnie niezale»nych zmiennych losowych o jednakowym
rozkªadzie jednostajnym U[−1, 1]. Zbada¢ zbie»no±¢ wedªug rozkªadu ci¡gu
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13. Niech {Xn}∞n=1 b¦dzie ci¡giem niezale»nych zmiennych losowych o jednakowym rozkªadzie dwu-
punktowym: P(X1 = ε) = P(X1 = −ε) = 1/2. Niech N b¦dzie (niezale»n¡ od ci¡gu {Xn}∞n=1) zmienn¡
losow¡ o rozkªadzie Poissona Poi(ε−2). Pokaza¢, »e

N∑
i=1

Xi
d→ N (0, 1) gdy ε→ 0+ .

14. Zmienne losowe X1, X2, ... s¡ niezale»ne, przy czym

P(Xk = k) = P(Xk = −k) = 1/2.

Niech s2n =
∑n

k=1 VarXk. Czy ci¡g zmiennych losowych

X1 +X2 + ...+Xn

sn
jest zbie»ny wedªug rozkªadu, a je±li tak, to do jakiej granicy?


