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Grupa wolna i produkt wolny grup

Cw. 1. (Grupa wolna) Niech S bedzie zbiorem. Grupg wolng nad S, oznaczana
F(S), nazywamy zbiér wszystkich skoficzonych ciagdéw — sidw zredukowanych
— 8189...8, takich, Zze s; jest elementem S lub elementem zbioru formalnych
odwrotnodci elementéw S, czyli S™1 = {s7! | s € S}, is; # 5,1

1. Zdefiniuj mnozenie elementéw (wsk.: redukcja konkatenacyi).
2. Jaki jest element neutralny, odwrotny do danego?

3. Pokaz, ze mnozenie jest laczne i wywnioskuj, ze tak zdefiniowany obiekt
jest grupa.

Cw. 2. (Uniwersalno$é grupy wolnej) Pokaz nastepujaca wlasnosé uniwersalng
grupy wolnej F'(S). Dla kazdego odwzorowania ¢: S — G w grupe G istnieje
dokladnie jeden homomorfizm ¢: F(S) — G rozszerzajgcy o, czyli taki, ze
poi =, gdziei: S — F(S) jest naturalnym wlozeniem. Innymi slowy, istnieje
dokltadnie jedno v takie, ze nastepujacy diagram jest przemienny:
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Cw. 3. Pokaz, ze powyzsza wlasno$¢ uniwersalna definiuje jednoznacznie grupe
F(9).

Cw. 4. (Lemat o Ping-Pongu) Dowiedz nastepujacego Lematu o Ping-Pongu.
Niech G bedzie grupa dzialajaca na zbiorze X. Zalézmy, ze istnieja roztaczne
niepuste zbiory AT, A=, B*, B~ C X, i dwa elementy a,b € G o nastepujacych
wlasnosciach:

a) ATUA-UBTUB™ C X;

b)a(X —A7)C AT, a (X —AT)C A~;

b) b(X —B~)C BT, b"Y(X - B")C B™.



Wtedy (a,b) < G jest grupa wolna nad {a,b}.

Cw. 5. (Produkt wolny dwdch grup) Niech G, H beda grupami. Produkt wolny
G x H grup G i H sklada sie ze wszystkich skonczonych zredukowanych stow
gi192 - . . gn, takich, ze g; € GU H ijesli g; € G to g;+1 € H.

1. Zdefiniuj mnozenie elementéw.
2. Jaki jest element neutralny, odwrotny do danego?
3. Pokaz, ze mnozenie jest laczne:

(a) zdefiniuj dzialanie G (lub H) na zbiorze stéw zredukowanych zadane
przez mnozenie z “lewej strony”;
(b) pokaz, ze jest to dzialanie grupy;

(c) rozszerz to dzialanie na wszystkie zredukowane stowa i wywnioskuj
tacznos¢é mnozenia w G * H;

(d) wywnioskuj, ze tak zdefiniowany obiekt jest grupa.
Cw. 6. (Produkt wolny grup) Rozszerz definicje produktu wolnego dwéch grup
do dowolnej rodziny grup.

Cw. 7. (Uniwersalno$é produktu wolnego grup) Pokaz nastepujaca wlasnosé
uniwersalng produktu wolnego grup *,G,,. Dla kazdej rodziny homomorfizmoéw
{pa: Go — H}, w grupe H istnieje dokladnie jeden homomorfizm : x*,
G — H rozszerzajacy wszystkie ¢,, to znaczy taki, ze nastepujacy diagram
jest przemienny, dla kazdego a:
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gdzie 1, jest naturalnym wlozeniem.

Cw. 8. Pokaz, ze powyzsza wlasno$¢ uniwersalna definiuje jednoznacznie grupe
G g



