Formy różniczkowe (?), lista 5

U, V to otwarte pokrycia X.

1. Wyrachuj, że jeśli τ, τ^′: J → I sa ‘ funkcjami wpisuja ‘ cymi pokrycie V = (V_j)_{j∈J} w

pokrycie U = (U_i)_{i∈I} , to

(kc)(j_0, . . . , j_{q−1}) = q−1∑ ℓ=0 (−1)^ℓc(τj_0, . . . , τj_ℓ, τ^′j_ℓ, . . . τ^′j_{q−1})|_{V (j0,...,jq−1)}

zadaje homotopie ‘ łańcuchowa ‘ mie ‘ dzy c(τ) a c(τ^′): dk + kd = c(τ^′) − c(τ).

2. Sprawdź, że granica prosta dokładnych cia ‘ gów grup abelowych jest cia ‘ giem dokład-

nym.

3. Precyzyjnie uzasadnij, że jeśli α: F → F jest naturalnym odwzorowaniem presnopa

F w jego usnopienie F (traktowane jako presnop), to F jest usnopieniem presnopa

im(α).

4. Udowodnij, że H^1(U, F) → Ȟ^1(X, F) jest zawsze różnowartościowe.

5. Udowodnij lemat Leray’a:

Jeśli U jest acykliczne wzgle ‘ dem snopa F (tzn. H^k(U(i_0, . . . , i_q), F) = 0 dla k ≥ 1 i

q ≥ 0), to H^q(U, F) = H^q(X, F).

Wsk: Zastosuj technike ‘ kompleksu podwójnego do C^•(W^•), gdzie W^• jest wiotka ‘ rezolwenta ‘ F. 6. Udowodnij naste ‘ puja ‘ cy prosty przypadek ∂-lematu Poincarégo: jeśli g jest gładka ‘ funkcja ‘ na domknie ‘ ciu pewnego dysku D ⊂ C (tzn. rozszerza sie ‘ do gładkiej na

pewnym troche ‘ wie ‘ kszym otwartym dysku), to wzór

f(z) = 1 2πi ∫ D g(w)

w − z dw ∧ dw

dobrze określa gładka ‘ funkcje ‘ w D, przy czym^{∂f}_{∂z} = g.

Ogólniej, ∂-lemat Poincarégo dla zbioru otwartego U ⊆ C^n mówi, że dla każdej formy

ω ∈ A^{p,q}(U) takiej że ∂ω = 0 istnieje η ∈ A^{p,q−1}(U) spełniaja ‘ ca ∂η = ω. Nie dla wszystkich

U otwartych ∂-lemat Poincarégo zachodzi; jest jednak prawdziwy dla produktów dysków

i nakłutych dysków (z dopuszczeniem nieskończonego promienia).

7. Używaja ‘ c ∂-lematu Poincarégo i lematu Leray’a wylicz H^p(CP^n, O) (co najmniej dla

małych p, n). Możesz też spróbować H^p(CP^n, Ω^q).

8. Sprawdź porza ‘ dnie, że opisana na wykładzie odpowiedniość mie ‘ dzy klasami izomor-

fizmu C-wia ‘ zek nad X a elementami Ȟ^1(X, A^∗) jest dobrze określona ‘ bijekcja ‘ . (A^∗

oznacza snop gładkich funkcji o wartościach w C \ {0}.) Uogólnij.