Algebra I. Lista 12

Wszystko dzieje sie w standardowym R™ lub w skonczenie wymiarowej przestrzeni euklidesowej V', chyba ze
tre$¢ zadania moéwi inaczej. Przeksztalcenie Py — rzut prostopadly na podprzestrzen W — jest opisane w
zadaniu 8.

. Napisz lament na fakt, ze macierz ortogonalna nie nazywa sie ortonormalna.

. Uzupemij do ortogonalnej bazy R*:

(a) {[17 727 2a 73]7 [27 737 2a 4]}’ (b) {[%’ %’ %’ %]7 [%’ %’ 7%’ 7%]}

W R? znajdz ortogonalna, baze podprzestrzeni:

(a) Lin([1,2,2,-1],[1,1,-5,3],[3,2,8,—7]);

(b) Lin([2,1,3,-1],1[7,4,3,-3],[1,1,-6,0],[5,7,7,8]).

4. Uzasadnij, ze jesli W jest plaszczyzna w R3 zadana réwnaniem ax + by + cz = 0, to W+ = Lin([a, b, c]).

7.
a) (UnW)t =U++w

. Udowodnij, ze jesli ||z|| = ||ly||, to z +y L z — y. (Przekatne rombu sa prostopadle.)
21‘1 - 31‘2 +4SC3 — 3564 =0
Zadaj ukladem réwnan dopelnienie ortogonalne przestrzeni zadanej uktadem { 3x1 —xo + 1l — 1324 =0
4r1 +x9 + 1823 — 2324 =0

Niech U, W < V. Czy jest prawda, ze:

b) (U+W)t=ULtnwt.

8

. Niech W < V ma baze ortonormalng (eq,...,er). Zdefiniujmy Py : V — V wzorem Py (v) = Zle(v|ei)ei.
Udowodnij, ze Py jest rzutem prostopadlym na W, tzn. ze:

a) P& = Pw; b) ImPw = W; c) ker Py = W,

d) Uzasadnij tez, ze Pw + Py = €.

9. Niech W < V. Udowodnij, ze dla kazdego v € V' i kazdego w € W \ {Pw (v)} zachodzi

[v—wl| > flv—="Pw(@)].

10. Znajdz rzut prostopadly wektora [5,2, —2,2] na W = Lin([2, 1,1, —1],[1,1,3,0],[1,2,8,1]) i na W+.

11. Napisz macierz rzutu prostopadlego na podprzestrzen zadana rownaniem x; — 2x2 + 3 — 314 = 0.

12. Wyznacz odlegto$¢ punktu [3, 3, —4, 2] od podprzestrzeni zadanej ukladem réwnan xy + 2x9 + 23 — x4 = 0,
x1 + 3xs + x3 — 3x4 = 0.

13. Niech W, U < V. Czy jest prawda, ze Pw o Py = Pwnu? ze Pu+w = Pu + Pw?

14. Niech W < V', za$ B niech bedzie baza ortonormalna przestrzeni euklidesowej V. Udowodnij, ze kazdy
wyraz macierzy Py w bazie B jest co do modulu nie wigkszy niz 1.

15. Wykaz, ze suma kwadratéw dlugosci rzutéw wektoréw dowolnej bazy ortonormalnej na k-wymiarowa, pod-
przestrzen jest réwna k.

16. Udowodnij, ze iloczyn macierzy ortogonalnych jest macierza ortogonalna.

17. Uzasadnij, ze jesli W, U sa podprzestrzeniami przestrzeni euklidesowej V', zas x € w+W, y € u+U punktami,
to ||z —y|| = min{|ja —b|| | a € w+ W,b € u+ U} wtedy i tylko wtedy, gdy x —y L Wiz —y LU.

18. Niech W, U beda podprzestrzeniami V. Niech Z = (W +U)*, » € w+ W, y € u+ U. Uzasadnij, ze
odlegtoé¢ zbioréw w + W, u + U wynosi |Pz(z — y)||. (Odlegtoéé zbiorow A, B to inf{|la —b|| | a €
A,b € B}.) Oblicz odlegloéé zbioru rozwiazan ukladu {ii igzj i—iz 192624::36 od zbioru [0,2,6,—5] +
Lin([-7,1,1,1],[~10, 1,2, 3]).

19. Niech A € M,,(R) bedzie macierzg symetryczna o wyrazach a;;. Udowodnij réwnowaznos$é¢ warunkéw:

a) A jest dodatnio okreslona;
b) istnieje baza (b1,...,b,) przestrzeni R", taka ze (b;|b;) = ai;.

. Wykaz, ze jesli uktad k wektoréw w n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej ma te wlasnosé, ze kazde dwa z
nich tworza, kat rozwarty, to k < n + 1.

. W przestrzeni C[0,1] funkcji ciaglych na przedziale [0,1] z iloczynem skalarnym (f|g) = fol f(x)g(z)dx
wyznacz dopelnienie ortogonalne podprzestrzeni {f € C[0,1] | f£(0) = 0}.



