. Zmajdz rozklady biegunowe przeksztalcen R": (2 _1) ; (

Algebra I. Lista 14

Wszystko dzieje sie w standardowym R™ lub C™ lub w (skoficzenie wymiarowej) przestrzeni euklideso-
wej/unitarnej V, chyba ze tre$¢ zadania méwi inaczej.

. Odpocznij przez co najmniej 60 sekund. (To zadanie odbywa si¢ w pewnej czterowymiarowej rozmaitosci

lorentzowskiej.)

. Wyznacz posta¢ kanoniczng, i baze ortonormalna, w ktorej jest ona przyjmowana dla ortogonalnych przek-

sztalcen R™ zadanych w bazie standardowej macierzami:
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Wyznacz ortonormalna baze wektorow wlasnych i macierz w tej bazie przeksztalcenia unitarnego, zadanego
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w pewnej bazie ortonormalnej macierza; .
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. Podaj przyklad tréjwymiarowej przestrzeni euklidesowej V', samosprzezonego T:V — V. oraz bazy V

zlozonej z parami nieprostopadtych wektoréw wlasnych T

Uzasadnij, ze jesli ortogonalne przeksztalcenie R® ma rzeczywista wartoéé wlasna, to ma tez przynajmniej
dwa liniowo niezalezne wektory wtlasne.

8. Ktoére przeksztalcenia ortogonalne sa samosprzezone?

9. Niech T'= T*. Udowodnij, ze T jest nieujemnie okreslone wtedy i tylko wtedy, gdy Spec(T) C [0, +00).

10.
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16.

Niech A = US, A’ = U'S’ beda, rozkladami biegunowymi odwracalnych endomorfizméw A, A’ przestrzeni
unitarnej V. Udowodnij, ze jesli A’A™! jest przeksztalceniem unitarnym, to S = S’

Niech krzywa C (w standardowym R?) bedzie dana réwnaniem postaci ax? + 2bxy + cy? = 1. Uzasadnij, ze
istnieje ortonormalna baza R?, taka ze we wspotrzednych z nia zwigzanych krzywa C jest zadana réwnaniem
postaci A(2')? + p(y')? = 1. (Jest to tzw. posta¢ kanoniczna réwnania.) Jak szukaé tej bazy i liczb \, p?

Zmajdz postaé¢ kanoniczna, rownania krzywej i baze ortonormalng w ktorej jest ona przyjmowana. Rozpoznaj
i naszkicuj krzywa. (a) 22 +3zy +y2 +1 =0, (b) 42® + 2/ 2xy + 33> =1, (c) 2% — 22y +3° = 1.
Zidentyfikuj powierzchnie (np. jako elipsoide, pare plaszczyzn itp.), nie znajdujac dokladnych wartosci
wspblezynnikow postaci kanonicznej a jedynie okreslajac ich znaki.

(a) 2% — 22y + 2% + 4wz + 32° =1,

(b) 22 — 2xy + 222 + dyz + 322 = 0,

(c) 22 + 2wy + 2y + 222 + 2yz + 422 = 1,

(d) =222 + 2zy + 3% + 222 + 6yx — 222 = 1.

Udowodnij, ze jesli T' = T, to sup{[|Tz|| : € V,[|z|| < 1} = sup{(Tw,z) : x € V, ||z < 1}. (Lewa, strone
tej rownosci nazywamy normg przeksztalcenia T' i oznaczamy ||T|.)

Niech A = Zj A;j P; bedzie rozkladem spektralnym operatora normalnego A. Dla funkeji f:Spec(A) — C
okreslamy f(A) = 3, f(A;)P;. Sprawdz, ze jesli f jest funkcja wielomianows, to ta definicja zgadza sig z
wczesniejsza.

Udowodnij, ze je$li A jest operatorem samosprzezonym, to exp(iA) jest operatorem unitarnym. Uzasadnij,
ze kazdy operator unitarny jest tej postaci.




17. Zalézmy, ze operatory A i B sa samosprzezone, przy czym A jest dodatnio okreslony. Udowodnij, ze AB
jest diagonalizowalny i ma rzeczywiste wartos$ci wlasne.

18. Cgzy istnieje iloczyn skalarny na R3, taki ze cosinusy katéw miedzy wektorami eg, e, e3, wynosza, %, %, i?

19. (V zespolona, A, B:V — V liniowe)

a) Uzasadnij, ze jeSli A jest unitarne a 1 nie jest jego wartoécia wlasna, to B = i(A — Id)"'(A + Id) jest
samosprzezone.

b) Uzasadnij, ze jesli B jest samosprzezone, to A = (B — ild)~*(B + ild) jest unitarne.

20. (SVD - singular value decomposition) Niech A € M, «xx(R). Udowodnij, ze istnieja macierze ortogonalne
Ue M,(R),V e Mi(R), oraz macierz B € M, «,(R) o wyrazach nieujemnych spetniajaca b;; = 0 dla i # j,
takie ze A =UBYV.

21. (V zespolona) Uzasadnij, ze kazde przeksztalcenie liniowe V' — V jest kombinacja liniowa, czterech przek-
sztalcen unitarnych.



