Algebra I. Lista 3

Na tej liscie “uklad” zwykle oznacza “liniowy uklad réwnan”.

. Napisz jawnym wzorem izomorfizm F : R® — V, dla (a) V = {(2,9,2,t)" € R*: 2+ 2y + 2+ 3t = 0}; (b)

V ={P € Ry[X]: P"(0) = P(1) = 0}. W przypadku b) oblicz F~1(X — X3).

2. Zdefiniuj operacje kolumnowe i uzasadnij, ze nie zmieniaja one rzedu macierzy.

3. Znajdz wielomian P(X) stopnia 3 o wspdélczynnikach rzeczywistych, taki ze P(—2) =1, P(—1) =3, P(1) =
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. Oblicz wymiary nastepujacych przestrzeni: {P € Rpyo[X

131 P(2) = 33.

. Dla ponizszych uktadéow réwnan znajdz rozwiazanie ogdlne.

201 + 20 + 313 — 224 + 5 = 4

6x1 + 3x2 + 5x3 — 4wy + 325 =5
201 + 20 + Txg — 4y + 25 = 11
41‘14’25624’2563735644’31’5:6

2x1 + 220 + 3x3 + dry = 4 —4xy + Texo + 23+ 314 =5

{ 5x1 4+ 3x2 + 53 + 1224 = 10 { —9x1 + 109 +3x3 + Txs =7
T+ Txo + 923 + 4wy =2 Tx1+ dxo —4x3 — 614 = 3

. Wyznacz fundamentalny uklad rozwiazan uktadu jednorodnego:

r1 —2x3+ x5 =0
To— x4+ x5 =0
T1— T2+ x5 — 26 =0
$27$3+$6:0
$17$4+$5:0

3r1 +4x0 +x3 +2x4 + 325 =0
S5x1 + Txo +x3 +3x4 +425 =0
4z + Sxo + 223 + x4 + Dx5 =0
Tx1 4+ 1029 + x3 4+ 624 + 55 =0

. Dla jakich prawych stron uklady z poprzedniego zadania pozostaja niesprzeczne? Wsk.: Rozwaz uklad

AX = B z B = [y1, ¥y, - . .]; jego macierz rozszerzona sprowadz do postaci schodkowej.
. Z tw. Bezouta wywnioskuj, ze je$li wielomian stopnia < 13 zeruje sie w 1,2,3,...,14, to musi on by¢
wielomianem zerowym. Uzywajac tw. o indeksie wywnioskuj stad, ze dla dowolnych liczb aj,as,...,a14

istnieje (jedyny) wielomian P stopnia < 13 taki ze P(1) = a1, P(2) = az..., P(14) = a14.
P(=X) = P(X)}, {P € Ru[X] : [°, P(a)dz =

= Zl L ®2; = 0}, {(z1,...,2100) " € R :

]:
P'(=7) = 0}, {(21,...,w100) " € R10: 37,0 (—1 )' =Y
X)=0,P'(~1) + P(0) = 0}.

Y a? =20 a1 = 0}, {P € Rg[X ] XP"(X)+ P"(
3
. Opisz ukladem réwnan przestrzen Lin{ 4 7
2 7

Zmajdz jednorodny uktad réwnan liniowych zlozony z (a) dwéch (b) trzech (c) czterech réwnan, dla ktérego

wektory (1,4, 2,2, —-1)T, (1,13,-1,2,9) ", (2,7,-8,4,—5) " stanow1a fundamentalny uktad rozwiazan.
Uzasadnij, ze jesli uklad ma co najmniej 2 rozwiazania, to rzad jego macierzy jest mniejszy niz jej liczba
kolumn.

Uzasadnij, ze jesli rzad macierzy uktadu jest réwny liczbie jej wierszy, to uktad jest niesprzeczny. Podaj
przyktad wskazujacy, ze nie jest to konieczny warunek niesprzeczno$ci.

Udowodnij, ze jesli uklad jednorodny ma wiecej niewiadomych niz réwnan, to ma niezerowe rozwiazanie.
Udowodnij, ze jesli uklad ma wiecej réwnan niz niewiadomych, to mozna zmieni¢ jego prawe strony tak, by
stal sie sprzeczny.

Mietek i Gucio graja w nastepujaca gre: pobieraja z Dziekanatu sprzeczny uktad réwnan; Mietek wybiera
i wskazuje palcem pewien wyraz macierzy rozszerzonej tego uktadu, a wtedy Gucio moze dowolnie zmienié
jego warto$¢. Jesli uktad pozostaje sprzeczny, wygrywa Mietek; w przeciwnym razie wygrywa Gucio. Podaj
przyklad uktadu, dla ktérego (a) Mietek ma strategie wygrywajaca; (b) Gucio ma strategie wygrywajaca.
Sprobuj podaé po kilka przyktaddéw, réznych rozmiaréw i mozliwie nietrywialnych.

Uzasadnij, ze uzywajac operacji wierszowych i kolumnowych mozna dowolng macierz sprowadzi¢ do postaci
“diagonalnej”, tj. takiej, w ktorej a;; = 0 dla ¢ # j.

Uzasadnij, ze zbior prawych stron dla ktérych uklad o ustalonej macierzy A jest niesprzeczny jest pod-
przestrzenia, liniowa; uzasadnij, ze wymiar tej podprzestrzeni plus wymiar przestrzeni rozwiazan uktadu
jednorodnego o tej samej macierzy A jest réwny liczbie kolumn A.

Niech W < K™, W = Lin{vy,...,v;}, dim W = s. Udowodnij, ze W mozna opisaé¢ ukladem n — s réwnan.
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18.

19.

Wyttumacz, jak majac uklad réwnan opisujacy podprzestrzen W < R™ i wektor v € R"™ wyznaczy¢
uktad réwnan opisujacy zbiér v + W (= {v +w | w € W}). Opisz zbiér {(1,0,—1,1)" +#(1,2,1,-2)" +
5(-1,3,4,0)T +u(-1,8,9,-2)" : ¢, 5,u € R} uktadem réwnan.

Zalézmy, ze dim(V) = n, W < V, dim(W) = k. Uzasadnij, ze istnieje izomorfizm F : V — K™, taki
ze FIW] = {(w1,...,2%,0,...,0)7 = zy,...,2, € K}. Napisz taki izomorfizm wzorem dla V = Rg3[X],
W={PeV:P(Q1)+ P(0) =0}
Oblicz wymiar przestrzeni

(P eRiX]: [', e Pla)de = [*, e~ P(x)dx = 0};

{P € Rypo[X]: fil e P(z)dx = f,22 e Pla)dr =... = E?BO e~ P(z)dx = 0}.

Rozwigzywanie ukladu réwnan

Uklad réwnan o macierzy A i macierzy rozszerzonej (A|B) zapisujemy skrotowo: AX = B, gdzie B =

[€1,...,2,], a n to liczba kolumn A. Zalézmy, ze sprowadziliSmy macierz rozszerzona takiego uktadu do
postaci schodkowej. Wtedy uklad mozna latwo rozwiazac.
Przyklad

Zalézmy, ze po przeksztalceniu ukladu AX = B otrzymaliSmy postaé¢ schodkowa
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o O N
O O W
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Odpowiada ona ukladowi
{:Cl + 2x9 + 3x3 +4x4 =5
6:63 + 7:64 =&.

Zmienne gléwne to x1, x3; wolne — x3, x4. Z drugiego réwnania wyliczamy x3:

7 4
T3 = —6$4 + g

Wstawiamy to do pierwszego rownania i wyliczamy xq:

7 4 1
r1 = —2x9 —3(76:&1 + g) —4dzy+5 =2z — 5% + 1

Ostatecznie L
X1 1721‘27 5:64 1 —2 71/2
_ | ®2 | _ 2 | 0 1 0
X=as | T a-ze [T s T2 o | T e
T4 X4 0 0 1

Otrzymane wyrazenie nazywamy postacia ogdlna rozwiazania (badZ rozwiazaniem w postaci ogélnej) uktadu.
Wektor [1,0,4/3,0] to tzw. rozwiazanie szczegdlne. Uklad wektoréw, przy ktérych zmienne wolne sa wspdl-
czynnikami (u nas: [-2,1,0,0] i [-1/2,0,—7/6,1]) to tzw. FURUJ — Fundamentalny Uktad Rozwiazan
Uktadu Jednorodnego (czyli uktadu AX = 0).

W pelnej ogdlnoscei, rozwiazanie szczegdlne uktadu AX = B to dowolne jedno konkretne jego rozwigzanie, a
FURUJ to dowolna baza przestrzeni {X € K™ | AX = 0}. Metoda Gaussa pozwala w systematyczny sposéb
znajdowacé te obiekty.

Polecenie “opisz W < K™ ukladem réwnan” znaczy: znajdz macierz A, taka by W ={X € K" | AX = 0}.



