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Algebra I. Lista 7
Napisz wiersz M. Bialoszewskiego zaczynajacy sie tak: “Ex Celu / Natchnielu / ...

7

Czy R? jest suma prosta podprzestrzeni

: z+y+2=0

Lin({(1,2,3)"}), {(z,9,2) " vyt o b {(50,0)7 1t € R)?
T. _ T r—y+2z=0,,

{(.’L‘,y,Z) .’L'+y+Z—0},{(£E,y,Z) .T+y—2=0}

Lin({(1,2,1)7,(-2,1,3)"}),Lin({(1,6,7) T })?  d) {(2z,9,2)" : @ +2y — 2z = 0}, Lin({(1,2,-1)T})?
Udowodnij, ze (a) Mpxn(R) = {A € Mpxn(R): AT = A} & {A € Myyn(R): AT = —A}; (b) Mpxn(R) =
{Ae€ Mpxn(R):tr(A) =0} {t] : t € R}.

. Pewne trzy proste w R? przechodzace przez 0 maja te wlasnosé, ze kat miedzy kazdymi dwoma z nich jest

> 60°. Czy wynika stad, ze R? jest suma prosta tych trzech prostych?

. Niech a(t) € R]t] bedzie ustalonym wielomianem Ktére z nast@pujacych funkcji sa funkcjonalami liniowymi

1
na R, [t]: (a) f(P) = [2,a(t)P(t)dt; (b = [ a(t)P(t?)dt; = Ji al 12dt; (d) f(P) =
PY(=1); (e) f(P) = P(1)P'(-1).

Niech V = R[X], W = {P € V | P(0) = 0}. Uzasadnij, ze jesli @ i S naleza do tej samej warstwy W, to
Q(0) = S(0). Czy jest tez odwrotnie? Uzasadnij, ze w kazdej warstwie W jest dokladnie jeden wielomian
stopnia 0. Wyznacz dim(V/W).

Czy jest prawda, ze (w punkcie b przyjmujemy e = %(—1 +iv/3))

Ri2[X] = {P € Ry2[X] : stopienn P jest <6} @ {P € Ry2[X] : stopieri P jest > 7}7
CIX]={P € C[X]: P(eX) = P(X)} & {P € C[X] : P(eX) = eP(X)} & {P € C[X]: P(eX) = ¢*P(X)}?

Znajdz (jaka$) podprzestrzei dopehiajaca do W < V, jedli (a) V = R3, W = L1n({(1,2,0) (0, 1, I)T});
(b)V=R4[X],W={PER4[X]'P'()+2P()—O} ( )V =Rs[X], W ={P € R3[X f Pz =
[t 2?P(x)de = 0}; (d) V = R[X], W = {P € Ry[X] : [1, P(z)e " dz = 0};

. Podaj przyktad podprzestrzeni U, V,W < R, takichze R* = UV =VaoW =W aU.
Niech vy, v, v3 oraz wy, wa, w3 beda bazami R3, zas v!, v? v oraz w', w?, w3 bazami (R3)* do nich dualnymi.
Przypusémy, ze vy = wq oraz vz = ws. Czy koniecznie musi byé tak, ze v? = w? i v3 = w3?

Uzasadnij, ze jesli W <V, v € VAW, to istnieje f € V*, takie ze flw =0, ale f(v) # 0.

Niech dim V' < oo, niech B bedzie baza V, B* — dualna do niej baza V*, B** — dualna do B* bazg V**.
Udowodnij, ze ¢(B) = B**. (e: V — V** to naturalny izomorfizm.)

Niech v1,...,vx € V, ¢',...,¢* € V*. Udowodnij, ze jesli det(¢*(v;)) # 0, to v1,..., vy sa Inz w V, za$
o', ..., 0" salnz w V*.

Niech V = R?, za§ W niech bedzie prosta w R? zadana réwnaniem z = f=—z

Sprawdz, czy wektory vy + W, vg + W sa Inz w V/W, dla (i) v; = (1,2,3)7, vo = (4,5,6)7; (ii) vy =
(2,6,—2)", vy = (0,1,2)7; (iii) v1 = (=1,0,2) T, v2 = (0,3,1)"; (iv) vy = (0,0,1)7, vy = (0,1,0) .

Wskaz baze B przestrzeni V/W i oblicz wspélrzedne wektoréw vy i va w tej bazie — dla wszystkich powyzszych
vV1,V2.

Zalézmy, ze v,w € R? sa Inz. Jaki warunek musi speliaé jednowymiarowa podprzestrzen W < R32, aby
v+ W,w+ W byly lz w przestrzeni ilorazowej R3/W? Rozwaz przyklad v = (1,1,0)T, w = (0,1,1)T.
Uzasadnij, ze jeSi W < V', (b1, ..., by) jest baza W za$ (b1, ..., bk, bgt1,...,bn) baza V', to (bgr1+W, ... b+
W) jest baza V/W.

Udowodnij, ze V = Vi & ... ® Vi wtedy i tylko wtedy, gdy odwzorowanie z zewnetrznej sumy prostej w V'
dane przez V1 ® ... ® Vi 3 (v1,...,0k) = v1 + ... + vk € V jest izomorfizmem.

. Niech V1, V5 < V, dim(V) < oo. Uzasadnij réwnowazno$é warunkéw:
V=V o,

MnV=0iV1+V,=V;

VinVo=0idimV; +dimV, =dimV;

Vi+Vo=VidimV; +dimVy =dimV.
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Niech F: V — W bedzie liniowym przeksztalceniem, dim V, dim W < oco. Definiujemy F*: W* — V* wzorem
F*(f) = foF. Sprawdz, ze F* jest przeksztalceniem liniowym. Sprawdz, ze jesli utozsami¢ V z V** a W z
W** przez naturalne izomorfizmy ¢, to F** = F.

. Niech VW < Z. Pokaz, ze V/(VNW) ~ (V 4+ W)/W. Wywnioskuj stad (w przypadku skoriczenie

wymiarowym) wzér dim(V + W) = dim V + dim W — dim(V N W).

Udowodnij, ze prostokata o niewspéimiernych bokach nie da sie rozciaé na skonczenie wiele kwadratéw:
Niech jeden z bokéw prostokata ma dlugo$é 1, a drugi €. Udowodnij, ze istnieje ¢ € R* (gdzie R traktujemy
jako przestrzen liniowa nad Q), takie ze ¢(1) = 1, ¢(§) = —1.

Zdefiniujmy ¢-pole prostokata o bokach a,b jako iloczyn ¢(a) - ¢(b). Pokaz, ze jesli prostokat rozciaé na
skoriczenie wiele prostokatow, to suma ¢-pdl kawatkéw jest réwna ¢-polu wyjdciowego prostokata.
Konkluduj (nie wprost, z uzyciem ¢-pola).



