
Algebra I. Lista 7

1. Napisz wiersz M. Bia loszewskiego zaczynaja
‘
cy sie

‘
tak: “Ex Celu / Natchnielu / . . .”

2. Czy R3 jest suma
‘
prosta

‘
podprzestrzeni

a) Lin({(1, 2, 3)⊤}), {(x, y, z)⊤ :

{

x + y + z = 0
x− y + z = 0

}, {(t, 0, 0)⊤ : t ∈ R}?

b) {(x, y, z)⊤ : x + y + z = 0}, {(x, y, z)⊤ :

{

x− y + z = 0
x + y − z = 0

}?

c) Lin({(1, 2, 1)⊤, (−2, 1, 3)⊤}),Lin({(1, 6, 7)⊤})? d) {(x, y, z)⊤ : x + 2y − z = 0},Lin({(1, 2,−1)⊤})?

3. Udowodnij, że (a) Mn×n(R) = {A ∈ Mn×n(R) : A⊤ = A} ⊕ {A ∈ Mn×n(R) : A⊤ = −A}; (b) Mn×n(R) =
{A ∈ Mn×n(R) : tr(A) = 0} ⊕ {tI : t ∈ R}.

4. Pewne trzy proste w R3 przechodza
‘
ce przez 0 maja

‘
te
‘

w lasność, że ka
‘
t mie

‘
dzy każdymi dwoma z nich jest

> 60◦. Czy wynika sta
‘
d, że R3 jest suma

‘
prosta

‘
tych trzech prostych?

5. Niech a(t) ∈ R[t] be
‘
dzie ustalonym wielomianem. Które z naste

‘
puja

‘
cych funkcji sa

‘
funkcjona lami liniowymi

na Rn[t]: (a) f(P ) =
∫ 1

−1
a(t)P (t)dt; (b) f(P ) =

∫ 1

0
a(t)P (t2)dt; (c) f(P ) =

∫ 1

0
a(t)[P (t)]2dt; (d) f(P ) =

P ′′′(−1); (e) f(P ) = P (1)P ′(−1).

6. Niech V = R[X ], W = {P ∈ V | P (0) = 0}. Uzasadnij, że jeśli Q i S należa
‘

do tej samej warstwy W , to
Q(0) = S(0). Czy jest też odwrotnie? Uzasadnij, że w każdej warstwie W jest dok ladnie jeden wielomian
stopnia 0. Wyznacz dim(V/W ).

7. Czy jest prawda
‘
, że (w punkcie b przyjmujemy ǫ = 1

2
(−1 + i

√
3))

a) R12[X ] = {P ∈ R12[X ] : stopień P jest ≤ 6} ⊕ {P ∈ R12[X ] : stopień P jest ≥ 7}?
b) C[X ] = {P ∈ C[X ] : P (ǫX) = P (X)} ⊕ {P ∈ C[X ] : P (ǫX) = ǫP (X)} ⊕ {P ∈ C[X ] : P (ǫX) = ǫ2P (X)}?

8. Znajdź (jaka
‘
ś) podprzestrzeń dope lniaja

‘
ca

‘
do W < V , jeśli (a) V = R3, W = Lin({(1, 2, 0)⊤, (0, 1, 1)⊤});

(b) V = R4[X ], W = {P ∈ R4[X ] : P ′(1) + 2P (0) = 0}; (c) V = R3[X ], W = {P ∈ R3[X ] :
∫ 1

−1
P (x)dx =

∫ 1

−1
x2P (x)dx = 0}; (d) V = R3[X ], W = {P ∈ R3[X ] :

∫ 1

−1
P (x)e−x2

dx = 0};

9. Podaj przyk lad podprzestrzeni U, V,W < R4, takich że R4 = U ⊕ V = V ⊕W = W ⊕ U .

10. Niech v1, v2, v3 oraz w1, w2, w3 be
‘
da

‘
bazami R3, zaś v1, v2, v3 oraz w1, w2, w3 bazami (R3)∗ do nich dualnymi.

Przypuśćmy, że v2 = w2 oraz v3 = w3. Czy koniecznie musi być tak, że v2 = w2 i v3 = w3?

11. Uzasadnij, że jeśli W < V , v ∈ V \W , to istnieje f ∈ V ∗, takie że f |W = 0, ale f(v) 6= 0.

12. Niech dimV < ∞, niech B be
‘
dzie baza

‘
V , B∗ – dualna

‘
do niej baza

‘
V ∗, B∗∗ – dualna

‘
do B∗ baza

‘
V ∗∗.

Udowodnij, że ε(B) = B∗∗. (ε:V → V ∗∗ to naturalny izomorfizm.)

13. Niech v1, . . . , vk ∈ V , φ1, . . . , φk ∈ V ∗. Udowodnij, że jeśli det(φi(vj)) 6= 0, to v1, . . . , vk sa
‘

lnz w V , zaś
φ1, . . . , φk sa

‘
lnz w V ∗.

14. Niech V = R3, zaś W niech be
‘
dzie prosta

‘
w R3 zadana

‘
równaniem x = y

3
= −z.

a) Sprawdź, czy wektory v1 + W , v2 + W sa
‘

lnz w V/W , dla (i) v1 = (1, 2, 3)⊤, v2 = (4, 5, 6)⊤; (ii) v1 =
(2, 6,−2)⊤, v2 = (0, 1, 2)⊤; (iii) v1 = (−1, 0, 2)⊤, v2 = (0, 3, 1)⊤; (iv) v1 = (0, 0, 1)⊤, v2 = (0, 1, 0)⊤.

b) Wskaż baze
‘
B przestrzeni V/W i oblicz wspó lrze

‘
dne wektorów v1 i v2 w tej bazie – dla wszystkich powyższych

v1, v2.

15. Za lóżmy, że v, w ∈ R3 sa
‘

lnz. Jaki warunek musi spe lniać jednowymiarowa podprzestrzeń W < R3, aby
v + W,w + W by ly lz w przestrzeni ilorazowej R3/W? Rozważ przyk lad v = (1, 1, 0)⊤, w = (0, 1, 1)⊤.

16. Uzasadnij, że jeśli W < V , (b1, . . . , bk) jest baza
‘
W zaś (b1, . . . , bk, bk+1, . . . , bn) baza

‘
V , to (bk+1+W, . . . , bn+

W ) jest baza
‘
V/W .

17. Udowodnij, że V = V1 ⊕ . . . ⊕ Vk wtedy i tylko wtedy, gdy odwzorowanie z zewne
‘
trznej sumy prostej w V

dane przez V1 ⊕ . . .⊕ Vk ∋ (v1, . . . , vk) 7→ v1 + . . . + vk ∈ V jest izomorfizmem.

18. Niech V1, V2 < V , dim(V ) < ∞. Uzasadnij równoważność warunków:
a) V = V1 ⊕ V2;
b) V1 ∩ V2 = 0 i V1 + V2 = V ;
c) V1 ∩ V2 = 0 i dimV1 + dimV2 = dimV ;
d) V1 + V2 = V i dimV1 + dimV2 = dimV .



19. Niech F :V → W be
‘
dzie liniowym przekszta lceniem, dimV, dimW < ∞. Definiujemy F ∗:W ∗ → V ∗ wzorem

F ∗(f) = f ◦ F . Sprawdź, że F ∗ jest przekszta lceniem liniowym. Sprawdź, że jeśli utożsamić V z V ∗∗ a W z
W ∗∗ przez naturalne izomorfizmy ι, to F ∗∗ = F .

20. Niech V,W < Z. Pokaż, że V/(V ∩ W ) ≃ (V + W )/W . Wywnioskuj sta
‘
d (w przypadku skończenie

wymiarowym) wzór dim(V + W ) = dimV + dimW − dim(V ∩W ).

21. Udowodnij, że prostoka
‘
ta o niewspó lmiernych bokach nie da sie

‘
rozcia

‘
ć na skończenie wiele kwadratów:

a) Niech jeden z boków prostoka
‘
ta ma d lugość 1, a drugi ξ. Udowodnij, że istnieje φ ∈ R∗ (gdzie R traktujemy

jako przestrzeń liniowa
‘
nad Q), takie że φ(1) = 1, φ(ξ) = −1.

b) Zdefiniujmy φ-pole prostoka
‘
ta o bokach a, b jako iloczyn φ(a) · φ(b). Pokaż, że jeśli prostoka

‘
t rozcia

‘
ć na

skończenie wiele prostoka
‘
tów, to suma φ-pól kawa lków jest równa φ-polu wyj́sciowego prostoka

‘
ta.

c) Konkluduj (nie wprost, z użyciem φ-pola).


