
Algebra I. Lista 8

Q jest zwykle forma
‘

kwadratowa
‘

na skończenie wymiarowej przestrzeni V . Wektor v ∈ V nazywamy
izotropowym, jeśli Q(v) = 0. Zakładamy, że 1 + 1 6= 0. Formę kwadratową i jej formę biegunową często
oznaczamy tą samą literą (którą zwykle jest Q).

1. Napisz sonet M.S. Szarzyńskiego “Pokój LibreOffice, lecz excelowanie / Byt nasz podniebny. . . .”

2. Znajdź macierz formy Q w bazie B: Q([x, y, z]) = x2+5xy+3yz+yx−2z2, B = ([1, 0, 1], [−1,−1, 1], [0, 1, 3]).

3. Metoda
‘

Lagrange’a sprowadź do postaci diagonalnej formy x1x2 + x2
2, x2

1 + 2x1x2 + 2x2
2 + 4x2x3 + 5x2

3,
x1x2 + x1x3 + x2x3 + x2

3, x1x2 + x2x3 + x3x4 + x4x1,
∑n

i=1
x2
i +

∑
1≤i<j≤n xixj .

4. Dla jakich wartości λ naste
‘
puja

‘
ce formy sa

‘
dodatnio określone: 5x2

1 + x2
2 + λx2

3 + 4x1x2 − 2x1x3 − 2x2x3;
2x2

1+x2
2+3x2

3+2λx1x2+2x1x3; x2
1+x2

2+5x2
3+2λx1x2−2x1x3+4x2x3; x2

1+4x2
2+x2

3+2λx1x2+10x1x3+6x2x3;

5. Uzasadnij, że jeśli F :W → V jest liniowe, zaś Q:V → K jest forma
‘

kwadratowa
‘
, to Q ◦ F :W → K jest

forma
‘
kwadratowa

‘
.

6. Podaj kryterium ujemnej określoności macierzy analogiczne do kryterium Sylvestera.

7. Uzasadnij, że dla dowolnej macierzy A ∈ Mn(K) funkcja Kn ∋ v 7→tvAv ∈ K jest formą kwadratową na
Kn. Czy A jest macierzą tej formy w standardowej bazie?

8. Jak zmienia sie
‘

baza przy diagonalizacji metoda
‘
Lagrange’a?

a) Załóżmy, że w pewnej bazie (b, c) forma ma postać Q(xb+yc) = x2+xy+y2. Zmieniamy wtedy współrze
‘
dne

na x′ = x+ 1

2
y, y′ = y. Wyraź przez b, c baze

‘
(b′, c′) odpowiadaja

‘
ca

‘
tym nowym współrze

‘
dnym.

b) To samo dla xy = (x+y

2
)2 − (x−y

2
)2 = (x′)2 − (y′)2.

9. Wyznacz formę biegunową formy kwadratowej x1x2 + x2x3 + x3x1.

10. Zbadaj dodatnia
‘

określoność form: (a) Φ(x, y) = txy (Φ:Rn ×R
n → R); Φ:Mn×n(R) × Mn×n(R) → R:

(b) Φ(A,B) = tr(AB), (c) Φ(A,B) = tr(AtB), Φ:Rn[X ]×Rn[X ] → R: (d) Φ(P1, P2) = P1(2)P2(1).

11. Znajdź sygnature
‘

formy: x2
1 +2x2

2 +5x2
3 − 2x1x2 +4x2x3; x2

1 +4x2
2 + x2

3 − 4x1x2 +2x1x3; 2x2
1 +9x2

2 +3x2
3 +

8x1x2 − 4x1x3 − 10x2x3; 2x2
1 + 3x2

2 + 6x2
3 − 4x1x2 − 4x1x3 + 8x2x3;

12. Uzasadnij, że każda forma kwadratowa na przestrzeni liniowej nad ciałem C ma w odpowiednio dobranym
liniowym układzie współrze

‘
dnych postać x2

1+x2
2+. . .+x2

k (dla pewnego k nie wie
‘
kszego niż wymiar przestrzeni

i zależa
‘
cego od formy).

13. Symetryczne macierze 2 × 2 o wyrazach rzeczywistych tworza
‘

przestrzeń liniowa
‘
. Jaki jest jej wymiar?

Zidentyfikuj i naszkicuj podzbiór tej przestrzeni składaja
‘
cy sie

‘
z macierzy dodatnio określonych.

14. Udowodnij lub obal: (a) Jeśli macierz 3 × 3 ma wszystkie wyrazy dodatnie, to jest dodatnio określona; (b)
suma macierzy dodatnio określonych jest dodatnio określona; (c) iloczyn macierzy dodatnio określonych jest
dodatnio określony.

15. Czy jest prawda
‘
, że symetryczna macierz A jest dodatnio półokreślona wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie

jej minory główne sa
‘
nieujemne?

16. Podaj przykład formy kwadratowej Q na pewnej przestrzeni V oraz dwóch wektorów izotropowych v, w ∈ V ,
takich że Q(v + w) 6= 0.

17. Uzasadnij, że forma kwadratowa jest dodatnio półokreślona wtedy i tylko wtedy, gdy jej macierz da sie
‘

zapisać w postaci tMM dla pewnej macierzy M .

18. (K = R) Załóżmy, że zbiór wektorów izotropowych jest podprzestrzenia
‘
. Wykaż, że wtedy (a) Q jest

półokreślona; (b) jeśli v, w ∈ V , przy czym v jest wektorem izotropowym, to Q(v, w) = 0.

19. Formy kwadratowe Q, Q′ na przestrzeni liniowej V nazywamy liniowo równoważnymi, jeśli istnieje odwra-
calne przekształcenie liniowe F : V → V , takie że Q′ = Q ◦ F . Uzasadnij, że formy kwadratowe Q, Q′

określone na rzeczywistej przestrzeni liniowej V sa
‘

liniowo równoważne wtedy i tylko wtedy, gdy maja
‘

te
‘

sama
‘
sygnature

‘
.

20. Niech Φ be
‘
dzie symetryczna

‘
niezdegenerowana

‘
forma

‘
dwuliniowa

‘
na (skończenie wymiarowej) przestrzeni

liniowej V . Dla W < V określmy W⊥ = {v ∈ V | (∀w ∈ W )(Q(v, w) = 0)}. Niech U,W < V . Czy jest
prawda

‘
, że:



a) V = U ⊕ U⊥;
b) (U⊥)⊥ = U ;
c) (U ∩W )⊥ = U⊥ +W⊥;
d) (U +W )⊥ = U⊥ ∩W⊥.

21. Jaki jest maksymalny możliwy wymiar izotropowej podprzestrzeni (tzn. podprzestrzeni, której każdy wektor
jest izotropowy) w przestrzeni liniowej wymiaru n z forma

‘
kwadratowa

‘
sygnatury (p, q)?

Zadanie bonusowe (6pkt.)

22. Ze skończonym grafem (niezorientowanym, bez krawe
‘
dzi wielokrotnych, bez pe

‘
tli), wia

‘
żemy macierz (aij):

numerujemy wierzchołki grafu i kładziemy aij = −1 jeśli i-ty i j-ty wierzchołek sa
‘

poła
‘
czone krawe

‘
dzia

‘
,

aij = 0 jeśli nie sa
‘
, oraz aii = 2 dla każdego i. Znajdź wszystkie grafy dla których dostaje sie

‘
dodatnio

określona
‘
macierz.


