
Je±li w zadaniu nie zaznazono inazej, o wszystkih przestrzeniah liniowyhzakªadamy, »e maj¡ sko«zony wymiar i s¡ nad iaªem R.Kartkówka 1 z algebry liniowej B2, 2 mara 2005Zadanie 1. Sprawd¹ odwoªuj¡ si� do de�niji podprzestrzeni, »e W = {P ∈ R3[X ] : P (−1) +
P ′(1) = 0} jest podprzestrzeni¡ przestrzeni liniowej R3[X ]. Podaj przykªad bazy W (bez uza-sadniania).Zadanie 2. Nieh C b�dzie pi�ioelementowym podzbiorem sze±iowymiarowej przestrzeni linio-wej V , takim »e dimLin(C) = 2. Uzasadnij, »e istnieje baza B przestrzeni V , taka »e B ∩C jestzbiorem dwuelementowym.Kartkówka 1 z algebry liniowej B2, 3 mara 2006Zadanie 3. Sprawd¹ odwoªuj¡ si� do de�niji podprzestrzeni, »ea) W = {P ∈ R7[X ] : P (0)2 + P ′(1)2 = 0} jest podprzestrzeni¡ przestrzeni liniowej R7[X ];b) W = {P ∈ R3[X ] : P (0)2−P ′(1)2 = 0} nie jest podprzestrzeni¡ przestrzeni liniowej R3[X ].Zadanie 4. Czy jest prawd¡, »e dla dowolnyh podzbiorów A, B dowolnej przestrzeni liniowej Vzahodzi zawieranie

Lin(A \ B) ⊆ Lin(A) \ Lin(B) ?Kartkówka 2 z algebry liniowej B2, 10 mara 2006Zadanie 5. Nieh W b�dzie nast�puj¡¡ podprzestrzeni¡ R17[X ]:
W =

{

P ∈ R17[X ] :

∫ 1

0

P (x)dx + P ′(1) = 2P (0) + 3P ′(0) = 0

}Znajd¹ wymiar W .Zadanie 6. Zaªó»my, »e F : V → W jest monomor�zmem, za± v1, . . . , vn s¡ wektorami z V , takimi»e F (v1), . . . , F (vn) s¡ liniowo niezale»ne. Czy wynika st¡d, »e v1, . . . , vn s¡ liniowo niezale»ne?Kartkówka 3 z algebry liniowej B2, 17 mara 2004Zadanie 7. Nieh f ∈ R2[X ]∗ b�dzie zadane wzorem f(P ) =
∫ 1

−1
(1 + x)P (x)dx.a) Zapisz f jako kombinaj� liniow¡ elementów bazy dualnej do bazy (1 − X, X, X + X2).b) Uzasadnij, »e W = {(P, f(P )) : P ∈ R2[X ]} jest podprzestrzeni¡ produktu R2[X ] × R.Znajd¹ wymiar przestrzeni (R2[X ] × R)/W .) Podaj przykªad wielomianu Q ∈ R2[X ], takiego »e para (Q, 0) nale»y do tej samej warstwy

W o para (X2+1, 7). [W jest podprzestrzeni¡ produktu R2[X ]×R zde�niowan¡ w punkieb).℄ Kolokwium 1 z algebry liniowej B2, 2 kwietnia 20071



Zadanie 8. Znajd¹ baz� i wymiar nast�puj¡yh przestrzeni. Za ka»dym razem krótko uzasadnij,dlazego podany przez Ciebie zbiór wektorów naprawd� jest baz¡.a) Im FA, gdzie FA : R4 → R4 jest zadane maierz¡ A =









−1 2 3 4
2 4 −2 4
−2 −2 3 −1
2 4 −2 4







b) kerFA, gdzie FA : R4 → R4 jest zadane maierz¡ A =









−1 2 3 4
2 4 −2 4
−2 −2 3 −1
2 4 −2 4







Zadanie 9. Czy podane pary przestrzeni liniowyh s¡ ze sob¡ izomor�zne? W ka»dym przy-padku odpowied¹ krótko uzasadnij.a) {P ∈ R3[x] : P (1) = P (2)} oraz {(x1, . . . , x5) : x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 0 oraz x1 + 2x2 +
3x3 + 4x4 + 5x5 = 0}?b) R

10 oraz {P ∈ R25[x] : P (1) = P (2), P ′(−2) + P ′′(5) = P (0), P (3) = 2P ′(0), P (−1) +
P (−2) = P ′′(0), P (1) + P (2) + P (3) = 0}[Wskazówka: w punkie b) nie trzeba ni lizy¢℄Zadanie 10. Przeksztaªenie liniowe f : V → R2[x], gdzie V = {P ∈ R2[x] : P (−1) = 0} zadanejest wzorem f(P ) = P

x+1 .Podaj przykªad przeksztaªenia liniowego g : R2[x] → R2[x] o tej wªasno±i, »e gV = f (toznazy: podaj wzór na g(ax2 + bx + c), gdzie a, b, c ∈ R).Zadanie 11. Funkjonaªy f1, f2 zadane s¡ wzorami
f1(P ) = P (−1) + P (2), f2(P ) = P (0) + P ′(0) dla dowolnego P ∈ R1[x].Stanowi¡ one baz� B = (f1, f2) przestrzeni (R1[x])∗.(a) Znajd¹ baz� (P1, P2) przestrzeni R1[x] o tej wªasno±i, »e (f1, f2) jest baz¡ dualn¡ do bazy

(P1, P2)(b) Obliz [f ]B, gdzie f ∈ (R1[x])∗ zadany jest wzorem f(P ) = P (−2).Zadanie 12. Pªaszzyzna W zadana jest równaniem W =











x
y
z



 : x + 2y + 3z = 0







. Znajd¹wszyskie warto±i parametru α dla któryh v = αw, gdzie v =





1
−1
2



 + W ∈ R
3/W , w =





2
1
0



 + W ∈ R3/W .Zadanie 13. Funkjonaªy f1, f2, . . . , f102 : R100[x] → R zadane s¡ wzorami
f1(P ) = P (1), f2(P ) = P (2), . . . , f102(P ) = P (102) dla dowolnego P ∈ R100[x]a) Udowodnij, »e f1, . . . , f102 ∈ (R100[x])∗ s¡ liniowo zale»ne.b) Udowodnij, »e f1, . . . , f101 ∈ (R100[x])∗ s¡ liniowo niezale»ne.Kolokwium z algebry liniowej B2. 5 kwietnia 2004Zadanie 14. Nieh F : R3[X ] → R1[X ] b�dzie dane wzorem F (P ) = P ′′ + P (−1)X .2



a) Sprawd¹, »e F jest przeksztaªeniem liniowym.b) Wyznaz dimker(F ) i znajd¹ jak¡± baz� B przestrzeni ker(F ).) Rozszerz B do bazy C przestrzeni R3[X ].Zadanie 15. Nieh A =





1 2 −4 2
2 0 −1 2
−1 2 −3 0



. Dla któryh spo±ród nast�puj¡yh wektorów Yukªad AX = Y ma rozwi¡zanie: (a) 



1
2
3



; (b)−1
2
0



; ()0
1
1



; (d) 4
5
−2



; (e)5
7
1



; (f)27213
152
721



;(g)−3
5
1



; (h) −10
−100

4



; (i)12
13
14



; (j)0
0
2



; (k)5
2
3



; (l)−1
−4
3



; (m) 9
12
1



; (n) 4
2
10



; (o)15
3
12



; (p)0
2
0



;(r)1
2
0



; (s)2
2
0



; (t)3
2
0



; (u)4
2
0



; (w)5
2
0



; (x)6
2
0



; (y)7
2
0



; (z) 9
2
7)



.Zadanie 16. Rozwa»my funkjonaª liniowy φ na przestrzeni R2[X ], zadany przez φ(1) = φ(X) =
φ(X2) = 1.a) Obliz φ((X − 3)2).b) Podaj przykªad wielomianu P ∈ R2[X ], takiego »e φ(P ) = −3.) Czy jest prawd¡, »e je±li φ(P ) = φ(Q), to lizba 1 jest pierwiastkiem wielomianu P − Q?(Odpowied¹ uzasadnij.)Zadanie 17. Wiadomo, »e F : V → W , G : W → Z oraz H : Z → V s¡ przeksztaªeniamiliniowymi, B jest baz¡ V , C jest baz¡ W , za± D jest baz¡ Z. Ponadto wiadomo, »e H◦G◦F = Id,
mB

D(G ◦ F ) =





1 1 1
0 1 3
0 0 1



, mC
B(H ◦ G) =





1 0 0
1 1 0
3 2 1



. Znajd¹ mD
C (F ◦ H).Kolokwium z algebry liniowej B2. 11 kwietnia 2005O wszystkih przestrzeniah liniowyh w niniejszym kolokwium zakªadamy, »emaj¡ sko«zony wymiar i s¡ nad iaªem R.Zadanie 18. Nieh W = {P ∈ R3[X ] : P ′(1) = 0}. Nieh F : W → R2[X ] b�dzie dane wzorem

F (P ) = P ′(X).a) Wska» (jak¡±) baz� B przestrzeni W .b) Nieh C = (1, X2, X). Znajd¹ mB
C(F ).) Znajd¹ wymiar i podaj baz� Im(F ).Zadanie 19. W poni»szyh trzeh przypadkah rozstrzygnij, zy W jest podprzestrzeni¡ liniow¡

V .a) V = R3[X ]; W = {P ∈ R3[X ] : P (1)2 + P ′(−1)2 = 0}.b) V = (R2[X ])∗; W = {φ ∈ (R2[X ])∗ : φ(X + 1) − 2φ(X2) = 1}.3



) V = R3[X ]/Z, gdzie Z = {P ∈ R3[X ] : P ′(1) = P (−1) = 0}; W = {(tX3 +X2− tX − 1)+
Z : t ∈ R}.Zadanie 20. Nieh A = {P ∈ R3[X ] : (∀r ∈ R)(P (r) > 0)}. Wyznaz Lin(A). Odpowied¹podaj w takiej formie, by ªatwo mo»na byªo sprawdzi¢, zy dany wielomian nale»y do Lin(A); wszzególno±i ªatwo sprawd¹, które z nast�puj¡yh wielomianów nale»¡ do Lin(A): 2X3 + X2 −

3X + 7, −X3 + 2X2 − X , X2 − 1, X3 − 3X + 4, 5X3 − 17X2 + 21X − 11, X2 + 2X , 7X , 27,
7X3 + 11X2, X3 − X2 + X − 1.Zadanie 21. Znajd¹ niezerowy funkjonaª φ ∈ (R4)∗, taki »e φ(v) = 0 dla wszystkih v ∈ Im(FA)(lub udowodnij, »e taki funkjonaª nie istnieje).

A =









0 −1 2 1 −2
2 −1 3 4 −4
3 1 1 2 −1
1 1 0 −1 1







Zadanie 22. Nieh F : V → W b�dzie epimor�zmem, za± G : Z → W przeksztaªeniem liniowym.Udowodnij, »e istnieje przeksztaªenie liniowe H : Z → V , takie »e G = F ◦ H .Zadanie 23. Nieh F, G : V → W b�d¡ przeksztaªeniemi liniowymi. Zaªó»my, »e dla ka»dejbazy B przestrzeni V istnieje b ∈ B, takie »e F (b) = G(b). Udowodnij, »e F = G.Kolokwium z algebry liniowej B2, 10 kwietnia 2006Zadanie 24. Uzasadnij, »e istnieje lizba rzezywista x, taka »e
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3 x
1 1 1 7
1 2 4 −3
1 3 9 5

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6= 0.Zadanie 25. Nieh V = R100[X ], W = {P ∈ V : P (1) = P (−1) = 0}.a) Nieh E1 = X7 + 3X5 + W , E2 = X8 + 24X2 + W b�d¡ wektorami w przestrzeni V/W .Uzasadnij, »e (E1, E2) jest baz¡ V/W .b) Nieh (E∗
1 , E∗

2 ) b�dzie baz¡ dualn¡ do bazy z podpunktu a). Obliz E∗
1 (X4 +2X +1+W ).Zadanie 26. Podaj przykªad przeksztaªenia liniowego F : R2[X ] → R2[X ] o nast�puj¡ej wªasno-±i: je±li lizba 1 jest pierwiastkiem wielomianu P ∈ R2[X ], to F (P ) = P (X)

X−1 . Opisz swój przykªadpodaj¡ maierz mB
C(F ), dla nast�puj¡yh baz R2[X ]: B = (1, X, X2), C = (1, X−1, (X−1)2).Zadanie 27. O lizbah rzezywistyh a, b wiadomo, »e przeksztaªenie f : R1[X ] → R zadanewzorem

f(P ) = P (2) ·

∫ 1

0

(

P (x) · (x2 + ax + b)
)

dxjest liniowe. Znajd¹ a i b.Zadanie 28. Czy jest prawd¡, »e dla dowolnej sko«zenie wymiarowej przestrzeni liniowej V idowolnyh przeksztaªe« liniowyh F, G : V → V zahodzi wzór: dimker(F ◦G) = dimker(G◦F )?Podaj dowód lub kontrprzykªad.Zadanie 29. Czy istnieje odwzorowanie liniowe F : R
100 → R

100, takie »e:4



a) dim Im(F ) = 99, dim Im(F ◦ F ) = 97?b) dim Im(F ) = 98, dim Im(F ◦ F ) = 97?(Odpowied¹ uzasadnij)Kolokwium 1 z Algebry liniowej 2B, 11 kwietnia 2008Zadanie 30. Wyznaz baz� i wymiar Lin(A) dla:a) A = {(1, 0, 0,−1)⊤, (2, 1, 1, 0)⊤, (1, 1, 1, 1)⊤, (1, 2, 3, 4)⊤, (0, 1, 2, 3)⊤};b) A = {(1, 1, 1, 1, 0)⊤, (1, 1,−1,−1,−1)⊤, (2, 2, 0, 0,−1)⊤, (1, 1, 5, 5, 2)⊤, (1,−1,−1, 0, 0)⊤}.Zadanie 31. Nieh W = ker f , gdzie przeksztaªenie liniowe f : R10[x] → R3 zadane jest wzorem
f(P ) =





P (1)
P ′(−1)

P (2) + P ′(2)



.a) Znajd¹ wymiar W .b) Uzasadnij, »e wektory U1 = x2 + 1 + W ∈ R10[x]/W oraz U2 = x3 − x + W ∈ R10[x]/W s¡liniowo niezale»ne.) Wektory U1, U2 uzupeªnij do bazy przestrzeni R10[x]/W . Uzasadnij krótko, dlazego po-dane przez Ciebie wektory speªniaj¡ warunki zadania.Zadanie 32. Przeksztaªenie liniowe f : V → R2[x], gdzie V = {P ∈ R2[x] : P (1) = 0} zadanejest wzorem f(P ) = P
x−1 .Podaj przykªad przeksztaªenia liniowego g : R2[x] → R2[x] o tej wªasno±i, »e gV = f (toznazy: podaj wzór na g(ax2 + bx + c), gdzie a, b, c ∈ R).Zadanie 33. Nieh W =











x
y
z



 ∈ R3 : x + 2y + 3z = 0







, za± f, g ∈ W ∗ b�d¡ zadane s¡ wzorami:
f





x
y
z



 = x − y + z, g





x
y
z



 = x + y − z (dla 



x
y
z



 ∈ W ).a) Uzasadnij, »e B = (f, g) jest baz¡ przestrzeni W ∗.b) Nieh h ∈ W ∗ b�dzie zadany wzorem h





x
y
z



 = 3x − 2y + z dla 



x
y
z



 ∈ W . Obliz [h]B.) Znajd¹ baz� (v, w) przestrzeni W , tak¡ »e (f, g) jest baz¡ do niej dualn¡.Zadanie 34. Rozwa»my funkjonaª liniowy φ na przestrzeni R2[X ], zadany przez φ(1) = φ(X) =
φ(X2) = 1.a) Obliz φ((X − 3)2).b) Podaj przykªad wielomianu P ∈ R2[X ], takiego »e φ(P ) = −3.5



) Czy jest prawd¡, »e je±li φ(P ) = φ(Q), to lizba 1 jest pierwiastkiem wielomianu P − Q?(Odpowied¹ uzasadnij.)Zadanie 35. O odwzorowaniu liniowym F : R100 → R100 wiadomo, »e dim Im(F ) = 90, ao odwzorowaniu liniowym G : R100 → R100 wiadomo, »e dim Im(G) = 80. Udowodnij, »e
dim Im(F ◦ G) ≥ 70.Kolokwium 2 z algebry liniowej B2, 8 maja 2007Zadanie 36. Rozwa»amy nast�puj¡y ukªad równa«:

−a + b + c − 2d = 3,

a − b + 2d = 2,

−3b − 2c + 3d = −1,

3a + 2b − 2c + 2d = 2.a) Rozwi¡» powy»szy ukªad przez oblizenie maierzy odwrotnej do maierzy gªównej ukªadurówna« (za rozwi¡zania inn¡ metod¡ nie b�dzie przyznany komplet punktów).b) Obliz warto±¢ c korzystaj¡ ze wzorów Cramera (za rozwi¡zania nie korzystaj¡e zewzorów Cramera nie b�dzie przyznany ani jeden punkt).Zadanie 37. B = (x3 + x2 + x + 1, x3 − 2x2 + 3x + 1, x3 + 2x2 + 3x + 4, x3 − x2 + x − 1)jest baz¡ przestrzeni R3[x]. Odwzorowanie liniowe F : R3[x] → R3[x] zadane jest wzorem
F (P ) = P (x) + 2xP ′(x) + P ′′(x). Obliz det

[

mB(F )
].Zadanie 38. Znajd¹ ukªad równa« liniowyh (uwaga! nie wymagamy, aby byªy to równania jed-norodne!) skªadaj¡y si� z minimalnej lizby równa« i o tej wªasno±i, »e jego zbiorem rozwi¡za«jest pªaszzyzna w R4 przehodz¡a przez punkty [1, 2, 4, 8]T , [1, 1, 1, 1]T , [1,−1, 1,−1]T .Zadanie 39. Obliz wyznaznik. Aby unikn¡¢ nieporozumie«, maierz zostaªa podana poni»ejna dwa równowa»ne sposoby.

det
[

(i2 + j2)1≤i,j≤n

]

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

12 + 12 12 + 22 · · · 12 + n2

22 + 12 22 + 22 · · · 22 + n2... ... . . . ...
n2 + 12 n2 + 22 · · · n2 + n2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.Zadanie 40. O lizbah t1, . . . , tn zakªadamy, »e s¡ parami ró»ne i niezerowe. Oznazmy V =










1 t1 t21 · · · tn−1
1

1 t2 t22 · · · tn−1
2... ... ... . . . ...

1 tn t2n · · · tn−1
n











oraz W = (wi,j)1≤i,j≤n = V −1. Obliz w1,k. Odpowied¹ podaj wmo»liwie prostej postai.Zadanie 41. Obliz wyznaznik. Aby unikn¡¢ nieporozumie«, maierz zostaªa podana poni»ejna dwa równowa»ne sposoby.
det

[

(max(i, j)1≤i,j≤n

]

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3 · · · n
2 2 3 · · · n
3 3 3 · · · n... ... ... . . . ...
n n n · · · n

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.
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Kolokwium poprawkowe z algebry liniowej B2, 8 maja 2006Zadanie 42. Obliz wymiar przestrzeni
{

P ∈ R4[X ] : P (−1) + P (1) = 0, P ′(1) + P ′(−1) = 0, P (1) +
1

3
P ′′′(0) = 0

}Zadanie 43. Nieh F : R3[X ] → R3[X ] b�dzie dane wzorem F (P (X)) = (X+X2)
(

P ′′(X)+P (1)
).a) Wyznaz mB

C(F ) dla B = (X3, X2, X, 1) i C = (1 + X, X + X2, X2 + X3, X3).b) Zbiór F−1[{X(1 + X)2}] jest warstw¡ pewnej podprzestrzeni W przestrzeni R3[X ]. Wy-znaz wymiar i baz� W .Zadanie 44.a) Nieh (f, g) b�dzie baz¡ przestrzeni W ∗, gdzie W = {(x, y, z)⊤ ∈ R3 : x + y + z = 0}, za±
f, g zadane s¡ wzorami:

f





x
y
z



 = x − y + z, g





x
y
z



 = x + y − z (dla 



x
y
z



 ∈ W ).Znajd¹ baz� (v, w) przestrzeni W , tak¡ »e (f, g) jest baz¡ do niej dualn¡.b) Zaªó»my, »e V jest przestrzeni¡ liniow¡ sko«zonego wymiaru. Czy ka»da baza przestrzeni
V ∗ jest dualna do pewnej bazy V ?Zadanie 45. Nieh F : V → W b�dzie przeksztaªeniem liniowym i nieh A, B ⊆ V . Udowodnij,»e je±li Lin(F [A]) = Lin(F [B]), to Lin(A) ⊆ Lin(B) + ker(F ).Zadanie 46. Znajd¹ ostatni¡ yfr� lizby, która jest warto±i¡ bezwzgl�dn¡ wyznaznika

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1 1 1 1
−32 16 −8 4 −2 1
0 0 0 0 0 1
64 32 16 8 4 2
1 −1 1 −1 1 −1

243 81 27 9 3 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣Kolokwium 2 z Algebry liniowej 2B, 21 maja 2008Zadanie 47.a) Obliz wyznaznik
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1 1 1 1
1 101 1 1 1 1
1 1 101 1 1 1
1 1 1 101 1 1
1 1 1 1 101 1
1 1 1 1 1 101

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣b) Obliz wyznaznik. Aby unikn¡¢ nieporozumie«, maierz zostaªa podana poni»ej na dwarównowa»ne sposoby.
det

[

max(i2, j2)
]

1≤i,j≤n
=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

12 22 32 · · · n2

22 22 32 · · · n2

32 32 32 · · · n2... ... ... . . . ...
n2 n2 n2 · · · n2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣
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Zadanie 48. Symbolem A∨ oznazamy dopeªnienie algebraizne maierzy A. Nieh
M =









1 2 −1 2
2 1 −1 1
2 1 −1 2
−1 1 1 0







a) Obliz M∨.b) Obliz (M∨)∨.Zadanie 49. B = (7x3 + 2x2 +5x− 3, 2x3 + 6x2 − 4x− 2, 3x3 + 5x2 − 7x+ 8, 2x3 +3x2 + 7x− 4)jest baz¡ przestrzeni R3[x]. Odwzorowanie liniowe F : R3[x] → R3[x] zadane jest wzorem
F (P ) = P (x) + 2xP ′(x) + P ′′(x). Obliz tr

[

mB(F )
].Zadanie 50. Przestrze«

V = Lin([2,−1, 3, 4,−1]T , [1, 2,−3, 1, 2]T , [5,−5, 12, 11,−5]T , [1,−3, 6, 3,−3]T )opisz przy pomoy minimalnego ukªadu równa« liniowyh.Zadanie 51. Maierz A jest nast�puj¡ej postai:
A =



















n n − 1 · · · 3 2 1
n n − 1 · · · 3 2 2
n n − 1 · · · 3 3 3

n n − 1
... ... ...

n n − 1 n − 1 n − 1 n − 1 n − 1
n n n n n n



















,za± B = A−1. Obliz x, zyli zaznazony poni»ej wyraz maierzy B:
B =











∗ · · · ∗ x ∗
∗ · · · ∗ ∗ ∗... . . . ... ... ...
∗ · · · ∗ ∗ ∗









Zadanie 52. Zasady ªamigªówki pi�tnastka s¡ nast�puj¡e. W kwadratowym pudeªku znajdujesi� 15 kwadratowyh kloków oraz jedno puste miejse, jak na poni»szym shemaie z lewejstrony. Gra polega na wielokrotnym wykonywaniu elementarnyh ruhów. Elementarny ruhpolega na przesuni�iu jednego kloka w jednym z dopuszzalnyh kierunków: góra, dóª, lewo,prawo, je±li odpowiednie s¡siaduj¡e pole jest puste. Celem gry jest doprowadzenie planszy dokon�guraji jak na poni»szym shemaie z prawej strony. Udowodnij, »e osi¡gni�ie elu gry jestniemo»liwe. 1 2 3 45 6 7 89 10 11 1213 15 14 1 2 3 45 6 7 89 10 11 1213 14 15Kolokwium z algebry liniowej B2. 24 maja 20048



Zadanie 53. Obliz wyznaznik n × n:
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

4 1 1 . . . 1 1
4 4 1 . . . 1 1
4 4 4 . . . 1 1... ... ... ... ...
4 4 4 . . . 4 1
4 4 4 . . . 4 4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣Zadanie 54. Wyznaza) posta¢ Jordana;b) baz� jordanowsk¡przeksztaªenia F : R4 → R4 zadanego w bazie standardowej maierz¡








0 −8 −3 −2
0 2 0 0
1 −5 −1 1
−1 5 3 1







Zadanie 55. Nieh F : R3 → R3 b�dzie zadane w bazie standardowej maierz¡




−1 1 4
5 3 −5
1 1 2



za± W nieh b�dzie pªaszzyzn¡ o równaniu x + y − z = 0.a) Sprawd¹, »e W jest F -niezmienniz¡ podprzestrzeni¡ R3.b) Rozstrzygnij, zy istnieje F -niezmienniza podprzestrze« R3 dopeªniza do W .Zadanie 56. Podaj przykªad formy kwadratowej Q na przestrzeni R3, takiej »e Q(E1) > 0,
Q(E2) > 0, Q(−E3) > 0, a sygnatura Q wynosi (1, 2).Zadanie 57. Nieh V b�dzie sko«zenie wymiarow¡ przestrzeni¡ euklidesow¡ (nad iaªem R), za±
v1, v2 ∈ V nieh b�d¡ liniowo niezale»ne. Udowodnij, »e istnieje podprzestrze« W < V , taka »e
PW (v1) = PW (v2) 6= 0.(Uwaga: sam rysunek nie wystarzy.)Zadanie 58. Nieh

A =



















0 1 0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0
0 0 0 . . . 0 0... ... ... ... ...
0 0 0 . . . 0 1
a1 a2 a3 . . . an−1 an

















gdzie a1, . . . , an s¡ pewnymi lizbami zespolonymi. Udowodnij, »e w postai Jordana maierzy
A ka»dej warto±i wªasnej odpowiada dokªadnie jedna klatka Jordana.Kolokwium z algebry liniowej B2. 29 maja 2006Zadanie 59. Obliz wyznazniki nast�puj¡yh maierzy (aij) rozmiaru n × n:a) aij = min(i, j);b) aij = min(i2, j2). 9



Zadanie 60. Wska» niesko«zenie wiele podprzestrzeni F -niezmiennizyh dla F : R3 → R3 za-danego maierz¡




2 0 0
−1 3 2
1 −1 0



Zadanie 61. Zbadaj, zy forma kwadratowa Q : R2[X ] → R zadana wzorem
Q(P ) =

∫ 1

−1

P ′(x)P (x)dx + 4P (0)2 + 4P ′(1)2jest dodatnio okre±lona. Je±li jest, znajd¹ baz� w której maierz formy jest diagonalna; je±li niejest, wska» P takie »e Q(P ) < 0.Zadanie 62. Nieh F : V → W b�dzie liniowe i nieh W = W1 ⊕ W2. Czy jest prawd¡, »ea) je±li F jest monomor�zmem, to V = F−1[W1] ⊕ F−1[W2]?b) je±li F jest epimor�zmem, to V = F−1[W1] ⊕ F−1[W2]?W ka»dym przypadku podaj dowód lub kontrprzykªad.Zadanie 63. Nieh N ∈ Mn×n(C) b�dzie maierz¡ nilpotentn¡ [(∃s ∈ N)(Ns = 0)℄. De�niujemy
Φ: Mn×n(C) → Mn×n(C) wzorem Φ(A) = AN − NA.a) Sprawd¹, »e Φ jest liniowe.b) Uzasadnij, »e Φ nie jest epimor�zmem.) Wyznaz warto±i wªasne Φ.d) Udowodnij, »e w postai Jordana Φ jest wi�ej ni» n

2 klatek.Kolokwium 3 z algebry liniowej B2, 11 zerwa 2007Zadanie 64. Znajd» posta¢ Jordana (nie musisz wyznaza¢ odpowiedniej bazy jordanowskiej)podanej maierzy A. Wskazówka: niewidzialna r�ka ju» oblizyªa wielomian harakterystyzny
χA(x), masz prawo skorzysta¢ z tej informaji.a)

A =





2 0 1
−1 1 −2
−1 0 0



 , χA(x) = (1 − x)3b)
A =









1 −1 1 0
1 1 −1 −1
1 0 0 −1
−1 −1 2 2









, χA(x) = (1 − x)4Zadanie 65. Dla maierzy A =





2 0 −1
−2 1 2
1 0 0



 niewidzialna r�ka oblizyªa ju» posta¢ Jordana,jest ni¡ mianowiie 



1 1 0
0 1 0
0 0 1



. W swoim rozwi¡zaniu mo»esz korzysta¢ z tej informaji.a) Obliz Ak.b) Obliz exp(A)Zadanie 66. Okre±lmy form� kwadratow¡ Q : R2[X ] → R wzorem Q(P ) = 2
∫ 1

0 P ′(x)P (x)dx.10



a) Wyznaz form� dwuliniow¡ Q : R2[X ] × R2[X ] → R odpowiadaj¡¡ powy»szej formiekwadratowej (to znazy: podaj wzór na Q(ax2 + bx + c, dx2 + ex + f)).b) Nieh B = (1, X, X2). Wyznaz mBB(Q).) Obliz sygnatur� Q.Wskazówka dla osób z zaniedban¡ analiz¡: ∫

xm dx = 1
m+1xm+1.Wskazówka uªatwiaj¡a przygotowanie si� do kolokwium: znajd¹ to zadanie w±ródzada« z poprzednih lat.Zadanie 67.a) Udowodnij, »e nie istnieje odwzorowanie liniowe P : R100 → R100 o tej wªasno±i, »e

dim Im P = 99 oraz dim Im P 2 = 97.a) Podaj przykªad odwzorowania liniowego P : R100 → R100 o tej wªasno±i, »e dim Im P = 98oraz dim Im P 2 = 97.Wskazówka uªatwiaj¡a przygotowanie si� do kolokwium: znajd¹ to zadanie w±ródzada« z poprzednih lat.Zadanie 68. Przez 〈·, ·〉 oznazamy standardowy ilozyn skalarny w R3. Dla jakih warto±iparametru t istniej¡ w przestrzeni R3 liniowo niezale»ne wektory v1, v2, v3 z któryh ka»dy madªugo±¢ 1, 〈v1, v2〉 = 2
3 , 〈v1, v3〉 = − 1

2 , 〈v2, v3〉 = t.Wskazówka: maierze/formy dodatnio okre±lone mog¡ pomó.Uwaga: je±li masz kªopot z tym zadaniem, mo»esz usun¡¢ zaªo»enie o liniowej niezale»no¢i.Nie jest karane to obi�iem punktów.Zadanie 69. Nieh Q : R5 × R5 → R b�dzie form¡ dwuliniow¡, która jest antysymetryzna (toznazy: Q(v, w) = −Q(w, v) zahodzi dla dowolnyh v, w ∈ R5). Udowodnij, »e istnieje takiNIEZEROWY wektor v ∈ R
5, »e Q(v, w) = 0 zahodzi dla dowolnego w ∈ R

5.Kolokwium 3 z Algebry liniowej 2B, 13 zerwa 2008Zadanie 70. Odwzorowanie F : R5[X ] → R5[X ] zadane jest wzorem
F (P ) = P (3X + 1).Wyznaz wielomian harakterystyzny, warto±i wªasne. Wyznaz przestrzenie wªasne i prze-strzenie pierwiastkowe (to znazy�na przykªad�wyznaz ih bazy).Zadanie 71. Obliz wyznaznik maierzy n × n postai












2
2

· · ·
2

2













,gdzie puste miejsa oznazaj¡ zera, je±li a) n = 60, b) n = 61, ) n = 62, d) n = 63.Odpowied¹ uzasadnij.
11



Zadanie 72. Wyznaz posta¢ Jordana poni»szej maierzy (uwaga: wyznazenie bazy jordanow-skiej nie jest wymagane):
A =





















2 −3 −2 −1 2 −2 1
1 −6 −10 −4 6 −1 5
0 2 6 2 −3 −1 −2
−4 23 22 9 −8 6 −11
−2 11 12 4 −3 2 −6
0 4 6 3 −5 2 −3
1 −3 −4 −1 2 −1 4





















.Wskazówka: niewidzialna r�ka oblizyªa ju» wielomian harakterystyzny tej maierzy; jestnim χA(x) = (2 − x)7. Ponadto niewidzialna r�ka informuje, »e:baz¡ przestrzeni ker(A − 2) jest
([−1, 1,−1,−1,−1,−1,−0]T, [0,−1, 1, 2, 1, 1, 1]T , [−2, 1,−2, 0,−1,−1,−1]T),baz¡ przestrzeni ker(A − 2)2 jest ([−1, 1,−1,−1,−1,−1,−0]T , [0,−1, 1, 2, 1, 1, 1]T ,
[1, 1,−1,−0, 0,−1,−1]T , [−2, 1,−2, 0,−1,−1,−1]T , [0, 0, 1,−2,−1, 1, 2]T),baz¡ przestrzeni ker(A − 2)3 jest ([−1, 1,−1,−1,−1,−1,−0]T , [0,−1, 1, 2, 1, 1, 1]T ,
[1, 1,−1,−0, 0,−1,−1]T , [−2, 1,−2, 0,−1,−1,−1]T , [0, 0, 1,−2,−1, 1, 2]T , [1, 1,−0, 1,−0,−1, 2]T).W swoim rozwi¡zaniu mo»esz wykorzysta¢ informaje niewidzialnej r�ki.Zadanie 73. Znajd¹ posta¢ Jordana poni»szej maierzy A oraz baz�, w której jest ona przyjmo-wana.

A =









5 1 −4 5
−10 −2 12 −14
−9 −4 12 −11
−7 −3 8 −7







Wskazówka: niewidzialna r�ka oblizyªa, »e χA(x) = (2 − x)4. W swoim rozwi¡zaniu mo»eszwykorzysta¢ informaje niewidzialnej r�ki.Zadanie 74. Udowodnij, »e istnieje niesko«zenie wiele FA-niezmiennizyh, dwuwymiarowyhprzestrzeni dla odwzorowania FA : R
4 → R

4 zadanego maierz¡
A =









3 1 0 0
0 3 0 0
0 0 3 1
0 0 0 3









.Zadanie 75. Obliz sin(πA), gdzie
A =





−12 −32 23
1 5 −2
−7 −15 13



 .Wskazówka: niewidzialna r�ka oblizyªa χA(x) = (2 − x)3. Mo»esz skorzysta¢ z informajiniewidzialnej r�ki. Egzamin z algebry liniowej B2, 24 zerwa 2004Zadanie 76. Nieh f b�dzie funkjonaªem liniowym na R
3, takim »e mB

{1}(f) =
[

2 −1 3
],gdzie B = (E3, E2 + E3, E1 + E2 + E3). Wyznaz mE

{1}(f) dla E = (E1, E2, E3).12



Zadanie 77. Znajd¹ rozkªad biegunowy maierzy [

1 −2
2 −1

].Zadanie 78. Nieh W b�dzie podprzestrzeni¡ R4 zadan¡ ukªadem 









−x1 + 2x2 − x3 + x4 = 0

2x1 − x2 + x3 − x4 = 0

4x1 + x2 + x3 − x4 = 0

.Znajd¹ dwie podprzestrzenie V1, V2 < R4, takie »e R4 = V1 ⊕ W = V2 ⊕ W = V1 ⊕ V2 � lubudowodnij, »e podprzestrzenie o tej wªasno±i nie istniej¡.Zadanie 79. Okre±lmy funkj� Q : R2[X ] → R wzorem Q(P ) = 2
∫ 1

0
P ′(x)P (x)dx.a) Sprawd¹, »e Q jest form¡ kwadratow¡.b) Nieh B = (1, X, X2). Wyznaz mBB(Q).) Obliz sygnatur� Q.Zadanie 80. Podaj przykªad niediagonalizowalnej maierzy A ∈ M4×4(R), takiej »e przestrzenie

Lin({E1, E2 − E3}) oraz Lin({E2 + E3, E4}) s¡ FA-niezmiennize, podzas gdy χA(x) = (3 −
x)3(1 − x). (Sprawd¹ »¡dane wªasno±i.)Zadanie 81. Znajd¹ posta¢ Jordana maierzy 







1 −3 0 3
−2 −6 0 13
0 −3 1 3
−1 −4 0 8









.Zadanie 82. Nieh V b�dzie sko«zenie wymiarow¡ przestrzeni¡ euklidesow¡, za± P : V → Vprzeksztaªeniem liniowym, takim »e P 2 = P .a) Udowodnij, »e V = ker(P ) ⊕ Im(P ).b) Udowodnij równowa»no±¢: P = P ∗ ⇐⇒ ker(P ) ⊥ Im(P ).Zadanie 83. Nieh Z b�dzie sko«zenie wymiarow¡ przestrzeni¡ liniow¡, za± V i W jej podprze-strzeniami.a) Uzasadnij, »e V := {v + W : v ∈ V } jest podprzestrzeni¡ Z/W .b) Udowodnij, »e dim V = dimV − dim(V ∩ W ).Egzamin zerowy z algebry liniowej B2, 21 zerwa 2007Zadanie 84. Dla jakih warto±i parametru a ∈ R odwzorowanie f : R2 → R zadane wzorem
f

([

x
y

])

=

{

x + 2y je±li x + y = 0,

ax + 3y je±li x + y 6= 0jest odwzorowaniem liniowym?Zadanie 85 (6+6=12 punktów). Pªaszzyzna π zadana jest równaniem π =











x
y
z



 : z = 1







.Przeksztaªenie liniowe P : R3 → R3 ma t� wªasno±¢, »e P (π) = π.
• Udowodnij, »e P jest odwraalne. 13



• Udowodnij, »e jedn¡ z warto±i wªasnyh P jest 1.Zadanie 86. Nieh F : R3[x] → R1[x] b�dzie dane wzorem F (P ) = P ′′ + P (1)x.a) Wyznaz dimker(F ) i znajd¹ jak¡± baz� B przestrzeni ker(F ).b) Rozszerz B do bazy C przestrzeni R3[X ].) Napisz maierz mC
D(F ), je±li D = (2, x − 1) jest baz¡ R1[x].Zadanie 87. Podaj przykªad niediagonalizowalnej maierzy A ∈ M4×4(R), takiej »e przestrzenie

Lin(e1, e2 + e3) oraz Lin(e2 − e3, e4) s¡ FA-niezmiennize, podzas gdy χA(x) = (1− x)3(2− x).(Sprawd¹ »¡dane wªasno±i.)Zadanie 88. Obliz wielomian harakterystyzny maierzy
















0 0 0 0 0 a
1 0 0 0 0 b
0 1 0 0 0 c
0 0 1 0 0 d
0 0 0 1 0 e
0 0 0 0 1 f

















.

Zadanie 89. W przestrzeni R4 zawarta jest prosta k =























1
2
0
−1









+ t









2
3
−1
2









: t ∈ R















oraz prosta
ℓ =























0
1
1
−2









+ t









1
2
2
−1









: t ∈ R















. Obliz odlegªo±¢ pomi�dzy prostymi k i ℓ.Przypomnienie: odlegªo±¢ pomi�dzy k i ℓ de�niujemy jako minimum d(x, y), gdzie x ∈ koraz l ∈ ℓ, za± d(x, y) oznaza odlegªo±¢ punktów x i y.Zadanie 90 (4+8=12 punktów).
• O trójk¡ie PQR (gdzie P, Q, R ∈ R3) wiadomo, »e jego dªugo±i boków wynosz¡: |PQ| =

2, |QR| = 3, |PR| = 4. Obliz ilozyn skalarny 〈
−−→
PQ,

−→
PR〉.

• Dla jakih warto±i parametru t istniej¡ punkty P, Q, R, S ∈ R3 nie le»¡e na jednej pªasz-zyznie i o tej wªasno±i, »e |PQ| = 2, |QR| = 3, |PR| = 4, |PS| = 3, |QS| = 2, |RS| = t.Zadanie 91. O odwzorowaniu P : Rn → Rn wiadomo, »e ma wyª¡znie rzezywiste warto±iwªasne oraz »e diagonalizuje si� (nad iaªem R).Udowodnij, »e istnieje baza ortonormalna B przestrzeni Rn o tej wªasno±i, »e mB(P ) jestmaierz¡ górnotrójk¡tn¡.Egzamin z Algebry liniowej 2B, 26 zerwa 2008Zadanie 92. Obliz wymiar przestrzeni
{

P ∈ R4[X ] : P (−1) + P (1) = 0, P ′(1) + P ′(−1) = 0, P (1) +
1

3
P ′′′(0) = 0

}

.14



Zadanie 93. Nieh F : R3 → R3 b�dzie zadane w bazie standardowej maierz¡




−1 1 4
5 3 −5
1 1 2



za± W nieh b�dzie pªaszzyzn¡ o równaniu x + y − z = 0.a) Sprawd¹, »e W jest F -niezmienniz¡ podprzestrzeni¡ R3.b) Rozstrzygnij, zy istnieje F -niezmienniza podprzestrze« R3 dopeªniza do W .Zadanie 94. Przeksztaªenie liniowe f : R10[x] → R3 zadane jest wzorem f(P ) =





P (1)
P ′(−1)

P (2) + P ′(2)



.Uzasadnij, »e wektory x2 + 1 + ker f, x3 − x + ker f ∈ R10[x]/ ker f s¡ liniowo niezale»ne.Nast�pnie uzupeªnij je do bazy przestrzeni R10[x]/ ker f . Odpowied¹ krótko uzasadnij.Zadanie 95. Nieh f b�dzie funkjonaªem liniowym na R3, takim »e mB
{1}(f) =

[

2 −1 3
],gdzie B = (E3, E2 + E3, E1 + E2 + E3). Wyznaz mE

{1}(f) dla E = (E1, E2, E3).Zadanie 96. Nieh W b�dzie podprzestrzeni¡ R4 zadan¡ ukªadem 









−x1 + 2x2 − x3 + x4 = 0

2x1 − x2 + x3 − x4 = 0

4x1 + x2 + x3 − x4 = 0

.Znajd¹ dwie podprzestrzenie V1, V2 < R4, takie »e R4 = V1 ⊕ W = V2 ⊕ W = V1 ⊕ V2 � lubudowodnij, »e podprzestrzenie o tej wªasno±i nie istniej¡.Zadanie 97.a) Dla jakih warto±i parametru t ∈ R równanie
f(x) + txf ′(x) + f ′(x) = x3 + 4x2 − 7x + 9jest speªniane przez dokªadnie jeden wielomian f ∈ R5[x]?b) Dla jakih warto±i parametru t ∈ R równanie

x2 + y2 + z2 = xy + yz + txz, gdzie x, y, z ∈ Rma dokªadnie jedno rozwi¡zanie x = 0, y = 0, z = 0?Zadanie 98. Przestrze« V = {f ∈ R4[X ] : f(0) = f(1) = 0} wyposa»ono w form� dwuliniow¡
Q(f, g) = −

∫ 1

0

f(x)g′′(x) dx.a) Uzasadnij, »e Q jest ilozynem skalarnym.b) Wyznaz pole równolegªoboku rozpi�tego przez wektory x(x − 1), x2(x − 1) w przestrzenieuklidesowej V z ilozynem skalarnym Q.Zadanie 99. O maierzy A ∈ M3(R) wiadomo, »e si� nie diagonalizuje, oraz »e jej wielomianharakterystyzny ma posta¢ χA(x) = (1 − x)(2 − x)2. Podaj przykªad wielomianu P o tejwªasno±i, »e P (A) = sin(πA). Odpowied¹ uzasadnij.Egzamin z algebry liniowej B2, 2 lipa 2007Zadanie 100. Przestrzenie U = Lin























1
4
3
1









,









−2
−3
4
−7























, V = Lin























3
0
1
1









,









−1
−5
3
−7























s¡ podprzestrze-niami R4. 15



• Wyznaz baz� U + V .
• Wyznaz baz� U ∩ V .Zadanie 101. Funkjonaª φ : R

3 → R zadany jest wzorem φ









x
y
z







 = x + 2y − z. Oznazmy
V = kerφ. Funkjonaª f : V → R zadany jest wzorem f









x
y
z







 = x+y, a funkjonaª g : V → Rzadany jest wzorem g









x
y
z







 = y + 2z.
• Uzasadnij, »e B = (f, g) jest baz¡ V ∗.
• Funkjonaª h : V → R zadany jest wzorem h









x
y
z







 = x + y + z. Obliz [h]B , gdzie
B = (f, g).Zadanie 102. Oznazamy V = R

3, W = Lin
(

[1, 3, 4]T
). Dla jakih warto±i parametru t ∈ Rwektory

(2, 3, t)T + W, (1, 1, 3)T + W ∈ V/Ws¡ liniowo zale»ne?Zadanie 103. Dla jakih warto±i parametru t ∈ R równanie
f(x) + txf ′(x) + f ′(x) = x3 + 4x2 − 7x + 9jest speªniane przez dokªadnie jeden wielomian f ∈ R5[x]?Zadanie 104. Dla jakih warto±i parametru t ∈ R równanie

x2 + y2 + z2 = xy + yz + txz, gdzie x, y, z ∈ Rma dokªadnie jedno rozwi¡zanie x = 0, y = 0, z = 0?Zadanie 105. Czworo±ian ABCD ma wierzhoªki A =









1
2
1
0









, B =









0
1
2
0









, C =









−1
2
0
1









, D =









1
1
1
1









.
• Obliz pole ±iany BCD.
• Obliz obj�to±¢ zworo±ianu ABCD.
• Obliz wysoko±¢ (to znazy: jej dªugo±¢) zworo±ianu ABCD poprowadzon¡ z wierzhoªka

A.Zadanie 106. Q : R10×R10 → R jest funkj¡ dwuliniow¡ i antysymetryzn¡ (to znazy: Q(u, v) =
−Q(v, u) zahodzi dla dowolnyh u, v ∈ R10). O wektorah p, q ∈ R10 wiadomo, »e Q(p, q) 6= 0.Udowodnij, »e

R
10 = Lin(p, q) ⊕

{

v ∈ R
10 : Q(p, v) = Q(q, v) = 0

}
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Zadanie 107. O maierzy A ∈ Mn(R) wiadomo, »e jest maierz¡ dodatnio okre±lon¡ (tzn. jestmaierz¡ formy dodatnio okre±lonej). Udowodnij, »e istnieje maierz górnotrójk¡tna B ∈ Mn(R)o tej wªasno±i, »e A = BT B.Data kompilaji: 12 sierpnia 2008
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