Zadania z topologii 9

Przestrzenie topologiczne X, Y sa ‘ homotopijnie równoważne (X ≃ Y ), jeśli istnieja ‘ (cia ‘ głe) f : X → Y ,

g : Y → X, takie że f ∘ g ≃ id, g ∘ f ≃ id. X jest ścia ‘ galna, jeżeli jest homotopijnie równoważna z punktem

1. Homotopijna równoważność jest relacja ‘ równoważności (modulo problemy teoriomnogościowe).

2. X ≃ Y ⇒ π_1(X) ∼= π_1(Y ).

Podzbiór A przestrzeni X nazywamy jej retraktem, jeśli istnieje (cia ‘ głe) odwzorowanie r : X → A takie że

(∀a ∈ A)(r(a) = a) [takie odwzorowanie r nazywamy retrakcja ‘ X na A]. Jeśli dodatkowo r jest homotopijne

z id_X , to mówimy że A jest retraktem deformacyjnym przestrzeni X.

3. Jeśli r : X → A jest retrakcja ‘ , to A jest domknie ‘ ty w X, zaś r_∗ : π_1(X) → π_1(A) jest epimorfizmem.

Jeśli A jest retraktem deformacyjnym X, to A i X sa ‘ homotopijnie równoważne i π_1(X) ∼= π_1(A).

Można wie ‘ c, zamiast liczyć π_1 przestrzeni, liczyć π_1 jej retraktu deformacyjnego.

4. Wyznacz grupe ‘ podstawowa ‘ : (a) płaszczyzny bez skończonej liczby punktów;

(b) R^3 bez skończonej liczby punktów;

(c) R^3 bez okre ‘ gu o promieniu 1 leża ‘ cego w płaszczyźnie XY ;

(ć) R^3 bez pary okre ‘ gów {x^2 + y^2 = 1, z = 0}, {(y − 1)^2 + z^2 = 1, x = 0};

(d) R^3 bez skończonej liczby prostych parami skośnych;

(e) R^3 bez skończonej liczby prostych (w zależności od ich wzajemnego położenia; jeśli to zbyt skom-

plikowane, rozważ kilka ciekawych przykładów).

5. Sfera S^∞ jest ścia ‘ galna. [S^∞ jest CW-kompleksem – wste ‘ puja ‘ ca ‘ suma ‘ swych podkompleksów S^n.]

6. SL_n(R) jest homotopijnie równoważna z SO(n); SL_n(C) jest homotopijnie równoważna z SU(n).

7. Jeśli G jest grupa ‘ topologiczna ‘ , to π_1(G, e) jest abelowa.

8. π_n(X) jest abelowa, dla n > 1 i dowolnego X.

9. Niech f_{(k,l)} : [0, 2π] → R^3 be ‘ dzie dane przez f_{(k,l)}(t) = ((2 + cos(lt)) cos(kt), (2 + cos(lt)) sin(kt), sin(lt)).

(k, l to wzgle ‘ dnie pierwsze parametry całkowite. f_{(k,l)} nazywamy we ‘ złem torusowym typu (k, l) – jest

to pe ‘ tla leża ‘ ca na powierzchni pewnego torusa, i obiegaja ‘ ca ten torus k-krotnie w jednym, a l-krotnie

w drugim kierunku.) Napisz prezentacje grup G_{(k,l)} = π_1(R^3 − f_{(k,l)}[[0, 2π]]); spróbuj udowodnić, że

otrzymane grupy sa ‘ różne (poza oczywistymi izomorfizmami typu G_{(k,l)} ∼= G_{(−l,k)}).

Na potrzeby naste ‘ pnych dwóch zadań we ‘ zeł to łamana zamknie ‘ ta bez samoprzecie ‘ ć. 10. Abelianizacja grupy podstawowej dopełnienia dowolnego we ‘ zła w R^3 jest izomorficzna z Z.

11. Niech R^3 be ‘ dzie podzbiorem R^4 w standardowy sposób: (x, y, z) = (x, y, z, 0).

a) Niech K be ‘ dzie we ‘ złem w R^3; wyznacz π_1(R^4 − K).

b) Niech S^2 be ‘ dzie sfera ‘ o promieniu 1 w R^3; wyznacz π_1(R^3 − S^2) oraz π_1(R^4 − S^2).

c) Niech T = {((2 + cos(s)) cos(t), (2 + cos(s)) sin(t), sin(s)) | s, t ∈ R} be ‘ dzie torusem. Wyznacz

π_1(R^3 − T, (1, 0, 0)), π_1(R^4 − T, (1, 0, 0, 0)) oraz homomorfizm mie ‘ dzy tymi grupami indukowany przez

włożenie (R^3 − T ) → (R^4 − T ).

12. Opisz/naszkicuj nakrycie bukietu dwóch okre ‘ gów odpowiadaja ‘ ce podgrupie cyklicznej grupy podsta-

wowej tego bukietu generowanej przez jeden z okre ‘ gów.

13. Niech H be ‘ dzie podgrupa ‘ grupy wolnej F_2

a) H jest grupa ‘ wolna ‘ . b) Niech [F_2 : H] < +∞. Znajdź zwia ‘ zek mie ‘ dzy liczba ‘ [F_2 : H] a liczba ‘ wolnych generatorów H.

c) Podaj przykłady kilku podgrup skończonego indeksu w F_2 (zadaj je przez generatory).

14. Charakterystyka Eulera 3-wymiarowej rozmaitości (zwartej, bez brzegu, striangulowanej) jest równa 0.

15. Każda ‘ ściane ‘ dwunastościanu foremnego sklejamy ze ściana ‘ przeciwległa ‘ , utożsamiaja ‘ c je przez tran-

slacje ‘ złożona ‘ z prawoskre ‘ tnym obrotem o π/5. Sprawdź, że otrzymana przestrzeń P jest rozmaitościa ‘ trójwymiarowa ‘ (jest to tzw. sfera homologiczna Poincarégo). Znajdź prezentacje ‘ π_1(P ), używaja ‘ c struk-

tury CW-kompleksu na P pochodza ‘ cej z podziału dwunastościanu na wierzchołki, krawe ‘ dzie, ściany i wne ‘ trze. Zbadaj możliwie dokładnie uzyskana ‘ grupe ‘ (w szczególności rozstrzygnij, ile ma ona elementów,

oraz wylicz jej abelianizacje ‘ ). Hipoteza Poincarégo mówiła najpierw, że rozmaitość trójwymiarowa M spełniaja ‘ ca H_1(M) = 0 jest home-

omorficzna z S^3. [H_1 to abelianizacja π_1 – oryginalna definicja jest oczywiście inna.] Poincaré niemal

natychmiast znalazł kontrprzykład – jest nim właśnie sfera homologiczna Poincarégo – i wzmocnił założenie

hipotezy do π_1(M) = 0. Dowód tej wersji ogłosił niedawno Perelman. Na razie jest opublikowany tylko

elektronicznie, ale do tej pory nie znaleziono błe ‘ du.