Zupełność

1. Tw. Cantora: Jeśli X jest zupełna, a F_1 ⊇ F_2 ⊇ F_3 ⊇ . . . sa ‘ jej podzbiorami domknie ‘ tymi których

średnice da ‘ ża ‘ do zera, to

⋂_∞

i=1 F_i ≠ ∅.

2. Tw. Baire’a: Suma przeliczalnie wielu nigdziege ‘ stych podzbiorów przestrzeni zupełnej jest zbiorem

brzegowym.

Równoważnie, przekrój przeliczalnej rodziny otwartych ge ‘ stych podzbiorów przestrzeni zupełnej jest ge ‘ sty.

3. Zasada kontrakcyjna Banacha: Kontrakcja niepustej przestrzeni zupełnej w siebie ma punkt stały.

[f : X → X jest kontrakcja ‘ , jeśli istnieje stała c ∈ (0, 1) takie że dla dowolnych x, y ∈ X mamy

d(f(x), f(y)) ≤ cd(x, y); z ∈ X jest punktem stałym f jeśli f(z) = z.]

4. Konstrukcja uzupełnienia przestrzeni metrycznej.

5. Przeliczalny produkt przestrzeni zupełnych jest metryzowalny w sposób zupełny.

Podzbiór otwarty przestrzeni zupełnej jest metryzowalny w sposób zupełny.

Zadania

1. Zbiór liczb niewymiernych nie jest suma ‘ przeliczalnej rodziny zbiorów domknie ‘ tych.

2. Zbiór C_b(R) cia ‘ głych funkcji ograniczonych (z R w R) z metryka ‘ supremum: d(f, g) = sup{|f(x)−g(x)| :

x ∈ R}, jest przestrzenia ‘ zupełna ‘ . 3. Podzbiór typu G_δ przestrzeni zupełnej jest metryzowalny w sposób zupełny.

4. Jeśli (X, d) jest niepusta ‘ zwarta ‘ przestrzenia ‘ metryczna ‘ , a f : X → X spełnia naste ‘ puja ‘ cy warunek:

(∀x, y ∈ X)(d(f(x), f(y)) < d(x, y)), to f ma punkt stały.

5. Niech X, Y be ‘ da ‘ przestrzeniami metrycznymi, przy czym X jest zupełna. Niech f : X → Y be ‘ dzie cia ‘ gła ‘ funkcja ‘ , taka ‘ że (∀x, y ∈ X)(d(f(x), f(y)) > d(x, y)). Pokaż, że f(X) jest domknie ‘ tym podzbiorem Y .