FRAKTALE, CZYLI KIEDY MATEMATYKA

STAJE SIE PIEKNA




Co to jest fraktal?

Fraktal, wedlug definicji encyklopedycznej to obiekt, dla
ktorego wymiar fraktalny (Hausdorffa-Besicovitcha) jest wiekszy
od wymiaru topologicznego. ,

Wedhug definicji  ,potocznej”  fraktal jest obi
samopodobnym — tzn. takim, ktérego czesci sa podobne c
— lub ,nieskonczenie subtelny” czyli taki, ktory uke
Jetale nawet w wielokrotnym powigkszeniu danec




Ze wzgledu na olbrzymia réznorodnos$¢ przykladow matematycy obecnie
unikaja podawania Scistej definicji i proponuja okresla¢ fraktal jako

zbior, ktory posiada wszystkie ponizsze charakterystyki albo

przynajmniej ich wiekszos$¢:
. Mma nietrywialng strukture w kazdej skalli,
. struktura ta nie daje sie latwo opisaé¢ w jezyku tradycyjnej geometrii

euklidesowej,

. Jest samopodobny, jesli nie w sensie dokladnym, to przyblizonym

lub stochastycznym,

jego wymiar Hausdorffa jest wigkszy niz jego wymiar topa

prosta definicje rekurencyjna,



Pojecie fraktala zostalo wprowadzone do matematyki przez Benoit
Mandelbrota w latach 70. XX wieku. Odkryty przez niego zbiér
Mandelbrota nie byl jednak pierwszym przykladem fraktala.
Wezesniej istniala juz cala gama zbiorow o niecalkowitym wymiarze
Hausdorffa, postrzeganych jednak glownie jako kontrprzyklady
pewnych twierdzen. Bardziej systematycznie fraktalami zajmowala
sie geometryczna teoria miary, majaca swoje poczatki w

pracach Constantin Carathéodory’ego i Felixa Hausdorffa.

Szczegolnymi fraktalami zajmowali sie¢ Waclaw Sierpinski, Paul
Lévy, a takze Donald Knuth. Szczegélny wklad w rozwoj
geometrycznej teorii miary wniost Abraham Bezikowicz

Julia i Pierre Fatou, ktérzy utworzyli zbior Julii, Scisle
em Mandelbrota. Byt on badany w latach 20.
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Benoit B. Mandelbrot (ur. 20 listopada 1924 w Warszawie, zm. 14
pazdziernika 2010 w Cambridge) — polski Zyd pochodzenia
litewskiego, francuski i amerykanski matematyk. Zajmowat sie
szerokim zakresem problemow matematycznych, znany jest przede
wszystkim jako ojciec geometrii fraktalnej, opisal zbior
Mandelbrota oraz wymyslil samo stowo ,,fraktal”.




Benoit Mandelbrot twierdzi, ze fraktalem jest wszystko.
Nie jest to typowa, scista matematyczna definicja, ale jednak
wyrazona przez wybitnego matematyka, wiec musi mie¢ jakie$
podstawy. Oglgdajgc kazdy obiekt (fizyczny, materialny) w
pewnym momencie zauwazamy, ze ma ona strukture
fraktalng. Wszystko zalezy od skali w jakiej dany obiekt
oglgdamy, a w przypadku obiektéw matematycznych takze
od przyblizenia. Tak jak przyglgdajgc sie najzwyklejszemu
plasterkowi zéttego sera, nie zdajemy sobie sprawy z faktuy,
ze biatko ktére jest jego podstawq ma strukture fraktalng tak i
oglgdajgc zbiér Mandelbrota w btednej skali mozemy sobie

nie zdawaé sprawy z jego fraktalnosci. Stowo fraktal (ang




Jedng z metod tworzenia fraktali jest wykorzystywanie pewnych
specjalnych funkcji matematycznych. Powstajgce obiekty sg czesto
zbiorami majgcymi wzglednie prostg definicie matematyczng i naturalny

(poszarpany lub ktebiasty) wyglad. W ten sposdb mozemy otrzymac fraktale

0 ciekawych nazwach: zbiér Cantora, trojkat Sierpinskiego, kostka Mengera,

paproC Barnsleya, krzywa Kocha, smok Heighwaya.




Inng metodg tworzenia fraktali jest wykorzystywanie ciggow
liczbowych, dzieki ktorym mozna otrzymac interesujgce fraktale: zbior
Mandelbrota, zbiér Julii, ,ptongcy statek”. Czesto obrazy omawianych

zbiorow sg bardzo kolorowe, cechuje je nietrywialnos¢ struktury w kazdej

skali, ponadto struktura ta nie daje sie tatwo opisac przy pomocy zwyktej

geometrii.




Za jedng z cech charakterystycznych fraktala uwaza sie jego
samopodobienstwo, to znaczy podobienstwo czesci do catosci. Dla figur
samopodobnych mozemy zdefiniowa¢ wielkos¢ zwang wymiarem

samopodobienstwa lub wymiarem pudetkowym. Sg to wielkosci bedgce

uogolnieniem klasycznych definicji wymiaru. Przy definiowaniu wymiaru
samopodobienstwa figury uzywamy logarytmoéow. W przypadku zbiorow
fraktalnych wymiar ten moze nie by¢ liczbg catkowitg, np. wymiar
samopodobienstwa zbioru Cantora wynosi:

d = log 2/log 3 = 0.630929754...,

wymiar samopodobienstwa trojkgta Sierpinskiego jest rowny:
d = log 3/log 2 = 1.584962501...,

t wymiar samopodobienstwa dywanu Sierpinskieg

~ D O



INNE FRAKTALE ZNANYCH Georg  Cantor  (1845-1918) byt
UCZONYCH wybitnym niemieckim matematykiem - twércq

m. in. teorii mnogosci. Zbiér przez niego
stworzony jest niezwykle istotny nie tylko dla
samego swiata fraktali, ale dla catej
matematyki. Za jego pomocq dowodzi sie
nieprzeliczalnosci zbioru liczb
rzeczywistych, jest on takze podstawg
zbioru Julii. Zostat on opisany w 1883 ro

Jego konstrukcja jest bardzo
Odcinek dzielimy na trzy réwne
usuwamy Srodkowy. Postep
kazdym z pozostatych d
nieskonczonos¢.
liczbo i







Gaston Maurice Julia (ur. 3 lutego 1893 w Sidi Bel Abbes w Algierii, zm.
marca 1978 w Paryzu) — matematyk francuski, jeden z prekursorow
systeméw dynamicznych, profesor Ecole polytechnique.

Bral udziat jako zotnierz w | wojnie sSwiatowej, w walkach
onca zycia nosit skoérzanag przepaske. Najbardziej zn
ng jest Mémoire sur l'itération des foncti
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Julia zajmowal sie najpiekniejszq grupqg fraktali

stworzonq na pltaszczyznie zespolonej. Tutaj takze obraz

jest uzyskiwany przez iteracyjne przeksztalcanie wczesniej
vzyskanych wynikéw, jednakze tym razem operujemy na
liczbach zespolonych, a zamiast przeksztalcen afinicznych

korzystamy z wielomianéw zespolonych.

Rozwazmy funkcje:
f(z)=z2+c

tyle, ze tym razem z przebiega po liczbach

zespolonych zas§ ¢ jest zespolonym parametrem.

Wilasnosciami tego przeksztalcenia zajmowal sie Ga
Julia w latach 30-tych XX wieku, kiory i

namiczne, w szczegolnosm iteracj



Zbior Julii

Zbior Julii i zbiér Fatou — dwa komplementarne (tzn. bedace swoimi
dopelnieniami) zbiory zdefiniowane przez odwzorowanie bedace funkcja

wymierng. Nieformalnie, zbiér Fatou funkcji zawiera wartosci 0 takiej

wlasciwosci, ze w ich bliskim otoczeniu pozostale wartosci zachowuja sie
podobnie po iterowanym przeksztalcaniu zadang funkcja, natomiast w
zbiorze Julii sg te wartosci, dla ktorych dowolnie mate zaburzenie moze
powodowaé drastyczne zmiany w ciagu iterowanych wartosci. Stad
zachowanie funkcji w zbiorze Fatou jest ,,regularne”, natomiast w zbi
Julii ,,chaotyczne”.

Zbior Julii funkcji jest powszechnie oznaczany jako
jako F(f). Nazwy zbioréw pochodza 0d

matematykow Gastona Julii i Pierre’a
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Wactaw  Sierpinski (1882-1969) vurodzony w
Warszawie. Wybitny polski matematyk majgcy na swoim
koncie liczne sukcesy w réznych dziedzinach matematyki,
od teorii liczb do geometrii fraktalnej.

Fraktale Sierpinskiego, sq jednymi 2z najbardziej
znanych. Ich konstrukcja jest podobna do zbioru Cantora,
jednakze ich reprezentacja graficzna jest znacznie
ladniejsza.

Majgc na ptaszczyznie wypetniony tréjkqt dzielimy go
na cztery mniejsze. Aby to zrobi¢, wyznaczamy trzy punl
bedgce  sSrodkami bokéw  pierwotnego ¢
przeprowadzamy proste lgczgce te punkty
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Trojkgt Sierpinskiego mozna stworzyé uzywajqgc do tego trojkgta Pascala. Jest to

trojkqtna tablica, ktérej pierwszy wiersz stanowi liczba 1, a kazdy nastepny jest tworzony w
ten sposéb, ze na poczqtku i koncu wiersza znajdujq sie liczby 1, a kazda liczba znajdujqca
sie pod dwoma innymi jest ich sumq. Zakladajgc, ze wiersze i kolumny liczymy od zera.
Najpierw rysujemy trojkqt, poczgtkowo jedynie z 8 wierszami. Teraz zamalowujemy pola z

liczbami nieparzystymi na czarno, pozostate na biato.



Wymiar fraktalny:

Caty trojkat jest podobny do siebie w
skali 2, a powtarza sie trzykrotnie:

d=log3/log2=1,5849



Wymiar fraktalny:

Dywan Sierpinskiego Caty dywan jest do siebie podobny w skali 3,
powtarza sie 8 razy:

d=log8/log3=1,8928

Krok 1. Kwadrat dzielimy na 9 czesci i
usuwamy srodkowg czesc¢.

Krok 2.Postepujemy kolejno ta
kolejnymi kwadratan



« Po nieskonczenie wielu krokach z poczatkowej figury

powstaje zbior punktow
« Pole Dywanu Sierpinskiego (jak i innych jego fraktali) jest
rébwne zero

« Liczbe ,dziur” po n-tym przeksztatceniu mozna obliczy¢ ze

wZoru.
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Trojkqt i dywan Sierpinskiego
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W obu obiektach stworzonych przez Sierpinskiego widoczne

jest ich podobienstwo. Gtéwnq réznicq jest figura poczqgtkowa, z

jokiej powstaje fraktal. Drugq istotng réznicq jest topologiczny

niezmiennik - rzqd rozgatezien.

Aby go obliczyé, trzeba wzigé mozliwie mate koto,
zawierajgce dany punkt i policzy¢ ilosé przecieé z odcinkami
wychodzgcymi z tego punktu. W tréjkqcie Sierpinskiego istniejc
punkty o rzedzie rozgatezienia réwnym 2, 3 lub 4. Natomi
dywanie Sierpinskiego znajdujq sie punkty o dowolnyr
rozgatezienia, z czego wynika, ze zawiera on topole
tréjkgta Sierpinskiego.

Innymi rzadziej pokazywanymi kc

Sierpinskiego i gqbka Menger:

tréjkgta i dywar




Wymiar fraktalny:

Powtdrzenie nastepuje w skali 3, ilos¢ wystgpien oryginatu wynosi 20:

d=log20/log3=2,72683

Gabk Gabka Mengera to tréjwymiarowy odpowiednik dywanu Sierpinskiego.
qbka

Mengera

Kostka Mengera powstaje w nastepujacy sposob:
1.Dany jest sze$cian.

2.Tniemy go na 27 szeScianow rownej wielkosci plasze
rownoleglymi do Scian.

3.Usuwamy wszystkie szeSciany przylegle do Srod
pierwotnego szeScianu oraz szescian znajduj
4.Do kazdego z 20 pozostalych szesciang
procedure. e
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Krzywa i ptatek Kocha

Tworcg tego fraktala jest Helge von Koch, szwedzki matematyk. Krzywa ta jest

specyficzna, ze wzgledu na fakt, iz nie posiada zadnych prostych, ani odcinkow.

Majac dany kawatek, podobnie jak w przypadku zbioru Cantora, dzielimy go na trzy
czesci 1 usuwamy srodek. Tym razem jednak w powstala ,,dziure”, wstawiamy trojkat
rownoboczny, ktéremu usuwamy podstawe. Tak postepujemy dla kazdego z czterech
powstatych elementow. Platek Kocha powstaje po potaczeniu trzech krzywych Kocha pod

katem 60°, ,,chropowatg” strong na zewnatrz.

1 jest nieskonczenie dluga, miesci si¢ jednak na skonczonej

SR
2 je] przyblizenie. Pola

_—
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Wymiar fraktalny:

Krzywa powtarza sie w
skali 3 czterokrotnie:

d=log4/log3=1,2618
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Zastosowanie fraktali

- [informatyka] — Grafika komputerowa - generowanie sztucznych krajobrazow i roslin

- [biologia] - Zastosowanie do klasyfikacji roslin (wymiary fraktalne lisci)

- [informatyka] - Zastosowania w analizie tekstur, dekompozycja obrazu na podstawie
lokalnego wymiaru fraktalnego, Kompresja fraktalna obrazu (znajdowanie IFS dla

zadanego prototypu)

- [psychologia] — Generowanie obrazéw nie powodujacych zadnych skojarzen
- Opis procesow chaotycznych zachodzacych w uktadach dynamicznych

- Przetwarzanie i kodowanie obrazow cyfrowych
Modelowanie tworéw naturalnych dla celow realistycznej grafiki komputerowej

y fancuchéw DNA
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Fraktale znajduja zastosowanie w roznych dziedzinach zycia. Obecnie
prawie kazdy telefon komorkowy korzysta z wbudowanej anteny fraktalnej.

Wiele odpowiednikéw fraktali istnieje w otaczajacej nas naturze. Przykladem

moga by¢ btyskawice, chmury, fiordy, prady zatokowe czy formacje skalne.

Fraktale sa obiektami czesto wystepujacymi W grafice komputerowe;.

W medycynie fraktale znalazly zastosowanie miedzy innymi w analizie
obrazéw tomograficznych oraz w rozpoznawaniu komoérek. Na przyktad kilka lat
temu w osrodku badawczym w Mount Sinai w Nowym Jorku zostaty wskazane

zaleznosci pomiedzy wymiarem fraktalnym chromosomu, a rakiem.

czasem uzywane sg takze w filmach i wszelkiego rodzaj
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Na Wydziale Fizyki, Astronomii i Informatyki Stosowanej na Uniwersytecie
Mikotaja Kopernika w Toruniu sa prowadzone prace badawcze Zespotu Fizyki
Medycznej migdzy innymi na temat cyfrowej analizy obrazow dna oka. Skiad
zespolu zajmujacego si¢ tym zagadnieniem: dr M. Berndt-Schreiber, K.
Majewska, A. Zduniak, D. Szczepaniak. Celem ich prac jest "stworzenie metody
do obiektywnego i iloSciowego okreslenie stanu oka", co wedlug oczekiwan,
powinno poméc W diagnozowaniu jaskry. Opracowana metoda polega na
wyznaczaniu wymiaru fraktalnego obrazu dna oka w skali szarosci. Prawidlowe
wartosci dla oséb zdrowych to od 2.4 do 2.5, natomiast dla oséb chorych wartosé

Jest wyzsza 1 wynosi od 2.5 do 2.7. Oprocz opracowania samej metody

danych zawierajaca obrazy oka




Fraktale znalazly takze zastosowanie w modelowaniu struktury ludzkiego

moézgu. Pozwalajg one odtworzy¢ strukturg naczyniowag organizmu. WWymiar
fraktalny pozwala ocenia¢ tempo wzrostu lub zaniku fragmentéw ukladow
biologicznych. Najbardziej przydatny do opisu fraktal to tak zwana suszona
sliwka. Za Jego pomoca mozna opisac¢ sytuacje, gdy rozwoj lub kurczenie sie
powierzchni uktadu nastepuje wolniej niz zmiany wewngtrznej objetosci. Temat
ten byl poruszany przez dr hab. Marka Rybaczuka na posiedzeniu Komitetu
haniki PAN.



Odwieczny urok

Fraktale maja jeszcze jedna intrygujaca wilasciwos¢ — sa

po prostu tadne. Podobajg nam si¢ zarowno W postaci
generowanych przez komputer wzorkow, jak 1 naturalnych
tworow czy zjawisk. Ba, nawet utwory muzyczne, ktore maja
strukture fraktalng, sa milsze dla naszego ucha. Cz¢s¢ uczonych

— np. Kenneth i Andrew Hsu ze Szwajcarii — utrzymuje, ze to

wlasnie decyduje 0 atrakcyjnosci muzyki klasycznej, w tym

dziet Bacha, Mozarta czy Beethovena. Na pewno za§ mozna

a¢ fraktale do komponowania nowych



r

~ budowy naszych ptuc, nerek, naczyn krwionosnych,

Ogromne zainteresowanie teorig fraktali a przez to

jej dynamiczny rozwdj przyczynit si¢ do powstania

Geometrii  Fraktalnej jako najwigkszej z dotychczas
odkrytych tajemnic natury. Dzigki niej mamy mozliwos¢
sporzadzenia genialnego opisu wszystkich zywych |
martwych organizméw, wnikniecia W skomplikowang

nature narodzin catego S$wiata I wszechswiata. Geometria

fraktalna to rowniez uniwersalny klucz do poznania

a przede wszystkim klucz do najwazniejszego

Sl
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Zastosowanie geometrii fraktalnej w przyrodzie umozliwi np.
obliczenie wydzielanego tlenu i pochlanianego dwutlenku
wegla przez dowolnej wielkosci las, obliczajac te wartosci dla

jednego drzewa. Wprowadzenie sredniego obwodu drzew w lesie |

ich ilosci z prostego wzoru wyprowadzimy bardzo wazny d

bezpieczenstwa rownowagi ekologicznej, pozadany wyni
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