Rozktady prébkowe

Rozwazmy populacje o pewnym rozktadzie, np.
e normalnym N(u, o) z parametrami p i o
o dwupunktowym z parametrem p
(tzn. P(Y=1)=p, P(Y=0)=1-p)
Wybieramy prébe o rozmiarze n z populacji otrzymujac:
@ wartosci y1,...,Y¥n
@ taczng liczbe sukceséw y

Obliczamy estymatory:
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Gdy n jest duze, estymatory sg na ogét bliskie parametrom.



Rozktady prébkowe

o Jak bardzo estymatory moga rézni¢ sie od prawdziwych
parametréw?
o Co sie stanie, gdy wylosujemy inng prébe?
Wyobrazmy sobie, ze losujemy prébe wiele razy. Interesuje nas

rozktad wszystkich mozliwych do uzyskania wartosci y, s lub p.
Taki rozktad nazywamy rozktadem prébkowym estymatora.



Prébkowanie

Dana jest préba o rozmiarze n z populacji o rozktadzie normalnym.
Obserwujemy srednig prébkowa y. Jaki jest rozktad tych srednich
przy wielokrotnym prébkowaniu?

Fakt 1

Suma zmiennych niezeleznych o rozktadzie normalnym ma rozktad
normalny.
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Fakt 2

Jesli X ma rozklad normalny, to aX + b dla a # 0 tez ma rozktad
normalny.

Whiosek

Jesli Y ma rozktad normalny N(u, o), to rozktad prébkowy Y jest
normalny N(p, %)
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Centralne Twierdzenie Graniczne

Centralne Twierdzenie Graniczne

Jesli Yi, ..., Y, to niezalezne zmienne losowe o jednakowym
rozktadzie i skoriczonej wariancji, to dla duzego n zmienna losowa
Y = 1(Y1 +...Y,) ma rozktad bliski normalnemu.

@ jesli rozktad Y jest normalny, to dla dowolnego n rozktad Y
jest normalny;

o jesli rozktad Y jest w przyblizeniu symetryczny i nie ma
~ciezkich ogonéw”, to n = 30 jest wystarczajaco duze.



Prosta préba losowa:

o dla kazdego osobnika z populacji prawdopodobieristwo
wybrania jest jednakowe,

@ wybory poszczegélnych osobnikéw sg od siebie niezalezne.



Amerykariska dziennikarka Ann Landers spytata swoich czytelnikéw:
Gdybyscie mogli zacza¢ zycie ponownie, to czy znowu mielibyscie
dzieci?. Odpisato prawie 10 000 czytelnikéw i 70% odpowiedziato:
NIE.

@ odpowiadajacy to czytelnicy pisma Ann Landers, za$ populacja
to wszyscy rodzice w USA;

@ nawet wsréd czytelnikéw pisma, grupa oséb odpowiadajacych
nie byta reprezentatywna (odpowiadaja tylko ochotnicy);

o MNewsday przeprowadzit podobng ankiete na reprezentatywnej
grupie 1373 rodzicéw i uzyskat 91% odpowiedzi: TAK.



Przyktad 2

Magazyn Literary Digest w 1936 przeprowadzit sondaz
przedwyborczy wystajac kwestionariusz do 10 min Amerykanéw
(25% glosujacych). Odpowiedziato 2.4 min oséb.

@ Prognozowany wynik: Landon 57%, Roosevelt 43%.

@ Rzeczywisty wynik: Roosevelt 62%, Landon 38%.

e zte prébkowanie (brak reprezentatywnosci) — ksigzki
telefoniczne, cztonkostwo klubéw, czytelnicy czasopisma itd.

@ brak odpowiedzi (tylko 24% badanych odpowiedziato).



Obcigzenie w prébkowaniu

Obcigzenie w prébkowaniu

Obcigzenie w prébkowaniu wystepuje, gdy mamy do czynienia z
systematycznym bfedem faworyzujacym pewng czes¢ populacji. W
przypadku takiego obcigzenia nie pomoze duzy rozmiar préby.
Losowy wybdr elemementéw do préby zwykle eliminuje takie
obcigzenie.




Prosta préba losowa Dla kazdego osobnika z populacji
prawdopodobieristwo wyboru jest jednakowe i wybory
poszczegblnych osobnikéw sg od siebie niezalezne.

Stratyfikacja Dzielimy populacje na warstwy (podpopulacje
podobnych jednostek) i oddzielnie prébkujemy w
kazdej warstwie, np. studenci i studentki.

Prébkowanie wielostopniowe Np. wybieramy losowg prébe gmin, a
w kazdej wybranej gminie — losowg prébe gospodarstw
domowych.



Przedziaty ufnosci

Przedziat ufnosci

95% przedziat ufnosci dla parametru populacji to przedziat, dla
ktérego mamy 95% pewnosci, ze zawiera badany parametr.

Typowa sytuacja: nie znamy Sredniej populacji p. Estymujemy ja
przy pomocy Sredniej prébkowej y. Kontruujemy taki przedziat o
srodku y, ktéry z prawdopodobienstwem 95% zawiera p.



Konstrukcja przedziatu ufnosci

Zatézmy, ze badana zmienna ma rozktad N(u, o), przy czym o jest
znane (zatozenie mato realistyczne, ale dobre na poczatek).
Woéweczas srednia Y z n obserwacji ma rozktad N(p, %)

Dla standardowego rozktadu normalnego wyliczamy kwantyle rzedu
0.025 oraz 0.975:

P(Z>1.96)=0025 P(Z<—1.96)=0.025

Oznaczamy: Zggp5 = 1.96 Szukane kwantyle dla rozktadu Y

wynoszg
g
+ Z —
K 0.025\/5
Inaczej:
P(Y —1.96-— < i< ¥ +1.96-—) = 0.95
S0 W 902 =0



Przyktad 3

W USA przeprowadzono wsréd studentéw ankiete dotyczacy tego
jaka kwota wydatkéw na studia pochodzi z funduszu
oszczednosciowego (college savings fund). Sposréd 1600
ankietowanych odpowiedziaty 1593 osoby. Srednia odpowiedzi
wyniosta $1768. Zaktadamy, ze (skads wiemy), ze standardowe

odchylenie dla catej populacji wynosi $1483. Jaki jest 95% przedziat
ufnosci dla p?

v



Rozktad nie jest normalny, ale z uwagi na duzg prébe, centralne
twierdzenie graniczne gwarantuje nam, ze przedziat ufnosci
wyliczany jak dla rozkladu normalnego bedzie dobrym
oszacowaniem.

Wyliczamy:
o 6 1483

Zpo25—= = 1.9
o.ozsﬁ 1593

Zatem mamy 95% pewnosci, ze srednia kwot wydatkéw z funduszu
oszczednosciowego to $1768 + 73, czyli jest w przedziale
(1695, 1841).

~ 73




Przyktad 4

Jak w Przyktadzie 3 $rednia wynosi $1768, a odchylenie
standardowe dla catej populacji wynosi $1483, ale tym razem liczba
ankietowanych to 177 os6b. Jaki jest 95% przedziat ufnosci dla u?

Wyliczamy:
o 1483
2£p.025—= = 1.96—— ~ 218
0.025 n Nivai
Zatem mamy 95% pewnosci, ze Srednia kwot wydatkéw z funduszu
oszczednosciowego to $1768 + 218, czyli jest w przedziale

(1550,1986).



Zatézmy, ze planujemy ankiete jak w Przykfadzie 3. Dopuszczalny
margines btedu sredniej kwoty to $30 przy 95% poziomie ufnosci.
Jaki rozmiar préby n potrzebujemy?

(1961483
- 30

2
) = 0387.54



