
Rozkßlady pr�obkowe

Rozwa
zmy populacj�e o pewnym rozkßladzie, np.

normalnym N(µ, σ) z parametrami µ i σ

dwupunktowym z parametrem p
(tzn. P(Y = 1) = p, P(Y = 0) = 1− p)

Wybieramy pr�ob�e o rozmiarze n z populacji otrzymuj�ac:

warto�sci y1, . . . , yn

ßl�aczn�a liczb�e sukces�ow y

Obliczamy estymatory:

ȳ = y1+···+yn
n oraz s =

√
(y1−ȳ)2+···+(yn−ȳ)2

n−1

p̂ = y
n

Gdy n jest du
ze, estymatory s�a na og�oßl bliskie parametrom.



Rozkßlady pr�obkowe

Jak bardzo estymatory mog�a r�o
zni�c si�e od prawdziwych

parametr�ow?

Co si�e stanie, gdy wylosujemy inn�a pr�ob�e?

Wyobra�zmy sobie, 
ze losujemy pr�ob�e wiele razy. Interesuje nas

rozkßlad wszystkich mo
zliwych do uzyskania warto�sci ȳ , s lub p̂.
Taki rozkßlad nazywamy rozkßladem pr�obkowym estymatora.



Pr�obkowanie

Dana jest pr�oba o rozmiarze n z populacji o rozkßladzie normalnym.

Obserwujemy �sredni�a pr�obkow�a ȳ . Jaki jest rozkßlad tych �srednich

przy wielokrotnym pr�obkowaniu?

Fakt 1

Suma zmiennych niezele
znych o rozkßladzie normalnym ma rozkßlad

normalny.

Fakt 2

Je�sli X ma rozkßlad normalny, to aX + b dla a 6= 0 te
z ma rozkßlad

normalny.

Wniosek

Je�sli Y ma rozkßlad normalny N(µ, σ), to rozkßlad pr�obkowy Ȳ jest

normalny N(µ, σ√
n

).



Centralne Twierdzenie Graniczne

Centralne Twierdzenie Graniczne

Je�sli Y1, . . . ,Yn to niezale
zne zmienne losowe o jednakowym

rozkßladzie i sko«czonej wariancji, to dla du
zego n zmienna losowa

Ȳ = 1

n (Y1 + ...Yn) ma rozkßlad bliski normalnemu.

je�sli rozkßlad Y jest normalny, to dla dowolnego n rozkßlad Ȳ
jest normalny;

je�sli rozkßlad Y jest w przybli
zeniu symetryczny i nie ma

�ci�e
zkich ogon�ow�, to n = 30 jest wystarczaj�aco du
ze.



Pr�obkowanie

Prosta pr�oba losowa:

dla ka
zdego osobnika z populacji prawdopodobie«stwo

wybrania jest jednakowe,

wybory poszczeg�olnych osobnik�ow s�a od siebie niezale
zne.



Przykßlad 1

Ameryka«ska dziennikarka Ann Landers spytaßla swoich czytelnik�ow:

Gdyby�scie mogli zacz�a�c 
zycie ponownie, to czy znowu mieliby�scie

dzieci?. Odpisaßlo prawie 10 000 czytelnik�ow i 70% odpowiedziaßlo:

NIE.

odpowiadaj�acy to czytelnicy pisma Ann Landers, za�s populacja

to wszyscy rodzice w USA;

nawet w�sr�od czytelnik�ow pisma, grupa os�ob odpowiadaj�acych

nie byßla reprezentatywna (odpowiadaj�a tylko ochotnicy);

Newsday przeprowadzißl podobn�a ankiet�e na reprezentatywnej

grupie 1373 rodzic�ow i uzyskaßl 91% odpowiedzi: TAK.



Przykßlad 2

Magazyn Literary Digest w 1936 przeprowadzißl sonda
z

przedwyborczy wysßlaj�ac kwestionariusz do 10 mln Amerykan�ow

(25% gßlosuj�acych). Odpowiedziaßlo 2.4 mln os�ob.

Prognozowany wynik: Landon 57%, Roosevelt 43%.

Rzeczywisty wynik: Roosevelt 62%, Landon 38%.

zßle pr�obkowanie (brak reprezentatywno�sci) � ksi�a
zki

telefoniczne, czßlonkostwo klub�ow, czytelnicy czasopisma itd.

brak odpowiedzi (tylko 24% badanych odpowiedziaßlo).



Obci�a
zenie w pr�obkowaniu

Obci�a
zenie w pr�obkowaniu

Obci�a
zenie w pr�obkowaniu wyst�epuje, gdy mamy do czynienia z

systematycznym bßl�edem faworyzuj�acym pewn�a cz�e�s�c populacji. W

przypadku takiego obci�a
zenia nie pomo
ze du
zy rozmiar pr�oby.

Losowy wyb�or elemement�ow do pr�oby zwykle eliminuje takie

obci�a
zenie.



Pr�obkowanie

Prosta pr�oba losowa Dla ka
zdego osobnika z populacji

prawdopodobie«stwo wyboru jest jednakowe i wybory

poszczeg�olnych osobnik�ow s�a od siebie niezale
zne.

Straty�kacja Dzielimy populacj�e na warstwy (podpopulacje

podobnych jednostek) i oddzielnie pr�obkujemy w

ka
zdej warstwie, np. studenci i studentki.

Pr�obkowanie wielostopniowe Np. wybieramy losow�a pr�ob�e gmin, a

w ka
zdej wybranej gminie � losow�a pr�ob�e gospodarstw

domowych.



Przedziaßly ufno�sci

Przedziaßl ufno�sci

95% przedziaßl ufno�sci dla parametru populacji to przedziaßl, dla

kt�orego mamy 95% pewno�sci, 
ze zawiera badany parametr.

Typowa sytuacja: nie znamy �sredniej populacji µ. Estymujemy j�a

przy pomocy �sredniej pr�obkowej ȳ . Kontruujemy taki przedziaßl o

�srodku ȳ , kt�ory z prawdopodobie«stwem 95% zawiera µ.



Konstrukcja przedziaßlu ufno�sci

Zaßl�o
zmy, 
ze badana zmienna ma rozkßlad N(µ, σ), przy czym σ jest

znane (zaßlo
zenie maßlo realistyczne, ale dobre na pocz�atek).

W�owczas �srednia Ȳ z n obserwacji ma rozkßlad N(µ, σ√
n

).

Dla standardowego rozkßladu normalnego wyliczamy kwantyle rz�edu

0.025 oraz 0.975:

P(Z > 1.96) = 0.025 P(Z < −1.96) = 0.025

Oznaczamy: Z0.025 = 1.96 Szukane kwantyle dla rozkßladu Ȳ
wynosz�a

µ± Z0.025
σ√
n

Inaczej:

P(Ȳ − 1.96
σ√
n
< µ < Ȳ + 1.96

σ√
n

) = 0.95



Przykßlad 3

W USA przeprowadzono w�sr�od student�ow ankiet�e dotycz�ac�a tego

jaka kwota wydatk�ow na studia pochodzi z funduszu

oszcz�edno�sciowego (college savings fund). Spo�sr�od 1600

ankietowanych odpowiedziaßly 1593 osoby. �Srednia odpowiedzi

wyniosßla $1768. Zakßladamy, 
ze (sk�ad�s wiemy), 
ze standardowe

odchylenie dla caßlej populacji wynosi $1483. Jaki jest 95% przedziaßl

ufno�sci dla µ?



Rozkßlad nie jest normalny, ale z uwagi na du
z�a pr�ob�e, centralne

twierdzenie graniczne gwarantuje nam, 
ze przedziaßl ufno�sci

wyliczany jak dla rozkßladu normalnego b�edzie dobrym

oszacowaniem.

Wyliczamy:

Z0.025
σ√
n

= 1.96
1483√
1593

≈ 73

Zatem mamy 95% pewno�sci, 
ze �srednia kwot wydatk�ow z funduszu

oszcz�edno�sciowego to $1768± 73, czyli jest w przedziale

(1695, 1841).



Przykßlad 4

Jak w Przykßladzie 3 �srednia wynosi $1768, a odchylenie

standardowe dla caßlej populacji wynosi $1483, ale tym razem liczba

ankietowanych to 177 os�ob. Jaki jest 95% przedziaßl ufno�sci dla µ?

Wyliczamy:

Z0.025
σ√
n

= 1.96
1483√
177
≈ 218

Zatem mamy 95% pewno�sci, 
ze �srednia kwot wydatk�ow z funduszu

oszcz�edno�sciowego to $1768± 218, czyli jest w przedziale

(1550, 1986).



Przykßlad 5

Zaßl�o
zmy, 
ze planujemy ankiet�e jak w Przykßladzie 3. Dopuszczalny

margines bßl�edu �sredniej kwoty to $30 przy 95% poziomie ufno�sci.

Jaki rozmiar pr�oby n potrzebujemy?

n =

(
1.96 · 1483

30

)2

= 9387.54


