Przedziaty ufnosci

Przedziat ufnosci

95% przedziat ufnosci dla parametru populacji to przedziat, dla
ktérego mamy 95% pewnosci, ze zawiera badany parametr.

Typowa sytuacja: nie znamy Sredniej populacji p. Estymujemy ja
przy pomocy Sredniej prébkowej y. Kontruujemy taki przedziat o
srodku y, ktéry z prawdopodobienstwem 95% zawiera p.



Konstrukcja przedziatu ufnosci

Zatézmy, ze badana zmienna ma rozktad N(u, o), przy czym o jest
znane (zatozenie mato realistyczne, ale dobre na poczatek).
Woéweczas srednia Y z n obserwacji ma rozktad N(p, %)

Dla standardowego rozktadu normalnego wyliczamy kwantyle rzedu
0.025 oraz 0.975:

P(Z>1.96)=0025 P(Z<—1.96)=0.025

Oznaczamy: Zggp5 = 1.96 Szukane kwantyle dla rozktadu Y

wynoszg
g
+ Z —
K 0.025\/5
Inaczej:
P(Y —1.96-— < i< ¥ +1.96-—) = 0.95
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Konstrukcja przedziatu ufnosci

Zat6zmy, ze badana zmienna ma rozktad N(u, o), przy czym o nie
jest znane. Woéwczas Srednia Y z n obserwacji ma rozktad
N (s, %) ale nie znamy o | musimy je oszacowaé przy pomocy
odchylenia standardowego prébki (ktére jest zblizone do o, ale
zazwyczaj nie jest mu réwne).
e Estymujemy o przy pomocy s (prébkowe odchylenie
standardowe)

e Definiujemy standardowy biad sredniej (standard error) jako

SE= >

Jn

@ SE jest estymatorem odchylenia standardowego oy = NG

sredniej Y



Rozktad t Studenta

Za nieznajomos¢ o musimy zapfaci¢ pewng cene:

@ estymacja o wprowadza dodatkowg niepewnos¢ (nie mozemy
bra¢ kwantyli z rozktadu normalnego),

@ przedziaty ufnosci sg szersze niz w przypadku, gdy znamy o.

Aby rozwigzac problem (1) postugujemy sie rozktadem Studenta /
rozkfadem t Studenta (t distribution). Jest to rodzina ciagtych
rozktadéw, o gestosciach przypominajacych standardowy rozktad
normalny, ale majacych ,ciezsze ogony”. Zaleza od parametru df
(degrees of freedom), czyli liczby stopni swobody.



Rozktad t Studenta
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Rozktad t Studenta

Estymujac o za pomocg s, do konstrukgji przedziatu ufnosci
bierzemy kwantyle z rozktadu Studenta T (zamiast ze
standardowego rozktadu normalnego Z) z df = n — 1 stopniami
swobody (gdzie n to rozmiar préby).



Przyktad

Dla jakiej wartosci t zachodzi P(T > t) = 0.025, gdzie T jest
zmienng losowg o rozktadzie Studenta z 8 stopniami swobody?

Z Tablicy rozktadu odczytujemy: 2.306. Zwréémy uwage, ze
analogiczna warto$¢ dla zmiennej Z o rozkladzie normalnym, tzn.
wartos¢ z dla ktorej zachodzi P(Z > z) = 0.025 wynosi 2
(doktadnie 1.96), zgodnie z reguty 68%—-95%-99.7%.

Znajdz dwie symetryczne wartosci takie, ze miedzy nimi zawiera sie
95% masy rozktadu Studenta z 11 stopniami swobody.

Z Tablicy rozktadu odczytujemy: 42.201



Przedziaty ufnosci

Przedziat ufnosci na poziomie C w przypadku, gdy o nie jest znane:
s

Vvn

gdzie t* to taka wartos¢, ze P(—t* < T < t*) = C dla zmiennej T

o rozktadzie Studenta z n — 1 stopniami swobody (gdzie n to
rozmiar préby).

yE+t*SE =y £t



Przyktad

Dla n = 5 obserwacji zmierzono y = 31.72 oraz s = 8.729.
Wyznacz 95% oraz 90% przedziat ufnosci dla p.

Postugujemy sie rozktadem Studenta z 5 — 1 = 4 stopniami
swobody. Z tablic odczytujemy:

P(T > t*) = 0.025 daje t* = 2.776

P(T > t*) = 0.050 daje t* = 2.132

Stad dostajemy 95% PU: 31.72 4+ 2.776 - % =31.72+10.84

oraz 90% PU: 31.72 +2.132 - % =31.72+8.32



Przyktad

Gdybysmy w poprzednim przyktadzie znali odchylenie standardowe
o = 8.729 (a nie szacowali przy pomocy s), to postugiwalibySmy sie
rozktadem normalnym, czyli

P(Z > z*) = 0.025 daje z* = 1.96

P(Z > z*) = 0.050 daje z* = 1.65
Stad dostajemy 95% PU: 31.72 4 1.96 - % =31.72+7.65

oraz 90% PU: 31.72 + 1.65 - % —=31.72+6.44



Przyktad

Przyktad 4

Dla n = 30 obserwacji zmierzono y = 31.72 oraz s = 8.729.
Wyznacz 95% oraz 90% przedziat ufnosci dla p.

Dla rozktadu Studenta z 30 — 1 = 29 stopniami swobody
odczytujemy:

P(T > t*) = 0.025 daje t* = 2.045

P(T > t*) = 0.050 daje t* = 1.699

0 8.729
95% PU: 31.72 4+ 2.045 - m—3172j:326

90% PU: 31.72 + 1.699 - 8}9_31721271

Podczas, gdy w sytuacji znanego odchylenia standardowego
o = 8.729 dostajemy:
95% PU: 31.72 +1.96 - =31.72+3.12

90% PU: 31.72 + 1.65 - —3172j:263
—
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Przyktad

Zmierzono zawartos¢ witaminy C w kilku prébkach mieszanki
sojowo-kukurydzianej. Uzyskano wyniki (w mg/100 g):

26 31 23 22 11 22 14 31

Wyznacz 95% przedziat ufnosci dla zawartosci witaminy C.

Dla rozktadu Studenta z 7 stopniami swobody (n = 8):

P(T > t*) = 0.025 daje t* = 2.365
y= YI+Y2§"'+YS =225

s — \/((}/1—}7)2+(Y2gf)12+'“+(}/8—}7)2 —231
Stad 95% przedziat ufnosci to:

231 _
22.5+2.365 - N 225+£19.3



