
Przedziaßly ufno�sci

Przedziaßl ufno�sci

95% przedziaßl ufno�sci dla parametru populacji to przedziaßl, dla
kt�orego mamy 95% pewno�sci, 
ze zawiera badany parametr.

Typowa sytuacja: nie znamy �sredniej populacji µ. Estymujemy j�a
przy pomocy �sredniej pr�obkowej ȳ . Kontruujemy taki przedziaßl o
�srodku ȳ , kt�ory z prawdopodobie«stwem 95% zawiera µ.



Konstrukcja przedziaßlu ufno�sci

Zaßl�o
zmy, 
ze badana zmienna ma rozkßlad N(µ, σ), przy czym σ jest
znane (zaßlo
zenie maßlo realistyczne, ale dobre na pocz�atek).
W�owczas �srednia Ȳ z n obserwacji ma rozkßlad N(µ, σ√

n
).

Dla standardowego rozkßladu normalnego wyliczamy kwantyle rz�edu
0.025 oraz 0.975:

P(Z > 1.96) = 0.025 P(Z < −1.96) = 0.025

Oznaczamy: Z0.025 = 1.96 Szukane kwantyle dla rozkßladu Ȳ
wynosz�a

µ± Z0.025
σ√
n

Inaczej:

P(Ȳ − 1.96
σ√
n
< µ < Ȳ + 1.96

σ√
n

) = 0.95



Konstrukcja przedziaßlu ufno�sci

Zaßl�o
zmy, 
ze badana zmienna ma rozkßlad N(µ, σ), przy czym σ nie
jest znane. W�owczas �srednia Ȳ z n obserwacji ma rozkßlad
N(µ, σ√

n
), ale nie znamy σ i musimy je oszacowa�c przy pomocy

odchylenia standardowego pr�obki (kt�ore jest zbli
zone do σ, ale
zazwyczaj nie jest mu r�owne).

Estymujemy σ przy pomocy s (pr�obkowe odchylenie
standardowe)

De�niujemy standardowy bßl�ad �sredniej (standard error) jako

SE =
s√
n

SE jest estymatorem odchylenia standardowego σȲ = σ√
n

�sredniej Ȳ



Rozkßlad t Studenta

Za nieznajomo�s�c σ musimy zapßlaci�c pewn�a cen�e:

1 estymacja σ wprowadza dodatkow�a niepewno�s�c (nie mo
zemy
bra�c kwantyli z rozkßladu normalnego),

2 przedziaßly ufno�sci s�a szersze ni
z w przypadku, gdy znamy σ.

Aby rozwi�aza�c problem (1) posßlugujemy si�e rozkßladem Studenta /
rozkßladem t Studenta (t distribution). Jest to rodzina ci�agßlych
rozkßlad�ow, o g�esto�sciach przypominaj�acych standardowy rozkßlad
normalny, ale maj�acych �ci�e
zsze ogony�. Zale
z�a od parametru df
(degrees of freedom), czyli liczby stopni swobody.



Rozkßlad t Studenta



Rozkßlad t Studenta

Estymuj�ac σ za pomoc�a s, do konstrukcji przedziaßlu ufno�sci
bierzemy kwantyle z rozkßladu Studenta T (zamiast ze
standardowego rozkßladu normalnego Z ) z df = n − 1 stopniami
swobody (gdzie n to rozmiar pr�oby).



Przykßlad

Przykßlad 1

Dla jakiej warto�sci t zachodzi P(T > t) = 0.025, gdzie T jest
zmienn�a losow�a o rozkßladzie Studenta z 8 stopniami swobody?

Z Tablicy rozkßladu odczytujemy: 2.306. Zwr�o�cmy uwag�e, 
ze
analogiczna warto�s�c dla zmiennej Z o rozkßladzie normalnym, tzn.
warto�s�c z dla kt�orej zachodzi P(Z > z) = 0.025 wynosi 2
(dokßladnie 1.96), zgodnie z regußl�a 68%�95%�99.7%.

Przykßlad 2

Znajd�z dwie symetryczne warto�sci takie, 
ze mi�edzy nimi zawiera si�e
95% masy rozkßladu Studenta z 11 stopniami swobody.

Z Tablicy rozkßladu odczytujemy: ±2.201



Przedziaßly ufno�sci

Przedziaßl ufno�sci na poziomie C w przypadku, gdy σ nie jest znane:

ȳ ± t∗SE = ȳ ± t∗
s√
n

gdzie t∗ to taka warto�s�c, 
ze P(−t∗ < T < t∗) = C dla zmiennej T
o rozkßladzie Studenta z n − 1 stopniami swobody (gdzie n to
rozmiar pr�oby).



Przykßlad

Przykßlad 3

Dla n = 5 obserwacji zmierzono ȳ = 31.72 oraz s = 8.729.
Wyznacz 95% oraz 90% przedziaßl ufno�sci dla µ.

Posßlugujemy si�e rozkßladem Studenta z 5− 1 = 4 stopniami
swobody. Z tablic odczytujemy:

P(T > t∗) = 0.025 daje t∗ = 2.776

P(T > t∗) = 0.050 daje t∗ = 2.132

St�ad dostajemy 95% PU: 31.72± 2.776 · 8.729√
5

= 31.72± 10.84

oraz 90% PU: 31.72± 2.132 · 8.729√
5

= 31.72± 8.32



Przykßlad

Gdyby�smy w poprzednim przykßladzie znali odchylenie standardowe
σ = 8.729 (a nie szacowali przy pomocy s), to posßlugiwaliby�smy si�e
rozkßladem normalnym, czyli

P(Z > z∗) = 0.025 daje z∗ = 1.96

P(Z > z∗) = 0.050 daje z∗ = 1.65

St�ad dostajemy 95% PU: 31.72± 1.96 · 8.729√
5

= 31.72± 7.65

oraz 90% PU: 31.72± 1.65 · 8.729√
5

= 31.72± 6.44



Przykßlad

Przykßlad 4

Dla n = 30 obserwacji zmierzono ȳ = 31.72 oraz s = 8.729.
Wyznacz 95% oraz 90% przedziaßl ufno�sci dla µ.

Dla rozkßladu Studenta z 30− 1 = 29 stopniami swobody
odczytujemy:

P(T > t∗) = 0.025 daje t∗ = 2.045

P(T > t∗) = 0.050 daje t∗ = 1.699

95% PU: 31.72± 2.045 · 8.729√
30

= 31.72± 3.26

90% PU: 31.72± 1.699 · 8.729√
30

= 31.72± 2.71

Podczas, gdy w sytuacji znanego odchylenia standardowego
σ = 8.729 dostajemy:
95% PU: 31.72± 1.96 · 8.729√

30
= 31.72± 3.12

90% PU: 31.72± 1.65 · 8.729√
30

= 31.72± 2.63



Przykßlad

Przykßlad 5

Zmierzono zawarto�s�c witaminy C w kilku pr�obkach mieszanki
sojowo-kukurydzianej. Uzyskano wyniki (w mg/100 g):

26 31 23 22 11 22 14 31

Wyznacz 95% przedziaßl ufno�sci dla zawarto�sci witaminy C.

Dla rozkßladu Studenta z 7 stopniami swobody (n = 8):

P(T > t∗) = 0.025 daje t∗ = 2.365

ȳ = y1+y2+···+y8
8

= 22.5

s =

√
((y1−ȳ)2+(y2−ȳ)2+···+(y8−ȳ)2

8−1 = 23.1

St�ad 95% przedziaßl ufno�sci to:

22.5± 2.365 · 23.1√
8

= 22.5± 19.3


