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Rozdzial O

Uklady réwnan

Jedng z kluczowych metod algebry jest opis problemu matematycznego w terminach niewiado-
mych i rownan (zapisywanych w formie ukladu réwnan). Rozwiazywanie problemu sprowadza
sie wowczas do znalezienia wszystkich rozwiazan ukltadu réwnan, ktéra to czynnosé mozna dosé
mocno zalgorytmizowac.

Podstawowa metoda rozwiazywania wszelkich ukladéw rownan jest metoda podstawiania.
W szkole jest ona stosowana do rozwiazywania uktadéw dwoch réwnari liniowych z dwoma nie-
wiadomymi, ale jej zakres stosowania jest znacznie szerszy — obejmuje dowolng liczbe réwnan i
niewiadomych oraz nie ogranicza si¢ do réwnan liniowych (niemniej w ramach algebry liniowej
bedziemy mieé¢ do czynienia niemal wylacznie z rownaniami liniowymi).

Algorytm 0.1: Metoda podstawiania

Rozwigzujac uktad n réwnan (niekoniecznie liniowych) z n niewiadomymi postepujemy
nastepujaco:

Krok 1 Wyznaczamy dowolnie wybrang niewiadoma z dowolnie wybranego réwnania i
podstawiamy do wszystkich pozostalych réwnar. W ten spos6éb otrzymujemy
uktad n — 1 réwnan z n — 1 niewiadomymi.

Krok 1 powtarzamy n — 1 razy, za kazdym razem zmniejszajac o 1 liczbe réwnan i

rownoczeénie zmniejszajac o 1 liczbe niewiadomych.

Krok 2 Iteracje Kroku 1 prowadza do 1 réwnania z 1 niewiadoma. Rozwigzujemy to
réwnanie, wyznaczajac w ten sposob jedna (sposrod n poczatkowych) niewiadomych.

Krok 3 Wykorzystujemy podstawienia z kolejnych iteracji Kroku 1 (zaczynajac od ostat-
niego, a konczac na pierwszym) dla wyznaczenia pozostatych n — 1 niewiadomych.

Stosujac powyzszy algorytm pamietamy, ze co prawda w kazdej iteracji Kroku 1 mozna wy-
bra¢ dowolne (z pozostatych) réwnari i dowolng (z pozostatych) niewiadomych, niemniej najlepiej
dokonywa¢ takich wyboréw, ktére zminimalizuja stopien komplikacji obliczen.

Przyktad 1

Rozwiaza¢ uklad réwnan:
T+ y+ z2+ t=1

r+3y+224+7t=2
—2r— y—32+2t=-2
r+4y+4z+3t=-3
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Rozwigzanie. Wyznaczamy niewiadoma x z pierwszego réwnania i podstawiamy do trzech
pozostatych rownan (Krok 1):

r+y+z+t=1
r+3y+224+Tt=2 r=1—y—z—t
- Ty
—2r—y—3z+2t=-2
r4+4y+42+3t=-3

(l—y—z—t)+3y+2z+T7t=2
—21—-y—2z—t)—y—3z+2t=-2
(1—y—z—t)+4y+4z+3t=-3

Po uproszczeniu réwnan, wyznaczamy niewiadoma y z drugiego z trzech réwnan i podstawiamy
do obu pozostaltych (Krok 1):

2(z —4t) + 2+ 6t =1

y—z+4t=0
v 3(z—4t)+32z+2t=—4

24+ z4+6t=1
y=z—4t {
3y +3z+2t = —4

Po uproszczeniu réwnan, wyznaczamy niewiadoma t z pierwszego z dwoch rownan i podsta-
wiamy do jedynego pozostalego (Krok 1):

3 1
3z—2t=1 t=52—35
- 2 26— 10(32— 1) = —4
6z — 10t = —4

Upraszczamy i rozwigzujemy otrzymane jedno rownanie z jedna niewiadoma (Krok 2):
92 +5=-4 — z=1

Wykorzystujemy zastosowane podstawienia (w kolejnosci od ostatniego do pierwszego) do
wyliczenia pozostatych niewiadomych (Krok 3):

z=1

3 1
t252—§:1
y=z—4t = -3

r=1l-y—2—-t=2

Metoda podstawiania nadaje sie réwniez do rozwigzywania uktadéw réwnan nieliniowych:

Przyktad 2
Rozwiaz uklad réwnaii:
20 +y — 32 =12
22+’ +22=21
TH+y—2=95
Rozwigzanie. Wyznaczamy niewiadoma z z trzeciego réwnania i podstawiamy do obu pozo-
stalych réwnan:

20 +y — 3z =12
2+ y*+ (z+y—5)2=21

=4

r+y—2=9

Po uproszczeniu pierwszego réwnania wyznaczamy z niego niewiadoma y i podstawiamy do
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jedynego pozostatego rownania:

r+2y=3 —3—
{ 4 I 32y 4+ P 4 (—y —2)2 =21

2+’ +(r+y—5)2=21
Rozwiazujemy otrzymane jedno réwnanie z jedna niewiadoma:
6y° —8y—8=0—y=2luby=—2

Wykorzystujemy zastosowane podstawienia (w kolejnosci od ostatniego do pierwszego) do
wyliczenia pozostatych niewiadomych:

r=3-2y=-1 lub x:3_2y:L§’
z=x+y—5=—4 z=z+y—5=—3

Rachunki wykonywane przy realizacji Algorytmu 0.1 czasami istotnie upraszczaja sie, jesli
wczesniej odpowiednio ,przygotujemy”’ rozwigzywany uktad rownan. Jest to szczegolnie istotne,
gdy nie jest to uktad réwnan liniowych. Pomaga w tym nastepujacy fakt:

Jedli do wybranego réwnania uktadu réwnan dodamy lub od niego odejmiemy inne réw-
nanie tego uktadu, to otrzymamy rownowazny uktad rownan (tzn. uklad majacy takie
same rozwigzanie co oryginalny).

Przyklad 3
Rozwiaz uktad réwnan
(z—12+(y—-32+(z-12=9
2+t + 22 =14
(=2 +@y—1*+(2+3)>=6
Rozwigzanie. Odejmujac drugie réwnanie od pierwszego i trzeciego otrzymujemy réwnowazny

uktad ztozony z dwoéch rownan liniowych i jednego kwadratowego (zamiast trzech réwnan
kwadratowych):

(@2 =22+1)+ @ —6y+9)+(22—-22+1)=9 -2z — 6y — 22 = —16
22+’ +22=14 — 2?4y + 2 =14
(22 —dz+4)+ @2 —2y+ 1)+ (22 +62+9) =6 —4x — 2y + 6z = —22

Otrzymany uktad rownan (po uproszczeniu) rozwiazujemy metoda podstawiania:

r+3y+2=28
/ r=8—-3y—=z {(8 — 3y — 2)2 +y2 +Z2 =14

2,2 .2
4y +z2c=14

—28—-3y—=z2)—y+3z=-11
2w —y+3r=-11 (8=3y—z)—y

(5+22)*4+(1—2)2+2%2=14

(8 =3y — 2+ +22=14 41—
5y+52=5

6224+ 1824+12=0—2=—11lub 2= -2
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6 ROZDZIAL 0. UKEADY ROWNAN

Skad dostajemy dwa rozwiazania:

z=-1 z=-2
y=1—2=2 lub y=1—2=3
r=8-3y—2=3 r=8—-3y—z=1

Fakt 0.2 mozna uogo6lni¢ dopuszczajac dodawanie lub odejmowanie réwniez niezerowej krot-
nosct innego réwnania:

Jedli do wybranego réwnania uktadu réwnan dodamy lub od niego odejmiemy niezerowa
krotnosé innego rownania tego uktadu (tzn. inne réwnanie uktadu przemnozone stronami
przez niezerowy liczbe), to otrzymamy réwnowazny uklad réwnan (tzn. uktad majacy
takie same rozwiazania co oryginalny).

Copyright © Tomasz Elsner, 2019



Rozdzial 1

Wektory na plaszczyznie

1.1 Pojecie wektora

Definicja 1.1

(Uporzadkowana) pare punktow A i B na plaszczyznie nazywamy wektorem (na ptaszczysz-
nie) o poczgtku A i koricu B i oznaczamy AB. Dtugosciq wektora AB (oznaczana |AB|)
nazywamy diugos¢ odcinka AB, jego kierunkiem — prosta AB (przy czym przyjmujemy, ze
proste rownolegte wyznaczaja ten sam kierunek). Wektor o ustalonej dtugosci i kierunku
moze mie¢ dwa rozne zwroty (jak na rysunku).

Dwa wektory sa rowne, jesli maja jednakowe diugosci, kierunki i zwroty!.

Szczegolnym przypadkiem wektora jest wektor zerowy (oznaczany 6), tzn. wektor, ktorego
koniec i poczatek sa rowne (np. wektor AA, BB). Wektor taki nie ma okreslonego kierunku
ani zwrotu, a jego dtugosé wynosi 0. Jest tylko jeden wektor zerowy (tzn. tylko jeden wektor o
dtugosci 0).

Wektory ﬁ i @ sa rowne wtedy i tylko wtedy, gdy czworokat ABDC jest rownolegto-
bokiem (tzn. jeden z wektorow powstaje przez rownoleglte przesuniecie drugiego).

Dowdd. Wektory ABiCD sa rowne wtedy i tylko wtedy, gdy maja réowne dtugosci (tzn. |AB| =
|C'D]), jednakowe kierunki (tzn. AB|CD) oraz zgodne zwroty, czyli wtedy i tylko wtedy, gdy
czworokat ABDC' jest rownolegtobokiem.

!Pod koniec semestru, po przygotowaniu w ramach Wstepu do matematyki, bedzie mozna lepiej sformalizowaé
definicje wektora oraz jego kierunku przy pomocy pojecia klasy abstrakcyi.

7



8 ROZDZIAL 1. WEKTORY NA PLASZCZYZNIE

O

Wektory w uktadzie wspoétrzednym zazwyczaj bedziemy umieszczaé tak, by miaty poczatek
w poczatku uktadu wspotrzednych, tzn. w punkcie O = <8> Zgodnie z Faktem 1.2 jest

to mozliwe dla kazdego wektora (wystarczy zastosowaé odpowiednie przesuniecie rownolegle).
Wektor ﬁ bedziemy w skrocie oznaczaé P (tzn. poczatek uktadu wspotrzednych O traktujemy
jako domyslny” poczatek wektora).

Ny,
>

Poniewaz wektor nie ma jednoznacznie wyznaczonego poczatku ani korica (dlatego wektory,
ktorymi bedziemy sie postugiwaé, nazywane sa czasami wektorami swobodnymi), wiec zamiast
oznacza¢ wektor przy pomocy dwoch wielkich liter (przyktadowe poczatek i koniec wektora),
bedziemy stosowa¢ oznaczenie pojedyncza (zazwyczaj mala) litera ze strzaltka: , U, o itd.

Definicja 1.3

Suma wektoréw B 1 B? nazywamy wektor R (reguta przyktadania). Suma wekto-

r6w AB i AD nazywamy przekatng AC rownolegtoboku ABCD (reguta réwnolegtoboku).
Aby wyznaczy¢ sume wektorow w pozostatych przypadkach nalezy te wektory przesunaé
rownolegle tak, by méc zastosowaé jedng z powyzszych regut dodawania.

Wynik dodawania dwoch wektoréw nie zalezy od zastosowanej reguty dodawania, co pokazane
zostato na ponizszym rysunku (ABCD jest rownolegtobokiem, wiec zgodnie z Faktem 1.2 mamy

AB = DC = 7).

reguta przyktadania 4 reguta réwnolegtoboku

Copyright © Tomasz Elsner, 2019



1.1. POJECIE WEKTORA 9

Definicja 1.4

Niech ¢ bedzie liczbg rzeczywista (ktora bedziemy tez nazywaé skalarem), zas 4 wektorem
na plaszczyznie. Wowezas t - 4 jest wektorem o dlugosci |¢| - ||, o kierunku wyznaczonym
przez wektor 4 i o zwrocie zgodnym z u, gdy t > 0 lub przeciwnym do 4, gdy t < 0.
Jako ze jedynym wektorem dtugosci 0 jest wektor zerowy, wiec 0 - @ = 0. Wektor (—1) - @
nazywamy wektorem przeciwnym do 4 i oznaczamy —u.

/TL? / = k

—
Wekorem przeciwnym do wektora xﬁ jest wektor BA.

—
Dowdd. Wektory ﬁ i BA maja ta sama dhlugosé¢ i ten sam kierunek, natomiast przeciwne

Zwroty. O
Definicja 1.6
2910 i) I . . . ?
Jesli A = <y > oraz B = (y > sa punktami plaszczyzny, to wspdtrzednymi wektora A
0 1

nazywamy pare liczb:

- ()

Y1 — %Yo

Wspélrzedne wektora zﬁ interpretujemy jako przesuniecie w poziomie (pierwsza wspol-
rzedna) i przesuniecie w pionie (druga wspoirzedna) potrzebne dla przemieszczenia z punktu
A do punktu B. Wartos¢ bezwzgledna wspotrzednej podaje diugo$é przesuniecia, natomiast
znak wspotrzednej rozréznia pomiedzy przesunieciem w kierunku dodatnim i ujemnym (kieru-
nek dodatni wyznaczaja strzatki na osiach wspotrzednych).

Y Y
A A
1 —x09 >0 1 —x09 >0

y1 —yo >0 y1 —yo <0

0

Poniewaz wektor nie ma ustalonego poczatku ani korica (zgodnie z Definicja 1.1 dwa wektory
sa rowne, jesli jeden z nich jest przesunieciem rownolegtym drugiego), wiec aby powyzsza definicja
wspoétrzednych wektora miata sens, rowne wektory powinny mie¢ jednakowe wspotrzedne. Stad
potrzeba udowodnienia nastepujacego faktu:

Wektor zerowy ma wspotrzedne 0= <0

Copyright © Tomasz Elsner, 2019



10 ROZDZIAL 1. WEKTORY NA PLASZCZYZNIE

Dwa wektory na plaszczyznie sa réwne wtedy i tylko wtedy, gdy maja réwne odpowiednie
wspoélrzedne.

ey
Dowdd. Wektory ﬁ i A’B’ (zaznaczone na rysunku) sa rowne wtedy i tylko wtedy, gdy rowne
sa wektory AP i AP oraz wektory PBiPB. Innymi stowy z1 — zg =z — x, (przesuniecia
poziome sa réwne) oraz y; — Yo = yj — Y, (przesuniecia poziome sa rowne), czyli:

T 7B e (275 (4)

Y1 — Yo Y1 — Yo

Ylt---------=
Yo + A«A’ P

y1"”: ******* 1
3 1 d
Yot-i--------- - P’

Sy

O
Poniewaz, zgodnie z Faktem 1.7, wspoétrzedne jednoznacznie okreslaja wektor, od tej pory
bedziemy utozsamiaé wektor z para liczb (jego wspolrzednych) i pisaé: ¢ = :31/3

Fakt 1.8

Suma wektoréw o wspodtrzednych (ZO> i <§1> jest wektor o wspétrzednych:
0 1
o)+ () = G-
+ =
Yo Y Yo+ Y1

Dowdd. Niech i = <x0> 19 = <§1) i wszystkie wspoltrzedne u i ¥ niech beda dodatnie.
1

.

Yo

Yo + Y1

Copyright © Tomasz Elsner, 2019



1.1. POJECIE WEKTORA 11

Jak wida¢ na rysunku:

() ) mem-- (13)

x1
Yo U1 Yo + Y1

Rozpatrzenie przypadku, gdy jedna lub wiecej wspoétrzednych jest ujemna pozostawiamy czytel-
nikowi. O

Fakt 1.9

lloczynem wektora o wspoétrzednych <§0> przez skalar t jest wektor o wspotrzednych:
0

() = (0n)

W szcezegolnosel, wektorem przeciwnym do (zo> jest wektor (—1) - <:§O> = <_zo>.
0 0 —%0

\

Yo
wektory AB i AC maja jednakowe kierunki i zwroty oraz ]m| =t- ]ﬁ\ Ponizszy rysunek
przedstawia te sytuacje, gdy zo > 0 oraz yg > 0.

Dowdd. Rozpatrzmy najpierw przypadek ¢ > 0. Niech ﬁ = (xo) oraz 1@ =t- ﬁ Woéwczas

Y1

T1

Trojkaty prostokatne AABP i AACQ sa podobne w skali ¢, skad otrzymujemy

()

X1
Y1 t-a

Przypadek, gdy jedna lub obie wspétrzedne wektora ﬁ sa ujemne (lub rowne 0) jest analogiczna
i jego rozpatrzenie pozostawiamy czytelnikowi.
Jedli t <0, tzn. t = —t', gdzie t’ > 0, to:

—t/- i) _ t/'x(] _ —t/'l’o
Yo t"-yo —t" - yo
gdzie pierwsza rownos¢ wynika z udowodnionej juz czesci faktu (gdyz t’ > 0), natomiast druga

réwnoéé wynika z tego, ze wektory przeciwne maja przeciwne wspoétrzedne, co wida¢ na poniz-
szym rysunku.

Copyright © Tomasz Elsner, 2019



12 ROZDZIAL 1. WEKTORY NA PLASZCZYZNIE

Ny,
>

1 L. o 0 0- o
Jeslit =0, to oc Scie O - = = . O
1 S <3/0> <0> (0 ' yO)
Definicja 1.10

Rdznicg wektoréw o i ¥ nazywamy sume wektora « i wektora przeciwnego do ¥, tzn.
@ — U =1+ (—7), co we wspolrzednych ma postaé:

) -G =Gozin)

.

Przyktad 1

Dane sa wektory i = <§) oraz v = <§) Wyznacz wspotrzedne wektora 3u — 24.

(0 0-6) 6900690

Zauwazmy, ze wektor Z (z domyslnym poczatkiem w punkcie

0 .
0)) ma takie same wspot-
rzedne co punkt A. W zwiazku z tym w dalszym tekscie nie bedziemy odréznia¢ punktéow od
wektoréw, oba oznaczajac A.

Ny,
>

Podobnie, przy oznaczeniach wektora jedna mata litera (@, ¥ itd.) bedziemy pomija¢ strzatke
i pisaé u, v itd.

Copyright © Tomasz Elsner, 2019



1.1. POJECIE WEKTORA 13

Dla dowolnego wektora ﬁ zachodzi:

AB—-B—- A

Powyzsza rownos¢ mozna tez zapisa¢ w postaci:
A+AB =B

i interpretowad: ,jesli z punktu A wykonamy przesuniecie o 1@ , to znajdziemy sie w B”.
Dowdd. Zgodnie z reguta dodawania wektoréw zachodzi: zﬁ = B + O?

Y
A

O

( > T

Pamietajac, ze O = (8) jest domyslnym poczatkiem kazdego wektora otrzymujemy:

AB=A0+O0B=-OA+0B=-A+B=B-A

Przyktad 2

Wiedzac, ze E = <§) oraz A = (;) wyznaczy¢ wspo6trzedne punktu B.

Rozwigzanie. Skoro AB=B - A to B=A+ AB = (;) + (3> = <4)

5 7

W powyzszych rachunkach domyélnie przyjeliémy, ze dodawanie wektoréw rzadzi sie tymi
samymi prawami co dodawanie liczb rzeczywistych. Ponizszy fakt ujmuje to bardziej formalnie:

Fakt 1.12

Dla dowolnych wektoréw u, v, w na plaszczyznie oraz dowolnych skalaréw s, ¢ zachodza

nastepujace wlasnodci:
)utv=v+u (przemiennosé +)
2) (u+v)+w=u+ (v+w) (tacznosé +)
3) 0+tu=u+0=u (element neutralny +)
) ut(—u)=(—u)+u=0 (element przeciwny)
5 (s+t)-u=s-u+t-u (rozdzielnosé - wzgledem +)
6) t-(u+v)=t-u+t-v (rozdzielnosé - wzgledem +)
7 s-(t-v)=(s-t)-v (tacznos¢ mnozenia skalarow)
8) l-u=u

Copyright © Tomasz Elsner, 2019



14 ROZDZIAL 1. WEKTORY NA PLASZCZYZNIE

u9 V2
dodawania wektoréw) pokazemy, ze lewa i prawa strona wzoru sg rowne:

U1 U1 wr)  [(ur+uv wy\  fur+v+w
(<U2) * (U2>> + <w2> N <U2 +U2) * (w2> N <U2 + U2 —l—wz)
u1 n U1 i w1 _(»m n U1 + Wy _(wm + v +wy
U2 V2 w2 U2 V2 + w2 U2 + Vg + wa

Dowoéd pozostatych wlasnodci jest podobny i jego przeprowadzenie zostawiamy czytelnikowi. [

Dowdd. Oznaczmy u = <u1>’ v = <U1>, w = (le)l) Aby udowodnié¢ wlasnosé (2) (tacznosé
2

Definicja 1.13

Wektory u i v nazywamy wspétliniowymi (réwnolegtymi) jesli maja ten sam kierunek
(przyjmujemy przy tym, ze wektor 0 jest wspotliniowy z kazdym wektorem).

Przyktad 3

Werod wektorow (2), <11), (2), (8) wskaz wszystkie pary wektoréw wspoétliniowych.

Rozwigzanie. Wektory (3) 1 <2) sa wspotliniowe, gdyz (Z) =2 (;) Wektor (8) Jjest

wspoliniowy z kazdym z wektorow, gdyz (8) =0- <§> dla dowolnych x i y.

Wektory u i v sa wspoétliniowe wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taki skalar ¢, ze

u=tv lub v =tu

Dowdd. Przyjmijmy najpierw, ze oba wektory u i v sg niezerowe. Wektory te sa wspotliniowe
(Definicja 1.13) wtedy i tylko wtedy, gdy r6znig sie jedynie dtugosciag i zwrotem, co oznacza, ze:
1
u=t-v oraz vz;-u

dla pewnej liczby ¢ (ujemnej, gdy zwroty u i v sa przeciwne).

Jedli natomiast przynajmniej jeden z wektoréw u i v jest wektorem zerowym, to zgodnie z
Definicja 1.13 sa one wspolliniowe i rownoczesnie spetniaja warunek v = 0 - v (jesli uw = 0) lub
v=0-u (jesli v = 0). O

Zauwazmy, ze (jak wynika z dowodu) spojnik lub w powyzszym fakcie jest konieczny ze
wzgledu na specyficzna sytuacje wektora zerowego. W sytuacji, gdy oba wektory sa niezerowe,
spojnik lub mozna zastapié¢ spojnikiem oraz.

Definicja 1.15

Kombinacjg liniowg wektoréw u i v nazywamy kazdy wektor postaci su + tv gdzie s it sa
dowolnymi skalarami. Skalary s i t nazywamy wspétczynnikams tej kombinacji liniowe].
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1.1. POJECIE WEKTORA 15

Przyktad 4

1 -2
Przedstaw wektor < 3 > w postaci kombinacji liniowej wektoréw <2> i < 1 >

Rozwigzanie. Szukamy takich liczb s i t, ze

()= () () e (3)= (%)

Musimy zatem rozwiazaé uktad réwnan:
s§—2t=-1
25+t =238
. L . -1 1 -2
Rozwiazaniem jest s = 3, t = 2, skad dostajemy: < 3 ) =3 <2> +2- ( 1 >

Definicja 1.16

‘ L. 1\ . 0
Wersorami na plaszczyznie nazywamy wektory ey = g)iez= .

1

| r

Fakt 1.17

Kazdy wektor na plaszczyznie mozna przedstawi¢ jako kombinacje liniowa wersoréw, przy
czym wspotczynnikami tej kombinacji liniowej sa wspo6trzedne wektora:

)= (e () =t

Y
A
v=x-€e1+Y-e
Yr------------3 ‘
A v 3
e :
> | > a
€1 X

Przyktad 5

Wyznaczy¢ wspohrzedne srodka odcinka AB, jesli A = (zo) 1B = <§1>
0 1

Rozwigzanie (sposéb I). Oznaczmy S = <§S> i zauwazmy, ze B = %zﬁ Zatem:
S

<:v5 - xo) 1 <331 - 360) _ (5(:61 - 330)>
Ys — Yo 2\w1 — % 5(y1 — wo)
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16 ROZDZIAL 1. WEKTORY NA PLASZCZYZNIE

skad otrzymujemy uktad réwnan:

1 1 1
rs —xo = 5(z1 — Z0) . Jxs = 3(x1 — w0) + 20 = 5(71 + 20)
{ h czyli { i
2 2

(y1 —yo) +yo = 5(y1 + %)

Yys =

Ys — Yo = (Z/l - yo)

Zo+x1
Stad dostajemy odpowiedz: S = <y042ry1 >
2

Yy
A

Yo +
%(yo-i-yl)‘

Y1 A

Rozwigzanie (sposéb IT). Warunek ﬁ = %zﬁ mozna przeksztalcié bez odwolywania sie do

wspolrzednych:
S—A=1(B-A)

Stad dostajemy:
To+x
S=A+iB-1A=1(A+B)= <y03y1) (1.1)
2

Przyktad 6
Udowodnié, ze $rodki bokéw dowolnego czworokata ABC D sa wierzchotkami réwnolegtoboku.

Rozwigzanie. Oznaczmy $rodki bokow czworokata przez K, L, M, N (jak na rysunku).

D
M

A K B

—
Aby pokazaé, ze KLMN jest rownolegtobokiem, wystarczy sprawdzié, ze ﬁ = NM.
Korzystajac ze wzoru (1.1) dostajemy:

KL=L-K=1B+C)-LYAa+B)=1c-14

NM=M-N=3C+D)—3(A+D)=3C—1A

coyli K1 = NM.
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Przyktad 7
Wyznaczy¢ wspotrzedne takiego punktu P, ktory dzieli odcinek AB w stosunku 2 : 1 (tzn.

|AP|: |PB| =2:1), jesli A= (xf’) B= (“:1)
Yo Y1

Rozwigzanie. Postepujemy podobnie jak w Przykltadzie 5. Zauwazmy, ze zﬁ) = %E, co
mozemy zapisa¢ w postaci:

P—A=1(B-A4)
skad otrzymujemy

2 1

3 -f-*l’l
P—A+lB_A =18 24_<=”30 ) 1.2
3( ) 3 3 %3/04‘%1/1 ( )

A .
>

Yo A

%yo + %yl 1

Y1 4

Przyklad 8

Udowodni¢, ze trzy srodkowe trojkata (tzn. odcinki taczace wierzchotek trojkata ze srodkiem
przeciwlegltego boku) przecinaja sie w jednym punkcie, ktory dzieli kazda srodkowa w stosunku
2 : 1. Wyznaczy¢ wspolrzedne tego punktu (nazywanego srodkiem ciezkosci trdjkagta), jesli

4= () 2= () o= ()
Yo Y1 Y2
Rozwigzanie. Niech S, bedzie punktem dzielacym $rodkowa AA’ w stosunku 2 : 1. Wowczas
— —
Sa=A+ASa=A+2AA =A+2A -A)=A+2iB+iC-A) =L(A+B+C)

C

Q

A B’ A

el

A B o4 B

Podobnie dowodzimy, ze dla punktow Sp i Sc¢ dzielacych odpowiednio $srodkowe BB’ i
CC'" w stosunku 2 : 1 zachodzi Sg = S¢ = %(A + B+ C). Wobec tego Sq4 = S =S¢ =5,
czyli érodkowe przecinaja sie w jednym punkcie, ktéry kazda z nich dzieli w stosunku 2 : 1.
Wspotrzedne tego punktu, zgodnie z powyzszym rachunkiem to:

1 1 1
9 + 321 + 329
3( ) %yo %yl ng ( )
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18 ROZDZIAL 1. WEKTORY NA PLASZCZYZNIE

Przyktad 9

Czy przesuwajac réwnolegle srodkowe dowolnego tréjkata mozna utozyé z nich trojkat?
Rozwigzanie. Zauwazmy, ze z wektorow i, v i w da sie ulozyé¢ trojkat, wtedy i tylko wtedy
gdy spelniaja warunek @+ 7+ & =0 (reguta przykltadania):

w

W trojkacie o srodkowych AA’, BB', CC’ wyliczamy (zgodnie ze wzorem (1.1)):
— = —
AA'+BB'+CC"'= (A - A)+ (B —-B)+(C'-C) =
AB+3IC-A)+(3C+3A-B)+(3A+3B-0)=0
C
>
AN
A/

555
A C’ B

czyli przesuwajac rownolegle srodkowe AA’, BB, CC’" mozna z nich ulozy¢ trojkat.

Przyktad 10

Znane sa wspOlrzedne trzech wierzchotkéw réwnolegloboku ABCD: A = <;>, B = <4),

D= <2) Zmajdz wspblrzedne czwartego wierzchotka.

Rozwigzanie. Zgodnie z regula dodawania wektorow (reguta rownolegtoboku):

AB+ AD = AC

czyli

Stad dostajemy
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Fakt 1.18
Dtugosé wektora v = <§> wynosi \/22 + y2. Odleglosé¢ punktow A = (:130) iB= (:El)

Yo Y1

1 — Xo

jest réwna dlugosci wektora 1@ = (
Y1 — Yo

) 1 wynosi \/(:cl —20)2 + (y1 — %)%

Dowdd. Na mocy Twierdzenia Pitagorasa dtugosé wektora ? = (;;) (zaczepionego w O = (8))

WYynosi:

1P| = 0P| = VJOQR + [PQR = /]2 + [y = /22 + 12

Y
A

|y

W takim razie:

|AB| = |AB| = |B — A = = V(@1 = 202 + (1 — 00)?

(331 l‘o)
Y1 — Yo
O

Whniosek 1.19

Okrag o srodku w punkcie i promieniu r to zbiér punktéw (;j) spetniajacych na-

a
b

stepujace rownanie (zwane réwnaniem okregu):

@=af+@y—b=r"

a
b
czyli speliajacych warunek:

Dowdd. Okrag o $rodku < > i promieniu r to zbiér punktow (;) odlegtych o r od punktu <Z>,

V=P + (=07 =

Poniewaz obie strony réwnania sa dodatnie, wiec podnoszac réwnanie stronami do kwadratu
otrzymujemy réwnowazng postac:

(x —a)®+ (y —b)? =r?
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20 ROZDZIAL 1. WEKTORY NA PLASZCZYZNIE

Wz6r na odlegloéé punktow pozwala tatwo ustalié wzajemne poltozenie dwoch okregdw:

|AB| > 11 + 12 roztaczne zewnetrznie

|AB| =11+ ro styczne zewnetrznie

r1 —ro| < |AB| < ri+ry | przecinajace sie

|AB| = |r1 — 7o styczne wewnetrznie
— —\

roztaczne wewnetrznie

Przyktad 11

Ustal wzajemne polozenie okregu o srodku w punkcie A = i promieniu r; = 3 oraz okregu

. 4\ . .
o $rodku w punkcie B = <5> i promieniu ro = 2.

Rozwigzanie. Odleglosé srodkéw okregéw to |[AB| = /(4 —1)2+ (5—1)2 = v/9+16 = 5.
Wobec tego zachodzi warunek |AB| = r; + ra, czyli okregi sa styczne zewnetrznie.
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Fakt 1.20: Nier6é6wno$¢ trojkata

Dla dowolnych punktéw A, B, C na plaszczyznie zachodzi warunek
|AC| < |AB| + |BC|

przy czym réwnos$é zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy punkt B nalezy do odcinka AC.

Dowdd. Jesli punkty A, B i C tworza trojkat (czyli nie leza na jednej prostej), to zachodzi:
|AC| < |AB| + |BC|

C

B

Jedli natomiast punkty A, B, C leza na jednej prostej, to |AC| = |AB|+ |BC|, gdy B nalezy
do odcinka AC (wlaczajac w to mozliwosci B = A lub B = C) lub |AC| < |AB| + |BC| w

przeciwnym razie.

A B C B A C

|AC| =8 =3+5=|AB| + | BC| |AC| =8 < 3+ 11 = |AB| + | BC|

O

Powyzszy fakt mozna zapisa¢ rowniez w wersji wektorowej (ktorej bedziemy czesciej uzywac):

Fakt 1.21: Nieréwnosé trojkata

Dla dowolnych wektoréw u, v na ptaszczyznie spelniony jest nastepujacy warunek:
u+ o] < uf + [v]

przy czym réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy wektory u i v sg wspoétliniowe i maja
zgodne zwroty.

Dowdd. Jesli wektory u i v nie sg wspotliniowe, to z wektorow u, v, u + v (po odpowiednim
przesunieciu réwnolegltym) mozna ztozy¢ trojkat. Wowczas zachodzi warunek |u+v| < |u| + |v].
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22 ROZDZIAL 1. WEKTORY NA PLASZCZYZNIE

Jesli wektory u i v sa wspoétliniowe, to |u + v| = |u| + |v| w przypadku, gdy ich zwroty sa
zgodne lub |u + v| < |u| + |v|, gdy ich zwroty sa przeciwne.

v u (Y u

> > <>
> _>
U+ v u—+v
lu+v|=11=8+3= |u| + |v]| lu+v|=5<8+3=ul+|v|

1.2 Roéwnanie prostej

Jesli chcemy opisa¢ prosta na plaszcezyznie wystarczy podaé¢ (jakikolwiek) punkt Xy nalezacy
do tej prostej oraz (niezerowy) wektor v, ktory wyznacza kierunek tej prostej. Informacje te
jednoznacznie opisuja prosta, tzn. istnieje doktadnie jedna prosta przechodzaca przez punkt Xo
i majaca kierunek wyznaczony przez wektor v.

Wezmy teraz dowolny punkt X = <§> nalezacy do prostej przechodzacej przez dany punkt

X = (‘;8) i majacej kierunek danego (niezerowego) wektora v = (2) Wektory m ivsa
wspoltliniowe oraz v jest niezerowy, wiec
)ﬁ:t'v, czyli X —Xg=t-v
dla pewnej liczby rzeczywistej t. Stad otrzymujemy réwnanie prostej:
X=Xg+t-v (1.4)

To samo réwnanie mozna zapisa¢ w postaci:

0-() )

Rownanie (1.5) (lub, w wersji bardziej zwieztej, rownanie (1.4)) nazywamy réwnaniem parame-
trycznym proste). Wektor v nazywamy wektorem kierunkowym tej prostej. Zauwazmy, ze jedna
prosta jest opisywana przez wiele roznych rownarn parametrycznych, gdyz ani punkt Xg (do-
wolny punkt na prostej), ani wektor v (dowolny niezerowy wektor rownoleglty do prostej) nie jest
wyznaczony jednoznacznie.
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Rownania parametryczne X = t-v+ X oraz X = t-v' 4+ X{, przedstawiaja te sama prosta
wtedy i tylko wtedy, gdy wektory v i v’ sg rownolegte oraz punkt X{ lezy na prostej
X =t-v+ Xo (réwnowaznie: punkt X, lezy na prostej X =¢- v + X{)).

Dowdd. Proste sa pokrywaja sie wtedy i tylko wtedy, gdy maja ten sam kierunek (tzn. wektory
v i v’ sa rownolegle) oraz maja przynajmniej jeden punkt wspolny.

Ny,
>

Przyktad 1

1 . . . . 1
Sprawdz, czy punkt <2> lezy na prostej zadanej rownaniem (i) =1 < 31) + <1>

Rozwigzanie. Nalezy ustali¢, czy istnieje liczba ¢ spelniajaca réwnanie wektorowe:

(o) =+(%) ()

czyli spetniajaca uktad dwoch réwnan skalarnych:
1=t-3+1
2=t-(-1)+1

Powyzszy uktad réwnan jest sprzeczny, wiec punkt <2> nie lezy na rozwazanej prostej.

Przyktad 2

2

Dana jest prosta £ o réwnaniu parametrycznym <;§> = ( 1

> + (é) Znajdz inne réwnanie
opisujace te sama prosta.

Rozwigzanie. Punkt (i’) jest punktem nalezacym do prostej £ (bo <i1’>> =1 (?) + ((1)>)

4 2
Wektor < > jest rownoleglty do wektora < >, wiec tez jest wektorem kierunkowym prostej £.

2 1
Zatem (zgodnie z Faktem 1.22) innym réwnaniem parametrycznym prostej £ jest np.

()=1()+ ()
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24 ROZDZIAL 1. WEKTORY NA PLASZCZYZNIE

Roéwnanie parametryczne prostej interpretujemy nastepujaco: punkt X = <§> nalezy do

prostej o rownaniu (1.5) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba rzeczywista t spetniajaca uktad
réwnan:

T = pt+ xg

Yy =qt+yo

Jedli p # 0, to ukltad ten mozna przeksztalcié (stosujac metode podstawiania) do postaci:

t=1p— Lo
A w6)

y= 2o — Lag+ 1o

Zatem punkt X = (5) lezy na prostej o réwnaniu parametrycznym (i) =t <§ ) + <§0> wtedy
0

i tylko wtedy, gdy spelnia drugie z réownaii uktadu (1.6) (wowczas istnieje ¢ spelniajace pierwsze
rownanie), czyli (po przeksztalceniu), gdy spelnia réwnanie:

—qz +py + (v — pyo) =0 (1.7)
Rownanie (1.7) mozemy przepisa¢ w postaci:

Ax+By+C=0 (1.8)

gdzie A, B, C' s3 pewnymi liczbami rzeczywistymi oraz A i B nie sg réwnocze$nie réwne 0. Przy-
padek p # 0 prowadzi do takiej samej konkluzji, a jego rozpatrzenie zostawiamy czytelnikowi.
Rownanie (1.8) nazywamy réwnaniem ogdlnym prostej. Zauwazmy, ze podobnie jak w réowna-
niu parametrycznym, wspotczynniki A, B 1 C' w réwnaniu ogélnym prostej nie sa wyznaczone
jednoznacznie.

. : : . B
Wektorem kierunkowym prostej o réownaniu Ax + By + C' = 0 jest wektor (_ A)'

Dowdd. Zgodnie ze wzorem (1.7) jesli wektor kierunkowy prostej to (Z), to jej rownanie ogolne

ma posta¢ —qx + py + C = 0. Podstawiajac p = B i ¢ = — A otrzymujemy teze.

Whniosek 1.24

Rownania Az + By +C =01 A'x + B'y + C' = 0 opisuja:

1. proste rownolegte wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka (niezerowa) liczba t, ze
A =tAi B =1tB;

2. te sama prosta wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka (niezerowa) liczba t, ze A’ = tA,
B' = tB, C" = tC (tzn. jedno z réwnan powstaje przez przemnozenie drugiego
stronami przez niezerowg liczbe rzeczywista t).

Dowdd. Proste sa réwnoleglte wtedy i tylko wtedy, gdy ich wektory kierunkowe sa réwnolegte,
!/

tzn. (zgodnie z Faktem 1.23) dla pewnej liczby t zachodzi (_BA,> =t <_BA>, czyli B' = tB i

A =tA.
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Rownania opisujace te sama prosta, w szczegblnosci opisuja proste rownolegte (kazda prosta
jest rownolegla do siebie). Dodatkowo C" = tC, gdyz w przeciwnym razie uktad rownan

Ar+By+C=0
Az+ By +C" =0

bylby sprzeczny. O

Przyktad 3

Dana jest prosta ¢ o réwnaniu ogélnym 2z —y + 3 = 0. Znajdz inne réwnania opisujace te
sama prosta.

Rozwigzanie. Jesli pomnozymy to réwnanie stronami przez pewna niezerowa liczbe rzeczywi-
sta, to otrzymamy réwnanie réwnowazne, ktére ma doktadnie ten sam zbiér rozwigzan. Zatem
kazde z réwnan:

4dr —2y4+6=0, 6z—-3y+9=0, —224+y—3=0

jest réwnaniem ogoélnym prostej £.

Przyktad 4

Sprawdz, czy punkt (;) lezy na prostej zadanej réwnaniem ogélnym 2x — 5y + 1 = 0.
Rozwigzanie. Wstawiajac (;) = <;) do réwnania prostej otrzymujemy prawdziwe rownanie:
2:-1-5-241=0

. 1 . L .
co oznacza, ze punkt <2> nalezy do rozwazanej proste;j.

Przyktad 5

. . 3 1 . .
Zamienn rOwnanie parametryczne <z> =t <2> + (_1> na réwnanie ogblne proste;j.

Rozwigzanie. RoOwnanie parametryczne mozemy przedstawi¢ w postaci uktadu réwnan:

r=3t+1

y=2t—1
z ktorego (jak we wzorze (1.6)) musimy wyeliminowa¢ zmienna t. Wyliczajac z drugiego
réwnania t = %y + % i wstawiajac do pierwszego réwnania otrzymujemy:

NI

x — y+g:0, czyli 2z —3y+5=0

Szczegbdlna wersja rownania ogolnego jest (znane ze szkoly) rownanie kierunkowe proste;:
y=axr+b (1.9)
Roéwnanie kierunkowe mozna tatwo przeksztatcié do postaci ogdlnej:

ar—y+b=0
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Z drugiej strony réwnanie Az + By + C' = 0 mozna zamieni¢ na postaé¢ kierunkowa, o ile tylko

B #0:
A C
Y="F"F
Zalety rownania ogdlnego jest to, ze pozwala on opisa¢ kazda prosta na plaszczyznie, rowniez
prosta rownolegla do osi Oy, czyli prosta o rownaniu z = ¢ (to jest przypadek B = 0), ktorej nie

mozna opisaé¢ przy pomocy rownania kierunkowego.

Przyklad 6
. 1\ . 3
Opisz prosta przechodzaca przez punkty P = 9 )1 Q= 5 | Przy pomocy:
(a) rownania ogblnego,
(b) rownania parametrycznego.

Rozwigzanie.

Rownanie ogblne prostej ma postaé Ar + By + C = 0. Aby prosta przechodzita przez
1\ . o . .
punkty (2) i <§), wspoélczynniki A, B i C' musza spetnia¢ uktad réwnan:

A+2B+C=0
3A+5B+C=0

Rozwiazujac ten uktad otrzymujemy:

A=3C
B =-2C
czyli rownanie prostej to np. 3z — 2y + 1 = 0 (za C mozemy przyja¢ dowolna niezerowa

wartos¢, np. C' = 1).

. . . . 2
Do napisania réwnania parametrycznego potrzebujemy wektor kierunkowy, np. ]@ = <3>

1 . ) .
Nk Dostajemy réwnanie:

()= ()-C)

oraz dowolny punkt na prostej, np. P = <
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Przyktad 7
Znajdz punkt przeciecia prostych:
(a) -3z+y—5=01 4do+3y—2=0,

oaevrsos ()-o()-()
0 ()-)+(5) 1 €)-()+ )

Rozwigzanie. W kazdym przypadku zadanie sprowadza sie do rozwiazania uktadu réwnar.
Zatem w (a):

—3r+y—5=0
Az +3y—2=0
co daje punkt przeciecia (Zj) = <_21> W (b) dostajemy uktad réwnan:

2¢c+y+3=0 20 4+y+3=0
T _y 1 2 czyli r=t—2
y)  \2 3 y=2t—3

. . -1 : : .
co daje punkt przeciecia <§> = <_1>. W przypadku (c) nalezy zwroci¢ uwage, ze szukany

punkt ma spelnia¢ oba réwnania parametryczne, ale niekoniecznie dla tej samej wartosci pa-
rametru £, co oznacza, ze parametr dla kazdej prostej powinni§my oznaczy¢ inna niewiadoma.
W ten sposéb dostajemy uktad réwnan wektorowych:

1 4 r=1t+4
=t +
2 -1 . y=2t—-1
czyli
3 1 z=3s+1
= S +
-1 0 Yy=-—s

Rozwiazujac ten uktad dostajemy punkt przeciecia <Zj> = (_41>

ESE S B S

Przyktad 8

Napisz réwnanie prostej przechodzacej przez punkt (

0 ()-1) )
(b) 5z — 4y + 1 =0.

Rozwigzanie. (a) Proste rownolegte maja jednakowe wektory kierunkowe, wiec szukana prosta

ma wektor kierunkowy ! tak jak prosta ) =t L =+ 4 . Dodatkowo wiemy, ze
3 Y 3 1

_1) i rownolegtej do prostej o réwnaniu:

. 1 . . .
szukana prosta przechodzi przez punkt (_ , skad dostajemy jej rownanie (parametryczne):

1

()= () (4)
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(b) Kazda prosta réwnolegta do 52 — 4y + 1 — 0 ma réwnanie 5z — 4y + C = 0, dla pewnej
wartosci C' (Wniosek 1.24). Szukana prosta przechodzi przez punkt (11>, wiec:

5.1—4-(=1)+C =0

skad otrzymujemy C' = —9. Réwnanie szukanej prostej to zatem 5z — 4y — 9 = 0.

Przyktad 9

Zamien rownanie ogélne d5x — 2y + 3 = 0 na réwnanie parametryczne.

Rozwigzanie. Potrzebujemy wyrazi¢ zmienne x i y przy pomocy parametru ¢, co najprosciej
zrobié, jesli jedna ze zmiennych przyjmiemy za parametr (np. = = t). Wowczas druga zmienng
mozemy wyrazi¢ przy pomocy parametru t:

[\CJ[9V]
|
ol
~
+
ol

yz%:n—l-

co daje réwnanie parametryczne prostej:

rey o ()0 0)
= 3
y=73t+3 y 2 3

1.3 Iloczyn skalarny
Definicja 1.25
lloczynem skalarnym wektoréw u i v nazywamy liczbe:
uowv = |ul-|v|-cos ZL(u,v)

gdzie Z(u,v) oznacza miare mniejszego z katow utworzonych przez wektory u i v.

Przyktad 1

Obliczy¢ iloczyn skalarny kazdej pary wektoréow z ponizszego rysunku.

Rozuwigzanie.
vou:uov:\u\-\v[~cos£(u,v):9-6-cos30°:9~6-§:27\/§

wov=vow = |v||w|-cosZ(v,w) =6-4-c0os90° =6-4-0=0

uow=wou=|w|-|ul cosZ(w,u) =4-9-cos120° =4-9-(—1) = —18
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Fakt 1.26

Jedli u i v s3 niezerowymi wektorami, to:
e uov >0, gdy Z(u,v) jest ostry (lub zerowy),
e uov =0, gdy Z(u,v) jest prosty,

e uowv <0, gdy Z(u,v) jest rozwarty (lub potpetny).

Dowdd. Dhugosci niezerowych wektoréw sa liczbami dodatnimi, wiec znak u o v jest taki sam
jak znak cos Z(u,v). Natomiast dla kata 6 € [0°,180°] (sa to wszystkie mozliwosci, gdyz Z(u,v)
definiowalismy jako miare mniejszego z dwoch katow utworzonych przez wektory w i v) zachodzi:

e cosf >0, gdy 0° <6 < 90°,

e cosf =0, gdy 6 = 90°,

e cosf <0, gdy 90° < 6 < 180°.

O
Dla dowolnych wektoré6w u i v na ptaszczyznie zachodzi nier6wnogé:
o v] < fuf - [v]

przy czym réownosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy wektory u i v sa wspétliniowe.

Dowdd. Poniewaz cosf € [—1, 1] dla dowolnego kata 60, wiec jesli zaden z wektorow w i v nie jest
wektorem zerowym, to :

[uow] = lul-|v] - [cos Z(u,v)| < ful - |o] - 1 = |u] - |v]

Rownosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy | cos Z(u,v)| =1 (czyli kat miedzy wektorami to 0°
lub 180°, tzn. wektory sa wspotliniowe).

Jesli jeden z wektorow w i v jest wektorem zerowym, to |uov| = |ul-|v| = 0 (czyli tez zachodzi
rownosé). Poniewaz jednak w Definicji 1.13 przyjelismy, ze wektor zerowy jest wspoétliniowy z
kazdym wektorem, wiec ten przypadek réwniez oznacza wspoétliniowosé wektoréw u i v. O

Ponizszy fakt pozwala wyliczy¢ iloczyn skalarny wektoréw przy pomocy ich wspohrzednych.

Fakt 1.28

lloczynem skalarnym wektoréw u = <j1) iv= <22> jest liczba:
1 2

1 o T2 = 1172 +
n s 122 T Y1Y2

Dowdd. Oznaczmy dtugosci wektorow u i v przez r i s, za$ katy jakie tworzg z dodatniag potosia
Oz przez 0 1 .
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Ny,
>

0—
AuAVa

rcosf

5coS @

7 definicji funkcji sin i cos mozemy wyliczy¢ wspotrzedne wektordéw u i v:

(1), ) "
rsinf ssin g
Powyzszy zapis nazywamy postacig bieqgunowqg wektoréow u i v. Kat miedzy tymi wektorami to
0 — v, wiec:
uowv =|ul-|v|-cosZ(u,v) =7r-s-cos(d —p) =rs-(cosbcosp + sinfsinp)
= (rcosf)(scosp) + (rsinf)(ssinp) = r1x9 + Y192
O

Wektor dtugosci 1 nazywamy wektorem jednostkowym. Wektor jednostkowy ma wspotrzedne

0 . .
(COS > (co wynika z poprzedniego rysunku dla r = 1).

sin 0
Przyktlad 2
Obliczy¢ iloczyn skalarny kazdej pary wektoréow z ponizszego rysunku.
Y
A
w
v
U
1 s
: > T
1
Rozwigzanie.
8 4
VOU=UOV = o =8-442-3=38
2 3
wov=vow= (Yo 1) =d.(=1)+3.4=8
-1 8
uow =wou= <4>o <2) =8:(-1)+2-4=0
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Przy pomocy Faktu 1.28 mozemy wyznaczy¢ miare kata miedzy dwoma wektorami, ktérych
wspoélrzedne sg znane:

Jedli ¢ jest katem miedzy wektorami u i v na plaszczyznie, to:

uUov

S o]

Dowdd. Wystarczy przeksztalci¢ wzor uwov = |ul - v - cos Z(u,v). O

Przyklad 3

Wyznacz kat miedzy wektorami u i v z Przykladu 2 i ustal czy jest to kat ostry, prosty czy
rozwarty.
Rozuwigzanie.

uov 38 38 38 3817
lu| - o] V82 +22.v/42+32  V68-5 10V17 170

Poniewaz wiemy, ze szukany kat 6 nalezy do przedziatu [0°, 180°], wiec podanie wartosci cos 6

cos Z(u,v) =

jednoznacznie wyznacza kat. Odpowiedzig jest zatem: 0, to taki kat, ze cosf = % (co

inaczej mozna zapisaé: = arccos 3%\7/(?). Jest to kat ostry, bo cos6 > 0.

Przyklad 4

Zapisz wektor v = \{3

w postaci biegunowej, tzn. w postaci rcos
P & ) WP rsinf )’

Rozwigzanie. Zaznaczamy wektor v w uktadzie wspétrzednych.

A
VT N

Jego dtugogé to r = |v| = 1/(v/3)2 + 12 = 2. Kat § miedzy v a dodatnia pélosia Oz spetnia
warunek:

w zwiazku z czym 6 = 60°. Stad dostajemy v = (2 cos 60 )

2 sin 60°
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Przyktad 5

Sprawdz czy trojkat o wierzchotkach A = (;), B = <2>, C = (Z) jest ostrokatny, prosto-

katny, czy rozwartokatny.
Rozwigzanie. Wystarczy ustali¢ znaki odpowiednich iloczynéw skalarnych:

AL 0 AC = <j>o<8) —3248=40>0, cayli a<90°

2

e}

BA B7:<_4>o<4>:—16+8:—8<0, coyli B> 90°

CAoCB = (‘8) o (‘24> =32-4=28>0, czyli v<90°

Zatem trojkat ABC jest rozwartokatny.

Ponizszy fakt przedstawia najwazniejsze wlasnosci iloczynu skalarnego.

Fakt 1.30

Dla dowolnych wektoréw u, v, w na plaszczyznie i dowolnego skalara ¢ zachodzi:
1) uov=wvou (przemiennosc¢ o)

2) uo(v+w)=uov4uow (rozdzielnos¢ o wzgledem +)
(v+w)ou=vou+t+wou

3) (tu) ow =t(uow) (tacznose)
4) wou = |uf?

5) uwowv = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy wektory u i v sa prostopadte (v L v). Uwaga.
Przyjmujemy, ze wektor zerowy jest prostopadty do kazdego innego wektora.

Dowdd. Bezposrednio z Definicji 1.25 wynika (1) (przemienno$é¢ iloczynu skalarnego). Dla do-
wodu (4) zauwazamy, ze kat o pokrywajacych sie ramionach ma miare 0, skad:

wou = |u|-|ul-cos0 = |uf?
Dla dowodu (5) zauwazamy, ze |u| - |v| - cos(u,v) = 0, wtedy i tylko wtedy gdy:
cos(u,v) =0 (tzn. v L v) lubu=01lubv =0
Poniewaz przyjmujemy, ze wektor 0 jest prostopadly do kazdego wektora, wiec dwie ostatnie
mozliwosci (u = 0 lub v = 0) zawieraja sie w pierwszej: u L v.
Dla dowodu wtasnosci (2) skorzystamy z algebraicznej charakteryzacji iloczynu skalarnego

(Fakt 1.28). Poniewaz iloczyn skalarny jest przemienny (wlasnosé (1)), wystarczy sprawdzié
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x3

dostajemy:
1% dostajeny

tylko jedna z rownosci z punktu (2). Przyjmujac u = <§1>, v = (§2>, w = <
1 2

uo(v+w)= o + = o =x1-(xo+2x3) + 91 - + s
( ) <y1> <<3/2> <y3>> (311) <y2+y3> 1 (@2 )ty (2 ¥ )
z1 €2 X1 T3
=x1x2+x1x3+y1yz+y1y3:( >O< >+< >O< >:uov—i—uow
1 Y2 A Y3

Dowdd wtasnosci (3) jest podobny do dowodu wlasnosci (2) i pozostawiamy go czytelnikowi. [

Wyprowadzone powyzej wlasnoéci umozliwia nam udowodnienie Twierdzenia cosinuséw:

Twierdzenie 1.31: Twierdzenie cosinuséw

W tréjkacie o bokach dtugosci a, b, c i kacie v naprzeciw boku ¢ zachodzi wzoér:

¢ = a® +b? — 2abcosy

—
Dowdd. Oznaczmy wierzchotki trojkata A, B, C oraz wektory: u=CA, v = C@

Wowczas zﬁ = ﬁ + C@ = —u+v =v —u. Wykorzystujac Fakt 1.30 otrzymujemy:

F=w—u=w—-u)o(v—u) (wlasnosc (4))
=vo(w—u)—uo(v—u)=(vov—vou)— (uov—uou) (wlasnosé (2))
=uou+vov—2-uow (wlasnosé (1))
= |ul? + [v]? = 2(u o v) = a® 4+ b* — 2abcosy (wlasnosé (4))

Przyklad 6

Dany jest (niezerowy) wektor v = (Z) Znajdz:
(a) jakikolwiek wektor prostopadtly do v,
(b) wszystkie wektory prostopadte do v,

(¢) wektor jednostkowy (tzn. wektor dtugosci 1) prostopadty do v.

Rozwigzanie. Przyktadem takiego wektora jest wektor <_ab>, gdyz:

(Z)‘)(_ab) —a-(-b)+b-a=0
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a

Pozostate wektory prostopadte do (b

. —b . .
sa wspolliniowe z wektorem ( a >, czyli s3 postaci

t <_ab> = <_al;t> dla pewnego t. Aby znalezé wérod nich wektor dtugosci 1, nalezy wyznaczyé

takie ¢, aby:

at

K_bt)’ =1, czyli /(=bt)* + (at)? =1

Stad dostajemy:
1

va? + b2

t2 czyli t=4

1
a2+ b2’
Sa wiec dwa jednostkowe wektory prostopadte do wektora (Z):

b b

4/a2+b2 1/042<|>b2

Wektor (g

nazywamy wektorem normalnym tej prostej).

) jest prostopadly do prostej o rownaniu Az + By + C = 0 (wektor ten

Dowdd. Niech Py = (Z(]) iP = (§1> leza na prostej o rownaniu Az + By + C' = 0.
0 1

A .
>
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Woéwcezas:

Azg+ Byo+C =0
Axi1+By1 +C =0

Odejmujac te rownania stronami otrzymujemy

A(z1 —z0) + B(y1 —y0) =0

A T1 — Xo A —_—
<B>O<yl—yo> <B>° o

-
co zgodnie z Faktem 1.30(5) oznacza, ze wektor (é) jest prostopadty do wektora PyPj, ktory

czyli

jest wektorem kierunkowym proste;j. O

Zauwazmy, ze w swietle powyzszego faktu, znacznie bardziej zrozumiaty jest Fakt 1.23. Wek-

.. . . . A
tor normalny prostej jest prostopadty do wektora kierunkowego prostej. Skoro wiec wektor < B)
. . . B .
Jest wektorem normalnym prostej o rownaniu Az + By + C' = 0, to wektor | ~ A (jako prosto-

padty do (g)) musi by¢ jej wektorem kierunkowym.

Dla lepszego zrozumienia zaleznosci miedzy wektorem normalnym prostej a jej wektorem kie-
runkowym, przyjrzyjmy sie jeszcze raz operacjom zamiany réwnania parametrycznego na ogoélne
i na odwrdt.

Przyklad 7

- , ) . (T 1 3 .
Zamien postaé¢ parametryczng réwnania prostej y =t 5 + 9 na postaé¢ ogdlna.

. . . . . . 1 5
Rozwigzanie. 7 postaci parametrycznej odczytujemy wektor kierunkowy: <5> Wektor <_1>

jest do niego prostopadty, wiec jest wektorem normalnym. Stad ogélne réwnanie ma postac:

Sx—y+C=0

. . N 3
Wiedzac (z postaci parametrycznej), ze punkt (

2) lezy na tej prostej, znajdujemy C' = —13.

Przyktlad 8
Zamien posta¢ ogoélnag rownania prostej 2x — 3y + 7 = 0 na posta¢ parametryczng.

Rozwigzanie. Z postaci ogdlnej odczytujemy wektor normalny: (_23> . Wektor <;’) , jako pro-
stopadly do wektora normalnego, jest zatem wektorem kierunkowym. Znajdujac jakikolwiek

_7
punkt na prostej, np. < 2), dostajemy posta¢ parametryczna:

(0)=1()+(V)

Badanie wzajemnego potozenia wektoréw kierunkowych lub wektoréw normalnych prostych,
pozwala na ustalenie wzajemnego potozenia samych prostych, co pokazuja kolejne dwa fakty.
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Fakt 1.33

Proste £y i ¢1 na ptaszczyznie sa:

(a) rownolegte < ich wektory kierunkowe sa rownolegle < ich wektory normalne sa
rownolegte;

(b) prostopadte < ich wektory kierunkowe sa prostopadte < ich wektory normalne sa
prostopadte.

\

Dowdd. Na pierwszym rysunku przedstawiono wektory kierunkowe prostych:

\\
R

proste rownolegte proste prostopadle  proste przecinajace sie
pod katem ostrym

a na drugim — wektory normalne tych samych prostych:

e

proste réwnolegle proste prostopadle  proste przecinajace sie
pod katem ostrym

Przyktad 9

. . . . 1
Napisz réwnanie ogblne prostej przechodzgcej przez punkt A = (2> oraz

(a) prostopadiej do wektora u = G’),
(b) réwnolegtej do wektora u = (i’)

. . i . : 3
Rozwigzanie. (a) Rownanie prostej prostopadtej do wektora (

1) ma posta¢ 3x +y + C = 0.

1
Skoro prosta ta przechodzi przez punkt <2>, to C' = —5.

(b) Jesli wektor 3> jest rownolegly do prostej, to (prostopadty do niego) wektor < 3 >

1
jest do tej prostej prostopadty. Zatem réwnanie ogdlne szukanej prostej to —x + 3y + C =

. 1
a skoro prosta przechodzi przez punkt <2>, to C = —
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Przyktlad 10

Napisz réwnanie ogolne prostej przechodzgcej przez punkt A = (;) oraz
(a) prostopadtej do prostej o rownaniu 2z — 3y + 4 = 0,
(b) rownoleglej do prostej o rownaniu 2z — 3y +4 = 0.

Rozwigzanie. (a) Proste sa prostopadle wtedy i tylko wtedy, gdy ich wektory normalne sa
prostopadte, stad prosta prostopadta do prostej o réwnaniu 2z — 3y + 4 = 0 ma réwnanie

3z +2y+ C =0 (bo <_23> il (g)) Podobnie jak w poprzednim przyktadzie wyliczamy

(b) Proste sa rownolegte wtedy i tylko wtedy, gdy ich wektory normalne sa réwnolegte,
stad prosta réwnolegla do prostej o rownaniu 2 — 3y + 4 = 0 ma réwnanie 2z — 3y + C = 0.
Podobnie jak poprzednio wyliczamy C = 4.

Przyktad 11

: : i . -1
Napisz réwnanie parametryczne prostej przechodzacej przez punkt A = ( 1 ) oraz

(a) prostopadtej do prostej o réownaniu (;) =t ( 23> + (é),

(b) rownoleglej do prostej o rownaniu (;) = <_23) + <(1)>

Rozwigzanie. (a) Szukamy prostej, ktorej wektor kierunkowy jest prostopadty do (wiec

2
-3
. ) BATE . -1 T
wektorem tym moze by¢ np. 9 ) 1 ktora przechodzi przez L Taka prosta to y =
3 -1
(2)+ (V)

(b) Prosta rownolegta do wektora <_23) i przechodzaca przez <_11> ma réwnanie (5) -

(%) ()

Fakt 1.33 mozna uog6lni¢ tak, aby wyznaczy¢ kat miedzy dowolna para prostych badajac ich
wektory kierunkowe lub normalne:

Fakt 1.34

Jedli dwie proste sie przecinaja, to tworzg dwie pary réwnych katéw, o miarach i m — a.
Wowczas:

(a) kat miedzy wektorami kierunkowymi tych prostych to a lub 7 — «,

(b) kat miedzy wektorami normalnymi tych prostych to a lub m — a.

Dowdd. (a) Wektor kierunkowy prostej jest rownolegly do tej prostej, wiec kat miedzy wektorami
kierunkowymi jest rowny katowi miedzy prostymi.
(b) Jesli kat ostry miedzy prostymi ma miare «, to kat 8 miedzy wektorami normalnymi, w
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zaleznosci od ich wzajemnego polozenia (patrz rysunek), ma miare

Przyktad 12
Wyznacz miare kata ostrego miedzy prostymi:

(a) zadanymi rownaniami ogolnymi z +3y —1 =017z +y —4 =0,

o (x\ (3 —1\ . (2\ (1) (1
(b) zadanymi réownaniami parametrycznymi <y> =t (_4> + ( 0 ) i (y) =t <1> + <2>

Rozwigzanie. (a) Obliczamy cosinus kata miedzy wektorami normalnymi prostych:

60w v

T

Wiemy, ze proste, ktére nie sa prostopadte ani rownolegte tworza dwa jednakowe katy ostre i

dwa jednakowe katy rozwarte. Poniewaz cosf > 0, wiec § = arccos % jest katem ostrym, zas
m — 6 = arccos (—%) jest katem rozwartym miedzy prostymi.

cosf =

(b) Obliczamy cosinus kata miedzy wektorami kierunkowymi prostych:

C)-0) o
CHEE T

Poniewaz cosf < 0, wiec § = arccos (—‘{—g) jest katem rozwartym, za§ m — 6 = arccos ‘1/—05 jest

cosf =

katem ostrym miedzy prostymi.

Rzut prostopadly wektora u na wektor v jest wektorem

uov uov

pv(u):vov"v: ‘U|2 o Y

Dowdd. Rzut na wektor v jest wektorem postaci p,(u) =t - v, dla pewnego skalara t.
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Ny,
>

u— tu

w(u) =t

Poniewaz u — tv L v, wiec:
0=(u—tv)ov=uov—tvov=(uov)—t(vow)

skad
uow

vovw

Przyktad 13

Wyznacz rzut wektora u = <§> na wektor v = <;>

Rozwigzanie. Zgodnie ze Faktem 1.35 rzut u na v jest wektorem:

(@:uov.v:@"@. 246 (1 _8 (1) _ (%
-tz - O-10-(0)

Zwrocémy uwage, ze otrzymany wektor (zgodnie z definicja rzutu) jest wspotliniowy z wektorem
v (na ktory rzutowalismy).

Fakt 1.36

Odlegto$¢ punktu P = <z0> od prostej £ o rownaniu Az + By + C' = 0 wynosi
0

_ ‘Al’o—l-Byo—}—C‘

d
VA% + B?

Dowdd. Wybierzmy dowolny punkt @ = <zl> na prostej £. Odleglos¢ punktu P od prostej £
1

jest réowna dlugodci rzutu wektora Q? = (:EO B x1> na wektor normalny prostej ¢, skad:

Yo — Y1
. A
B
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czyli
|A(wo — 21) + B(yo — y1)| |A(wo — 21) + B(yo — y1)|
_ A2+ B2 =
a A2y B2 " VAT B

Punkt Q = (zl> lezy na prostej ¢, wiec Ax; + By + C =0, czyli Azq + By, = —C, zatem
1

d— |(Ax0—|—By0)—(Ax1—|—By1)| _ ‘A£E0+By0—|—0‘ (1 11)
VA? 1 B? VA2 + B2 '

O

Wzor (6.5) pozwala tatwo ustali¢ wzajemne polozenie okregu i proste;j:

15w

d>r

=r
prosta roztaczna z okregiem

d<r
prosta styczna do okregu

prosta przecinajaca okrag

Przyktad 14

Ustal wzajemne potozenie okregu o réwnaniu (z — 2)? 4 (y + 4)? = 4 oraz prostej o réwnaniu
20 =3y +3 =0.

Rozwigzanie. Srodkiem okregu jest punkt <_4>, a jego odlegltosé od prostej to

2-2—-3-(—4)+3] 19
d= =<2
22 + (-3)? 13

czyli mniej niz promieri okregu (ktéry ma dlugos$é 2). Prosta zatem przecina okrag
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1.4 Wyznacznik

Fakt 1.37

Pole trojkata rozpietego przez wektory u = (Zl> oraz v = <Zl) Wynosi %] det(u,v)|, za$
2 2

pole réwnolegtoboku rozpietego przez te wektory wynosi |det(u,v)|, gdzie:

det(u,v) = ujvy — ugvy

Dowdd. Jak wida¢ na rysunku, pole réwnolegltoboku rozpietego przez wektory u i v jest 2 razy
wieksze od pola tréjkata rozpietego przez te wektory.

u

Pole tréjkata mozna obliczy¢ ze wzoru:
— 1
Pp = 5sing - [u] - [v]

gdzie ¢ to kat miedzy wektorami v i v. Zatem:

Pa = 3fulolsing = 3y/[uPloPsin? = §y/uPRoP(T = cos” ) = $v/JuPol? = [uPJoP cos? =

= L\/JuP = (uov)? = %\/(u% + ) (02 + v2) — (uyvy + ugwe)? = %\/u%vg 30— 2urvuges =
= %\/m = %|U1U2 — uguy| = %| det(u,v)|
Pole réwnolegtoboku jest 2 razy wieksze, wiec wynosi | det(u, v)|. 0

W dalszej czesci skryptu nie bedziemy juz moéwili o wyznaczniku pary wektoréw, tylko o

wyznaczniku macierzy 2 X 2, tzn. zamiast det ((i) , (Z)) bedziemy pisali det <CCL Z)

Przyktlad 1
Wyznacz pole trojkata ABC oraz rownolegtoboku ABDC z ponizszego rysunku.
Yy
A
D
c
11 A B
+ > T
1
Rozwigzanie. Zaréwno trojkat ABC jak i réwnolegtobok ABCD rozpiete sa przez wektory
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ﬁ = <?> i ﬁ = <i> Zgodnie z Faktem 1.37 pole réwnolegtoboku wynosi:

| det(AB, ACH| = ‘det <<f> , <1>>‘ _ 24— 1] =23

4

za$ pole trojkata jest dwukrotnie mniejsze i wynosi % <23 = 11%.

Zamiana kolejnosci wektorow (kolumn) w wyznaczniku zmienia znak wyznacznika, tzn.

det(u,v) = —det(v,u)

Dowdd. Oznaczajac u = (u1> iv= (v1> otrzymujemy:
u9 V2
det <<u1> , <U1>> = uyvy — ugvy = —(viug — vouq) = —det <<vl) , <u1>>
U V2 V2 U2

Zauwazmy, ze taczac Fakty 1.37 i 1.38 widzimy, ze det(u,v) to liczba, ktérej wartos¢ bez-
wzgledna oznacza pole réwnolegtoboku rozpietego przez wektory w i v, natomiast jej znak jest
zalezny od kolejnosci wektorow (w jednym przypadku dodatni, w drugim ujemny). Obserwacja
ta jest motywacja nastepujacej definicji:

Definicja 1.39

Pare niewspoltliniowych wektoroéw (u, v) na ptaszezyznie nazywamy dodatnio zorientowang,
jesli kat wypuktly (tzn. mniejszy od 180°) skierowany od u do v jest dodatni, zas ujemnie
zorientowang, gdy kat ten jest ujemny.

O

(u,v) dodatnio zorientowana (u,v) ujemnie zorientowana

Zwroémy uwage, ze standardowo za ,dodatni” kierunek kata przyjmuje sie kierunek przeciwny
do ruchu wskazowek zegara, a za ,ujemny” — kierunek zgodny z ruchem wskazowek zegara. Za-
uwazmy tez, ze konwencja numerowania ¢wiartek uktadu wspétrzednych jest zgodna z konwencja
okreslajaca dodatni kierunek kata.

Y
A

A
PN
11 I

[ ).
\ .

11 IV
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Zwiazek orientacji pary wektoréow z wyznacznikiem podaje nastepujacy fakt:

Fakt 1.40

Para wektorow (u,v) na plaszczyznie jest:
e dodatnio zorientowana, gdy det(u,v) > 0,
e ujemnie zorientowana, gdy det(u,v) < 0,

e para wektorow wspotliniowych, gdy det(u,v) = 0.

. o . rsing\ . ssin
Dowdéd. 7. k D= = .
owdd. Zapiszmy oba wektory w postaci biegunowej: u <r cos 9> iw (3 cos cp)

Y Y

A
det(u,v) >0 det(u,v) <0

r rsin 6 !
w—0 5 ssin
A] f / > X
rcosf sC0s
Woéwczas:
- r cos 6 scosp\) . s
det(u,v) = det ( (r sin 0) , <s sin 80> > = (rcosf)(ssiny) — (rsinf)(scos @)
= rs(cosfsinp — sinf cos p) = rssin(p — 0)
Zatem:

det(u,v) >0 <= sin(p —0) >0 < ¢ —0 € (0,180°)
det(u,v) <0 <= sin(p —0) <0 < ¢ —0 € (—180°,0)
Z Faktu 1.37 wynika, ze det(u,v) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy pole réwnolegtoboku rozpie-

tego przez wektory u i v wynosi 0, czyli gdy rownolegtobok degeneruje sie do odcinka (wektory
u 1 v s3 wspolliniowe). O

Korzystajac z pojecia orientacji pary wektoréw, Fakt 1.38 mozna przeformutowaé w naste-
pujacy sposoéb:

Zamiana kolejnosci pary wektoréw zmienia orientacje tej pary (na przeciwna).

Przyklad 2

3 -7

ktora ujemnie zorientowana.

-1 2
Dane sg wektory u = < ) iv= < > Ustal ktora z par (u,v) i (v,u) jest dodatnio, a

Rozwigzanie. Poniewaz det(u,v) = det (<_31> , (_27)> =7—6=1> 0, wiec para (u,v) jest

dodatnio zorientowana, a zatem (patrz Wniosek 1.41) para (v, u) jest ujemnie zorientowana.
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Definicja 1.42

Znakowanym polem trdjkata (réwnolegtoboku) rozpietego przez pare wektoréw (u,v) na
plaszczyznie, nazywamy pole tego trojkata (rownolegtoboku) ze znakiem + lub —, w
zaleznosci od tego, czy para (u,v) jest dodatnio czy ujemnie zorientowana.

Uzywajac powyzszej definicji, mozemy potaczyé Fakt 1.37 oraz Fakt 1.40 w nastepujacy
sposob:

Znakowane pole rownolegtoboku rozpietego przez par¢ wektorow (u,v) na plaszczyznie
jest rowne det(u, v), a znakowane pole trojkata rozpietego przez (u,v) wynosi %det(u, v).

W analogii do znakowanego pola tréjkata, mozemy tez wprowadzié¢ znakowang odlegtosé od
prostej:

Definicja 1.44

Znakowang odlegto$cig punktu P na ptaszczyznie od prostej £ bedziemy nazywaé odlegtosé
punktu P od prostej ¢ ze znakiem + lub — w zaleznosci od tego, po ktérej stronie prostej
¢ znajduje sie punkt P.

Zauwazmy, ze definicja ta jest troche niejednoznaczna — nie precyzuje, ktéra strone prostej
uznajemy za ,dodatnig’, a ktéra za ,ujemna’. W praktycznych zastosowaniach nie bedzie to
mialto znaczenia, tzn. nie bedzie istotny wybér ,dodatniej” strony, a jedynie fakt, ze odleglosci
punktéw po przeciwnej stronie sg liczbami przeciwnymi.

Y Y
A _9 A 29
Loyt 07
+ 5 BY - 5 B
A A
> >

Ustalanie wzoru na znakowana odlegtos¢ punktu od prostej zaczniemy od nastepujacego
faktu:

Fakt 1.45

Prosta o rownaniu Az + By + C' = 0 dzieli ptaszczyzne na dwie pétptaszczyzny. Jedna z
tych potptaszezyzn sktada sie z punktéw spetniajacych warunek:

Az +By+C >0
a druga z pétplaszczyzn sktada sie z punktéw spetiajacych warunek:
Ar+ By+C <0

Prosta graniczng zaliczamy do obu poétptaszczyzn.
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Dowdd. Rozwazmy przypadek B # 0. Prosta Az + By + C = 0 przecina o§ Oy w punkcie

P = (_Oc>. Zgodnie z Faktem 1.23 wektor v = < B

) jest wektorem kierunkowym proste;j.
B

—A

\
8

det(v, PX) > 0 det(v, PX) < 0

Zauwazmy, ze jedna z poéiplaszczyzn sktada sie z takich punktow X = <:yc)7 dla ktérych

para wektoréw (U,P_,Xk) jest dodatnio zorientowana, a druga polplaszczyzna sktada sie z tych

punktow X dla ktorych para (v, PX) jest ujemnie zorientowana. Na mocy Faktu 1.40 jedna z
polplaszczyzn jest opisana nieréwnoscia:

det(v, PX) >0, coyli det<<_i>,<yfc>>>o

B

a zatem nieréwnos¢ opisujaca te ptaszczyzne to:
Ax+By+C >0

W podobny sposéb pokazujemy, ze druga poétptaszczyzna jest opisywana przez nieréwnogé:
Axr+By+C <0

Poniewaz prostg graniczng (o réwnaniu Az + By + C = 0) zaliczamy do obu poiplaszczyzn, wiec
ostre nieréwnosci (> i <) zamieniamy na stabe (> 1 <).
Przypadek B = 0, jako znacznie prostszy, pozostawiamy do rozpatrzenia czytelnikowi. O

YLaczac Fakt 1.36 oraz Fakt 1.45 otrzymujemy nastepujacy wniosek:

Whniosek 1.46

Znakowana odlegtosé punktu P = <§0> od prostej £ o réwnaniu Az + By+C = 0 wynosi:
0

_ Azxg+ Byg+ C
VA? + B?

\. .

d

Zgodnie z uwagami dotyczacymi Definicji 1.44 powyzszy wniosek jest troche niejednoznaczny
— zamiana rownania prostej Az+ By+C = 0 na inne réwnanie tej samej prostej (np. na rownanie
—Ax — By — C = 0) moze zamieni¢ strone dodatnia z ujemna (tzn. zmieni¢ znak znakowanej
odlegtosci). W praktycznych zastosowaniach tego pojecia, wspomniana niejednoznacznosé nie
bedzie miala znaczenia.

Copyright © Tomasz Elsner, 2019



46 ROZDZIAL 1. WEKTORY NA PLASZCZYZNIE

—
Dany jest wielokat wypuklty A1As... A,. Jedli oznaczymy wektory v; = A1 A4;, to pole
tego wielokata wynosi:

| det(vo, v3) + det(vs, va) + - - - + det(vp_1vp)|

Dowdd. Udowodnimy ten fakt w przypadku n = 5. Pozostate przypadki dowodzi sie analogicznie.
Dany jest zatem pieciokat wypukly A1 A2A3A4As. Jego pole P mozna przedstawi¢ jako sume
pol trzech trojkatéow:

P = Pa,ay a5 + Payagay + Pajaga;

Ay Ay

Ao Ao

Ay Ay

Zgodnie z Faktem 1.37 mamy zatem:
P = %’ det(vg, v3)| + %] det(vs,vq)| + %| det(vy, v5)|

Poniewaz wielokat jest wypukly, wiec wszystkie pary (ve,vs), (vs,vs), (va,vs) sa jednakowo
zorientowane (dodatnio, jak na pierwszym rysunku lub ujemnie, jak na drugim). Jesli wszystkie
pary sa dodatnio zorientowane, to otrzymujemy:

P= %| det(ve,vs3)| + %\ det(vs,vq)| + %\ det(vyq,v5)| = %(det(’l)g,'l)g) + det(vs, vyq) + det(vg, v5))
a jedli wszystkie pary sa ujemnie zorientowane, to:
P = %\ det(ve,v3)| + %] det(vs, vq)| + %] det(vyg,v5)| = —%(det(vg, v3) + det(vs, vq) + det(vy, v5))

Poniewaz pole jest zawsze liczba dodatnia, wiec w kazdym przypadku otrzymujemy szukany
WwzOr:
P= %| det(va,v3) 4 det(vs, v4) + det(vy, vs)]

O

Fakt 1.47 mozna uog6lni¢ na wszystkie (rowniez wkleste) wielokaty, cho¢ dowod tego uogol-
nienia wykracza poza ramy niniejszego skryptu:

Fakt 1.48

Pole dowolnego wicelokata A1 As ... A, wyraza sie wzorem:

%] det(vg, v3) + det(vs, vq) + - - - + det(vp—1vy)|

—_—
gdzie v; = A1 Al .

Nie przedstawimy dowodu tego faktu, natomiast natomiast na rysunku mozemy zobaczy¢ jak
dziata on w przypadku wielokatow wypuktych (zaznaczono znakowane pola bedace suma odpo-
wiednich wyznacznikow, gdzie kolor czerwony oznacza pole dodatnie, zas niebieski — ujemne).

Copyright © Tomasz Elsner, 2019



1.4. WYZNACZNIK 47

As As As
Ay Ay Ay
Us ' U5 ' Us '
V4 & V4
A V2 j‘lz Ay U2 j42 Ay V2 742
3 det (v, v3)

% det (v, v3)

+% det(vs, vq) —I-% det(vs, vq)

%det(vz,vg)
+3 det (v, v5)

Przyklad 3
Oblicz pole wielokata z ponizszego rysunku.
Y
U4
U3
1
> T

\
| 1 V1 A
Rozwigzanie. Zgodnie z Faktem 1.48 pole to jest réwne:
7T 3 3 6 6 1
det (_1 3) + det <3 4> + det <4 7>‘

=1(24—6+46) = 32

1 det(vy,v2) + det(va, v3) + det(vs, v4)| = &

Na koniec uzyjemy wyznacznikéw do rozwiazywania uktadu dwoch réwnari liniowych z dwoma

niewiadomymi. Zaczniemy od rozwazenia pojedynczego réwnania:

Fakt 1.49
Zbiér rozwiazan pojedynczego réwnania liniowego z niewiadomymi z i y:

axr+by=p

jest jednym z nastepujacych zbioréw:
e prosta, gdy a # 0 lub b # 0,

e plaszczyzng, gdy a =b=p =0,

e zbiorem pustym, gdy a = b =0, ale p # 0.
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Dowdd. Jesli przynajmniej jeden z parametréow a i b jest niezerowy, to zgodnie z (1.8) otrzy-
mujemy réwnanie prostej. Jesli a = b = 0, to réwnanie ma posta¢ 0 = p i jest réwnaniem
sprzecznym (gdy p # 0) lub tozsamosciowym (gdy p = 0). O

Fakt 1.50
Zbi6r rozwiazan uktadu dwoch réwnan liniowych z niewiadomymi x 1 y:

{ axr +by =p (1.12a)
cx+dy=q (1.12b)

jest jednym z nastepujacych zbioréw:
e punktem, gdy (1.12a) i (1.12b) sa rownaniami przecinajacych sie prostych,

e prosta, gdy (1.12a) i (1.12b) sa réwnaniami tej samej proste;j
lub jedno z nich jest réwnaniem prostej, a drugie réwnaniem tozsamosciowym,

e zbiorem pustym, gdy (1.12a) i (1.12b) sa rownaniami (réznych) prostych réwnole-
glych lub jedno z nich jest réwnaniem sprzecznym,

e plaszczyzna, gdy (1.12a) i (1.12b) sa tozsamosciowe, tzn. a =b=c=d=p =q = 0.

\

Dowdd. Zgodnie z Faktem 1.49 rozwiazaniem kazdego z réwnan (1.12a) i (1.12b) jest prosta
plaszczyzna lub zbior pusty. Rozwiazaniem ukladu rownan jest cze$é wspolna rozwigzai (1.12a)
i (1.12b), czyli czesé wspodlna dwoch prostych (tzn. punkt, prosta lub zbior pusty), plaszczyzna,
cze$¢ wspolna plaszczyzny i prostej (tzn. prosta) lub zbior pusty. O

Fakt 1.51: Wzory Cramera

Dany jest nastepujacy uktad réwnan z niewiadomymi x i y:
ar + by =
=1 (1.13)
cx+dy=q

w ktérym zakladamy, ze przynajmniej jeden ze wspoétczynnikéw a, b, ¢, d jest niezerowy.

_ b .
Wyznacznik D = det <CCL g ) nazywamy wyznacznikiem gtownym ukladu. Woéwczas:

e Jesli D # 0, to uktad ma jednoznaczne rozwigzanie postaci:

D,
=D b a
gdzie D, = det <p >, Dy:det( p)
Dy q d ¢ q
)

o Jesli D =0 oraz D, # 01 Dy # 0, to uklad jest sprzeczny.
e Jedli D = 0 oraz D, = D, = 0, to uktad ma nieskoriczenie wiele rozwigzain.

Niemozliwe jest, by D = 0 oraz tylko jeden z wyznacznikow D, i D, byt niezerowy.

Dowdd. Wykorzystujac obydwa réwnania otrzymujemy:

d(az + by) — b(cx + dy) = dp — bq
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czyli po przeksztatceniu:
(ad — be)x = pd — bq

Podobnie wykorzystujac oba réwnania uktadu otrzymujemy:
a(cx + dy) — c(ax + by) = aqg — cp

czyli po przeksztalceniu:
(ad — bc)y = aq — pc
Stad jesli D = ad — bc # 0 dostajemy:

pd—bg D, ag—pc Dy
xr = = y: =

ad—bc D’

ad —bc D

d

()03 =)

to otrzymamy réwnanie méwiace, ze (2 ) jest kombinacja liniowa (Z) i <

Jesli D = 0, to na mocy Faktu 1.40 wektory (Z) i <b> sa wspotliniowe. Jesli uktad (1.13)

zapiszemy w postaci wektorowe;j:

Z) . Poniewaz jednak

(Z) i <Z> sa wspoltliniowe, wiec réwnanie ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy <§ > jest

wspolliniowe z <Ccl) (i rownoczesnie z <b) ), czyli D = Dy = 0. W przeciwnym razie D, # 0 i

d
D, # 0 (przypadek gdy jedna z tych liczb jest zerem, a druga nie jest niemozliwy) i uktad jest
sprzeczny. O
Przyklad 4
Rozwiaz nastepujace uklady rownan:
3z —2y=1 6 +2y =1 r—3y=1
4r—5y=3 = |3z+y=2  |3z—9y=3

Rozwigzanie. (a) Obliczamy:

3 -2 1 -2 3 1
D—det<4 _5>——7, Dm—det<3 _5>—1, Dy—det<4 3>—5
D

czyli uktad ma jedno rozwigzanie: z =

(b) Obliczamy:

6 2 1 2 6 1
D—det<3 1)-0, Dw—det<2 1)-—3, Dy—det<3 2>—9

czyli uktad jest sprzeczny.
(c) Obliczamy:

1 -3 1 -3 11
Ddet<3 _9>O, Da;det(3 _9>0, Dydet<3 3>0

czyli uktad ma nieskoriczenie wiele rozwigzan. Rozwigzaniem tego ukladu jest zbiér punktow
lezacych na prostej z — 3y = 1 (réwnanie 3z — 9y = 2 to rownanie tej samej prostej).
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Fakt 1.52

Jedli na plaszczyznie dane sa dwa niewspotliniowe wektory u i v, to kazdy wektor w mozna
jednoznacznie przedstawi¢ w postaci kombinacji liniowej wektoréw w i v:

w = su+ tv

gdzie s it sa liczbami rzeczywistymi (wspotczynnikami kombinacji liniowej).

\

. u v w ) . .
Dowdd. Oznaczmy u = < 1>, v = ( 1> oraz w = ( 1). Woéwczas zadanie sprowadza sie do
U2 V2 w2

rozwiazania uktadu réwnan z niewiadomymi s i ¢:

su1 + tvg = wq
Suo + tvg = woy

Wiemy, ze uktad taki ma jednoznaczne rozwiazanie, jesli det <Zl Zl> = 0, co na mocy Faktu
2 V2

1.40 jest prawda, bo wektory w i v nie sa wspoétliniowe. O
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Rozdziat 2

Przeksztalcenia ptaszczyzny

2.1 Przeksztalcenia liniowe 1 afiniczne

Definicja 2.1

Przeksztalcenie ptaszczyzny (w siebie) to funkcja F : R? — R?, tzn. przyporzadkowanie
kazdemu punktowi <§) € R? punktu F <<z>> € R2.

/

Zazwyczaj obraz punktu X = (g) oznaczamy X' = (:;,) Jesli punkty oznaczymy pojedy-
czymi literami (A, B, P, @ itd.), to ich obrazy bedziemy oznacza¢, odpowiednio, A’, B/, P’ Q'
itd.

Litera F jest nazwa przeksztalcenia F : R? — R? natomiast F'(P) oznacza punkt plaszczyzny

bedacy obrazem punktu P (oznaczenie F(P) bedziemy stosowali wymiennie z oznaczeniem P’
o ile nie bedzie powodowalo to niejasnosci).

Ponizej kilka przyktadéw przeksztalcenn ptaszczyzny.

translacja (przesuniecie) rzut (prostokatny) na prosta £
o wektor ()

ol
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Al h/ .
B > T > T
odbicie wzgledem prostej £ powinowactwo prostokatne
(symetria osiowa) o osi /i skali 2
Yy Yy
A B’ Al A
T‘\? - - B/ A/
! S ~.B A .-
o §=5
L4 S:Sl ‘\\‘\~‘\;‘\ °
A
> T . > T
obrét o +40° wokot punktu S jednoktadnodé o érodku S i skali 2

Y Y
A A ’
. . 4 g 4
B L L L
e s=g es=g
RN PR
4/ T e . s
B Als B
. > T - > T
jednoktadnos¢ o §rodku S i skali —% odbicie wzgledem punktu S

(symetria srodkowa)

\
8

rzut ukosny na prosta /¢

w kierunku wektora (1)
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Ponizej podane sa formalne definicje kazdego z przeksztalceri zaprezentowanych pogladowo
na poprzednich dwbéch stronach.

Translacja (przesuniecie) o wektor v to przeksztatcenie, ktore do-
wolny punkt X przeprowadza na taki punkt X', ze:

—
XX =v

ths

o<

Rzut (prostokginy) na prostg ¢ to przeksztalcenie, ktore dowolny
punkt X przeprowadza na taki punkt X’ lezacy na prostej ¢, ze:

—
XX 1/

Odbicie (symetria) wzgledem prostej ¢ to przeksztalcenie, ktore
dowolny punkt X przeprowadza na taki punkt X', ze XX’ L /¢
oraz X 1 X’ znajduja sie w réwnych odlegtosciach od prostej £ i
po przeciwnych jej stronach.

Powinowactwo prostokgtne o osi £ i skali k # 0 to przeksztatcenie,

ktore dowolny punkt X przeprowadza na taki punkt X', ze:
e g

XX =k -XX

gdzie X jest rzutem (prostokatnym) punktu X na prosta /.

X

Obrét o kgt 0 wokdt punktu S to przeksztalcenie, ktore dowolny
punkt X przeprowadza na taki punkt X', ze |SX'| = |SX]| oraz
skierowany kat /X SX’ ma miare 6.

X/

X

Jednoktadnos$é o srodku S i skali k # 0 to przeksztalcenie, ktore
dowolny punkt X przeprowadza na taki punkt X', ze:

SX' —k-SX

Odbicie wzgledem punktu S (symetria Srodkowa o Srodku S) to
przeksztalcenie, ktére dowolny punkt X przeprowadza na taki
punkt X', ze punkt S jest srodkiem odcinka X X,

X/
Xl

Rzut ukosny na prostg { w kierunku wektora v to przeksztalcenie,
ktore dowolny punkt X przeprowadza na taki punkt X’ lezacy na
prostej £, ze:

XX || v

Powinowactwo $cinajgce o osi € i wektorze v (gdzie v jest wek-
torem kierunkowym prostej £) to przeksztalcenie, ktore dowolny
punkt X przeprowadza na taki punkt X', ze:

—
XX =d(X)-v
gdzie d(X) to znakowana odlegtos¢ punktu X od prostej £.

X
/
d>

X
8

X
X
X
X/
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Przyktadami przeksztalcen ptaszczyzny sa réwniez:

o przeksztatcenie identycznosciowe, czyli przeksztalcenie F : R? — R? zdefiniowane wzorem:
F(X) = X (kazdy punkt przechodzi na siebie),

o przeksztatcenie state, czyli przeksztalcenie, przy ktérym kazdy punkt ma taki sam obraz,
. 2
np. G : R? — R? zdefiniowane wzorem: G(X) = <3>,
o przeksztatcenie zerowe (szczegbdlny przypadek przeksztalcenia stalego), czyli przeksztalce-
nie H : R? — R? zdefiniowane wzorem H(X) = 0.

Wygodnym opisem przeksztatcenia plaszczyzny jest podanie jego wzoru, tzn. sposobu wyli-
/

czenia wspolrzednych obrazu X' = (5,) przy pomocy wspolrzednych argumentu X = 5

Zwroémy uwage, ze przeksztalcenie plaszezyzny (tak jak kazda funkcja) to jedynie przypo-
rzadkowanie kazdemu punktowi ptaszczyzny jakiego$ (innego lub tego samego) punktu. Prze-
ksztalcenie ,pamieta” zatem jedynie punkt P’ (obraz punktu P), a nie ,droge’ jaka pokonuje
punkt P, aby znalez¢ sie w P’. Dlatego np. obrét o +270° woko6t punktu S jest tym samym
przeksztatceniem co obrét o —90° wokét S. Podobnie obrot o 180° wokét punktu S jest tym
samym przeksztalceniem co symetria srodkowa o §rodku S.

Przyklad 1 (translacja)

. . 3
Wyznacz wzor translacji (przesuniecia) T, o wektor v = <2>

Rozwigzanie.

Jak wida¢ na powyzszym rysunku funkcja Ty przyporzadkowuje punktowi X = (Zj) punkt:

w((0)- () ()= ()

Copyright © Tomasz Elsner, 2019



2.1. PRZEKSZTALCENIA LINIOWE I AFINICZNE

25

Przyklad 2 (rzut prostokatny)

Wyznacz wzor rzutu (prostokatnego) Py na prosta £ o rownaniu 3z — 4y = 0.
Rozwigzanie.

Ny,
>

Przeksztatcenie Py przeprowadza wektor X = (ﬁz (pamietamy o utozsamieniu wektorow
i punktow) na jego rzut na wektor kierunkowy v prostej £. Wektor normalny prostej ¢ to

L . 4 . .
<_3 4>, wiec jej wektor kierunkowy to v = <3> Przeksztatcenie Py przyporzadkowuje zatem

punktowi X = (;j) punkt:

7 () =70 (G) - st

N
[SUITN
N
Il
S
&
8+
(9N
<
N
[SUIETN
N~
Il

16 12

Przyklad 3 (odbicie wzgledem prostej)

Wyznacz wzor odbicia (symetrii) Sy wzgledem prostej £ o rownaniu 3z — 4y = 0.
Rozwigzanie. Wykorzystamy wynik z Przykltadu 2, dlatego (wyjatkowo) obraz punktu X przez

przeksztalcenie oznaczymy X", za$ przez X' oznaczymy rzut punktu X na prosta ¢, ktorego
wspoélrzedne wyliczyliSmy w Przyktadzie 2.

Zauwazmy, ze X' jest srodkiem odcinka X X”. Stad ze wzoru (1.1) mamy X' = (X +X"),
czyli:
16

6 12 e 24
SuX) = X" = 2X' ~ X =2 <3+ 295y> - () - (%z” 75@>
%L+ 259 Yy 5% — 25Y
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Przyklad 4 (powinowactwo prostokatne)
Wyznacz wzor powinowactwa prostokatnego o skali 3 wzgledem prostej £ o réwnaniu 3x—4y = 0
Rozwigzanie. Podobuie jak w Przyktadzie 3 oznaczymy obraz punktu X = przez powi-
nowactwo prostokatne jako X" zas przez X’ rzut punktu X na prosta £.

y X//
A

. XI

Zgodnie z definicja powinowactwa prostokatnego zachodzi réwnos¢ wektorow:

X'X"=3.X'X cyli (X"-X)=3 (X -X)
skad otrzymujemy
X" =3X -2X’
Podstawiajac wyliczone w Przyktadzie 2 wspolrzedne X' dostajemy:

16, 4 12 43 24
X”_3X—2X’_3-(z>—2-(%3x+25y>_<2§f 2sy>

9 57
35T + 25Y — 55T + 259

Przyklad 5 (rzut prostokatny raz jeszcze)

Wyznacz wzor rzutu (prostokatnego) Py na prosta £ o rownaniu 2z — 3y — 4 = 0.
/

Rozwigzanie (sposéb I). Oznaczmy X = (?j) oraz X' = <;§,> Utrudnienie wzgledem Przy-

—
ktadu 2 polega na tym, ze prosta £ nie przechodzi przez punkt (8) , a zatem wektor X' = OX’

nie jest rzutem wektora X = O—)(2 na wektor kierunkowy prostej £.

Y
A
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—
Zauwazmy natomiast, ze jesli @ jest (dowolnym) punktem prostej £, to wektor QX' bedzie
rzutem wektora QX na wektor kierunkowy prostej £ i bedziemy mogli powtorzy¢ rozumowanie

z Przykltadu 2 (gdzie role punktu @ petnit punkt O). Przyjmijmy Q = . Wektor normalny

2

0
: 2 S . 3

prostej £ to _g ) wice jej wektor kierunkowy to v = 9k Stad:

y —X? Q}Ov 3(x—2)+2y (3 3r+2y—6 /3 Spa 6,18
vVOou 9+4 2 13 2 137+ 13Y — 13

Wobec tego
g 2 9 6, 18 9 6 8
4 137+ 13Y — 13 3T+ 3Y — 13

/9 6 8
{x =T+ EY T

czyli

_ 6 4, 12
Y =137+ 39 13

/

Rozwigzanie (sposéb IT). Punkt X' = <§,> ma spelnia¢ dwa warunki:
e punkt X' lezy na prostej /,
H . .
e wektor X X' jest prostopadly do prostej /.

Poniewaz wektorem kierunkowym prostej jest wektor v = <g>, wiec powyzszy uklad warun-

kow mozna zapisa¢ w postaci nastepujacego uktadu rownan (z niewiadomymi 2’ i ¢'):

20/ =3y —4=0
,_

T —x . 3 _0
Y —y 2

22 =3y —4=0
3" —x)+2(y —y) =0

czyli

Przeksztatcajac ten uktad do postaci (1.13) otrzymujemy:

22 — 3y =4
3x' + 2y =3z +2y

Zgodnie ze wzorami Cramera (Fakt 1.51) rozwigzanie powyzszego uktadu to:

4 -3 2 -3 8 4+ 9z + 6y

x e 30 + 2y 2>/e <3 2) 13 13T+t 3Y+ a3
2 4 2 -3 6z + 4y — 12

Y ¢ 3 3x+2y>/e (3 2) 13 ER e
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Przyklad 6 (odbicie raz jeszcze)
Wyznacz wzor odbicia (symetrii) Sy wzgledem prostej £ o rownaniu 22 — 3y — 4 = 0.
Rozwigzanie (sposéb I). Podobnie jak Przyktadzie 5 utrudnienie polega na tym, ze prosta ¢

nie przechodzi przez punkt <8

oznacza rzut punktu X na prosta ¢ (wyznaczony juz w Przyktadzie 5).

). Oznaczmy obraz punktu X przez X”, natomiast X' niech

Y
A

Poniewaz punkt X’ jest srodkiem odcinka X X", wiec zgodnie ze wzorem (1.1):
X' =3(X"+X), czyli X"=2X-X

Podstawiajac wyliczone w Przyktadzie 5 wspotrzedne punktu X’ otrzymujemy:
9 6 8 5 12 16
S ((“T)) =X"=2X'-X=2- <163“T Ty %%) - <m> = (%%x+ py T %ﬁ)
y BTt @Y1 Y BT-BY 13
x//
Rozwigzanie (sposéb I1I). Punkt X" = (y,,) musi spetnia¢ dwa warunki:

e znakowane odlegtosci X i X” od prostej ¢ sa liczbami przeciwnymi,

o wektor X X" jest prostopadly do prostej /.

Warunki te, zgodnie z Wnioskiem 1.46 oraz Faktem 1.40 (prostopadtos¢ do prostej ¢ ozna-
cza wspolliniowosé z jej wektorem normalnym) mozna zapisa¢ w postaci ukladu réwnan z
niewiadomymi z” i y”:

22" — 3y’ — 4 20— 3y — 4

N v V22 ¥ 32 - {230”—3y": 92+ 3y +8
7y

N (ENE R e
y/l_y _3

Po przeksztalceniu do postaci (1.13) otrzymujemy:

22" — 3y’ = —2x + 3y +8
3" 4+ 2y" =3z + 2y

Zgodnie ze wzorami Cramera (Fakt 1.51) otrzymujemy:

o —2x+3y+8 -3 / 2 -3 :5x+12y+16
3z + 2y 2 3 2 13

) = 2 2x+4+3y+8 / 2 =3 :12x—5y—24
3 3z + 2y 3 2 13
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Przyklad 7 (powinowactwo prostokatne raz jeszcze)

Wyznacz wzoér powinowactwa prostokatnego o skali —% iosi £ o réwnaniu 2z — 3y — 4 = 0.
Rozwigzanie (sposéb I). Podobnie jak w Przyktadach 5 i 6 prosta ¢ nie przechodzi przez punkt

<0>. Oznaczmy obraz punktu X przez X", natomiast niech X’ oznacza rzut punktu X na
prosta ¢ (wyznaczony juz w Przykladzie 5).

Y
A

Zgodnie z definicja powinowactwa prostokatnego:

X'X"= —1X'X eyli X" — X' = —5(X - X')
Podstwiajac wyliczone w Przyktadzie 5 wspotrzedne punktu X’ otrzymujemy:

x z+ Sy + T+ By +
X”:—;X+§X’:—§-<>+§~(63 N 3y 1%) (% TpvT 2)
Y 137 13 13 2695 26

/"

Rozwigzanie (sposéb IT). Punkt X" = <z,,> musi spetlnia¢ dwa warunki:

e znakowana odleglos¢ X” od prostej £ to (—31) znakowanej odleglosci X od ¢

o wektor X X" jest prostopadty do prostej £.

Warunki te, zgodnie z Wnioskiem 1.46 i Faktem 1.40 (prostopadio$¢ do prostej ¢ oznacza

wspotliniowosé z jej wektorem normalnym), mozna zapisa¢ w postaci uktadu rownan z niewia-
domymi 2z i y":
2 =3y —4 1 22—-3y—4

V2132 2 /g3 i {2-(29;"— " g) =
3

3y" — —(2x — 3y —4)
v -y -3

—3(@" —z) =2(y" —y) =0
Po przeksztalceniu do postaci (1.13) otrzymujemy:
47" — 6y" = —2x + 3y + 12
3x" + 2y" = 3z + 2y
Zgodnie ze wzorami Cramera (Fakt 1.51) otrzymujemy:

o (et ) (16) ety
3T + 2y 2

) = 4 —2x+3y+12 18m—y 36
3 3z + 2y
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Przyklad 8 (obrét)

Wyznacz wzor obrotu Ry wokdt punktu O = <8> o kat 6.

Rozwigzanie.

rcos(p + 6)

T COS

/
Obroét przeprowadza punkt X = <:yc> na punkt X' = <z,> Zgodnie ze wzorem (1.10)

mozemy zapisaé¢ oba te wektory w postaci biegunowe;j:

x _ (reose X — rcos(¢ +0)
~ \rsing )’ ~ \rsin(¢ +6)
Korzystajac ze wzoréw trygonometrycznych dostajemy:

X' — r(cospcosf —sinpsing)\  [(rcosp)cosf — (rsinp)sing\  [zcosf —ysinf
~ \r(cospsinf +sinpcosf))  \(rcosyp)sin€ + (rsing)cosf)  \zsin€ + ycosb

Przyklad 9 (obrét raz jeszcze)

Wyznacz wzor obrotu R*g wokdét punktu § = <;> okat 0 = 5.

Rozwigzanie.

/

Obrot przeprowadza punkt X = (Z) na punkt X’ = (g,) Zgodnie ze wzorem (1.10)
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. . . _—_) . . .
mozemy zapisa¢ wektory S.X) i SX’ w postaci biegunowej:

o (reose) _ x—1 oraz 57: reos(p+g)\ _ (¢'—1
rsin g y—2)’ rsin(p + §) Yy —2

Korzystajac ze wzoréw trygonometrycznych dostajemy:

SX;’ _ <r(cosgocos’6r — sin ¢ sin g)) _ <(r cos ) cos § — (rsinp) sin g)

7(cos @sin § + sin ¢ cos ) (rcosg)sin g + (rsin ) cos §

B <($—1)cosg—(y—2)sing> B @x—%y—§+l
(r—1)sin % + (y —2)cos § %x%—@y—%—\/g

stad:
Rg(X)zX’:S+ﬁ:<1>+ Jz‘a’fﬂ—féy—?ﬂ _ ?m—\/éy+(2_23)
2\t fy-4-v8) T e Py G- VB

Przyktad 10 (jednokladnosé)

Wyznacz wzor jednoktadnosci D,f o skali k=31 srodku S = <;>

Rozwigzanie.

Ny,
>

X/

/
Punkt X = (;) i jego obraz X' = <§,> spelniaja warunek:

—
SX'=3.5X oyl X' —S5=3-(X—5)

skad otrzymujemy

DS(X):X'::;X_gs:g.@)_2_@ _ (gzj)

Przyktad 11 (symetria srodkowa)

Wyznaczy¢ wzor symetrii srodkowej wzgledem punktu S = <3>
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Ny,
>

\
8

Rozwigzanie.
/

Oznaczmy obraz punktu X = (i) przez X' = <§,> Punkt § = <g) jest érodkiem

odcinka X X', wiec zgodnie ze wzorem (1.1):

S=iX+X

vessxen () () (559

Przyktad 12 (rzut ukosny)

czyli

. . 2
Wyznacz wzér rzutu ukosnego na prosta £ o rownaniu z —3y+1 = 0 w kierunku wektora < 4) .

Rozwigzanie.

Ny,
>
~

A J

/
Obrazem punktu X = <z> jest punkt X’ = <:yc,> spetlniajacy dwa warunki:

e punkt X’ lezy na prostej o réwnaniu z — 3y +1 = 0,

/

oy -z 2
o wektor X X' = (y’ y> jest réwnolegly do wektora <4>

Warunki te mozna zapisa¢ w postaci uktadu réwnan z niewiadomymi z’ i 3/

=3y +1=0
Y , {y—3y+1:o
czyli

det((x:_x>,<2>>:0 4z —x) =2y —y) =0
y—y) \4
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Po przeksztalceniu do postaci (1.13) otrzymujemy:
=3y =-1
4z’ — 2y =4z — 2y
Zgodnie ze wzorami Cramera (Fakt 1.51) otrzymujemy:
o -1 -3 / I =3\ 2412z —06y
S \de—2y —2/)'\4 —2/ 10

, (1 1 /1 —3\ 4z —2y+4
Yo\ aw—oy)\a —2) ™ 10

63

Przyktad 13 (powinowactwo $cinajace)

Wyznacz wzoér powinowactwa scinajacego o osi £ majacej rownanie 5x — 12y — 8 = 0 i wektorze

v= (152)

Rozwigzanie.

Ny,
>

Zauwazmy, ze v jest wektorem kierunkowym prostej £. Oznaczmy obraz punktu X = (I>

/

przez X' = <§,> Zgodnie z definicja powinowactwa $cinajacego, punkt X’ spelnia warunek:

XX = d(X) - (152>

gdzie d(X) to znakowana odlegtos¢ punktu X od prostej ¢, czyli zgodnie z Wnioskiem 1.46:

or — 12y — 8 or — 12y — 8
d(X) = =
<0 V52 + (—12)2 13

Wobec tego:

T br — 12y — 8 12 73, 144, 96
X’:X+XX;’:<>+13 -<5>=<1235 "B
Y 3%~ 1Y 13

Zwroémy uwage, ze zgodnie z komentarzem przy Wniosku 1.46 znakowana odlegltosé mozna
zdefiniowac na dwa rozne sposoby (w zaleznosci od przyjetego rownania prostej), co powoduje,
ze powyzsze zadanie ma jeszcze jedno mozliwe rozwiazanie.
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Zauwazmy, ze we wszystkich przyktadach otrzymali§my wzor postaci:

(2.1)

¥ =ar+by+e
Y =cx+dy+f

dla pewnych liczb rzeczywistych a, b, ¢, d, e, f. Wzér ten, dla uproszczenia, zapisujemy zazwyczaj

w nastepujacej postaci:
x a b x e
@)= 2 () =

. {a b . . .
gdzie ( d> nazywamy macierzg 2 X 2, znak - oznacza mnozenie macierzy przez wektor zdefi-
c

a b T ar + by
. = 2.
(c d> <y> <cx + dy) (2:3)
za$ znak + oznacza dodawanie wektorow (zauwazmy, ze wynikiem mnozenia macierzy przez wek-

tor jest wektor). Mnozenie zdefiniowane wzorem (2.3) to bardzo szczegolny przypadek mnozenia
macierzy, ktore bedzie oméwione w Rozdziale 2.2.

niowane nastepujaco:

Nie kazde przeksztalcenie plaszczyzny ma wzor postaci (2.1) (jest to bardzo wyjatkowa grupa
przeksztatcen), ale sa to dokladnie te przeksztalcenia ptaszezyzny, ktorych badaniem zajmuje sie
algebra liniowa. Stad nastepujaca definicja:

Definicja 2.2

Prazeksatatceniem afinicznym plaszczyzny nazywamy przeksztalcenie F : R? — R? zadane

()= D6 ()

gdzie a, b, ¢, d, e, f to pewne liczby rzeczywiste.

Wzér ten mozna réwniez zapisaé¢ w postaci:

F(X) = AX +v (2.4)

(gdzie A = (Z Z) oraz v = <;>) lub w postaci:
¥ =ar+by+e
Y =cx+dy+f
Wzér ten skitada sie z czesci liniowes i czesci translacyjnes:
fG)-Ca0) () =
Y ¢ d) \y f '
—_——— —~—
cze$¢ liniowa  cze§é translacyjna

Rozréznienie bierze sie z tego, ze badanie przeksztatceri afinicznych w duzej mierze opiera sie o
badanie ich czesci liniowej, czyli badanie zwigzanymi z nimi przeksztaltceni liniowych.

Algebra liniowa zajmuje sie przede wszystkim szczegélnym przypadkiem przeksztatcen afi-
nicznych, w ktorych nie ma czesci translacyjnej (tzn. e = f = 0), czyli przeksztalcen liniowych.
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Definicja 2.3

Prazeksatatceniem liniowym plaszczyzny nazywamy przeksztalcenie F : R? — R? zadane

()= 90)

gdzie a,b,c,d € R. Macierz (Z > nazywamy macterzqg przeksztatcenia liniowego F' i

d
oznaczamy m(F).

Wzoér ten mozna roéwniez zapisa¢ w postaci:

F(X)=AX (2.7)
(gdzie A = <Z Z)) lub w postaci:
/
= b
{x, ax + by (2.8)
y =cxr+dy

Przeksztatcenie afiniczne F jest liniowe wtedy i tylko wtedy, gdy F(0) = 0.

Dowdd. Przeksztalcenie afiniczne ma wzor F(X) = AX + v, gdzie A = <CCL Z) iv= (;) ijest

ono liniowe wtedy i tylko wtedy, gdy jego cze$¢ translacyjna znika, tzn. v = 0. Poniewaz

w-aee-(2)()+)- )+ ()

wiec jest to rownowazne stwierdzeniu F'(0) = 0. O

Wszystkie przeksztalcenia rozpatrywane w tym rozdziale bylty przeksztatceniami afinicznymi.
Fakt 2.4 pomaga wyszczegblni¢ wsréd nich przeksztalcenia liniowe, co pokazano ponizej.

przeksztalcenia afiniczne przeksztalcenia liniowe

1 | translacja o dowolny wektor translacja o wektor 0 (=identycznosc)

2 | rzut (prostokatny) na dowolng prosta | rzut (prostokatny) na prosta przechodzaca przez O

3 | odbicie wzgledem dowolnej prostej odbicie wzgledem prostej przechodzacej przez O

powinowactwo prostokatne o dowolnej | powinowactwo prostokatne o osi przechodzacej przez
osi O

obrét wokot dowolnego punktu obrot wokoét punktu O

jednoktadnosé o dowolnym $rodku jednoktadnosé o érodku w punkcie O

rzut ukosny na dowolng prosta rzut ukosny na prosta przechodzaca przez O

5
6
7 | symetria srodkowa o dowolnym §rodku | symetria érodkowa o srodku O
8
9

powinowactwo scinajace o dowolnej osi | powinowactwo §cinajace o osi przechodzacej przez O

10 | identycznosé identycznosé

11 | przeksztalcenie state przeksztalcenie zerowe
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Przyktad 14

2
Znalezé obraz punktu <1> przez:

1
(a) przeksztalcenie liniowe F' o macierzy <_3 ?))

(b) przeksztalcenie afiniczne o wzorze F(X) = <§ _01> X + <1>

Rozuwigzanie.

2.2 Macierze

Definicja 2.5

Macierzg rozmiaru mxn nazywamy prostokatna tablice liczb o m wierszach i n kolumnach.
Liczby z tej tablicy nazywamy wyrazams: macierzy. Macierz o jednakowej liczbie wierszy
i kolumn nazywamy macierzq kwadratowg.

Przyktady macierzy:
5 1

Go) oo (23) &0 ()

W pierwszej czesci niniejszego skryptu (skupionej na przestrzeniach 2-wymiarowych), bedziemy
bada¢ jedynie macierze o co najwyzej 2 wierszach i co najwyzej 2 kolumnach, czyli macierze
nastepujacych rozmiaréw:

4

1 (5 3) (7)

(o)

macierz 2 X 2 macierz 2 x 1 macierz 1 x 2 macierz 1 x 1

[\

Jak wida¢ wektor v € R? mozna traktowaé jako szczegdlny przypadek macierzy (macierz rozmiaru
2 x 1, tzn. macierz o 2 wierszach i 1 kolumnie). Podobnie liczby rzeczywiste mozna traktowac
jako macierz rozmiaru 1 x 1 (macierz o 1 wierszu i 1 kolumnie).

Na zbiorze macierzy tego samego rozmiaru (np. na zbiorze macierzy 2 x 2) mozna wprowadzi¢
dwa dziatania: dodawanie macierzy oraz mnozenie macierzy przez skalar.

Definicja 2.6

Dodawanie macierzy 2 x 2 definiujemy w nastepujacy sposob:

a b i ad v\ _ (a+d b4V

c d d d) \e+cd d+d
Analogicznie definiujemy dodawanie jakichkolwiek dwoch macierzy tego samego rozmiaru
(np. macierzy 2 x 1 lub macierzy 1 x 2).

Copyright © Tomasz Elsner, 2019



2.2. MACIERZE 67

Definicja 2.7

Mnozenie macierzy 2 x 2 przez skalar definiujemy w nastepujacy sposob:
. (@ b\  [(ta tb
c d)  \tc td

s : : a b\ . . a b\ (—a -—b
W szczegoélnosci macierzq przeciwng do <c d> jest macierz (—1)- (C d) = < —d>'

—c
Analogicznie definiujemy mnozenie macierzy innych rozmiaréw przez skalar oraz macierze
przeciwne do macierzy innych rozmiaréw.

Zauwazmy, ze Definicje 2.6 1 2.7 stanowia uogoélnienie zaré6wno dziatari na wektorach (patrz
Fakt 1.8 i Fakt 1.9) traktowanych jako macierze 2 x 1, jak i dziatari na liczbach rzeczywistych,
traktowanych jako macierze 1 x 1. Macierz zerowg 0 (oznaczang zazwyczaj tym samym symbolem
co liczba zero, badz wektor zerowy) definiujemy podobnie jak wektor zerowy:

-0

W zwigzku z wyrazna analogia miedzy dziataniami na macierzach a dziataniami na wektorach nie
dziwi, ze dziatania na macierzach maja wtasnosci analogiczne do wtasnoéci dziatan na wektorach
(por. Fakt 1.12):

Fakt 2.8

Dla dowolnych macierzy A, B, C' (tego samego rozmiaru) oraz dowolnych skalarow s, t

zachodza nastepujace wlasnosci:
1) A+ B=B+ A (przemiennosé +)
2) (A+B)+C=A+(B+0O) (tacznosé +)
3) 0+A=A4+0=A (element neutralny +)
4) A+ (— ) (—A)+A=0 (element przeciwny)
5) (s+t)-A=s-A+t-A (rozdzielnosé - wzgledem +)
6) t-(A+B)=t-A+t¢t-B (rozdzielnosé - wzgledem +)
7) s-(tA) = (st)- A (taczno$¢ mnozenia skalarow)
8) 1-A=A

Dowdd. Pokazemy dowdd tacznoéci dodawania. Dowdd pozostalych wtasnosci przebiega analo-
gicznie 1 jego przeprowadzenie pozostawiamy czytelnikowi:

a b N a/ b/ N a” b// B a+a/ b—f—b, N a// b// _ a+a/+a// b—i—b/ +b”
c d C/ dl c// d// - C+ c/ d"- d/ C/I dl/ - C+ c/ + CI/ d+ d/ + dl/
a b + a/ bl + a// b// B a b + a/ + a// b/ + b// B a + a/ + a/l b+ b/ + b//
c d C/ d/ C// d/l - c d C, + cl/ d/ + d// - c+ C/ + c// d+ d/ + d”
O

Na zbiorze macierzy mozna réwniez wprowadzié trzecie dzialanie (nie majace odpowiednika
wdrod dziatan na wektorach): mnozenie macierzy. W odréznieniu od dodawania i mnozenia
przez skalar (ktore zachowuja rozmiar macierzy), mnozy¢ mozna jedynie takie dwie macierze, ze:

liczba kolumn pierwszej macierzy = liczba wierszy drugiej macierzy (2.9)

Geneze takiego warunku pokazuje ponizsza definicja mnozenia.
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Definicja 2.9

lloczyn macierzy 2 x 2 definiujemy w nastepujacy sposob:

a b a v\  [ad +bd ab+bd
c d d d) \ca+dd cb+dd
(wyraz w i-tym wierszu i j-tej kolumnie wynikowej macierzy wyliczany jest na podstawie

wyrazow w i-tym wierszu pierwszego czynnika i w j-tej kolumnie drugiego czynnika).
[loczyn macierzy innych rozmiaréow (spetniajacych warunek (2.9)) definiujemy analogicz-

nie, w szczegdlnodci:
a b\ (z\ _ (ax+by
c d y) \cx+dy

Zauwazmy, ze mnozenie macierzy 2 X 2 przez macierz 2 X 1 (ktéra utozsamiamy z wektorem )
jest zdefiniowane jak we wzorze (2.3) definiujacym mnozenie macierzy przez wektor.

Wykonywanie mnozenia macierzy moze by¢ wygodniejsze, jesli drugi czynnik zapiszemy nieco
wyzej, a wynik mnozenia ponizej drugiego czynnika, jak w nastepujacym przyktadzie.

Przyktad 1
Oblicz nastepujace iloczyny macierzy:

SETED T wEe eea()

Rozwigzanie.
a () O .
WS Y S

Zwréémy uwage, ze mnozenie macierzy nie jest przemienne. Po pierwsze, jesli Ai B sa
macierzami, to zazwyczaj przynajmniej jedno z mnozeri A - B, B - A jest niewykonalne (np.

(; g) . (f) jest wykonalne, natomiast <?> : (; g) nie). Po drugie, w sytuacji, gdy oba

mnozenia sa wykonalne, moga one dawa¢ rézne wyniki, co pokazuje kolejny przyktad.

Przyktad 2

Obliczyé¢ iloczyny A - B oraz B - A, gdzie A = (i g>, B = <(1) i’)

Rozwigzanie.

006D (-6

Jak wida¢ A- B # B - A.
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Fakt 2.10

Jesli A, B i C sg takimi macierzami, ze mnozenia A - B i B - C' sa wykonalne, to:
1) (A-B)-C=A-(B-C) (lacznosc¢ -)
2)t-(A-B)=(tA)-B=A-(tB)
3) (A+B)-C=A-C+ B-C (rozdzielnosé¢ - wzgledem +)
) A

4) A-(B4+C)=A-B+ A-C (rozdzielnos¢ - wzgledem +)

Dowdd. (1) Rozwazmy przypadek, gdy A, B i C sa macierzami 2 x 2. Pozostale przypadki
rozpatrujemy analogicznie.

a b\ a v ‘ ad” v\ fad +bd ab +bd ‘ a” b
c d ¢ d d"d") \ed +dd b +dd " d"”
B ad'd” +blad" + ab'd +bd'd"  add! + by + abld’ + bd'd"
- ca/a"—i—dc' " +Cb/cll+ddlcll ca’b" +dc’b’/ +Cb/d//+ddld//

a b a/ b/ a// b// a b a/a// + b/ /! a/b// _|__ b/d//
<C d> : <<Cl d/> : <C” d”)) = (C d) : ( o' 4+ d'c! C/b//+d/d//>
B aa/a// + ablcll + bCl 1 + bdlcll aa/bl/ + ab/d// + bclb// + bd/d//
- Ca/a// + CbIC// + dc/ " + ddlc// Ca/b// + Cb/d// + dc/bl/ + dd/d//
czyli lewa i prawa strona wzoru sa réwne.
Dowod pozostatych wtasnoéci przebiega podobnie. O

Wtasnosci dziatan na macierzach zebrane w Faktach 2.8 i 2.10 pozwalaja udowodni¢ naste-
pujace wazne wtasnosci przeksztatcen liniowych:

Fakt 2.11

Jegli F: R? — R? jest przeksztalceniem liniowym, to dla dowolnych wektorow u i v oraz
dowolnego skalara ¢ zachodza wtasnodci:

1) F(0)=0

2) F(u+v) = F(u)+ F(v) (addytywnosé)
3) F(t-u) =t-F(u) (jednorodnos¢)

.

Dowdd. Niech A = (CCL 2) bedzie macierza przeksztalcenia liniowego F', tzn. F(X) = AX.

Wowczas wlasnosé (1) otrzymujemy przez proste sprawdzenie:

(@)= 0 0=

Wtasnosé (2) wynika z rozdzielnosci mnozenia macierzy wzgledem dodawania (Fakt 2.8), gdzie
wektor traktujemy jako szczegolny przypadek macierzy:

Flut+v)=A-(u+v)=A-u+A-v=F(u)+ F(v)
Wlasnoéé (3) wynika z Faktu 2.10:
Ft-u)=A(tu)=t-(Au) =t F(u)
Ul
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Witasnosé (1) jest w rzeczywistosci szezegdlnym przypadkiem wiasnosci (3) (przy t = 0).
Niemniej, jako wyjatkowo wazny przypadek, podana zostata w postaci osobnej wlasnosci.

Przyktltad 3

4
Dane jest przeksztalcenie liniowe F : R? — R2. O wektorach u i v wiemy, ze F(u +v) = <3>

oraz F(u—v) = G) Oblicz F(u) i F(v).

Rozwigzanie. Korzystajac z addytywnosci i jednorodnosci przeksztatcen liniowych (Fakt 2.11),
dostajemy:

(g) = F(u+v) = F(u) + F(v)

G) = F(u—v) = F(u) — F(v)

Dodajac stronami obie réwnosci otrzymujemy:

(g) + G) —oF(u), eayli Fu) = (g)

a odejmujac stronami obie rownosci:

(g) _ G) _9F(v), cayli F(v) = G)

Wiasnosci addytywnosci i jednorodnosci (lacznie nazywane linjowoscig) moga stanowi¢ al-
ternatywna charakteryzacje przeksztatcen liniowych, co pokazuje nastepujacy fakt.

Przeksztalcenie plaszczyzny F : R? — R? jest liniowe wtedy i tylko wtedy, gdy jest
addytywne i jednorodne.

Dowdd. Pokazalismy juz (Fakt 2.11), ze przeksztalcenie liniowe jest addytywne i jednorodne.
Niech teraz F : R?2 — R? bedzie dowolnym przeksztalceniem plaszczyzny, ktére jest addytywne

.. 1\ . 0 . .
i jednorodne. Oznaczmy obrazy wersoréw e; = <0> iep = ( > przez przeksztalcenie F' jako

1

F(e) = (Z) i Fe) = (Z) Wowcezas dla dowolnego <;§) zachodzi:
x a b
F = F(zer +yes) = F(zer) + Fyez) = aF(er) +yFle2) =a | )ty
_ (o) by [(ax+by\ [(a b\ [z
-~ \ex dy) \cx+dy) \c d) \y
czyli F' jest przeksztatceniem liniowym. O

Whioskiem z dowodu jest nastepujacy fakt:
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Fakt 2.13

Jedli (Z Z) jest macierzg przeksztalcenia liniowego F : R? — R2, to:

<CC‘> — Fle)) oraz (Z) — Fles)

(tzn. kolumny macierzy przeksztatcenia to obrazy wersorow).

Dowdad.

O

Zwroémy uwage, ze z Faktu 2.13 wynika, ze znajomosé obrazéw obu wersoréw przez prze-
ksztaltcenie liniowe F' pozwala na ustalenie obrazu przez F' kazdego innego punktu plaszczyzny.
Pokazuje to jak bardzo szczegbdlnymi przeksztatceniami sa przeksztalcenia liniowe.

Przyktad 4
Wyznacz (bez zadnych rachunkéw) macierze nastepujacych przeksztatcen liniowych:
(a) obrot R o +90° wokét 0, (b) odbicie S wzgledem prostej y = x.

Rozwigzanie. Zgodnie z Faktem 2.13 kolumny macierzy przeksztatcenia to obrazy wersorow.
Zatem:

Yy Yy
A A 7
x5 & J
A A7
& N
P B NN - > > T
R(62> €1 //’ €y = S(Gl)

(a) Poniewai R(e;) = <(1)> i R(es) = ( . ) (pierwszy rysunek), wiec:
R(X) = <(1) _01> X
(b) Poniewaz S(e;) — (2) i S(es) = (é) (drugi rysunck), wiec:

S(X) = (? (1)> b
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Przyktad 5

Wyznacz macierz obrotu R o kat 6 wokét 0.
Rozwigzanie.

Ny,
>

R(GQ) €2

Zgodnie ze wzorem (1.10) na wspoélrzedne biegunowe wektora, obrazy wersorow to:
w((0) = ()
0 sin v
R 0\\) _ [cos(a+90°)\ [cosacos90° —sinasin90°\ [—sina
1)) \sin(a+90°) )  \sinacos90° + cosasin90°)  \ cosa
Stad, zgodnie z Faktem 2.13 otrzymujemy macierz przeksztalcenia R:

R(X) = <cosa —sina)X

sina  cos«

co jest prostszym wyprowadzeniem wzoru z Przyktadu 8 z Rozdziatu 2.1.

Przyklad 6

Wyznacz macierz odbicia Sy wzgledem prostej ¢ przechodzacej przez 0 i nachylonej do dodat-
niej poélosi Oz pod katem a.
Rozwigzanie.

62‘\ Sﬁ(el)

7 &
/ (o) el

Se(e2)

Zgodnie ze wzorem (1.10) na wspolrzedne biegunowe wektora, obrazy wersorow to:
1\\  (cos2c 0\\ _ [cos(a—p)
(o) = () e () = (6 25)
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Poniewaz g = 90° — «, wiec oo — 8 = 2a0 — 90°, czyli:
s, ((O)) _ <c9s(20z - 90°)> (c.os 2a:c0s 90° + sin 2« s%n 90°> _ ( sin 2« >
1 sin(2a — 90°) / \ sin 2a cos 90° — cos 2av sin 90° —cos 2«
Stad, zgodnie z Faktem 2.13, otrzymujemy macierz przeksztatcenia Sp:

Sy(X) = (cosQa sin 2« >X

sin2a  — cos 2«

Przeksztaltcenie liniowe jest jednoznacznie wyznaczone nie tylko przez obrazy obu wersoréw,
ale przez obrazy dowolnych dwoch niewspétliniowych wektoréw. W tym sensie ponizszy fakt
uogodlnia Fakt 2.13.

Fakt 2.14

Przeksztalcenie liniowe ptaszczyzny jest jednoznacznie wyznaczone przez obrazy dowol-
nych dwoch niewspoélliniowych wektorow, tzn. jesli dane sg niewspoétliniowe wektory
u 1 v oraz dowolne wektory u' i v’ to istnieje dokladnie jedno przeksztalcenie liniowe
F :R? — R? takie, ze

F(u) = oraz Fw) =7

\

!/ / b
Dowdd. Oznaczmy u = <u1>7 v = <U1>, u = <u,1>, v = (U}> Szukamy macierzy (a >
U9 V9 Uy Uy c d

takiej, ze:
a b\ [u _ u) auy + bug = u}
¢ d) \uy ub . cup + dug = uf
czyli
a b\ fvi) (v avy + buvy = v}
c d) \vy) vh cv1 + dvy = vl

Powyzszy uklad 4 rownarni z 4 niewiadomymi (a, b, ¢, d) mozna zapisa¢ w postaci dwoch uktadow
2 rownan z 2 niewiadomymi (pierwszy z niewiadomymi a, b, drugi z niewiadomymi ¢, d):

{aul + bug = uj {cm + dug = ul,

avy + bvg = v} cv1 + dvy = v

Wyznacznik gltéwny kazdego z tych uktadéw jest taki sam i wynosi:

det <u1 u2> = vy — ViU = det <u1 Ul) = det(u,v) #0
(%) V2

U1 U2
(jako ze wektory w i v nie sa wspolliniowe). Wobec tego, zgodnie ze wzorami Cramera (Fakt 1.51)
kazdy z uktadéw ma jednoznaczne rozwigzanie. Stad istnieje doktadnie jedna macierz <CCL d>’

czyli doktadnie jedno przeksztalcenie liniowe F' spetniajace warunki zadania. O

Fakt 2.14 ma rowniez swoj odpowiednik dla przeksztalcen afinicznych:

Fakt 2.15

Przeksztaltcenie afiniczne plaszczyzny jest jednoznacznie wyznaczone przez obrazy dowol-
nych trzech punktéw nie lezacych na jednej prostej, tzn. jesli dane s nie lezace na
jednej prostej punkty u, v, w oraz dowolne punkty «’, v’, w’ to istnieje doktadnie jedno
przeksztatcenie afiniczne F : R? — R? takie, ze
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Dowdd. Oznaczmy u = <u1)’ v = <U1>7 w = <w1>7
U2 V2 W9
a

! ! /

u v w
/ 1 / 1 1
u = 7], v = 7], w= ;-

Uo Uy Wy

. b S
Szukamy macierzy q) o2 wektora ; takich, ze:

a b\ (u N e\ _ u) (aul +bug + e =uj

¢ d) \uz f uh cuy + dug + f = uf
a b N e v\ _ vy eyl avy +bvg + e =]
c d f] \vo vh cvy +dvg + f =)
a b N e wr _ w) awy + bwy + e = wj
c d f] \ws wh cwy + dwg + f = w)

Powyzszy uklad 6 rownar z 6 niewiadomymi (a, b, ¢, d, e, f) mozna zapisa¢ w postaci dwoch
uktadow 3 rownan z 3 niewiadomymi (pierwszy z niewiadomymi a, b, e, drugi z niewiadomymi
¢, d, f):

auy + bug + e = u} cuy + dug + f = uf
cvy +dvy + f = vy

cwy + dwy + f = wh

avy +bvy + e = v}

aw; + bwy + e = wj

Przeksztat¢my te uktad wyznaczajac z trzeciego rownania niewiadoma e (odpowiednio f) i wsta-
wiajac do pierwszych dwdéch réwnan:

{a(m —wi) + blug —w2) = (uj —wy)

{C(U1 —wi) + d(uz — w2) = (uy — wy)
a(vr — wi) + b(vy — w2) = (v —wy)

c(vr —wi) + d(v2 — wa) = (vy — wh)

Otrzymane uktady na mocy wzoréow Cramera (Fakt 1.51) maja jednoznaczne rozwiazanie, gdyz:

Uy — Wy U2 — W2 up — Wi
det =
V2 — W2 U — W2

V1 — w1
bo wektory u — w i v — w sa liniowo niezalezne.

U1 — w1
V2 — w2

>—det(u—w,v—w)5£0

Przyklad 7

1
Zmajdz przeksztatcenie liniowe plaszczyzny F' takie, ze I ( < > )

Rozwigzanie. Zgodnie z Faktem 2.14, poniewaz wektory (;) i

ze istnieje doktadnie jedno przeksztalcenie liniowe spelniajace warunki zadania. Wzér tego

przeksztatcenia ma posta¢ F'(X)

o & o 2
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W N NN =

a b
d

0)

1 czyli
-1

2 >

) X, gdzie a, b,

2

0\ . 2 -1
(1) (G)-(2)
nie sa wspotliniowe, wiemy,

2
3
¢, d spetniajg uktad réwnan:
a+2b=0
c+2d=1

2a +3b= -1
2c+3d =2
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Rozwiazujac ten uktad otrzymujemy:

a=—2

b=1 -2 1
czyli F(X)= X

- i o= (7))

d=20

75

Przyklad 8

Znajdz przeksztalcenie afiniczne plaszczyzny F takie, ze F ((1)) = (2), F ((?)) = <g>

e ((4))-(4)

1

Rozwigzanie. Punkty A = <1), B = <

zobaczy¢ np. sprawdzajac, ze wektory ﬁ =lp) 1 zﬁ = (_02 nie sa wspolliniowe), wiec

zgodnie z Faktem 2.15 istnieje doktadnie jedno przeksztalcenie afiniczne, spetniajace warunki
zadania. Wzoér tego przeksztalcenia ma postac:

_fa b
“\e

Niewiadome a, b, ¢, d, e, f spelniaja uktad réwnan:

F(X)

2
1

a b 1 n e\ (2 (a—l—b—l—e:2

¢ d)\1 7] \e c+d+f=6

a b 2 e 3 . 20 +b+e=3
+ = czyli

c d 1 f 9 2c+d+ f=9

a b 1 n el [ 4 a—b+e=4

¢ d) \-1 ) =2 lc—d+f=-2

) iC= (_1> nie leza na jednej prostej (co mozna

)x+(5)

3 4 -1

Rozwiazujac ten uklad rownan otrzymujemy F(X) = (1 _1> X+ < 2 >

Do szczegélnych punktéw zwiazanych z danym przeksztatceniem naleza tzw. punkty stale
przeksztatcenia:

Definicja 2.16

Punktem statym przeksztalcenia F' nazywamy taki punkt X, ze FI(X) = X.

Przyktad 9
Wyznacz punkty state nastepujacych przeksztatcen:

(a) obrot wokot punktu S o kat 6 # 0,

(b) odbicie (symetria) wzgledem prostej ¢,

)
(c) translacja o wektor v # 0,
)

(d) identycznosé.
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Rozwigzanie. (a) Jedynym punktem stalym obrotu jest §rodek obrotu, czyli punkt S.

(b) Punktem stalym odbicia (symetrii) wzgledem prostej jest kazdy punkt lezacy na osi
odbicia, czyli zbiorem punktéw stalych jest prosta £.

(c) Translacja o niezerowy wektor nie ma punktow statych.

(d) Identycznosé to przeksztalcenie, dla ktorego kazdy punkt jest punktem stalym.

Przyklad 10
Wyznacz wszystkie punkty state przeksztatcenia afinicznego danego wzorem:

@ o= (4 3)xe (22) e = (3 5)x+ ()

Rozwigzanie. (a) Szukamy punktow (g) spelniajacych réwnanie:

620+ E)-0) = 550
+ = czyli
3 -1/ \y —4 Y 3r—y—4=y

Rozwiazujac ten uktad réwnan otrzymujemy (”;) = (?)

(b) Szukamy punktow <§> spelniajacych réwnanie:

<2 1) (x) (1) <x> . J2r4+y+l=x
+ = czyli
4 5)\y 4 Yy 4o +5y+4=y
Uktad ten ma nieskoriczenie wiele rozwiazan: kazdy punkt lezacy na prostej x +y+1=0. Sa
to wszystkie punkty state przeksztalcenia G.

Fakt 2.4 mozna teraz wystowi¢ nastepujaco: przeksztatcenie afiniczne jest przeksztatceniem
liniowym wtedy i tylko wtedy, gdy 0 jest jego punktem stalym.

Zbior punktow statych przeksztalcenia afinicznego (a wiec rowniez przeksztalcenia linio-
wego) jest punktem lub prosta lub zbiorem pustym lub cala plaszczyzna.

Dowdd. Jesli F jest przeksztalceniem afinicznym, to F ((;)) = (ch Z) <;:> + (;) dla pew-

nych a, b, ¢, d, e, f. Punkty stale F' to rozwiazania réwnania:

+ = czyli
c dJ \y / (1 cxt+dy+f=y
Uktad ten zapisany w postaci (1.13) to:

{(a—l)x—i—by——e
cx+(d—1)y=—f

Zgodnie z Faktem 1.50 zbiér rozwiazari takiego ukltadu jest punktem lub prosta lub zbiorem
pustym lub cala plaszczyzng. O
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2.3 Skladanie przeksztalcen

Niech F'i G beda przeksztalceniami plaszczyzny. Oznaczmy obraz przez przeksztalcenie G do-
wolnego punktu X jako X', za§ obraz punktu X' przez przeksztatcenie F jako X”. Wowczas
przeksztalcenie, ktore przeprowadza X na X' nazywamy zlozeniem przeksztatcenn F i G i ozna-
czamy F o G:

x & x 5 xr
Formalnie mozna to zapisa¢ w nastepujacy sposob:
Definicja 2.18

Ztozeniem przeksztatcern F'1 G nazywamy przeksztalcenie F' o G zadane nastepujacym
wzorem:

(FoG)(X) = F(G(X)) (2.10)

Zauwazmy, ze przeksztalcenia w zlozeniu F o G wykonywane sa ,0d prawej do lewej”, tzn.
najpierw G, potem F. Taka kolejnosé¢ zostata ustalona po to, by wzor (2.10) mial mozliwie
prosta posta¢ (kolejnosé liter po obu stronach rownosci jest jednakowa).

Przyktad 1

Znajdz ztozenia T, o Ty, i Ty, o Ty, translacji Ty, i T, gdzie u = <é> oraz v = <?1’>

Rozwigzanie (sposdb 1).

Ny,
>
Ny,
Cad

\
8
\
8

Zauwazmy, ze dla dowolnego punktu X zachodzi:
(Ty o Ty)(X) = Ty(Tw(X)) = Tyuro(X) (pierwszy rysunek)
(TyoTy)(X) = Ty(Ty(X)) = Tysu(X)  (drugi rysunek)

Rozwigzanie (sposéb IT). Wzory obu przeksztaltcen to:

T,(X) = X + @) oraz Ty(X) = X + G’)

() ()= (G12) - () () - ()
n () () -=(C) -G+ ()= (1)
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Przyktad 2
Znajdz zlozenia Sy, 0S5, i S; 0.5, odbicia S, wzgledem osi Ox z odbiciem Sy wzgledem osi Oy.
Rozwigzanie (sposéb I). Zauwazmy, ze dla dowolnego punktu X zachodzi:

(Sy 0 Sx)(X) = Sy(S:(X)) = Re(X) (pierwszy rysunek)

(Sz08y)(X) = 5:(Sy(X)) = Re(X) (drugi rysunek)
gdzie R, oznacza obrét o kat m wokot punktu O (czyli symetrie srodkows).

Y )
A A
X/ XI/

Rozwigzanie (sposéb 1I). Wzory obu przeksztaltcen to:

#(0)=) o s(6)=()

Stad otrzymujemy:

Przyktad 3
Znajdz ztozenia odbi¢ Spo Sy i Sy 0 Sy, gdzie £ jest prosty o réwnaniu y = x.
Rozwigzanie (sposdb I).

Y )
A X7 / A X
N R X/ N \\ X/
3 o\ | A0 |
0 g > T 0 B : > T
. X X
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Pierwszy rysunek przedstawia zlozenie Sy o S,. Zauwazmy, ze o + = 45° (kat nachylenia
prostej y = x do osi Ozx), wiec 2a+ 23 = 90°. Poniewaz dodatkowo OX = OX' = OX”, wiec
punkt X obraca sie o kat +90° wokoét punktu O. Stad: Spo S, = Rygpeo.

Drugi rysunek przedstawia ztozenie S, o Sy. Podobne rozumowanie jak powyzej pokazuje,
ze punkt X obraca sie o kat —90° wok6t punktu O. Stad: S, 0.5y = R_gge.

Rozwigzanie (sposéb II). Wzory przeksztalceri to (wzor na Sy byt wyprowadzony w Przykta-
dzie 11 7z Rozdziatu 2.2):

(O = +(0)-0)

e () - (- () ()~ ()
o ()55 ()= ()~ (2

Zauwazmy, ze zgodnie ze wzorem z Przyktadu 8 z Rozdzialu 2.1 sa to rzeczywiscie wzory
obrotéow o +90° i —90° woké6t punktu O.

Przyklad 4

Znajdz ztozenia Spo S, 1 S, o Sy odbicia Sy wzgledem prostej £ nachylonej pod katem ¢ do
dodatniej potosi Ox z odbiciem S, wzgledem osi Ox.

Rozwigzanie (sposéb I). Pierwszy rysunek przedstawia ztozenie SyoS,. Kat nachylenia prostej
¢ do osi Ox wynosi ¢, wiec a + 8 = . Poniewaz dodatkowo OX = OX' = OX”, wiec punkt
X obraca sie o kat 2¢ wokot punktu O, czyli

S€ o Sx = R2go

Drugi rysunek przedstawia zlozenie S, o Sy. Podobne rozumowanie jak powyzej pokazuje,
ze punkt X obraca sie o kat —2¢ wokét punktu O, czyli

SmOS@:R_zp
Y Yy
A A
X//
¢ x !
\\ \ /
B\ X! WX
o\ LA 0, =B\ .
\(LJ\“ ~ : >
X ‘X/l

Rozwigzanie (sposéb 1I). Wzory przeksztalceni to (wzor na Sy byt wyprowadzony w Przykla-
dzie 6 z Rozdziatu 2.2):

#(0)=6 2) ) o o((G))= (52 225) 6)
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Stad otrzymujemy:

(=) ==l HE)- e )6 %) 0)
-( ) () = (0)
(s (G) 7o (e 2as) G)=6 %) (sl i) ()
~(mm ) ()= (0 e () e ()

Przyklad 5

Znajdz ztozenia Sp o Sy oraz S4 o Sp symetrii srodkowych o $rodkach O 1 A = <2>

Rozwigzanie (sposdb 1).

Zauwazmy, ze w obu przypadkach odcinek OA taczy srodki bokow trojkata X X' X", skad na
mocy Twierdzenia Talesa mamy (niezaleznie od wyboru punktu X):

—= == —
XX"=2.40 (pierwszy rysunek) oraz X X" = 2. OA (drugi rysunek)

Stad
So oSy :T2E oraz S4 080 :T2a

W szcezegolnosel Sp 0S4 # Sa 0 So.

Rozwigzanie (sposéb II). Wzory przeksztatcen to (wzor na S byt wyprowadzany w Przykta-
dzie 11 z Rozdziatu 2.1):

0 (() =) o 9 ((0)=(20)

Stad otrzymujemy:

()56 () -#(6)- (9
o) - () () 639
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Przyktad 6

Znajdz ztozenia S o Ri Ro .S odbicia S wzgledem prostej o réwnaniu y = x z obrotem R o
kat 5 wokot punktu O.
Rozwigzanie. Tym razem zlozenie trudno jest zobaczy¢ na rysunku, ale mozna wyliczy¢ jego

wzoér, podobnie jak w poprzednich przyktadach. W Przyktadzie 4 z Rozdziatu 2.2 wyprowa-
dzono wzory przeksztatcen S i R:

S(X) = (? é) X, R(X)= (2 _01> X

Przyklad 7

Znajdz ztozenia Sy o Sy, i Sy o Sy odbicia Sy wzgledem prostej o réwnaniu x = 3 i odbicia 5,
wzgledem osi Oy.

Rozwigzanie (sposdb I). Pierwszy rysunek przedstawia zlozenie Sy o S,. Zauwazmy, ze dla

dowolnego X zachodzi X X" = <g), skad:

SEOSy :T((ﬁj)

Drugi rysunek przedstawia ztozenie S, o Sy. Dla dowolnego X zachodzi Xx" = <_06>, skad:

SOS@:T_G
! (7)
Y Y
A A
14 l
XY X X' XX
ala 3—ald—a 3—al3d—a 0|0
> > T
3 3

Rozwigzanie (sposéb 1I). Zauwazmy, ze dla dowolnego (g) zachodzi:

()= () e 5 (G)= ()
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Stad otrzymujemy:

wres () =2 (5 (G))) =5 () = C37) =7 ()
e () =5 (2 (6))) =5 (7)) = () =7 (G)

Przyklad 8
Znajdz ztozenia RS o R_% i R_% o RS obrotéw wokél punktow Oi S = 1
2 2

5 -
Rozwigzanie. Postepujac podobnie jak w Przyktadach 8 i 9 z Rozdziatu 2.1 mozemy wypro-

wadzi¢ wzory: R (0) = (Z?j((:%)) _CZ?(__%)> X — (_01 é) X

Zatem:

Przyklad 9

. .o . . 2 1 . 1 2 1
Znajdz ztozenia F oG i G o F przeksztalcen F(X) = <3 1> XiGX)= <_1 0) X+ <1>
Rozwigzanie.

<FoG><X>=F<G<X>>=F<(_11 3)“@)2(3 D((—ll S>X+®>
G (G606 o)
(GOF><X>:G(F(X>>=G(<§ DX>=<_11 g) ((3 DX)*(D
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Przyktlad 10

1 2
Przedstaw przeksztalcenie afiniczne F(X) = <§ 1> X+ <1) w postaci ztozenia przeksztat-

cenia liniowego i translacji.

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze dla G(X) = <g i) X oraz v = (%) otrzymujemy:

(T 0 G)(X) = Tu(G(X)) = T, ((3 }) X) . (3 }) X+ @ ~ F(X)

T,0G=F

czyli

Mozliwe jest réwniez znalezienie rozktadu:
GoT,=F

dla pewnego (innego) wektora u. Wowczas:
1 1 1
(G oT)(X) = G(Tu(X)) = G(X +u) = (g 1) (X +u) = (3 1) X+ <;’ 1) ‘u

wiec szukany wektor u = (Zq) ) musi spelia¢ warunek:

3 1\ (p 2 ) 3p+qg=2
9 1 =11 czyli
q 2p+q=1
Skad u = (Z) = <_11> Zauwazmy, ze u # v, co zwazywszy na (dostrzezona w poprzednich

przyktadach) nieprzemiennosé sktadania przeksztatcen nie powinno dziwic.

Powyzszy przyktad mozna uogélni¢ na dowolne przeksztatcenia afiniczne, co pokazuje poniz-
szy fakt.

Kazde przeksztalcenie afiniczne ptaszczyzny jest zlozeniem przeksztalcenia liniowego i
translacji.

Dowdd. Dane jest przeksztalcenie afiniczne FI(X) = AX + v, gdzie A jest macierza 2 X 2, zas v
jest wektorem. Oznaczmy przez G(X) = AX przeksztalcenie liniowe o macierzy A. Wowczas:

F=T,0G

gdyz
(TyoG)(X) =Ty(G(X)) =Ty(AX) = AX +v

gdzie T, oznacza translacje o wektor v. O

Obserwacje ze wszystkich przyktadéw z tego rozdzialu mozna podsumowaé nastepujacym
faktem:
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1) Zlozenie przeksztalcen liniowych plaszczyzny jest przeksztalceniem liniowym.

2) Zlozenie przeksztalceri afinicznych plaszczyzny jest przeksztalceniem afinicznym.

Dowdd. (1) Niech F(X) = AX oraz G(X) = BX, gdzie X = (‘;), za$§ A i B to macierze 2 x 2.
Korzystajac z prawa lacznosci mnozenia macierzy (Fakt 2.10) otrzymujemy:
(FoG)(X)=F(G(X)) = F(BX) = A- (BX) = (AB)X

czyli F' o G jest przeksztalceniem liniowym.
(2) Niech F(X) = AX 4+ v oraz G(X) = BX 4w, gdzie X = <§>, A1 B to macierze 2 X 2, a

v i w to wektory. Korzystajac z prawa tacznogci mnozenia macierzy oraz rozdzielnoéci mnozenia
wzgledem dodawania (Fakt 2.10) otrzymujemy:

(FoG)(X) = F(G(X)) = F(BX +w) = A- (BX +w) +v = (AB)X + (Aw + )

czyli F' o G jest przeksztalceniem afinicznym. Ul

Fakt 2.21

Jedli F'1 G sa przeksztatceniami liniowymi plaszczyzny, to:
m(F o G) =m(F) - -m(Q)

(tzn. skladanie przeksztatcen liniowych odpowiada mnozeniu ich macierzy).

Dowdd. Oznaczmy macierze przeksztatcenn F'i G przez A = m(F) i B = m(G). Wowczas:
(Fo@)(X) = F(G(X)) = F(BX) = A-(BX) = (A- B)X
czyli A- B=m(F oG). O

Fakt 2.22

Sktadanie przeksztalcen jest taczne, tzn. dla dowolnych przeksztatcenn F'; G, H (dla kto-
rych ponizsze zlozenia maja sens) zachodzi:

(FoG)oH=Fo(GoH)

Sktadanie przeksztatcen nie jest przemienne.

Dowdd. Zgodnie z Definicja 2.18:
(FoG)oH)(X) = (FoG)((H(X)) = F(G(H(X)))

(F'o(Go H))(X) = (F(Go H(X))) = F(G(H(X)))

O
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Przyktad 11

Przestaw obrot RS o kat & wokot punktu S = <1
6

2) w postaci ztozenia:

RS =T,0RxoT.,
6 6

gdzie R% jest obrotem wokot punktu O. Wykorzystaj to przedstawienie do znalezienia wzoru
przeksztalcenia R*Z .

6
Rozwigzanie. Na rysunku widaé, ze:

/
A RS
T // 6
O
// _ - X
S,/ -7
/// T — ]
;g (Z2)
ol -
> X

Wzory translacji i obrotu wokoét punktu O wyznaczyliémy juz w Przyktadach 11 8 w Rozdziale
T z+1 T r—1
T = T _ =
0 (G)-Cr2) 1 (6)-622)
R r\\ _ (cosg —sing) (T _ § —% x
G ~ \sinZT  cosZ I VA
y 5 5 )\ LB \y

wiec otrzymujemy:

() (e 7o) () =70 (1 (1 ()

3 1 3 1 3
o1 (w—1>+<1>: Ly Ly 8 49
) A A TR R RS R

co pokrywa sie ze wzorem z Przyktadu 9 z Rozdziatu 2.1.
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2.4 Izometrie plaszczyzny

Definicja 2.23

Izometria ptaszczyzny, to przeksztalcenie F : R? — R2, ktoére zachowuje odlegtosci, tzn.
dla dowolnych A, B € R? zachodzi

T
|A'B'| = |AB|

Izometria liniowa plaszczyzny, to izometria plaszczyzny, ktéra jest réwnoczesnie prze-
ksztalceniem liniowym.

Przyktady izometrii:

izometrie izometrie liniowe
obrot wokét punktu obrét woko6t punktu 0
odbicie wzgledem prostej | odbicie wzgledem prostej przechodzacej przez punkt 0
translacja translacja o wektor 0 (=identycznosc)
identycznosé identycznosé

Twierdzenie 2.24

Kazda izometria ptaszczyzny jest przeksztatceniem afinicznym.

Dowod tego waznego twierdzenia wykracza poza ramy niniejszego skryptu.

[zometria plaszczyzny F jest liniowa wtedy i tylko wtedy, gdy F'(0) = 0.

Dowdd. Zgodnie z Twierdzeniem 2.24 izometria ptaszczyzny jest przeksztalceniem afinicznym,
wiec zgodnie z Faktem 2.4 jest liniowa wtedy i tylko wtedy, gdy F(0) = 0. O

Wzajemne relacje pomiedzy poznanymi typami przeksztalcen ptaszczyzny zebrane sa na po-
nizszym diagramie:

Przeksztatcenia ptaszczyzny
Afiniczne

Liniowe Izometrie

Izom.

liniowe
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Kazda izometria plaszczyzny zachowuje katy, tzn. ZABC = ZA'B'C'.

Dowdd. Trojkat ABC i jego izometryczny obraz A'B’'C’ sy przystajace, gdyz izometria zacho-
wuje dlugosei (cecha przystawania trojkatow bbb). Wobec tego odpowiadajace sobie katy tych
trojkatow maja rowne miary, w szczegdlnosci ZABC = LA'B'C'.

Yy
A Bl

a

Y
8

Jesli F' jest izometria plaszczyzny, to dowolny wielokat AjAs ... A, jest przystajacy do
swojego obrazu A AY ... Al przez przeksztalcenie F.

Dowdd. Wielokat Aj1As... A, i jego obraz A}A,... Al maja odpowiednie boki jednakowych
dtugosci (Definicja 2.23) i odpowiednie katy tej samej miary (Fakt 2.26). Wielokaty te sa zatem
przystajace. O

Powyzszy wniosek mozna uogélni¢ na dowolne figury na ptaszczyznie, jednak dowod takiego
uogblnienia wykracza poza ramy niniejszego skryptu.

Jesli F' jest izometria plaszczyzny, to dowolna figura jest przystajaca do swojego obrazu
przez przeksztalcenie F'.

Poniewaz w obszarze naszych zainteresowan znajduja sie niemal wylacznie przeksztatcenia
liniowe, wiec sposréd wszystkich izometrii zajmowac sie bedziemy gtéwnie izometriami liniowymi.

Definicja 2.29

Mowimy, ze A jest macierzq izometrii, jesli przeksztatcenie liniowe F takie, ze m(F) = A
(tzn. F(X) = AX) jest izometria (jest to oczywiscie izometria liniowa).

Twierdzenie 2.30: Klasyfikacja izometrii liniowych

Kazda izometria liniowa plaszczyzny jest albo obrotem wokét punktu O, albo odbiciem
wzgledem pewnej prostej przechodzacej przez punkt O.

Przeksztalcenie identycznosciowe (ktore rowniez jest izometrig liniowa) traktujemy tu jako
szczegolny przypadek obrotu (obrét o kat 0).
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1\ . . . . . .
Dowdd. Wersory e; = <O> iey= <(1)> sa prostopadtowymi wektorami dtugosci 1, zas izometria

zachowuje dtugosci odcinkéw i miary katow, wiec obrazy F(ei) i F(ez) to rowniez prostopadte
wektory jednostkowe. Zgodnie z (1.10) wspotrzedne biegunowe wektora dtugosci 1 to:

cos 6
Fle) = <Sin 9)
dla pewnego kata 6. Wektor F'(e2) jest prostopadty do F'(ey), wiec jest postaci:

—sinf
Fles) =t < cosf >

Poniewaz |F(e2)| = 1, wiec |t| = £1. To daje nam dwie mozliwosci:

Fleg) = (_ Sine) lub  F(ez) = ( sin 0 )

cosf —cosf

Na mocy Faktu 2.13 kolumny macierzy przeksztatcenia liniowego to obrazy wersoréw, wiec
macierz izometrii liniowej F' jest postaci:

(COSG —sm9) lub <cos€ sm0> (2.11)

sinf cos@ sinf@ —cos6

Pierwsza z tych macierzy to macierz obrotu wokol O o kat 6 (Przyklad 8 z Rozdzialu 2.1 lub
Przyktad 4 z Rozdziatu 2.2). Druga z tych macierzy to macierz odbicia wzgledem prostej £
nachylonej pod katem « = %6’ do dodatniej potosi Oz (Przyktad 6 z Rozdziatu 2.2).

Y Y
A A
F(e €2 F(e
\ (e1) A (e1)
F(f’g) @ fj
Y0 >—> T 32 ! T
€1

Zatem F jest obrotem wokoét punktu O lub odbiciem wzgledem prostej przechodzacej przez punkt
0. O

Fakt 2.31

Niech A bedzie macierza 2 x 2. Wowczas nastepujace warunki sg rownowazne:
1) A jest macierza izometrii,

. . a —b a b . 2 2
2) A jest postaci <b a> lub <b —a)’ gdzie a* + b =1,

3) kolumny macierzy A sa prostopadtymi wektorami dtugosci 1.
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Dowdd. (1) <= (2)
Zgodnie ze wzorem (2.11) macierz izometrii jest postaci

((3089 —sin@) lub <cos€ sin9> (2.12)

sinf  cos#f sinf —cosf
gdzie (cosf)? + (sinf)? = 1. Z drugiej strony kazda macierz postaci
a —b a b
) Gl
gdzie a® +b% = 1 mozna zapisa¢ w postaci (2.12) (gdzie (Z?jg) to zapis jednostkowego wektora

w postaci biegunowej (1.10)).
(2) = (3)

a
b
Pierwsza kolumna macierzy jest dtugosci 1 wtedy i tylko wtedy, gdy jest postaci <Z), gdzie
a? + > = 1. Druga kolumna jest do niej prostopadla wtedy i tylko wtedy, gdy jest postaci
b . . .
t- <—a>’ przy czym jest ona dlugosci 1 wtedy i tylko wtedy, gdy t = +1.

Wyznacznik macierzy izometrii to £1.

Dowdd. Na mocy Faktu 2.31 wyznacznik macierzy izometrii to:

det (¢ ) =a?1r=1 Wb det(® P )=-a2-t?=-1
b a b —a

O

Fakt ten ma zwigzek z tym, ze izometria zachowuje nie tylko dlugosci odcinkéw i miary
katow, ale rowniez pola figur (zgodnie z Faktem 2.28 przeksztalca kazda figure na figure do niej
przystajaca, wiec w szczegolnosci o takim samym polu, co figura wyjsciowa). Zwiazek miedzy
wyznacznikiem macierzy przeksztalcenia liniowego a zachowowaniem pola wyjasnia kolejne fakty.

Dla dowolnych macierzy A i B rozmiaru 2 X 2 zachodzi wzor:

det(AB) = det A -det B

/ /

Dowdd. Oznaczmy A = (CCL Z) oraz B = <CCL, d’> i obliczmy lewsa i prawg strone wzoru:

aa’' +bc  ab' + bd

det(AB) = det (ca’ +dd b +dd

) = (ad' +bc)(cb' + dd') — (ab' + bd')(ca’ + dc’)

= (ad’)(cb') + (ad)(dd') + (bc)(cb') + (b)) (dd') — (ab')(ca’) — (ab')(dc') — (bd')(ca’) — (bd')(dc)
= acd'c + bdb'd — act/d — bda'
det A - det B = (ad — be)(d'd — b'd) = add’d' + beb'! — adb'c’ — bea’d’ = det(AB)
Ul
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Jesli F(X) = AX jest przeksztalceniem liniowym plaszczyzny, to dla dowolnego trojkata
OKL (gdzie O to poczatek uktadu wspoétrzednych) zachodzi:

Ppror'r = |det A| - ProkL

K/

Dowdd. Niech A = <“ b). Wektory K = (xK) L= <$L) K' = (“"K> I = (“)
c d YK YL YK (%

Zauwazmy, ze zgodnie z regula mnozenia macierzy, mozna oba te warunki (wektorowe) zapisac
jednym warunkiem (macierzowym):

a b rg xr\ [Tk X
c d) \yx z1) \yxw <z

skad na mocy Faktu 2.33 mamy:
det <a b) - det (xK xL) = det (xK/ xL/)
c d YKk TL YK T

1 1 / /
det a b - — |det R - det TE' TL
c d 2 YK TL 2 Yk TL

co zgodnie z Faktem 1.37 daje:

czyli

|det A| - Panokxr = Pror'r

Jesli FI(X) = AX jest przeksztalceniem liniowym ptaszczyzny, to dla dowolnego wielokata
S1...5, zachodzi:

Pg; g, = |det Al - Pg,..s,
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S5 A S Se Sy A8
Sa S5 Sa S5

S1 S S’

Dowdd. Jedli jednym z wierzchotkéw wielokata jest punkt O, to wynika to z Faktu 1.48 oraz
Faktu 2.34, na przyktad w sytuacji przedstawionej na pierwszym rysunku otrzymujemy:

Posisys, = Prosysy + Prosys, = [det Al - Paosys, + | det A| - Paos,ss

= |det Al - (Pros, s, + Pros,ss) = | det Al - Pos, 5,55

(F jest przeksztalceniem liniowym, wiec O’ = F(O) = O).
W sytuacji, gdy O nie jest wierzchotkiem wielokata, wykorzystujemy przypadek rozpatrzony
powyzej, na przyktad w sytuacji przedstawionej na drugim rysunku otrzymujemy:

Pgi 51515, = Posysysis;, — Prosys, = [det Al - Pog, 8,858, — [det A| - Paos, s,

= |detA| ’ (P051525354 - PAOS1S4) = |detA| ’ PS1525354

O

Whiosek 2.35 mozna uogdlni¢ na dowolne figury. Dowod tak ogélnego faktu wymaga formalnej
definicji pola oraz pojecia granicy i wykracza poza ramy niniejszego skryptu.

Jedli F(X) = AX jest przeksztalceniem liniowym plaszczyzny, to dla dowolnej figury f
(niekoniecznie wielokata) zachodzi:

Pf = ]detA] 'Pf

Interpretacja geometryczna wyznacznika macierzy przeksztatcenia dotyczy nie tylko wartosci
bezwzglednej wyznacznika, ale réwniez jego znaku. Stad nastepujaca definicja.

Definicja 2.37

Przeksztaltcenie liniowe F' zachowuje orientacje, jedli dla dowolnych niewspoétliniowych
wektorow u i v pary (u,v) i (F(u), F(v)) maja jednakowe orientacje, a zmienia orientacje,
jesli dla dowolnych niewspotliniowych wektorow w i v pary (u,v) i (F(u), F(v)) maja
przeciwne orientacje.

Nieformalny sposéb rozrézniania przeksztatcen ptaszczyzny zachowujacych orientacje od tych,
ktore ja zmieniaja jest nastepujacy: przeksztalcenie plaszczyzny zachowuje orientacje, jesli ob-
raz np. litery R jest litera R (by¢ moze nieco zdeformowang), natomiast zmienia orientacje, jesli
obraz litery R jest jej lustrzanym odbiciem A (by¢ moze nieco zdeformowanym).
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translacja odbicie

Fakt 2.38

Jesli A jest macierza przeksztatcenia liniowego ptaszczyzny F, to:

e F' zachowuje orientacje <= det A > 0,

e [ zmienia orientacje <= det A < 0.

e B b (wm _(un (Y (v
Dowdd. Niech A = <c d>' Wektory u = <u2>’ v o= <v2)’ F(u) = <u’2 , F(v) = ol
spelniaja warunki:

b\ (w1 [} orng (@ b\ (vi) (v}
d) \uy)  \u c d) \vy) \W)

Podobnie jak w dowodzie Faktu 2.34 oba te warunki (wektorowe) mozna zapisaé¢ jednym warun-

kiem (macierzowym):
a b\ (ur v\ [(u] v}
c d) \uz wvo) \uh

skad na mocy Faktu 2.33 otrzymujemy:
/ /
det (a b) - det (ul v1> = det (u} U})
c d Uz V2 Uy Uy

det A - det(u,v) = det(F(u), F(v))

s

[SIS]

czyli

Zatem:
o jesli det A > 0, to wyznaczniki det(u,v) i det(F(u), F'(v)) maja jednakowe znaki,
o jesli det A < 0, to wyznaczniki det(u, v) i det(F(u), F'(v)) maja przeciwne znaki,
o jeslidet A =0, to det(F(u), F'(v)) = 0, wiec nie mozna moéwic o orientacji pary (F'(u), F'(v)).
O

Wyznacznik macierzy izometrii zachowujacej orientacje to +1, a wyznacznik macierzy
izometrii zmieniajacej orientacje to —1.

Dowdd. 7Zgodnie z Wnioskiem 2.32 wyznacznik macierzy izometrii to +1. Fakt 2.38 wiaze znak
wyznacznika z zachowywaniem /zmiang orientacji. O

Copyright © Tomasz Elsner, 2019



2.5. PRZEKSZTAECENIA ROZNOWARTOSCIOWE I ,NA” 93

Przyklad 1
Ustal, ktére z ponizszych przeksztatcen zachowuje, a ktére zmienia orientacje:
(a) obrot, (b) odbicie wzgledem prostej, (c) jednokladnosé,

(d) powinowactwo prostokatne, (e) rzut prostokatny.

Rozwigzanie. Rozwazajac, ktore z przeksztalcen przeprowadzaja R na R, a ktéore na f nie-
trudno zauwazy¢, ze obrot, jednokladnosé (zaréwno o skali dodatniej, jak i ujemnej) oraz
powinowactwo prostokatne o skali dodatniej zachowuja orientacje, natomiast odbicie wzgle-
dem prostej i powinowactwo prostokatne o skali ujemnej zmieniaja orientacje. W przypadku
rzutu prostokatnego nie mozna moéwi¢ o zachowywaniu bad7z zmianie orientacji.

Przyklad 2

Ustal, ktéra z ponizszych macierzy jest macierzg przeksztalcenia liniowego zachowujacego
orientacje, a ktéra — przeksztalcenia zmieniajacego orientacje:

2 3 2 1 15
(50 m=Ga) G
Rozwigzanie. Zauwazmy, ze

det A > 0, det B =0, det C' < 0.

Zatem A jest macierza przeksztalcenia liniowego zachowujacego orientacje, C' — macierza prze-
ksztalcenia zmieniajacego orientacje, zas B nie nalezy do zadnego z tych zbior6w macierzy.

2.5 Przeksztalcenia ré6znowartosciowe i ,,na”

Przeksztatcenie liniowe nie musi mie¢ jednakowej dziedziny i przeciwdziedziny (jak w poprzednich
rozdziatach, gdzie badaliémy jedynie przeksztatcenia F' : R? — R?). Poniewaz w pierwszej czesci
skryptu zajmujemy sie jedynie przestrzeniami 1- i 2-wymiarowymi, wiec ograniczamy sie do
przeksztatcen, gdzie zarowno dziedzing, jak i przeciwdziedzing jest jedna z przestrzeni: R? i R.

Definicja 2.40

Przeksztatceniem liniowym bedziemy nazywac taka funkcje F', ktorej:
e dziedzing jest R lub R2,
e przeciwdziedzing jest R lub R?,

e wzor jest postaci FI(X) = A - X, gdzie A jest macierza, za$ - oznacza mnozenie
macierzy.

W Rozdziale 2.1 poznalismy duzo przyktadéw przeksztalcen liniowych F : R? — R?2. W
zwigzku z tym zaczniemy od przykladw przeksztatcen liniowych, gdzie dziedzina badz przeciw-
dziedzina jest zbior R.

Przyklad 1 (znakowana odleglosé od prostej)

Dane jest przeksztalcenie F' : R? — R, ktore kazdemu punktowi przyporzadkowuje jego zna-
kowang odlegloéé¢ od prostej o réwnaniu 2x 4+ y = 0. Uzasadnij, ze F' jest przeksztalceniem
liniowym oraz znajdZ macierz tego przeksztatcenia.
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Rozwigzanie. Zgodnie z Wnioskiem 1.46 znakowana odlegltoé¢ punktu X = (Zj) od prostej o

rownaniu 2z +y = 0 jest réwna:

((x)) 2 +y 20 +y 25 V56
Yy V22 412 V5 5 5

Przeksztatcenie to jest liniowe, gdyz:

w(() = 9)- ()

gdzie (2?\/5 %) jest macierza tego przeksztalcenia.

Przyktad 2 (znakowane pole)

Dany jest punkt A = (2) oraz przeksztalcenie Fjy : R? — R, ktore kazdemu punktowi X

przyporzadkowuje znakowane pole trojkgta OAX. Uzasadnij, ze F4 jest przeksztalceniem
liniowym oraz znajdZ macierz tego przeksztatcenia.
Rozwigzanie. Zgodnie z Faktem 1.40 znakowane pole trojkata OAX to:

T 1 3 z 3
F = —det = — -
() =z (3 3) = e

Przeksztalcenie to jest liniowe, gdyz:

= (6) =0 ()

gdzie (—1 %) jest macierza przeksztatcenia.

Przyktad 3 (iloczyn skalarny)

Dany jest wektor v = oraz przeksztatcenie G, : R? — R, ktore kazdemu wektorowi X

5
-1
przyporzadkowuje iloczyn skalarny v o X. Uzasadnij, ze G, jest przeksztalceniem liniowym
oraz znajdz macierz tego przeksztalcenia.

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze:

o ()=o) () )=
o ()= ()

Zatem przeksztalcenie to jest liniowe, a jego macierz to (5 —1).

czyli

Przyklad 4 (Przeksztalcenie liniowe R — R?)

S . t
Uzasadnij, ze przeksztatcenie F : R — R? dane wzorem F(t) = <§t> (tzn. przyporzad-

kowujace liczbie rzeczywistej ¢ odpowiedni punkt na prostej o réwnaniu parametrycznym
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(Z/;) =t <2>) jest przeksztatceniem liniowym oraz znajdZ macierz tego przeksztatcenia.

Rozwigzanie. Przeksztalcenie liniowe F' mozna zapisa¢ w nastepujacy sposoéb jako mnozenie
macierzy (pamietajac, ze liczbe ¢t € R utozsamiamy z macierza (t) o rozmiarze 1 x 1):

- () - (2

Zatem przeksztalcenie to jest liniowe, a jego macierz to <g)

Przyktad 5 (Przeksztalcenie liniowe R — R)

Dane sg przeksztalcenia F : R - Ri G : R — R zadane wzorami F'(t) = 3t oraz G(t) = 3t+ 1.
Ustal, ktére z nich jest przeksztatceniem liniowym oraz znajdz macierz tego przeksztatcenia.
Rozwigzanie. Przeksztatcenie liniowe F' mozna zapisa¢ w nastepujacy sposéb jako mnozenie
macierzy (pamietajac, ze liczbe ¢ € R utozsamiamy z macierza (t) o rozmiarze 1 x 1):

F(t) = (3)-(t) = (3t)

Zatem przeksztalcenie to jest liniowe, a jego macierz (rozmiaru 1 x 1) to (3).

Przeksztalcenia G nie mozna zapisa¢ w podobny sposdb, wiec nie jest ono przeksztatceniem
liniowym.

Zauwazmy, ze terminologia ta nieco odbiega od stosowanej w szkole (gdzie funkcja liniowa
nazywano funkcje f(z) = ax +b). W $wietle Definicji 2.40 funkcja postaci f(z) = azx jest
liniowa, nastomiast funkcja f(x) = ax + b (dla b # 0) nie jest liniowa (bedziemy ja nazywali
funkcja afiniczng).

Definicja 2.41

Obrazem punktu P przez przeksztalcenie F' nazywamy punkt F'(P).

Definicja 2.42

Przeciwobrazem punktu P przez przeksztalcenie F (oznaczanym F~![P]) nazywamy zbior
wszystkich takich punktow X, ze F(X) = P.

.

Przyktad 6

Znajdz obraz punktu <;

(a) symetria S wzgledem prostej o rownaniu 3z — 4y = 0,

> przez nastepujace przeksztalcenia:

(b) rzut P na prosta o réwnaniu 3z — 4y = 0,

(¢c) rzut P na prostg o rownaniu 2x — 3y — 4 = 0,
. , 4
(d) przeksztatcenie F' stale rowne Nk

Rozwigzanie. Przeksztalcenia te maja nastepujace wzory (wyznaczone w Przykladach 3,215
w Rozdziale 2.1):

724 16 12
S(X) = (%2 2@) X, P (X)= <%§ 295>X
2% 25 25 25
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Py(X) = @i %) X + <_18%> ,  F(X)= <§)

. 1 .
W zwiazku z tym obrazem punktu <2> przez te przeksztalcenia sa punkty

(()-() #(()-E) #(C)-Ch) #(6)-6)

Przyktad 7

Zmnajdz przeciwobraz punktu P = (g) przez nastepujace przeksztalcenia:
(a) symetria S wzgledem prostej o rownaniu 3z — 4y = 0,
(b) rzut P na prosta o réwnaniu 3z — 4y = 0,

(c) rzut P na prostg o rownaniu 2x — 3y — 4 = 0,
. , 4
(d) przeksztatcenie F stale rowne Nk

Rozwigzanie. Wzory powyzszych przeksztalcern przytoczono w poprzednim przyktadzie. Wy-
znaczenie przeciwobrazéw polega na rozwigzaniu réwnan:

@s(()=6) e (71 2)()=6)

Rozwiazaniem tego réwnania jest punkt ;j = (3> Mozna to zauwazy¢ réwniez bez

3 lezy na osi symetrii, wiec jest punktem stalym przeksztalcenia

i nie jest obrazem zadnego innego punktu.

()0 = F D6-0

Rozwiazaniem tego réwnania sg wszystkie punkty lezace na prostej <Z) =t ( 3 > + <4)

rachunkéw, jako ze punkt

e

—4 3

Mozna to zauwazy¢ réwniez bez rachunkéw, jako ze punkt 3 lezy na prostej, na ktora
. . 4 . . .
rzutujemy, wiec punkty przeprowadzane na 3 to punkty lezace na prostej prostopadtej do

prostej 3x — 4y = 0 i przechodzacej przez g
x 4 26 x 8 4
7)) = () e (¥ 1) () ()= ()
y 3 13 13/ \Y 13 3

Rozwiazaniem tego réwnania jest zbiér pusty. Mozna to zauwazy¢ rowniez bez rachunkéw,

jako ze punkt (4

3) nie lezy na prostej, na ktoérg rzutujemy, wiec nie jest obrazem zadnego

punktu.

SH(()-(0) = ()-0)

Roéwnanie to jest tozsamosciowe, jego zbiorem rozwiazan jest cala plaszczyzna.
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Przyktlad 8

. 1 :
Znalezé przeciwobraz punktu < > przez przeksztalcenie:

2

(a) afiniczne F' o wzorze F(X) = (:13 ?) X+ <(2)>’

(b) liniowe G o macierzy <i ;),

Rozwigzanie. Szukamy rozwiazan rownan wektorowych:

o= () 90,

Roéwnanie to mozna zapisa¢ w postaci uktadu dwoéch réwnan liniowych z dwoma niewia-
domymi:
r+2y=2
3x+ 5y =—1

1

wan=(). = (2 (0)-()

Roéownanie to mozna zapisa¢ w postaci uktadu dwoéch réwnan liniowych z dwoma niewia-

Rozwiazaniem tego ukladu jest punkt <_1).

domymi:

20 +y =2
dr + 2y = —1

Rozwiazaniem tego uktadu jest prosta o réwnaniu 2z +y — 1 = 0.

Jak wida¢ z powyzszych przyktaddw, przeciwobraz punktu moze sie sktada¢ z jednego punktu,
ale moze réwniez by¢ zbiorem pustym lub calg prosta, a nawet calta ptaszczyzna. W przypadku
przeksztatcen afinicznych plaszezyzny (w szczegolnosci liniowych) jest to kompletna lista mozli-
wosci, co pokazemy ponizej.

Fakt 2.43

Obrazem punktu przez dowolne przeksztalcenie jest punkt.

Fakt 2.44

Przeciwobrazem punktu przez przeksztaltcenie afiniczne F : R? — R? jest punkt lub prosta
lub zbiér pusty lub cata ptaszczyzna. Przeciwobraz ten jest punktem wtedy i tylko wtedy,
gdy det A # 0, gdzie F(X) = AX 4 v jest wzorem przeksztalcenia.

Dowdd. Niech F(X) = (CCL Z) X+ (;) bedzie przeksztatceniem afinicznym. Przeciwobrazem

punktu P = <Z ) jest zbidr rozwigzan réownania (z niewiadomymi x i y):

a b e P ) ax+by=p—e
X + = , 1
(L ()= () e im Ty

Zgodnie z Faktem 1.50 zbiorem rozwigzan tego ukltadu jest punkt lub prosta lub zbiér pusty
lub cata ptaszczyzna. Co wiecej, wiemy, ze rozwiazanie jest jednoznaczne (punkt) wtedy i tylko

wtedy, gdy det (i Z) £0. 0
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Definicja 2.45

Przeksztatcenie F' nazywamy réznowartosciowym, jedli dla dowolnych elementéw dziedziny
wiwv takich ze u # v zachodzi F(u) # F(v) (tzn. rézne punkty zawsze maja rozne obrazy).

Przykltad 9

Uzasadnij, ze ponizsze przeksztatcenia F : R? — R? nie sg réznowartosciowe:
(a) rzut na prosta ¢,

(b) przeksztalcenie state (stale rowne P).

Rozwigzanie. W kazdym przypadku mozna wskaza¢ takie (rozne) punkty A i B na plaszczyz-
nie, ze A’ = B':

Yy Yy
A A
4
\\ P :4/ _B/
A/:B/\\\ e 4
- > T > T
B 3

Przyktad 10

Uzasadnij, ze ponizsze przeksztatcenia F : R? — R? s3 roznowartogciowe:

(a) translacja T, o wektor v,
(b) odbicie S; wzgledem prostej £,
Rozwigzanie. Nietrudno zauwazy¢, ze dla dowolnych réznych punktow A i B zachodzi A’ # B':
() To(A) # To(B) (pierwszy rysunck)
(b) Su(A) # Si(B) (drugi rysunck)

Yy )
A Al A
A7
B’ /.1
BT A
> % i > T

) é'
M
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Przyktad 11
Sprawdz réznowartosciowos¢ ponizszych przeksztatcen:

(a) znakowana odlegtosé¢ od danej prostej ¢ (przeksztatcenie F' : R? — R),
. , . 4
(b) przeksztatcenie F': R — R® zadane macierza 1)

Rozwigzanie. Przeksztalcenie (a) nie jest roznowartosciowe, gdyz mozna wskazaé¢ dwa rézne
punkty A i B majace taka sama znakowana odleglosé¢ od prostej £.
Przeksztatcenie (b) jest roznowartosciowe, gdyz dla réznych argumentéw ¢ # s punkty

4\ . (4 . . :
t 1) 18 ) sarozmymi punktami plaszczyzny.

Definicje réznowartosciowosci przeksztatcenia mozna przeformutowaé uzywajac pojecia prze-

ciwobrazu:

Przeksztatcenie F' jest réznowartosciowe, wtedy i tylko wtedy, gdy przeciwobraz kazdego
punktu jest pojedynczym punktem lub zbiorem pustym.

Dowdd. Przeksztalcenie F jest roznowartosciowe, gdy nie istnieja takie rézne punkty w i v, ze
F(u) = F(v), czyli gdy przeciwobraz zadnego punktu nie zawiera dwoch lub wiecej punktow. [

Fakt 2.47

1) Przeksztatcenie liniowe F : R? — R? jest réznowartosciowe wtedy i tylko wtedy, gdy

. . a b . .
jego macierz m(F') = . g ) ma niezerowy wyznacznik.

2) Przeksztatcenie liniowe F : R? — R nigdy nie jest réznowartogciowe.

3) Przeksztatcenie liniowe F : R — R? jest réznowartosciowe wtedy i tylko wtedy, gdy

jego macierz m(F) = <Z> jest niezerowa.

4) Przeksztalcenie liniowe F': R — R jest roznowartosciowe wtedy i tylko wtedy, gdy
jego macierz m(F') = (a) jest niezerowa.

Dowdd. Zgodnie z Faktem 2.46 przeksztalcenie F' jest réznowartodciowe wtedy i tylko wtedy,
gdy dla dowolnego punktu P réwnanie F'(X) = P ma co najwyzej jedno rozwiazanie.
(1) W przypadku F : R? — R? oznacza to, ze rownanie (z niewiadomymi x i y):

et (2)6)-0

ma co najwyzej jedno rozwiazanie niezaleznie od wyboru <§> Zgodnie z Faktem 1.51 w

przypadku gdy det A # 0 réwnanie to ma jedno rozwigzanie niezaleznie od p i q. W przypadku
gdy det A = 0 réwnanie to ma 0 lub co rozwiazan, zaleznie od wyboru p i ¢. Przeksztatcenie F
jest zatem roznowarto$ciowe wtedy i tylko wtedy, gdy det A # 0.

(2) W przypadku F : R? — R oznacza to, ze réwnanie (z niewiadomymi z i y):

AX =P czyli (a b) ("5) —p
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ma co najwyzej jedno rozwigzanie niezaleznie od wyboru <§> Tymczasem réwnanie to (o

ile (a b) % (O O)) jest rownaniem prostej (mozna je zapisa¢ w postaci ax + by = p), czyli
ma oo rozwiazan. W przypadku gdy (a b) = (0 0) réwnanie to ma oo rozwiazan dla p = 0.
Przeksztatcenie F' nigdy nie jest zatem réznowartosciowe.

(3) W przypadku F : R — R? oznacza to, ze rownanie (z niewiadoma x):

) a P
cayli <b) v (q)

ma co najwyzej jedno rozwigzanie niezaleznie od wyboru <Z> Jesli (Z) #* <8), to réwnanie

to albo jest sprzeczne (gdy wektory Z i Z nie s wspolliniowe) albo ma jedno rozwigzanie
. . . q. (@ 0 . (P 0 . . . .
(wspolczynnik skalowania). Jesli ) = o) to w sytuacji ¢ = | g ) rozwiazaniem jest kazda

liczba rzeczywista x. Przeksztalcenie F' zatem jest réznowartosciowe, o ile tylko Z #* ( 0>.

(4) W przypadku F': R — R oznacza to, ze rownanie (z niewiadoma x):
ar =p

ma co najwyzej jedno rozwigzanie niezaleznie od wyboru p. Réwnanie to ma jednoznaczne
rozwigzanie (postaci z = 2) gdy a # 0, natomiast jesli a = 0 to dla p = 0 rozwigzaniem jest
kazda liczba rzeczywista x. Przeksztalcenie F' zatem jest roznowartosciowe, o ile tylko a # 0. O

Fakt 2.48

Przeksztatcenie F'(X) = AX 4o jest roznowartosciowe wtedy i tylko wtedy, gdy det A # 0.

Dowdd. Dowo6d przebiega analogicznie do dowodu Faktu 2.47(1) i jego przeprowadzenie pozosta-
wiamy czytelnikowi. O

‘Whniosek 2.49

[zometria plaszczyzny jest przeksztalceniem réznowartosciowym.

Dowdd. Niech F : R? — R? bedzie izometrig (niekoniecznie liniows). Dla dowolnych réznych
punktéw A i B wektor 1@ jest niezerowy. Poniewaz izometria zachowuje dtugosci wektorow,
wiec A'B’ tez jest niezerowy, czyli A’ # B’. Wobec tego F jest roznowartosciowe. O

Definicja 2.50

Przeksztatcenie I’ nazywamy na, jesli dla dowolnego elementu P przeciwdziedziny istnieje
taki punkt X w dziedzinie, ze F(X) = P (tzn. kazdy punkt przeciwdziedziny jest obrazem
pewnego punktu dziedziny).

Przyklad 12
Uzasadnij, ze ponizsze przeksztatcenia F : R? — R? nie sg ,na’:
(a) rzut na prosta ¢,

(b) przeksztalcenie state (stale rowne P).
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Rozwigzanie. (a) Punkty poza prosta £ nie sa obrazem zadnego punktu.
(b) Punkty inne niz P nie sa obrazem zadnego punktu.

Przyklad 13

Uzasadnij, ze ponizsze przeksztatcenia F : R? — R? sg ,na’™

(a) translacja T, o wektor v,
(b) odbicie S; wzgledem prostej £.
Rozwigzanie. Nietrudno zauwazy¢, ze:

(a) kazdy punkt P ptlaszczyzny jest koricem pewnego wektora XP =0 (czyli obrazem pew-
nego punktu X),

(b) kazdy punkt P plaszczyzny jest odbiciem symetrycznym wzgledem prostej ¢ pewnego
punktu X.

Zatem oba te przeksztalcenia sa ,na’.

Przyktad 14
Sprawdz, ktore z ponizszych przeksztatcen sg ,na’:

(a) znakowana odlegtosé¢ od prostej 2o +y = 0 (przeksztalcenie F' : R? — R),
. , . 4
(b) przeksztatcenie F': R — R* zadane macierza 1)

Rozwigzanie. (a) Dowolna liczba rzeczywista moze byé znakowana odlegloscia od prostej o
réwnaniu 2x + y = 0, wiec to przeksztalcenie jest ,na”.

: . 4t . . : .
(b) Obrazem liczby t jest wektor ( t)’ wiec tylko punkty lezace na prostej o réwnaniu

4 . .
parametrycznym <Z;> =t ( 1> sa obrazami, zatem przeksztalcenie nie jest ,na”.

Przeksztatcenie F' jest ,na”, wtedy i tylko wtedy, gdy przeciwobraz kazdego punktu jest
niepustym zbiorem.

Dowdd. Przeksztalcenie F jest ,na”, wtedy i tylko wtedy gdy kazdy punkt przeciwdziedziny jest
obrazem, czyli jego przeciwobraz jest niepusty. O

Fakt 2.52

1) Przeksztalcenie liniowe F : R? — R? jest ,na” <= macierz m(F) ma niezerowy
wyznacznik.

2) Przeksztatcenie liniowe F : R? — R jest ,na” <= macierz m(F) jest niezerowa.
3) Przeksztalcenie liniowe F : R — R? nigdy nie jest ,na”.

4) Przeksztalcenie liniowe F : R — R jest ,na” <= macierz m(F) jest niezerowa.
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Dowdd. Zgodnie z Faktem 2.51 przeksztalcenie F' jest ,na” wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowol-
nego punktu P réwnanie F(X) = P ma co mniej jedno rozwiazanie.
(1) W przypadku F : R? — R? oznacza to, ze rownanie (z niewiadomymi z i y):

xer o (900

ma co najmniej jedno rozwiazanie niezaleznie od wyboru (g) Zgodnie z Faktem 1.51 w

przypadku gdy det A # 0 réwnanie to ma jedno rozwiazanie niezaleznie od p i q. W przypadku
gdy det A = 0 réwnanie to ma 0 lub oo rozwigzan, zaleznie od wyboru p i q. Przeksztalcenie F
jest zatem réoznowartosciowe wtedy i tylko wtedy, gdy det A # 0.

(2) W przypadku F : R? — R oznacza to, ze rownanie (z niewiadomymi z i 3):

AX =P czyli (a b) ("5) —p

ma co najmniej jedno rozwigzanie niezaleznie od wyboru <p . Tymczasem réwnanie to
q

(o ile (Z) =+ (8)) jest rownaniem prostej (mozna je zapisa¢ w postaci ax + by = p), czyli

a

b) = <8) to rownanie nie ma rozwigzan dla p # 0.

ma oo rozwigzan. W przypadku gdy (

Przeksztatcenie F' jest zatem ,na”, o ile <Z> =+ (8)

(3) W przypadku F : R — R? oznacza to, ze rownanie (z niewiadoma x):

. a D
AX =P czyli L=
i (5)=(0)

ma co najmuniej jedno rozwigzanie niezaleznie od wyboru <§) Jesli (Z) #* <0), to rbwnanie

to albo jest sprzeczne, jesli za <§ ) wybierzemy wektor niewspo6tliniowy z <Z) Jesli <Z> = (8),

to réwnanie jest sprzeczne dla dowolnego <§ ) # (8) Przeksztalcenie F' zatem nigdy nie jest

7
,na’.

(4) W przypadku F': R — R oznacza to, ze rownanie (z niewiadoma x):
ar =7p
ma co najmniej jedno rozwiazanie niezaleznie od wyboru p. Réwnanie to ma jednoznaczne

rozwigzanie (x = 2) gdy a # 0, natomiast jesli a = 0 to dla p # 0 jest sprzeczne. Przeksztalcenie
F zatem jest roznowartosciowe, o ile tylko a # 0. O

Przeksztatcenie F(X) = AX + v jest ,na” wtedy i tylko wtedy, gdy det A # 0.

Dowdd. Dowo6d przebiega analogicznie do dowodu Faktu 2.52(1) i jego przeprowadzenie pozosta-
wiamy czytelnikowi. O
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2.6 Przeksztalcenie odwrotne

Definicja 2.54

Przeksztatceniem odwrotnym do przeksztalcenia F': D — C nazywamy takie przeksztal-
cenie G : C' = D, ze FoG =1Idp oraz G o F' = Id¢. Przeksztalcenie G o tej wtasnosci
oznaczamy jako F~'. Przeksztalcenie F, dla ktérego istnieje przeksztatcenie odwrotne
nazywamy przeksztatceniem odwracalnym.

Zwroémy uwage, ze z uwagi na to, ze sktadanie przeksztalceni liniowych nie jest przemienne,
definicja wymaga zbadania zaréwno ztozenia F o G, jak i Go F.

Jegli F jest przeksztalceniem odwracalnym oraz F(X) = X', to F~1(X') = X.

Dowdd. Skoro F(X)=X',to F1(X')=F YF(X))=(F'oF)(X)=1d(X) = X. O

Fakt 2.55 pozwala mysle¢ o nastepujacej konstrukcji przeksztatcenia odwrotnego: patrzymy
na przeksztalcenie F, ktore kazdemu punktowi X przyporzadkowuje pewien punkt X’ (co mozna
sobie wyobrazié¢ jako strzatke o poczatku X i koricu X'), a nastepnie ,,odwracamy” przyporzadko-
wania, tzn. zmieniamy zwrot wszystkich strzatek (tzn. punktowi X’ przyporzadkowujemy punkt
X). Opisana konstrukcja zadziata, o ile spetnione beda dwa warunki:

e kazdy punkt z przeciwdziedziny jest obrazem (przez przeksztalcenie F') co najwyzej jed-
nego punktu (w przeciwnym razie ,odwréocenie” przyporzadkowania nie dawatoby funkcji,
gdyz niektérym punktom przypisane byloby kilka obrazow),

e kazdy punkt z przeciwdziedziny jest obrazem (przez przeksztalcenie F') co najmniej jed-
nego punktu (w przeciwnym razie ,odwrocenie” przyporzadkowania nie dawatoby funkeji,
gdyz niektérym punktom nie bytby przypisany zaden obraz).

Warunki te rozpoznajemy jako réznowartodciowoséé i ,na”’, co pozwala podsumowaé powyzsze
rozwazania w formie nastepujacego faktu:

Fakt 2.56

F' jest przeksztalceniem odwracalnym wtedy i tylko wtedy, gdy przeciwobraz kazdego
punktu jest pojedynczym punktem. Innymi stowy, F' jest odwracalne <= F jest r6zno-
wartodciowe i ,na’”.

Fakt 2.57

| r

Jedli G jest przeksztatceniem odwrotnym do F, to F jest przeksztatceniem odwrotnym do
G (tzn. (F7 1Y)~ =F).

Dowdd. Skoro G jest odwrotne do F, to F'oG = 1d oraz G o F = Id, a to oznacza, ze I jest
odwrotne do G. O

Whniosek 2.58

1) Przeksztalcenie liniowe F': R? — R? jest odwracalne wtedy i tylko wtedy, gdy jego
macierz m(F') ma niezerowy wyznacznik.

2) Przeksztalcenia liniowe I : R! — R? ani G : R? — R! nigdy nie s3 odwracalne.
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Dowdd. (1) Zgodnie z Faktami 2.47 oraz 2.52 przeksztatcenie F : R? — R? jest réznowartosciowe
i,na” wtedy i tylko wtedy, gdy jego macierz m(F') ma niezerowy wyznacznik.

(2) Te same fakty pokazuja, ze przeksztalcenie F' : R! — R? nigdy nie jest ,na”, a przeksztal-
cenie G : R? — R! nigdy nie jest réznowartosciowe, a zatem zgodnie z Faktem 2.56 zadne z nich
nie moze byé odwracalne. O

Jak juz zauwazylismy przy badaniu ztozen przeksztalcen liniowych, operacje na przeksztatce-
niach liniowych mozna rozumie¢ jako operacje na macierzach tych przeksztalcern. Podobnie jest
z operacja odwracania przeksztatcenia liniowego.

Fakt 2.59

. i 1 .
Macierz identycznosciowa [ = <0 (1)) ma te wlasnosé, ze:

Al =TA= A, dla dowolnej macierzy A € Maoyo

IB =B, dla dowolnej macierzy B € Max1

Definicja 2.60

| V

Macierzq odwrotng do macierzy A € Mayo nazywamy taks macierz A~' € Moy, ze
A-AT=A1.A=1T

Macierz, dla ktorej istnieje macierz odwrotna nazywamy macierzqg odwracalng.

Zwroémy uwage, ze ze wzgledu na nieprzemiennos$é¢ mnozenia macierzy definicja musi wy-
magaé by iloczyn macierzy A i A~ byl macierza identycznosciows niezaleznie od kolejnosci
czynnikéw.

) a b
Niech A = (C d

CaCD=C1) o CDE)-61)  ew

Pierwsze z rownan (7.1) mozna zapisa¢ w postaci dwoch rownan wektorowych:

). Szukamy macierzy odwrotnej do A, tzn. takiej macierzy <Z ?), ze:

o b ) . <1>
c d z 0
Wb A (o (2.14)
c d t]  \1

ktére mozna zapisa¢ jako dwa uktady 2 réwnan liniowych z 2 niewiadomymi:

ar+bz=1 ay+bt =0
oraz
cx+dz=0 cy+dt =1

b
d

znaczie rozwiazanie:

Jesli det (CCL ) # 0, to zgodnie ze wzorami Cramera kazdy z powyzszych uktadéw ma jedno-

1 b a 1
det(o d) Lo 7det <c o) 1

detA  detAd U T T detA :detA.(_C)
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0 b a O
- det (1 d> ! . . det (c 1) !
 detA _detA'(_ ) T detA deta

wobec czego szukana macierza odwrotna powinna by¢ macierz:

z y) 1 d —b
z t) detA\-c a

Poniewaz mnozenie macierzy nie jest przemienne, wiec musimy jeszcze sprawdzi¢, ze znaleziona
macierz spetnia rowniez drugie z rownan (7.1):

d —b\ (a b\ (1 0
—c a c d)  \0 1

Macierz A = (Z

Z) jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy det A # 0, a macierza do
1 d —b
Al =
det A <—c a >

niej odwrotna jest macierz:
Dowdd. Przed sformutowaniem faktu wyprowadziliémy powyzszy wzér na macierz odwrotng.
Pozostaje uzasadni¢, ze w przypadku, gdy det A = 0, macierz A nie jest odwracalna. Ale jesli
macierz A jest odwracalna, to zachodzi A- A~! = I, co na mocy Faktu 2.33 pociaga:

det A-det(A™h) =1

wiec w przypadku det A = 0, to otrzymujemy sprzecznosé. O

Przeksztalcenie liniowe F' : R? — R? dane wzorem F(X) = AX jest odwracalne wtedy i
tylko wtedy, gdy macierz A jest odwracalna. W takiej sytuacji:

FA(X)=A7'X  (tzen. m(F7Y) =m(F)™)

Dowdd. Przeksztalcenie F', zgodnie z Wnioskiem 2.58, jest odwracalne wtedy i tylko wtedy, gdy
macierz det m(F') # 0, co zgodnie z Faktem 2.61 jest rownowazne odwracalnosci macierzy m(F).

Jedli m(F) = A jest odwracalna, to przeksztatcenie G(X) = A71X jest przeksztatceniem
odwrotnym do F, gdyz:

(F o G)(X) = F(G(X))
(Go F)(X) = G(F(X)) = A

A (AT X)=(A-AH. X=T-X=X
A X)=ATA) X=1T-X=X
O

Fakt 2.63

Dla dowolnych odwracalnych macierzy A i B o wymiarach 2 x 2 zachodza warunki:

1) det(A™1) = (det A)~!

2) (AB)~! = B~14~1
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Dowdd. (1) Zgodnie z Faktem 2.33 zachodzi:
det A-det A' = det(AA™') =detI =1

Stad otrzymujemy det A™! = (det A)~!.
(2) Zauwazmy, ze na mocy prawa lacznosci mnozenia:

(B'A™YY. (AB)=B YA 'A)B=B'IB=B"'B=1
czyli macierze B~1A~! i AB sa wzajemnie odwrotne. O

Macierze odwrotne pozwalaja na alternatywne podejécie do problemu rozwiazywania uktadow
rownan liniowych. Uktad:

ar +by=ce
cx+dy=f

mozna zapisaé przy pomocy macierzy w postaci:
a b\ (xz\ [e
c d)\y) \f

AX =B

lub w uproszczonej postaci

i rozwigzywaé korzystajac z wlasnodci macierzy odwrotnej:
X=A"'B

Ze wzgledu na nieprzemiennos¢ mnozenia macierzy trzeba zawsze zwracaé¢ uwage na to, z ktorej
strony mnozymy przez macierz odwrotnga, co pokazuja ponizsze przyktady.

Przyktad 1
Rozwiaz nastepujace réwnania macierzowe:

@ (196 -0)
w (CNE3)-01)
oG DEDED-Co)

Rozwigzanie. W kazdym przypadku mnozymy obie strony réwnania przez macierz odwrotna,
zwracajac uwage na to, by zaréwno lewa jak i prawa strone réwnoséci mnozyé¢ przez macierz
odwrotng z tej samej strony (mnozenie macierzy nie jest przemienne).

W (=0 0O-G20-6)
v (=G )6 =G )= )
o D=00 GG =G AC)E -0 5
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Definicja 2.64

Transpozycjq macierzy A (niekoniecznie kwadratowej), oznaczang A", nazywamy macierz,
ktora jest ,symetrycznym odbiciem” macierzy A wzgledem glownej przekatnej, jak na
ponizszym rysunku.

9.3 2 —1 15 2
1) T 73 4 80 3)

Macierz A, dla ktorej AT = A nazywamy macierzg symetryczng.

N Ot =
w O

Fakt 2.65

| r

Dla dowolnych wektoréw u i v na ptaszczyznie zachodzi wzoér:

UOU:UT"U

\. .

p uy U1 .
Dowdd. Oznaczmy u = ( ) oraz v = (v ) Woéwczas:
U2 2

U1
UO’U:U]_’U]_+U2’U2: (u1 ’LL2)< ):uT-U

|

Fakt 2.66

1) Dla dowolnych macierzy A i B tego samego rozmiaru oraz dowolnego skalara ¢ za-

chodza wzory:
(A+B)T=AT+B", (tA)T =t-AT

2) Dla dowolnych macierzy A i B, dla ktorych iloczyn A - B ma sens zachodzi wzor:

(A-B)T =BT . AT

Dowdd. (1) Udowodnimy pierwszy wzor dla macierzy 2 x 2. Dow6d dla macierzy innych rozmia-
row oraz dowod drugiego wzoru jest analogiczny:

a b . a v T_ a+a b+¥ T_ a+a c+c
c d d d " N\Ne+d d+d) O \b+V d+d
_fa ¢ . a Jd\ _ [a b T+ d v\

T \b d v d) \c d d d

O

Dla dowolnej macierzy A rozmiaru 2 x 2 zachodzi det A = det AT,

Dowdd. Jesli A = (Z Z), to AT = (Z ccl> oraz det A = det AT = ad — bc. O
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Fakt 2.68

Macierz A jest macierza izometrii wtedy i tylko wtedy, gdy jest odwracalnai A=l = AT,

Dowdd. Jesli A jest macierza izometrii, to na mocy Faktu 2.31 mamy

a —b a b
A_<b a) lub A_<b _a>

gdzie a® + b? = 1. Stad zgodnie z Faktem 2.61:

1 a b a b
-1 _ _ AT
A= a? + b? (—b a> <—b a> 4
1 —a b a b
-1 _ _ 4T
A7 = —a? — b2 (—b a ) (b —a) A

Jedli z kolei A spelnia warunek A~' = AT, to zgodnie z Faktami 2.66 i 2.63 dostajemy
(det A)™! =det AT = det A, czyli det A = +1. Oznaczajac A = <Z b>, zgodnie z Faktem 2.61

lub

d
dostajemy:

A—1:<d _b> i AT:(Z 2), czylid=aic=—b, jesli det A = +1

A—1:<_d b) iAT:<Z ccl) czylid=—aic=b,jesli det A= —1

Macierz A jest macierza izometrii wtedy i tylko wtedy macierz A" jest macierzg izometrii.
W szczegblnosei, macierz A jest macierzg izometrii wtedy i tylko wtedy, gdy jej wiersze
sa prostopadlymi wektorami dtugosei 1.

Dowdd. Jesli A jest macierza izometrii, to zgodnie z Faktem 2.68:
At=4AT
skad zgodnie z Faktami 2.66 i 2.63:
(AT>—1 — (A—l)—l — A= (AT)T
czyli AT jest macierzg izometrii. Podobnie pokazujemy, ze jesli AT jest macierza izometrii, to A

roéwniez. Poniewaz transpozycja macierzy zamienia kolumny na wiersze, wiec warunek dotyczacy
kolumn z Faktu 2.31 ttumaczy sie na warunek dotyczacy wierszy. O
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Rozdzial 3

Diagonalizacja macierzy 2 x 2

3.1 Wartosci wlasne i wektory wlasne

Od tej pory przestajemy sie zajmowaé przeksztatceniami afinicznymi. Nasza grupa przeksztatcen
to przeksztalcenia liniowe.

Definicja 3.1

Wektor wtasny przeksztatcenia liniowego F : R? — R? to wektor X spelniajacy warunek:
FX)=X-X

dla pewnej liczby rzeczywistej A. Jesli X # 0, to liczbe A nazywamy wartodcig wtasng
przeksztalcenia F', zag X wektorem wltasnym dlo wartosci wtasnej . Wektor X = 0 jest
wektorem wlasnym dla kazdej warto$ci wtasnej A.

Innymi stowy: wektor wtasny przeksztatcenia F' to taki wektor X, ktory ma ten sam kierunek
co jego obraz F'(X), natomiast warto$¢ wtasna to wspotezynnik A o jaki skaluje go przeksztal-
cenie F. Zauwazmy, ze punkt staly przeksztalcenia liniowego (Definicja 2.16) jest szczegblnym
przypadkiem wektora wlasnego (dla wartosci witasnej 1). Drugim szczegolnym przypadkiem jest
kazdy wektor, ktory nalezy do przeciwobrazu punktu 0 (jest to wektor wlasny dla wartosci wta-
snej 0).

Przyktad 1

Wyznacz wartosci i wektory wtasne odbicia Sy wzgledem prostej £.
Rozwigzanie. Dla dowolnego wektora vy lezacego na prostej ¢ zachodzi F(vy) = vy = 1 - vy,

czyli Ay = 1 jest wartosdcia wtasng przeksztalcenia, a prosta £ jest zbiorem wektoréw wtasnych
dla A;.
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110 ROZDZIAL 3. DIAGONALIZACJA MACIERZY 2 x 2

Dla dowolnego wektora ve prostopadtego do prostej £ zachodzi F(vy) = —ve = (—1) - vg, czyli
Ao = —1 jest wartoscia wtasna przeksztalcenia, a prosta prostopadta do ¢ przechodzaca przez
0 jest zbiorem wektoréow wtasnych dla As.

Jesli wektor vz nie jest rownolegly ani prostopadly do ¢, to wektory vs i F'(v3) maja rozne
kierunki, przeksztalcenie nie ma zatem wiecej wektoréw ani wartosci wtasnych.

Przyklad 2

Wyznacz wartosci i wektory wtasne rzutu ukosnego na prosta ¢ w kierunku wektora v.
Rozwigzanie. Dla dowolnego wektora v lezacego na prostej ¢ zachodzi F(vy) = v = 1 - vy,

czyli Ay = 1 jest wartodcia wtasng przeksztatcenia, a prosta £ jest zbiorem wektoréw wtasnych
dla A;.

Dla dowolnego wektora vy rownolegtego do v zachodzi F(vy) = 0 = 0 - ve, czyli Ay = 0 jest
wartodcia wlasna przeksztalcenia, a prosta réwnolegta do v przechodzgca przez 0 jest zbiorem
wektoréw wlasnych dla As.

Jesli wektor vs nie jest rownolegly ani do ¢, ani do v, to wektory vz i F(v3) maja ro6zne
kierunki, przeksztalcenie nie ma zatem wiecej wektoréw ani wartosci wlasnych.

Przyktad 3
Wyznacz wartoéci i wektory wtasne nastepujacych przeksztalceri liniowych:

(a) jednoktadnosé o srodku O i skali k,
(b) przeksztalcenie identycznosciowe,

(c) przeksztalcenie zerowe.

Y Y Y
A A A
A=k A= +1 A1 =0
> T > T > T
jednoktadnosé identycznosé przeksztalcenie zerowe
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3.1. WARTOSCI WEASNE I WEKTORY WEASNE 111

(a) Jednoktadnosé o srodku O i skali k spetnia warunek: F(X) = k- X dla kazdego wektora
X, w zwiazku z tym kazdy wektor jest wektorem wlasnym dla wartosci wlasnej A\y = k.

(b) Przeksztalcenie identycznoséciowe spetnia warunek F(X) = 1- X dla kazdego wektora
X, czyli kazdy wektor jest wektorem wtasnym dla A\ = 1.

(c) Przeksztalcenie zerowe spetnia warunek F'(X) = 0 - X dla kazdego wektora X, czyli
kazdy wektor jest wektorem wtasnym dla A = 0.

Przyktad 4

Wyznacz wszystkie wartosci i wektory wtasne obrotu wokot O o kat 6 (inny niz 0 i 7).
Rozwigzanie. Jesli v jest niezerowym wektorem, to v i F'(v) maja rozne kierunki. Przeksztal-
cenie to nie ma zatem zadnych wartosci wtasnych, ani niezerowych wektoréw wtasnych.

Przyktad 5

Wyznacz wszystkie wartosci i wektory wlasne powinowactwa $cinajacego o osi £ (przechodzacej
przez 0) i wektorze v.

Rozwigzanie. Dla dowolnego wektora vy rownoleglego do prostej £ zachodzi F'(vq) = v = 1-vy,

czyli A1 = 1 jest wartodcia wlasng przeksztalcenia, a prosta £ jest zbiorem wektoréow wtasnych
dla Ap.

Jesli wektor v nie jest rownoleglty do ¢, to wektory ve i F'(ve) maja rézne kierunki, prze-
ksztalcenie nie ma zatem wiecej wektoréw ani wartosci wtasnych.

Ny,
>

V1 = F(U1>

Jedli mamy podang macierz przeksztatcenia liniowego, to wyznaczanie wartosci i wektoréow
wlasnych mozna sprowadzi¢ do rozwiazywania réwnan, jak to pokazuja kolejne fakty.
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112 ROZDZIAL 3. DIAGONALIZACJA MACIERZY 2 x 2

Fakt 3.2

Wartosci whasne przeksztatcenia liniowego F' : R? — R? to rozwigzania réwnania:
det(m(F) —A1d) =0

Wielomian xr(A) = det(m(F) — A1d) nazywamy wielomianem charakterystycznym prze-
ksztatcenia F'.

Dowdd. Niech A bedzie macierzg przeksztalcenia F, tzn. F(X) = AX. Warunek:
F(X)=)\X (w wersji macierzowej A - X = AX)

mozna zapisa¢ w postaci

(F—Xd)(X)=0 (w wersji macierzowej (A — ) - X =0)
Zatem )\ jest wartoécia wltasnag F' wtedy i tylko wtedy, gdy réwnanie macierzowe

(A=X)-X=0 (3.1)

ma niezerowe rozwigzanie. Poniewaz wektor X = 0 jest rozwigzaniem (8.1) niezaleznie od
wartosci A\, wiec szukamy takich A, dla ktorych (8.1) ma przynajmniej dwa rozwiazania (X = 0
i rozwiazanie niezerowe). Rownanie (8.1) to uktad cramerowski o macierzy gtéwnej (A — A1),
ktory zgodnie z Faktem 1.50 ma wiecej niz jedno rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy

det(A—XI)=0

Wobec tego wartosciami wlasnymi sa pierwiastki A rownania det(A — \I) = 0. O

Przyklad 6

Znajdz wszystkie wartoéci wlasne i wektory wlasne przeksztalcenia liniowego F : R? — R? o

WZOrze:
2 1
F(X) = <3 4>X

Rozwigzanie. Tym razem, w odréznieniu od poprzednich przyktadéw, wygodniej bedzie zaczaé
od wyznaczenia wartosci wlasnych. Zgodnie z Faktem 3.2 wartodci wlasne przeksztalcenia F|
to pierwiastki wielomianu charakterystycznego:

xr(A\) = det <2;A 4iA> =(2-N4—-X)—-3=X—-6\+5

czyli rozwiazania réwnania:
A= 6A+5=0

Zatem wartosciami wlasnymi sa Ay = 11 Ay = 5. Wyznaczmy teraz wektory wilasne dla
wartodci wlasnej A\; = 1. Zgodnie z definicja, sa to rozwigzania réwnania:

GG -0 e S
=1- czyli
3 4)\y Yy 3z +4dy=y
Kazde z réwnan tego uktadu przeksztalca sie do postaci x + y = 0, wiec zbiorem wektoréw
wiasnych dla wartosci wtasnej Ay = 1 jest prosta o réwnaniu x 4+ y = 0.
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Wyznaczmy teraz wektory wtasne dla wartosci wlasnej \; = 5. Zgodnie z definicja, sa to
rozwigzania roéwnania:

=5. czyli
3 4) \y Y 3z + 4y = by

Kazde z rownan tego uktadu przeksztatca sie do postaci 3z —y = 0, wiec zbiorem wektoréw
wlasnych dla wartosci wlasnej Ao = 5 jest prosta o réwnaniu 3z —y = 0.

Jak pokazuje powyzszy przyktad i wezedniejszy dowdd, czasami wygodniej jest postugiwaé
sie warunkiem macierzowym niz funkcyjnym, dlatego wprowadzimy pojecie wartosci wlasnej i
wektora wlasnego macierzy (kwadratowej).

Definicja 3.3

Wektor wtasny macierzy A rozmiaru 2 X 2, to wektor X spehiajacy warunek
AX =X

dla pewnej liczby rzeczywistej A. Jesli X # 0, to liczbe A nazywamy wartoscig wtasng ma-
cierzy A, zas§ X wektorem wtasnym dla wartosci wtasnej \. Wektor X = 0 jest wektorem
wlasnym dla kazdej wartosci wlasnej A. Wielomian

XA(A) = det(A — \)

nazywamy wielomianem charakterystycznym macierzy A.

Innymi stowy, wartosci i wektory wlasne macierzy A to wartosci i wektory wtasne przeksztal-
cenia liniowego o macierzy A. W zwiazku z ta uwaga, na wszystkie kolejne fakty mozna patrzy¢
na dwa sposoby: jako odnoszace sie do macierzy A lub jako odnoszgce sie do przeksztalcenia
liniowego o macierzy A.

Macierz A € Moys (przeksztatcenie liniowe F : R? — R?) ma co najwyzej dwie wartosci
wlasne.

Dowdd. Wartosci wtasne macierzy A = <Ccl d> to pierwiastki wielomianu charakterystycznego:

a—x b
c d—x

XA(w)zdet< )Z(a—x)(d—az)—bc

Poniewaz wielomian kwadratowy ma co najwyzej dwa pierwiastki, wiec macierz A ma co najwyzej
dwie wartosci wtasne. O

Niezerowy wektor wtasny macierzy A € Mayo (przeksztalcenia liniowego F : R? — R?)
przynalezy tylko do jednej wartodci wlasne;j.
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114 ROZDZIAL 3. DIAGONALIZACJA MACIERZY 2 x 2

Dowdd. Zatozmy (nie wprost), ze X jest niezerowym wektorem wlasnym macierzy A dla dwoch
roznych wartosci whasnych A; i Ao. Oznacza to, ze:

AX =X
AX = X
Stad
)\1X = )\QX Czyli ()\1 — /\Q)X =0
skad otrzymujemy sprzeczno$é, gdzyz A1 — Ay # 0 oraz X # 0. O

Jegli \ jest wartoscia wlasng macierzy A € Mayo (przeksztatcenia liniowego F : R? —
R?), to zbiér wektoréw whasnych dla A jest albo prosty (przechodzaca przez 0) albo caly
plaszczyzna.

Dowdéd. Oznaczmy A = <Z Z) Zbior wektorow X = (5) wlasnych dla wartosci wlasnej A to

zbior rozwigzan nastepujacego uktadu rownan (z niewiadomymi z i y):

(a b) (ac) . axr + by = Az
=A czyli
c d Y cx +dy =y

Po przeksztatceniu otrzymujemy ukltad cramerowski:

(a—=Nzx+by=0
cx+(d—Ny=0

Zbior rozwiazan takiego uktadu to (zgodnie z Faktem 1.50) zbiér pusty, punkt, prosta lub cala
plaszczyzna. Poniewaz x = y = 0 spelnia ten uktad réwnan, a skoro )\ jest wartoscig wtasna, to
uktad ma oprocz tego przynajmniej jedno niezerowe rozwiazanie, wiec lista mozliwych zbioréw
rozwigzan to: prosta zawierajaca punkt 0 oraz cala plaszczyzna. O

Jegli macierz A € Moy (przeksztalcenie liniowe F : R? — R?) ma dwie rézne wartosci
wlasne, to zbiér wektoréow wtasnych dla kazdej z wartosci wltasnych jest prosta przecho-
dzaca przez 0.

Dowdd. Zgodnie z Faktem 3.6 zbiér wektoréw wtasnych dla kazdej z wartosci wtasnych to prosta
przechodzaca przez 0 lub ptaszczyzna. Poniewaz jednak niezerowy wektor wlasny moze nale-
ze¢ do tylko jednej wartosci wlasnej (Fakt 3.5), wiec jedyna mozliwoscia sa dwie rézne proste
przechodzace przez 0. O
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Whiosek 3.8

Zbior wektoréow wlasnych macierzy 2 x 2 (przeksztatcenia liniowego F : R? — R?) jest
jednym z ponizszych zbioréw:

Yy Yy Yy Y
A2
)\1 )\1 )‘1
X X T X

2 wartosci wlasne 1 wartos¢ wlasna 1 wartog¢ wlasna 0 wartosci wlasnych

Dowdd. Zgodnie z Wnioskiem 3.8 macierz 2 x 2 ma 0, 1 lub 2 wartosci wtasne. Jesli ma tylko
1 warto$¢ wlasng A1, to zbior wektoréw wlasnych dla A\; to (zgodnie z Faktem 3.6) prosta
przechodzaca przez 0 lub cala plaszczyzna. Jesli ma 2 wartosci wlasne A i A9, to (zgodnie z
Faktem 3.7) zbiory wektoréw wlasnych to dwie rozne proste przechodzace przez 0. Stad mozliwe
sa tylko cztery sytuacje przestawione na rysunkach. Przyktady z poczatku rozdziatu pokazuja,
ze kazda z tych sytuacji faktycznie moze mie¢ miejsce. O

Fakt 3.9: Wzory Viete’a

Jedli o1 i o s pierwiastkami réwnania kwadratowego az? + bz + ¢ = 0, to

b c
T1+ T2 = —— oraz T1To = —
a a

Dowdd. Skoro x1 i x5 sa pierwiastkami wielomianu ax? + bx + ¢, to rozkladajac ten wielomian
na czynniki otrzymujemy:

ax?® +br +c=a(x —x1)(x — x9)

Wymnazajac dostajemy:
az’ + br + ¢ = az? — a(zy + x2)x + (az172)

Poniewaz dwa wielomiany sa réwne wtedy i tylko wtedy, gdy maja jednakowe odpowiednie
wspdlczynniki, wiec:

{b = —a(x1 + x2)

C = ar1xy

skad:

Qo

o

T+ T2 = —
1'1:13225
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Whniosek 3.10

Jegli macierz A rozmiaru 2 X 2 ma dwie wartodci wlasne A1 i A, to:
AM+X=trd
)\1 . )\2 =det A

gdzie tr (i g) = p + s nazywamy Sladem macierzy.

Dowdéd. Niech A = (]; g) Wowczas A1 1 A2 to pierwiastki wielomianu charakterystycznego:

xa(A) = det <p;A q}\> =@ = N(s=X) —qr =7~ (p+ )X+ (ps —qr)

S —

=A% — (trA)X +det A

Zgodnie z wzorami Viete'a:
MAA=—=24=trA
Mg =944 = det A

O

Wykorzystujac powyzszy wniosek mozna szybko ustali¢ znaki wartosci wtasnych bez ich wy-
liczania:

Przyklad 7
31
4 2
Rozwigzanie. Zgodnie z Wnioskiem 3.10 wiemy, ze:

Wiedzac, ze macierz A = ma 2 wartosci wlasne ustal znaki wartoéci wtasnych.

AMF+X=trAd=5
)\1-)\2:detA:2

Suma i illoczyn wartosci wlasnych jest dodatnia, a zatem A; > 01 Ay > 0.

3.2 Diagonalizacja macierzy

Twierdzenie 3.11: Diagonalizacja macierzy

Jesli A jest macierzg 2 x 2, ktéra ma dwie rézne wartosci wlasne A i py, to

A=PDP™!,  gdzie D= (A 0) . P = <“1 “1>
0 u Uy V9

przy czym u = <Zl) iv= (21> to wektory wtasne odpowiednio dla A\ i p.
2 2
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Dowdd. Niech u = (Zl> iv= <21> beda niezerowymi wektorami wtasnymi odpowiednio dla
2 2

uyr 1

wartodci wlasnych A i p macierzy A. Oznaczmy P = w v
2 U2

). Macierz AP jest macierzg 2 x 2,

a zgodnie z zasadami mnozenia macierzy, wektory:

AP 1 -4 uy Vi 1 —A Ul -\ Ul _ )\u1
0 uy wv2) \O U9 Uy Aug
(1) = n) () =20 =+ () - G)
1 U9 Vg 1 Vg V9 JI)
stanowia odpowiednio pierwsza i druga kolumna macierzy AP. Wobec tego:
AP — </\U1 /ﬂ)l> _ (ul 1)1) <)\ 0) —PD
Aug Vg Uy V2 0 u
Skoro AP = PD, a macierz P jest odwracalna (bo wektory u i v, zgodnie z Faktem 3.7, sa
niewspotliniowe), to A = PDP~L. O]

Niech A bedzie macierza 2 x 2, za§ D i P takimi macierzami 2 x 2, ze P jest odwracalna
oraz A = PDP~'. Wéweczas dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi wzor:

A" = ppnp1

Dowdd. PrzeprowadZmy indukcje wzgledem n. Dla n = 1 teza jest oczywista. Zatézmy, ze dla
pewnej wartosci n = k zachodzi A¥ = PDFP~1. Wowczas dla n = k + 1 otrzymujemy:

AFFY = Ak A = pptp~t. ppP~t = PD¥(P~!. P)DP!

= P(D*ID)P~! = P(D¥D)P~! = P(D¥1)p~!
]

Powyzszy fakt jest prawdziwy dla dowolnej macierzy D, aczkolwiek w praktyce bedziemy go
wykorzystywaé gléwnie w sytuacji gdy D jest diagonalna (a PDP~! jest diagonalizacjay macierzy
A), co pozwoli nam sprawnie potegowa¢ macierze kwadratowe.

Dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi:
a 0\" _fa™ O
0o o) \o »
Dowod powyzszego faktu pozostawiamy czytelnikowi jako éwiczenie.

Pierwszym waznym zastosowaniem diagonalizacja macierzy jest wyliczanie poteg (natural-
nych) macierzy kwadratowych, jak pokazuje to ponizszy przyktad.

Przyktad 1
100
Obliczy¢ <§ ;) .

Copyright © Tomasz Elsner, 2019



118 ROZDZIAL 3. DIAGONALIZACJA MACIERZY 2 x 2

. . . . . 2 1
Rozwigzanie. Wielomian charakterystyczny macierzy <1 2> to

det(zzx 2;) —(2-2)?—1=2?—dr+3=(z—1)(z—3)

Zatem wartosci wlasne to Ay = 11 Ao = 3. Wektory wlasne dla A\; to zbiér rozwigzan réwnania:

(2 1) (w)_(m) czyli ety=u czyli = —y
12/ \y y ' T2y =y Y

Wektory wtasne dla Ay to zbiér rozwiazan réwnania:

2 1\ [z x : 2r+y=3x :
=3 czyli czyli z =y
1 2 Y Y x4+ 2y =3y

. . C o 1Y./1
Zatem przyktadowe wektory wtlasne dla wartodci wtasnych 1i 3 to, odpowiednio, <_1> i <1> ,

czyli macierz diagonalizuje sie w nastepujacy sposob:
2 1\ (1 1\/1 0\/1 1\
1 2) \-1 1 0 3 -1 1
Wobec tego, zgodnie z Faktem 3.12 1 Faktem 3.13:
2 1\' /1 1\ o\""/1 1\
1 2 - \-1 1/\0 3 -1 1
11 1\ /1 0\ /1 -1\ _ 13100471 300_7
T2\-1 1)\0 390)\1 1) 2\3100471 310_7

Drugie wazne zastosowanie, to rozwigzywanie rekurencji liniowych (tzn. wyznaczanie zwar-
tego wzoru ciagu zadanego rekurencyjnie).

Przyktad 2
Ciag (an) zadany jest nastepujaca rekurencja:

ag = 0
a)p = 1
Gnt1 = Dap —6ap_1, gdy n > 1
Kolejnymi wyrazami tego ciagu s zatem: 0, 1, 5, 19, 65,.... Znajdz (zwarty) wzor na a,.

Rozwigzanie. Kazdy wyraz ciagu zalezy tylko od dwéch poprzednich wyrazéw. Jesli zatem

bedziemy rozpatrywaé wektory v, = ag“), dlan = 0,1,2,..., to kazdy wektor bedzie

n
zalezal tylko od poprzedniego wektora i zaleznosé te bedzie mozna zapisa¢ warunkiem:

o An+1 . 5 —06 (079 . 5 —6
m=e =1 o a 1) = \1 o)
W zwiazku z tym:
oo (5 =6y, (5 =6\, _. . _ (5 —6\" _ (5 —6\"(1
"o\ o) 2T\ 0) o 0
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Dla wyznaczenia wzoru na a, potrzeba wiec obliczyé n-ta potege macierzy. Postepujemy jak

. . . . . 5 —6
w poprzednim przykltadzie. Wielomian charakterystyczny macierzy ( 1 0 to:

x(\) = det <5IA :i) =0B-MN(=N)+6=X-51+6=(A—-3)(A—2)

Pierwiastki wielomianu charakterystycznego to zatem A\; = 3 i Ay = 2, a odpowiadajace im

wektory wtasne to (jak nietrudno wyliczy¢) vy = <i’) oraz ve = ( 1) Diagonalizacja macierzy

5 —6\ (3 2\ /3 0)/3 2\
1 o)~ \1 1)\o 2/\1 1
Wobec tego

()6 H-(EDEED O
CYEYEDO-CIE DO DHO-CHE)

Stad otrzymujemy

przyjmuje zatem postac:

a, =3" —2"

Trzeci rodzaj probleméw, do ktérych bedziemy wykorzystywaé diagonalizacje macierzy, to
wyznaczanie macierzy przeksztalcenia liniowego, dla ktorego znamy (lub tatwo mozemy ustalic)
wartosci i wektory wtasne.

Przyklad 3
Wyznaczy¢ macierze nastepujacych przeksztatceni liniowych:

(a) odbicie wzgledem prostej ¢ o rownaniu 3z — 4y = 0,
(b) rzut (prostopadly) na prosta ¢ o rownaniu 3z — 4y = 0,

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze w kazdym przypadku jestesmy w stanie wyznaczyé¢ wektory i
wartodci wlasne przeksztalcenia:

(a) Wartosci wlasne to 11 —1, a wektory wthasne to, odpowiednio, wektory rownolegte do ¢

(czyli wspolliniowe z wektorem kierunkowym (;1)) i prostopadte do ¢ (czyli wspotliniowe
3
z wektorem normalnym 4 ).

(b) Wartosci wtasne to 1 i 0, a wektory wlasne to, odpowiednio, wektory réwnolegte do £

(czyli wspolliniowe z wektorem kierunkowym <§>) i prostopadte do ¢ (czyli wspolliniowe
3
z wektorem normalnym < 4> ).

W zwiazku z tym macierze tych przeksztalceri (zapisane w postaci diagonalnej) majg postac:
-1 7 24
x 4 3 10 4 3 x 55 5 x
4(6)- RN
0 r(()=G 26 56 %) 0= )6
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wr(()-6 2696 ) 60-E HE)

) )
A A
x> x>
z z
= =
> T > T
Z . 4
N\
N
\ v o

Powyzsze przyktady pokazuja jak wazne jest diagonalizowanie macierzy. 7Z Faktu ?? wiemy,
ze nie kazda macierz 2 x 2 sie diagonalizuje (bo nie kazda macierz 2 x 2 ma dwa niewspotliniowe
wektory wlasne). Ponizsze twierdzenie wyodrebnia zbiér macierzy (symetrycznych), ktore zawsze
sie diagonalizuja (aczkolwiek nie kazda diagonalizujaca si¢ macierz musi by¢ symetryczna).

Twierdzenie 3.14: Twierdzenie spektralne dla R?

Symetryczna macierz A rozmiaru 2 X 2 zawsze sie diagonalizuje, tzn.
A= PDpP7!

i to w taki sposob, ze kolumny macierzy P s3 wektorami prostopadtymi.
Innymi stowy zachodzi jedna z dwéch mozliwosci:

(a) A ma dwie rozne wartosci wlasne, a zbiory ich wektoréw whasnych sa prostopadtymi
prostymi,

(b) A ma jedna (podwojna) wartos¢é wlasnag A, dla ktorej zbior wektorow whasnych jest
caly plaszczyzng (wowczas A = AI).

.

. : : . b
Dowdd. Wielomian charakterystyczny macierzy symetrycznej A = <Z c> to:

xA(A\) = det <“;A CEA> =(a—=N)(c—=X) ==X = Aa+c)+ (ac — b?)

Wyréznik tego wielomianu to:
A= (a+c)?—4(ac—b)=a®> —2ac+ A +4b* = (a —¢)®> + 4b*> > 0

a 0

przy czym A = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy a —c=01b=0, czyli A = <0 a)' Stad z Faktu

3.2 macierz A jest albo postaci al albo ma dwie rézne wartosci wlasne.
Niech teraz v; i vo beda wektorami wtasnymi dla réznych wartoéci wlasnych A; i Ay, Za-

uwazmy, ze:

A1(vg ovg) = (Avg) ovg = (/\1111)Tvg = (Avl)Tvg = vlTATvg = vlTAvg
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= Uir . )\2’02 = )\2(1}1 o 1)2)

Zatem Aj(vi ovg) = A2(v1 0 v2), co wobec A # Ao daje vy o vy = 0, czyli vy 1 ve sa prostopadte.
O

Jesli A jest macierza 2 x 2, to A i AT maja jednakowy wielomian charakterystyczny i
jednakowe wartosci wlasne.

Dowdd. Rozwazane wielomiany charakterystyczne to
xa(z) = det(A — 2I) oraz 7 =det(AT — zI)
Zauwazmy, ze zgodnie z Faktem 2.66:
(A—aD)T = AT —zIT = AT —gJ
Poniewaz transponowanie macierzy nie zmienia wyznacznika (Fakt 2.67), wiec:

xa(z) = det(A — ) = det(A —2I)" =det(A"T —2I) = y 47 (2)

Copyright © Tomasz Elsner, 2019



122 ROZDZIAL 3. DIAGONALIZACJA MACIERZY 2 x 2

Copyright © Tomasz Elsner, 2019



Rozdzial 4

Zamiana ukladu wspoélrzednych na
plaszczyznie

4.1 Nowy uklad wspélrzednych

Na jednej plaszczyznie mozemy mie¢ dwa rozne uktady wspotrzednych (jak na ponizszym ry-
sunku). Wowczas kazdemu punktowi mozna przypisa¢ wspotrzedne na dwa rézne sposoby: wzgle-
dem jednego lub wzgledem drugiego uktadu wspoétrzednych. Dla uproszczenia bedziemy jeden z
nich nazywa¢ starym ukladem wspotrzednych (i wspolrzedne bedziemy oznaczaé x i y), a drugi
— nowym uktadem wspotrzednych (i wspolrzedne bedziemy oznaczaé 2’ i y').

Aby rozrézni¢ (bez uzywania kolorow) wspoétrzedne danego punktu wzgledem réznych ukta-
dow wspotrzednych, bedziemy stosowaé nastepujaca konwencje: [v]stary bedzie oznaczaé wspol-
rzedne w starym uktadzie, za$ [v]nowy WSpolrzedne w nowym uktadzie. Na powyzszym rysunku
mamy wiec:
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W niniejszym skrypcie bedziemy rozwazaé jedynie sytuacje, gdy poczatek uktadu wspotrzed-
nych O jest taki sam zaré6wno w nowym, jak i w starym uktadzie wspotrzednym, tzn.

[Olstary = [Olnowy = <8)

P_ogwala to pozosta¢ przy dotychczasowej konwencji utozsamiania punktow i wektorow (tzn.
OA = A), gdyz poczatek uktadu wspoltrzednych (bedacy domyslnym poczatkiem wektora) nie

zalezy od wyboru uktadu.
Natomiast jednostka w nowym uktadzie wspoétrzednym nie musi by¢ tez tozsama z jednostka

w starym uktadzie wspoétrzednych:

Nowy uktad wspotrzednych nie musi by¢ nawet uktadem prostokatnym (tzn. jego osie nie

musza, by¢ prostopadte):

> <

W tej sytuacji potrzebujemy wiec zdefiniowaé czym jest uktad wspétrzednych i co to sa
wspolrzedne wzgledem wybranego (niekoniecznie prostokatnego) uktadu wspotrzednych:

Definicja 4.1

Uktadem wspdtrzednych na plaszczyinie nazwiemy dwie przecinajace sie (pod dowolnym
katem) proste (nazywane osiami x i y), niezerowy wektor rownolegly do osi z (nazywany
pierwszym wersorem 1 wyznaczajacy jednostke na osi x) oraz niezerowy wektor rownolegly
do osi y (nazywany drugim wersorem i wyznaczajacy jednostke na osi y).
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Zgodnie z powyzsza definicja, wersor to wektor o poczatku O (punkt przeciecia osi, czyli
poczatek uktadu wspolrzednych) i konicu oznaczajacym jednostke na jednej z osi (punkty te

bedziemy oznaczac (é) lub (2))

Definicja 4.2

Wspotrzednymi wektora (punktu) v w (nowym) uktadzie wspolrzednych o wersorach €] i
e}, nazywamy takie liczby 2’ i v/, ze:

v = :E'e'l + y'e'2

v =3¢} + 4é}

Zauwazmy, ze definicja ta zgodna jest z naszym dotychczasowym rozumieniem wspoétrzednych
— jedli punkt (wektor) v w starym uktadzie ma wspotrzedne x i y, to:

V= xe1 + yes

gdzie ey i ey to wersory starego uktadu wspoétrzednych.

Przyktlad 1

Dany jest nowy uktad wspolrzednych, ktérego wersorami sa wektory <;> i (i’) Wyznacz:

(a) nowe wspo6hrzedne wektora v = <i> (tzn. [v]stary = <i>),

(b) stare wspotrzedne wektora w, takiego ze [W]nowy = <2)

Rozwigzanie. (a) Szukamy nowych wspotrzednych, tzn. takich 2’ 1 v/, ze
v = x/ell + y/el2

Oznacza to rozwigzywanie uktadu rownan:

3y (1 o 3 vl 3=a'+3y
4 =T 2 y 1 Zyl 4:2x/+y/

skad otrzymujemy 2’ =
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(b) Skoro nowe wspoéltrzedne wektora w to 3 i 4, to:

o r o (1 3\ (15
w—3€1+462—3(2>+4<1)—<10)

Fakt 4.3

Jesli €, e}, sa wersorami nowego uktadu wspohrzednych, to dla dowolnego wektora v

zachodzi:
[U]stary =P [U]nowy (41)

gdzie P jest macierza, ktérej kolumnami sg stare wspoétrzedne nowych wersoréw, tzn.

P= ([e,l]stav"ya [eé]stary)

Macierz P nazywamy macierzq zamiony wspotrzednych.

Dowdd. Wektor v mozna zapisa¢ w postaci kombinacji liniowej starych wersoréw:

. xr
v = zey + yeg, czyli [U]stary = (y)

oraz w postaci kombinacji liniowej nowych wersoréw:

. x’
v = 113/6/1 + y/€/2, Cth [U}nowy = (y/>

Jedli oznaczymy stare wspoétrzedne nowych wersor6w jak nastepuje:

, _(a T ;o
le1]stary = . czyli €] = aey + cez

(€] stary = (Z) czyli ey = bey + dey

to
v=2a'e] +y'eh =2 (ae1 + cea) +y' (ber + de2) = (z'a+ y'b)er + (2'c + y'd)es

Zatem stare wspolrzedne wektora v to:
2’a+y'b a b\ (2
[U]stm’y = (x’c—l—?gj/d) = (C d> <y/> =P [U]nowy
O

. . 1 0 ) ..
Zauwazmy, ze (€] |nowy = <O> oraz [€5|nowy = <1>, wiec podstawiajac v = €] oraz v = €}, do

wzoru (4.1) otrzymujemy:

1 0
€} ]stary = P - (0> oraz [€h]stary = P - <1>

co oznacza, ze [€]]stary 1 [€h)stary to kolumny macierzy P (zgodnie z Faktem 4.3).
Rozwazmy jeszcze raz Przyklad 1, tym razem opierajac jego rozwiazanie na wzorze (4.1)
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Przyktad 2

Dany jest nowy uktad wspotrzednych, ktérego wersorami sa wektory <;> 1 (3> Wyznacz:

1

(a) nowe wspotrzedne wektora v = (i) (tzn. [v]stary = <i>),

(b) stare wspolrzedne wektora w, takiego ze [W]nowy = <2)7

. ‘ 1\ .
Rozwigzanie. Wersory nowego uktadu wspoétrzednych to e} = < ) iey,= (?), €O 0znacza:

1 3
[ell]smry = <2> oraz [elg]stary = <1>

Wobec tego macierz P z Faktu 4.3 ma postac:

()

Stad, zgodnie z Faktem 4.3, otrzymujemy:
1

@) i = (5 3) o i By = (5 5) Bl = (3 5) () = (1)
O wleors = (3 3) o= (5 1) (3) = (35)

Przyktad 3

. 1\ . /2
Wersorami nowego uktadu wspoédtrzednych sa wektory < 1) i < 1> . Wyznacz w nowych wspot-

rzednych réwnanie prostej, ktéra w starych wspotrzednych ma réwnanie 2o + 3y — 1 = 0.
Rozwigzanie (sposéb I). Zgodnie ze wzorem (4.1) mamy:

D0 (e
y 1 1) \y Y y=a+y

20 +3y —1=2(2'+2¢) +3(2' +¢)—1=52"+7y — 1

Stad:

czyli réwnanie prostej to 5z’ + Ty’ — 1 = 0.

Rozwigzanie (sposéb 1I). Rownanie 2z + 3y — 1 = 0 mozna zapisa¢ w postaci

()
(-6 96)

1 2\ [« .
(2 3) (1 1) (y,) =1 cyli B’ +7Y =1

co jest rownaniem prostej w nowych wspotrzednych.

co uwzgledniajac wzor (4.1):

daje:
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Przyktad 4

1
1> . Wyznacz w starych wspot-

rzednych réwnanie prostej, ktora w nowych wspotrzednych ma réwnanie 2’ + 13" — 2 = 0.
Rozwigzanie (sposéb I). Zgodnie ze wzorem (4.1) mamy:

<x>_<1 1> <x'> i r=a'+y
y -1 1) \y Y y=—a'+y

Wersorami nowego ukladu wspoélrzednych sa wektory <1 1> i <

skad wyliczamy:

Wobec tego:
Yy 2= (e — )+ (ot dy) —2=a—2

czyli rownanie prostej w starych wspotrzednych to x — 2 = 0.

Rozwigzanie (sposob II). Rownanie 2’ + 3’ — 2 = 0 mozna zapisa¢ w postaci

x/
(1 1) (y,) =2
co uwzgledniajac wzor (4.1):

(-G = 0-C) 6
daje:
(1 1) <_11 D_l <”y”>:2 cyli (1 1) @ _f> (5):2 cyli =2

co jest r6wnaniem prostej w nowych wspotrzednych.

Jedli zmieniamy uktad wspélrzednych, to zmianie ulegna réwniez macierze przeksztatceri
liniowych. Dla rozréznienia macierzy przeksztalcenia liniowego F' w starym i nowym uktadzie
wspotrzednych, bedziemy je oznacza¢, odpowiednio, Mgiary (F') i Mupowy (F).

Definicja 4.4

Dane jest przeksztalcenie liniowe F' : R? — R2. Macierza F' w starym ukladzie wspot-
rzednych nazywamy macierz mgq,y(F') spetniajaca dla dowolnego wektora X warunek:

[F(X)]stary = Mstary (F) : [X]stary

Macierzg F' w nowym ukladzie wspohrzednych nazywamy macierz mpowy (F') speiniajaca
dla dowolnego wektora X warunek:

[F(X)]nowy = Mnowy(F) + [X]nowy

Zauwazmy, ze definicja macierzy przeksztatcenia w starym uktadzie wspéhrzednych to inaczej
zapisana Definicja 2.3. Interpretacja macierzy przeksztalcenia w nowym uktadzie wspoétrzednych
jest analogiczna do interpretacji macierzy przeksztalcenia w starym uktadzie wspédtrzednych,
opisanej w Fakcie 2.13.
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Fakt 4.5

Jesli (Z Z) jest macierza przeksztalcenia liniowego F' : R? — R? w (nowym) ukladzie

wspolrzednych o wersorach €] i €, to:

(9=W®mw oraz ($=W®mw

(tzn. kolumny macierzy przeksztalcenia to nowe wspolrzedne obrazéw nowych wersorow).

Dowdd.

Lmamwzmmdqumwzc 9<®:<9

Py = o F) - b = (& 3) (1) = (3)

Przyklad 5

Dany jest nowy uklad wspolrzednych o wersorach €] = <_21> ie,= (1) Pewne przeksztal-

4 1

cenie liniowe F' : R? — R? ma w nowym ukltadzie macierz Mpowy (F) = < 11

F(e}) oraz F ((g)) .

Rozwigzanie. Zgodnie z Faktem 4.5, skoro my,guy(F) = (11 1), to:

(‘11) = [F(e)]nowy  czyli  F(e)) =4€) + ¢y =4 (_21) + G) = (_93>
-(4)+()-6)

) . Oblicz F(€}),

o~

(1) = Py el Fled)=ci+e

S 3 2 1 P
Poniewaz v = o) =\ 1)t ) =6 te wice

F(v) = F(e) + €5) = F(e}) + F(e3) = <_93> + (3) - <i23)

Operowanie macierzami przeksztalcen w nowych i starych wspotrzednych bardzo upraszcza
nastepujacy fakt:

Fakt 4.6

Niech €] i €}, beda wersorami nowego ukladu wspotrzednych, zas P macierza zamiany
wspolrzednych (tzn. P = ([€]]starys [€b)stary)). Wowczas dla dowolnego przeksztalcenia
liniowego F : R? — R? zachodzi wzor:

Mstary(F) = P Mpowy(F) - P (4.2)
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Dowdd. Zgodnie z Definicja 4.4 mamy:
[F<X)]nowy = mnowy(F) : [X]nowy
Zgodnie z Faktem 4.3 zastosowanym dla wektora X:
[Xlstary = P Xlnowy,  czyli P™ [X]stary = [Xnowy
Zgodnie z Faktem 4.3 zastosowanym dla wektora F'(X):
[F(X)]stary = P [F(X)]nowy
Laczac te wzory otrzymujemy:
[F(X)]stary = P+ [F(X)]nowy = P - mpowy(F) - [X]nowy = P - Mnowy(F) - pt. [(X]stary
Poréwnujac otrzymany wzoér:
[F(X)]stary = P Mnowy(F) - Pt [Xstary

z definicja:
[F(X)]stary = Mstary (F) - [X]stary

dostajemy szukany wzor:
Mestary(F) = P - Mpowy (F) - p!

Przyktad 6

Przeksztalcenie liniowe F' : R?> — R? o macierzy A ma dwie rozne wartosci wiasne A\ i p.

Wprowadzmy nowy uktad wspoétrzednych o wersorach u = <Zl> iv= <Zl>, gdzie u i v to
2 2

wektory wlasne F' dla wartosci wlasnych, odpowiednio, A i pu. Znajd7 macierz F' w nowym

uktadzie.

Rozwigzanie. Skoro nowe wersory €] = u i e}, = v sa wektorami wlasnymi F, to:
F(e))=A-¢,+0-¢y oraz  F(eh) =0-¢} +p-eh

A

skad Mpowy (F) = (O M)' Zauwazmy, ze w takim razie, zgodnie ze wzorem (4.2) otrzymu-
jemy:

A=P (6\ 2) Pila gdzie P = ([ell]staryv [eé]stary) = (ul vl)

u2 V2

czyli wzor na diagonalizacje macierzy. Wzor (4.2) mozna wiec traktowa¢ jako uogolnienie
wrzoru na diagonalizacje macierzy.

Przyklad 7

Dany jest nowy uktad wspoétrzednych o wersorach ¢} = (1) ey = (—11)

(a) Przeksztatcenie liniowe F' : R? — R? w nowym ukladzie ma macierz <_1 ;) . Wyznacz
macierz F' w starym uktadzie.
1
(b) Przeksztalcenie liniowe G : R? — R? w starym ukladzie ma macierz <1 0). Wyznacz
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macierz G w nowym uktadzie.

Rozwigzanie. Macierz zamiany wspoétrzednych to P = <1 _11> Zgodnie z Faktem 4.6:

TSN (A TCH TN R

mstary(G) =P- mnowy(G) : Pil

oraz

skad otrzymujemy:

Mpowy(G) = P~ - Migpary(G) - P = G _11)_1 (;l (1)> G —11>

G 3)

4.2 Krzywe drugiego stopnia

W Rozdziale 1.2 dowiedzielismy sie, ze réwnanie pierwszego stopnia z niewiadomymi x i y, tzn.
rOéwnanie

ar +by+c=0 (4.3)

zazwyczaj opisuje prosta na plaszczyznie (wyjatkiem jest przypadek a = b = 0, gdy rownanie to
opisuje zbior pusty lub calg ptaszczyzne). Rownanie (4.3) nazywamy réwnaniem pierwszego stop-
nia, gdyz niewiadome z i y wystepuja w co najwyzej pierwszej potedze. W niniejszym rozdziale
ustalimy jaki zbiér opisuje rownanie drugiego stopnia z niewiadomymi z i y, tzn. réwnanie

az? +bxy+ eyt +de+ey+f=0 (4.4)

Rownanie (4.4) nazywamy rdwnaniem drugiego stopnia, gdyz niewiadome = i y wystepuja w co
najwyzej drugiej potedze (przy czym sktadnik bry traktujemy jako sktadnik drugiego stopnia,
gdyz wystepuje w nim iloczyn dwoch niewiadomych). Dla uproszczenia, rozwazaé bedziemy tylko
przypadek, gdy w rownaniu (4.4) nie wystepuja sktadniki pierwszego stopnia (tzn. d =e = 0), a
wyraz wolny jest niezerowy (tzn. f # 0). To dodatkowe zalozenie w niewielkim stopniu wpltywa
na ogélnoé¢ rozwazan. Najpierw przyjrzymy sie kilku szczegbélnym przypadkom réwnan drugiego
stopnia.

Definicja 4.7

FElipsq o dtugiej potosi diugosci a i krotkiej potosi dlugosci b (a > b) nazywamy krzywa

1 2 o
= (

Zwrocémy uwage, ze okrag jest szczegolnym przypadkiem elipsy (gdy diuga i krotka potos sa
tej samej dtugosci). Réwnanie 22 + y? = r? okregu o érodku w punkcie O mozna zapisa¢ w

postaci:
2 2
r r

Wowczas promient okregu to potos elipsy (a srednica okregu to oS elipsy).
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Yy
A
b
> T
-b

Definicja 4.8

Hiperbolg nazywamy krzywa zadana réwnaniem:

O-@- o @

Na kolejnym rysunku, we wspoélnym uktadzie wspétrzednych, przedstawiono wykresy wszyst-

kich trzech réownar:

Copyright © Tomasz Elsner, 2019



4.2. KRZYWE DRUGIEGO STOPNIA 133
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( a ) ( b) a + b
Rysunek ten pokazuje praktyczna metode rysowania hiperboli:
, a —a 0 0. s ) .
(1) zaznaczy¢ punkty o Lo ) lp) )t ustali¢, ktore dwa z tych punktow nalezg do

wykresu (tzn. spelniaja rozwazane rownanie hiperboli),

(2) narysowa¢ prostokat, dla ktorego cztery powyzsze punkty sa srodkami bokow i przediuzy¢
jego przekatne (beda to asymptoty hiperboli),

(3) naszkicowaé¢ dwie gatezie hiperboli przechodzace przez punkty wybrane w (1) i majace
asymptoty ustalone w (2).

Zgodnie z wczesniejszymi uwagami, bedziemy rozwaza¢ réwnania drugiego stopnia postaci:
ax?® +bry +cy® + f =0
gdzie f # 0. Rownanie takie mozna przeksztalci¢ do postaci:

Az’ + By +Cy? =1

Zbior punktow plaszezyzny opisany réwnaniem Az? + Cy? =1 to:
e clipsa, gdy A,C > 0,

e hiperbola, gdy A>0>Club C > 0> A,

e zbidr pusty, gdy A,C < 0.

Przypadek, gdy A =0 lub C = 0 pozostawiamy do rozwazenia w ramach ¢wiczen.

Dowdd. Jesli A,C' > 0, to réwnanie to mozna przeksztatci¢ do postaci rownania elipsy:

(i) () -
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Jesli A > 0 > C, to rébwnanie to mozna przeksztatcié do postaci réwnania hiperboli:

(i) ~ (=) =

Podobnie w przypadku C > 0 > A:

2 2
(=) * (ve) =
1/v/—-A4 1/VC
W sytuacji gdy A, C < 0, lewa strona réwnania jest ujemna lub réwna zero, wiec rownanie jest
sprzeczne.

Przyktad 1
Narysuj krzywa o réwnaniu 222 — 5y = 1.
Rozwigzanie. Zgodnie z Faktem 4.9 krzywa ta jest hiperbola. Mozemy ja zapisa¢ w postaci

(4.6): , ,
(o)
V2 V5

1 _ 1
Zgodnie z opisang wczedniej procedura rysujemy prostokat o srodkach bokéow <\6§> , ( (‘)/5 ) )

0 0
< 1 ) , (_ 1 ) , przedtuzamy jego przekatne, by otrzymaé asymptoty hiperboli i prowadzimy
V5 V5

1 1
dwie gatezie hiperboli przez punkty (\6§> i ( 6/5> (ktore, jak nietrudno sprawdzi¢, spelniaja

zadane rownanie).

~ -
> -
~ -
~ -
~ -
<
.
~ 1 -
~. 1 B
.
. V5 .
~ e
~ e
=
~ -
~ e
~ -
~ -
~ -
~ -
s A
Sk > T
1 P N 1
N y .~ L
.
vZ . ~ 2
- \\
- \\
.
P 1 N
- —_—— S
.
- \/5 ~
. <
g <
_ <
g ~
g <
g <

W dalszej czeéci pokazemy, ze rownanie w postaci Az? + Bxy + Cy? = 1 mozna sprowadzi¢
do postaci A'(2')% + C'(y')?> = 1 w odpowiednio wybranym (nowym) prostokatnym uktadzie
wspotrzednych, co oznacza, ze (o ile A’,C’ # 0) jest to réwnanie elipsy, hiperboli lub rownanie
sprzeczne.
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Twierdzenie 4.10

Dane jest réwnanie

Az’ + Bzy +Cy? =1 (4.7)
B
Jedli v 1 vy to jednostkowe wektory wlasne symetrycznej macierzy < B é) dla wartosci
2

wlasnych Aj 1 A2, to w nowym uktadzie wspotrzednych o wersorach vy i vo réwnanie (4.7)
przyjmuje postac:
)\1(1‘,)2 -+ )\2(3/’)2 =1 (48)

W szczegélnosci réwnanie to opisuje:
o elipse, jedli A1, A2 > 0,
e hiperbole, jesli A1 > 0 > Ao lub Ay > 0 > Aq,
e zbibr pusty, jesli A1, Ay < 0.

Ponadto osie symetrii otrzymanej elipsy lub hiperboli to osie nowego uktadu wspotrzed-
nych (czyli proste o wektorach kierunkowych vy i vg).

Dowdd. Przypadek B = 0 nie wymaga zmiany uktadu wspotrzednych (nowy uktad i stary uktad
pokrywaja sie) i zostal rozpatrzony w Fakcie 4.9.
Przyjmijmy, ze B # 0. Réwnanie Az?+ Bzy+Cy? = 1 mozna zapisa¢ w formie macierzowej:

(z ) <‘§ 2) (5) =1 oyl X'QX =1 (4.9)

. A B : . : . . .
gdzie X = <§> , Q= (B (2;,> . lloczyn macierzy po lewej stronie réwnosci to macierz rozmiaru
2

1x 1, ktéra utozsamiamy z pojedyncza liczba rzeczywista. Macierz @) jest macierza symetryczna,
wiec zgodnie z Twierdzeniem Spektralnym diagonalizuje sie, czyli:

-1
Uiz U2z A1 0 Vixz V2 . -1
= czyl = PDP
@ (”1y U2y> (0 )‘2> <“1y U2y) wl @

gdzie A1 i A2 to wartosci wlasne Q, a vy = lex) ivg = (Z%) to odpowiadajace im wektory
ly 2y

wlasne. Wektory wtasne vy i ve sa prostopadie (zgodnie z Twierdzeniem Spektralnym) i mozna
je wybraé tak, by |vi| = |va| = 1 (przeskalowany wektor wlasny tez jest wektorem wlasnym).
Wobec tego macierz P jest macierza izometrii (jej kolumny to prostopadte wektory dtugosci 1),
czyli:

pl=p!

Poniewaz Q = PDP~!, wiec réownanie (4.9) przyjmuje postaé:
X"(PDPHX =1

ktora zgodnie ze wzorem na transponowanie iloczynu macierzy (Fakt 2.66) mozna przeksztalcié
do:
(PTX)"DP'X)=1, czyi (P'X)'DP'X)=1

Wprowadzamy nowy uktad wspoédlrzednych, dla ktérych vy i vo beda wersorami. Nowy uktad
wspolrzednych bedzie prostokatny (bo wersory sa prostopadle) i bedzie mial taka sama jednostke

Copyright © Tomasz Elsner, 2019



ROZDZIAL 4. ZAMIANA UKEADU WSPOLRZEDNYCH NA PLASZCZYZNIE
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X = PX', czyli P~'X = X'. Stad badane réwnanie przyjmuje postac:
) =1 cyli M@+ N)=1

co stary uktad (bo jako nowe wersory wybraliémy wektory dtugosci 1) oraz zgodnie z Faktem 4.3
)\1 O) <.’El

0 X)) \Y
O

(XN)'DX')=1 czyli (2 ’)<

Przyktad 2
Narysuj krzywa o réwnaniu 1122 — 24xy + 4y® = 1.
Rozwigzanie. Zgodnie z Twierdzeniem 4.10 szukamy wartosci i wektoréw wlasnych macierzy

—12 - .
>. Jej wielomian charakterystyczny to

>—(11—x)(4—x)—144—m2—15x—100—(x—20)($+5)

11
Q= <—12 4
11—z -12
czyli wartosciami wlasnymi sa Ay = 20 i Ay = —5. Wektory wilasne dla wartosci whtasnej A1 to
rozwiagzania réwnania:
11z — 12y = 20z
—12z 4+ 4y = 20y

11 12\ (= T .
(_12 4 ) <y> =20 (y) czyli {
tzn. punkty lezace na prostej 3z + 4y = 0. Przyktadem (niezerowego) wektora wlasnego jest

3
2) Zaznaczamy nowy uktad wspol-

), a poniewaz potrzebujemy wektora jednostkowego, wiec dzielac go przez jego dtugosé
5

4
-3
4
otrzymujemy: v; = <_53> Podobnie ustalamy ve = <
rzednych i szkicujemy w nowym uktadzie wspotrzednych (zgodnie z procedura) hiperbole o
20(a')2 = 5(y/)? = 1

réwnaniu:
vy
A /
A Y
1
1
1
1
1
// ///
] P~
|1 P
V5 o
1 ' =
_ NSNS
VI > T
e 1
- I 1
27 VEINVJV20
z I
“4 /
// l/
I ./L‘/
1
1
1
1,
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Przyktad 3

Narysuj krzywa o réwnaniu 34x? — 24xy + 41y% = 1.
Rozwigzanie. Zgodnie z Twierdzeniem 4.10 szukamy wartosci i wektoréw wtasnych macierzy

= B . Jej wielomian charakterystyczny to
Q=(>, %) 3ei wiel harak

xq(z) = det (3‘:2“ 41_1233) = (34 —x)(41 —x) — 144 = 2 — 75z + 1250 = (x —25)(z — 50)

czyli wartodciami wlasnymi sa Ay = 251 Ay = 50. Wektory wtasne dla wartosci wtasnej A; to
rozwigzania réwnania:

34 —12\ [z x ) 3z — 12y = 25x
=25 , czyli
—-12 41 Y Y —12z + 41y = 25y
tzn. punkty lezace na prostej 3z — 4y = 0. Przykladem (niezerowego) wektora wlasnego jest

<3>, a poniewaz potrzebujemy jednostkowego wektora wilasnego, wiec dzielac go przez jego

4 _3
dtugoé¢ otrzymujemy: v; = <§> Podobnie ustalamy vy = ( 45>. Zaznaczamy nowy uktad
5 5

wspoélrzednych i szkicujemy w nowym uktadzie wspoétrzednych elipse o réwnaniu:
25(x")% + 50(y)* = 1

Y
/ A

ot

(o1}
ot
>

Przyklad 4
Narysuj krzywa o rownaniu zy = 1 (czyli ,szkolng” hiperbole o réwnaniu y = %)
Rozwigzanie. Zgodnie z Twierdzeniem 4.10 szukamy wartosci i wektoréw wtasnych macierzy

5 0

1
Q= ((1) 2). Jej wielomian charakterystyczny to
2

e 1
xolw) =det ([ 1) =t =} = o= hle+b)

czyli wartodciami wlasnymi sa A\ = % 1A= —%. Wektory wtasne dla wartosci wlasnej A to
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1 1
T 1 [ . 5Y = 5@
== czyli
( ><y> ? <y> Y {§m 3y

V2
wiec v = <i>, a poniewaz szukamy jednostkowego wektora wlasnego, to v = (\%) Po-

rozwiazania réwnania:

1
2
0

= O

2
V2

dobnie ustalamy, ze vy = \/52 . Zaznaczamy nowy uktad wspotrzednych i szkicujemy w
2
nowym uktadzie wspotrzednych (zgodnie z procedura) hiperbole o rownaniu:

Y

&

~
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Rozdziat 5

Liczby zespolone

5.1 Dzialania na liczbach zespolonych

Definicja 5.1

Liczby zespolone to liczby postaci a+bi, gdzie a,b € R, zas i to taka liczba (nierzeczywista),
dla ktorej 2 = —1 (my$limy: i = /—1). Liczbe a nazywamy czescig rzeczywistq liczby
zespolonej z = a + bi (i oznaczamy Rez), a liczbe b — czescig urojong liczby zespolonej z
(i oznaczamy Imz).

Zbior liczb rzeczywistych R jest podzbiorem zbioru liczb zespolonych (oznaczanego C), tzn.
kazda liczba rzeczywista r € R jest liczba zespolona o zerowej czedci urojonej: r = r 4+ 0 - 4.
Wzajemne relacje wszystkich poznanych zbioréw liczb przedstawia rysunek ponizej.

Dziatania na liczbach zespolonych okreslamy tak, by zachowane byty prawa dziatari obowia-
zujace dla liczb rzeczywistych, w szczegélnosci przemiennoéé i tacznoéé dodawania i mnozenia
i rozdzielno$é mnozenia wzgledem dodawania oraz by dziatania na liczbach rzeczywistych byty
szczegblnym przypadkiem dziatan na liczbach zespolonych. Stad nastepujace definicje:

Definicja 5.2

Dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie liczb zespolonych a +ib i ¢+ id (za wyjat-
kiem dzielenia przez 0) definiujemy nastepujaco:

(a+1ib) + (c+id) = (a+¢) +i(b+ d)

(a+1ib) — (c+id) = (a —¢) +i(b—d)
(a+ib) - (¢ +id) = (ac — bd) + i(bc + ad)

a+1ib ac—i—bd_i_z,bc—ad
ct+id cE+d2 2+ d2
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O ile definicja dodawania i odejmowania wydaje sie naturalna, o tyle definicje mnozenia i
dzielenia wymagaja wytlumaczenia. Wymnazajac liczby zespolone a + ib i ¢ + id oraz stosu-
jac prawo rozdzielnogci mnozenia wzgledem dodawania (oraz warunek i2 = —1) otrzymujemy
zapowiedziany wzor:

(a+ib)-(c+id) =a-c+ib-c+a-id+ib-id = ac +i(bc + ad) + i*bd = (ac — bd) + i(bc + ad)

Wz6r na iloraz liczb zespolonych réowniez wyprowadzamy przy pomocy prawa rozdzielno$ci
mnozenia wzgledem dodawania, wykorzystujac mechanizm stosowany przy usuwaniu niewymier-
nosci z mianownika:
a+ib  (a+ib)(c—id) (ac+bd)+i(bc—ad) (ac+bd)+i(bc—ad) ac+bd  bc—ad
c+id (c+id)(c—id) c2 — (id)? B 2+ d? il ere

Wynika stad, ze dzielenie przez liczbe zespolona ¢ + id jest wykonalne, o ile ¢ + d? # 0, czyli o
ile ¢ i d nie sa jednoczesnie zerami (tzn. za wyjatkiem dzielenia przez liczbe 0 = 0 + 0i).

Przyktad 1
Wykona¢ dzielenie (14 1) : (1 4 23).
Rozwigzanie.

T4+i  (4i)(1—2) 1+4i-2+2 3—i

14+2i  (1+2i)(1 - 2i) 1+4 5

alw
(S

Zasadniczym powodem wprowadzenia liczb zespolonych jest to, ze umozliwiaja znalezienie
pierwiastkow dowolnego rownania wielomianowego (kazdy wielomian ma przynajmniej jeden pier-
wiastek zespolony, nawet gdy nie ma zadnych pierwiastkow rzeczywistych). Pierwszym przykta-
dem jest wyliczenie pierwiastka kwadratowego z liczby rzeczywistej ujemnej (czyli rozwigzywanie
réwnania wielomianowego x2 + ¢ = 0, gdzie ¢ > 0):

V-1=i, V=4d=V-1-V4=2, V-5=v-1-V6=iV5

(powyzsze wyliczenia stanowia tylko potowe prawdy, o czym mowi Fakt 5.10).

Przyktad 2

Obliczy¢ V/i.
Rozwigzanie. Niech Vi = a + bi, gdzie a i b to liczby rzeczywiste. Wowczas:

(a4 bi)? =1, czyli (a® — b%) + 2abi =i

Dwie liczby zespolone sa rowne wtedy i tylko wtedy, gdy réwne sa zaréwno ich czeéci rzeczy-

a? -1’ =0

2ab=1
Rozwiazujac ten uklad rownan (w liczbach rzeczywistych) otrzymujemy a = b = g lub
a=b= —@. Stad:

wiste, jak i urojone, czyli:

1 _Nve_ V2
2 ub 2 '

Wyjasnienie, dlaczego otrzymalismy dwa rozwiazania zawarte jest w Fakcie 5.10.

\[iz\f—l—iﬂ vz_ V2

Liczby rzeczywiste przedstawiamy jako punkty na prostej (osi liczbowej). Liczby zespolone
przedstawiamy jako punkty na plaszczyZnie, gdzie czesé rzeczywista i czesé urojona odpowiadaja
wspotrzednym punktu plaszczyzny (tzn. liczba a + bi odpowiada punktowi Z ).
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Y
5+ 3¢

3t -
) 1422
21 4
) 341
1/ -

e e+ >

Dodawanie liczb zespolonych odbywa sie jak dodawanie wektoréw. Nietrudno sie o tym
przekonaé poréwnujac dodawanie wektoréw:

(00~

(a+ib) + (c+id) = (a+¢) +i(b+ d)

z dodawaniem liczb zespolonych:

Wektor <a te

- d) oraz liczba zespolona (a + ¢) + i(b + d) oznaczaja ten sam punkt plaszczyzny.

Y
A

Fakt 5.3: Nierownos$é tréjkata

Dla dowolnych liczb zespolonych z; i zo zachodzi warunek

|21 + 22| < |z1] + |22

Dowdd. Traktujac liczby zespolone jako wektory na plaszczyznie zauwazamy, ze jest to inaczej

zapisana nieréwnos¢ trojkata dla wektorow na plaszczyznie (Fakt 1.21).
O

Wiemy, ze punkty na plaszczyznie mozna opisywaé¢ podajac wspotrzedne kartezjanskie (21 y)
albo wspolrzedne biegunowe (promien r i kat 6). To drugie przedstawienie jest znacznie wygod-
niejsze przy mnozeniu liczb zespolonych, dlatego wspétrzedne biegunowe dla liczb zespolonych
maja swoje specjalne nazwy:
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Definicja 5.4

- . ) _ P
Jesli liczbe zespolona 2z = a + b przedstawimy w postaci punktu (Z) = <;Z?§9) na

plaszczyznie, to wspodlrzedne biegunowe 7 i 6 tego punktu bedziemy nazywad:
e r — modutem liczby zespolonej z (ozn. |z|),
e 0 — argumentem liczby zespolonej z (ozn. argz).

W ten sposéb otrzymujemy przedstawienie trygonometryczne liczby zespolonej z:

z =r(cosf +isinf) (5.1)

Zwroémy uwage, ze argument liczby zespolonej z (jako kat miedzy wektorem z a dodatnia
potosia Ox) jest wyznaczony modulo 27 (tzn. dodanie catkowitej wielokrotnosci 27 nie zmienia
argz).

Fakt 5.5

Dla dowolnej liczby zespolonej z = a + ib (gdzie a i b to odpowiednio cze$¢ rzeczywista i

urojona) zachodzi:
|z| = Va2 + b?

b
argz = arctg — lub arctg— +7
a a

Ustalenie ktéra z dwoéch wartosci przyjmuje argz wymaga ustalenia, w ktérej ¢wiartce
znajduje sie liczba zespolona z.

Dowdd. Zgodnie z definicja, jesli oznaczymy |z| = r oraz argz = 0, to:
a =rcosf oraz b=rsind

Stad

\/a2+b2:\/r2c0529+r2sin29: \/rz(sinzﬁ—i—cos?@):\/ﬁ:r

jako, ze r > 0. Ponadto:

b b
- = =tgb czyli 0 = arctg— lub arctg—+m7
a cosf a a

jako ze funkcja tg ma okres 7, wiec znajac tg 6 nie otrzymujemy petnej informacji o kacie §. O

Przyklad 3

Przedstaw w postaci trygonometrycznej liczby zespolone z; = 1 + ¢ oraz 1 + 2i.
Rozwigzanie. Nietrudno obliczy¢é moduty obu liczb:

|21|:r1:\/12+712:\/§ oraz ’Z2|:T2=\/12+722:\/5
Ich argumenty to:
argz) = arctg 7 = arctgl =5 oraz  argz = arctg2

Stad:
21 =V2- (cos § +isin )

29 =5 (cosf +isinf), gdzie 6= arctg?
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Wartos¢ argz; mozna réowniez (bez zadnych rachunkow) odczytaé z rysunku:

Y Y

A Z9
2it---

Przedstawienie trygonometryczne liczby zespolonej pozwala lepiej zrozumieé¢ operacje mno-
zenia liczb zespolonych:

Fakt 5.6

Dla dowolnych (niezerowych) liczb zespolonych z; i 29 zachodza warunki:
|21 - zo| = |21] - |22] oraz arg(z129) = argz) + argze  mod 27 (5.2)
Innymi stowy:

r1(cosf; +isinfy) - ro(cos Oy + isinby) = rira(cos(6r + 02) + isin(0; + 62)) (5.3)

Dowdd. Jesli zy = r1(cosfy + isinfy) oraz zo = ry(cosfy + isinby), to:

z1 - 29 = r1(cos By +isinfy) - ro(cosfy + isinby) =

r172((cos 61 cos O3 —sin 0 sin fa) +i(cos 01 sin fa +sin O cos B3)) = rira(cos(fy+602)+isin(61+62))

z21 + 29

> <

<2

21
Ty

01 + 02

;) 91\ >

Analogiczne wzory zachodzg dla dzielenia liczb zespolonych:
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Fakt 5.7

Dla dowolnych (niezerowych) liczb zespolonych z; i z2 zachodza warunki:

— 2l oraz arg <Zl> = argz) —argzz mod 2w (5.4)
|22 2

<1

Z2
Innymi stowy:

ri(cosfy +isinfy) 7 o
ra(cosOs +isinfy) 1o (cos(01 — 02) + isin(0; — 62)) (5.5)

Dowdd. 7, Faktu 5.6 zastosowanego dla liczb zespolonych % i 29 otrzymujemy:

21

21

J— .2’2 = ‘Zl|
<2

“zo| =

arg (2) + argey = arg (2 : Z2> =argzy mod 27

co po przeksztatceniu daje wzory (5.4). O

Szczegdlnym przypadkiem wzoru (5.5) (w sytuacji z; = 1 = 1(cos0 + isin0)) jest wzor na
odwrotnosé liczby zespolonej:

Fakt 5.8
Dla dowolnej liczby zespolonej z # 0 zachodzg warunki:

|27t = |2|71 oraz arg(z™!) = —argz
Innymi stowy:

(r(cos +isin )~ = (r~1)(cos(—0) + isin(—0)) = (r~1)(cos # — isin ) (5.6)

Wzor (5.3) w przypadku r = ro = r oraz 61 = 0 = 0 przyjmuje postac:
[r(cos 6 + isin)]* = r*(cos 20 + i sin 20) (5.7)

Indukcyjnie mozemy udowodnié jego nastepujace uogblnienie:

Fakt 5.9

Jesli liczbe zespolona z zapiszemy w postaci trygonometrycznej z = r(cosf + isin@), to
dla dowolnego n catkowitego zachodzi:

[r(cosf + isin@)]" = r"(cosnb + isinnh) (5.8)
W szczegolnosci prawdziwy jest wzor (zwany wzorem de Moivre’a):

(cosf + isin )™ = cosnb + isinnf
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Dowdd. Przypadek n > 0 dowodzimy indukcyjnie. Dla n = 0 teza jest oczywista. Jesli wzoér
(5.8) jest prawdziwy dla n = k, to dla n = k + 1, zgodnie ze wzorem (5.3), otrzymujemy:

[r(cos 0+ sin 0)]*T1 = [r(cos 0 +isin §)]*-r(cos §+isin ) = r¥(cos kO +isin kf) - r(cos O +isin 6)

= 7F+1((cos kf cos @ — sin k6 sin §) + i(sin kO cos 6 + cos kO sin 0))

= 7** 1 (cos(k + 1) + isin(k + 1)6)
Na mocy zasady indukcji matematycznej to dowodzi przypadku n > 0.
W przypadku n < 0 oznaczmy n = —k. Wowczas k > 0 i stosujac udowodniona juz czes¢
faktu oraz wzor (5.6) otrzymujemy:

-1
[r(cos @ + isin§)] ™% = | (r(cos§ + isin 9))’“] = [r*(cos kO + isin k)]

= 77 (cos(—kf) + i sin(—k0))

Przyklad 4
Obliczy¢ (1 +4)19 oraz (1 + 24)190.

Rozwigzanie. Korzystajac z wyznaczonych w poprzednim przyktadzie postaci trygonometrycz-
nych, otrzymujemy:

(1+3)1° = (V2 (cos T + isin%))wo = (\/5)100 - (cos 19T 4 j gin 1007)

=299 (cos 257 + sin 257) = —2°°
oraz dla 6 = arctg 2:

(1+2i)'% = (V/5 - (cos 0+ isin6))'* = (vV5)'”(cos(1006) + i sin(1000))

= 5%9(cos(1006) + isin(1009))

Fakt 5.9 mozna wykorzystaé rowniez do wyznaczenia pierwiastka n-tego stopnia. Zgodnie z
definicjg pierwiastkowania, {/z to taka liczba zespolona w, ze

w =z

(5.9)
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Przedstawiajac w postaci trygonometrycznej z = r(cosf + isinf) oraz w = s(cosp + isinp),
warunek (5.9) mozna zapisaé¢ jako:

(s(cosp +ising))"” = r(cosf +isinb)
czyli zgodnie ze wzorem de Moivre’a:
s" - (cos(ng) + isin(ny)) = r - (cosf + isin §)

Dwie liczby zespolone sa réwne, gdy ich modutly sa réwne oraz ich argumenty sa réwne modulo

2m, wiec:

s"=r oraz ne =60 mod 27

Stad dostajemy modut szukanej liczby w:
| = s = r

oraz n roznych mozliwych argumentoéw liczby w:

0

o=, lub = 0+47r lub ... lub g@zw

b= "

Oznacza to, ze udowodniliémy nastepujacy fakt:

Fakt 5.10

(Niezerowa) liczba zespolona z = r(cosf + isinf) ma n réznych pierwiastkow n-tego
stopnia:
wo = 1 (cos? +isin?)

wy = {/r - (cos 2T 4 jsin H2T)

Wo = {zf (COS 0+47r +isin 0+47r)

Wp_1 = Y7 - (cos 76+2(Z_1)7r + ¢sin 7‘%2(2_1)”)

Niestety nie ma mozliwosci podania jednego pierwiastka n-tego stopnia z liczby zespolonej z
— zawsze otrzymujemy n réwnoprawnych pierwiastkéw. Niejednoznaczno$é te czeSciowo mozna
zaobserwowaé juz przy pierwiastkowaniu dodatnich liczb rzeczywistych, np. v/4 moze by¢ rowny
2 (bo 22 = 4) lub —2 (bo (—2)? = 4). Wykonujac pierwiastkowanie liczb rzeczywistych zawsze
odrzucaliémy jedna z mozliwosci (ujemny), tak, by pierwiastkowanie dawalto jednoznaczny wynik.
W przypadku pierwiastkowania liczb zespolonych nie da sie w sensowny sposéb wybraé jednej z
n mozliwodci.

Przyklad 5
Obliczyé /i.

Rozwigzanie. Poniewaz i = 1- (cos § + isin §), wigc /i ma nastepujace dwie wartosci:

wozl-(cosg—i—isin%):@—l—ig
wy =1 (cos 2T —i—zsm?’“):—@—i@

doktadnie jak w Przyktadzie 2.
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Przyktad 6
Obiczy¢ J8i.

Rozwigzanie. Poniewaz 8i = 8 - (cos § + 4sin 3 ), wigc V/81 ma nastepujace trzy wartosci:

w0:2-(cos%—l—isin%)zl(\ég—i—%i):\/§+i

wy; =2+ (cos 2F +isin2T) =2 (- ‘[ +3i)=—V3+i
wy =2+ (cos 3 +isin3T) =2 (—i) = —2i

Przyktad 7
Obiczy¢ v/—1 + 1.

Rozwigzanie. Poniewaz —1 +1i = /2 (Cos —+ ¢sin :ZT

), wiec v/—1 + 4 ma nastepujace cztery
wartodci:

wo = V2 - (cos 3T ST+ isin 37)
w; = V2 - (cos 1116” + ¢sin 1116?)
wy = V2 - (cos T 4 jsin 127)

ws = V2 - (cos 55 2T | g sin 217ér)

Zasada moéwiaca, ze istnieje n réznych pierwiastkéw n-tego stopnia dotyczy nie tylko pier-
wiastkowania liczb nierzeczywistych, ale rowniez pierwiastkowania liczb rzeczywistych — kazda
niezerowa liczba rzeczywista ma n réznych zespolonych pierwiastkéw n-tego stopnia.
Przyktad 8

Wyznaczyé¢ wszystkie pierwiastki szostego stopnia z 1.
Rozwigzanie. Poniewaz 1 = cos0 + sin 0, wiec v/1 ma nastepujace sze§¢ wartosci:

wy =cos0+12sin0 =1

wl:cos§+isin§:%+ 232'
wg—cos +zs1n2§r——%+73i
w3 =cosT +isinT = —1
w4—cos +zs1n4§r——%—73i
w5—cos —|—zsm5§r—%—73i

Fakt 5.11

Dla dowolnej niezerowej liczby zespolonej z pierwiastki z liczby z:

e stopnia 2 (pierwiastki kwadratowe) to dwie liczby przeciwne,

e stopnia n (gdzie n > 3) to wierzchotki pewnego n-kata foremnego o srodku w 0.

Dowdd. Zauwazmy, ze wszystkie pierwiastki z liczby z = r(cos #+isin 0) maja jednakowy modut
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(rowny {/r), za$ argumenty kolejnych pierwiastkow roznig sie o 27” W przypadku n = 2 otrzy-
mujemy wiec dwie liczby przeciwne (roéznica argumentéw wynosi ), za§ w przypadku n > 3
otrzymujemy punkty lezace w roéwnych odstepach na okregu o srodku 0 i promieniu /7 (na
rysunku pokazano przypadek n = 5).

O

Alternatywnym (i czesto wygodniejszym od postaci trygonometrycznej) sposobem zapisu
liczb zespolonych jest postaé wyktadnicza.

Definicja 5.12

Funkcje wyktadnicza e* dla argumentéw zespolonych z = x + iy (gdzie x i y to liczby
rzeczywiste) definiujemy nastepujaco:

"W = ¢%(cosy + isiny) (5.10)
W szczegolnosci, dla dowolnej liczby rzeczywistej:

e = cosy +isiny (5.11)

Wstawiajac we wzorze (5.11) y = 7 otrzymujemy stynny wzdr Eulera:
e =—1

Wzory (5.3), (5.5), (5.6) i (5.8), w postaci wyktadniczej przyjmuja posta¢ dobrze znanych
(dla argumentow rzeczywistych) wtasnosci potegowania:

Fakt 5.13

Dla dowolnych liczb zespolonych 2z i 25 oraz dowolnej liczby catkowitej n zachodza wzory:
1) e?l . g2 = eF1t22

21

€ Z21—Zz
2) 672 = efl™*2
3) (ez)_1 =g

4 (@) =e

Dowdd. Oznaczmy z1 = a + ib oraz zo = ¢ + id. Wowczas:

e -2 = T octid — oa(cosh 4 isinb) - e(cosd+isind) = e - e°(cos b+ isin b)(cos d 4 i sin d)
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= ¥ ¢(cos(b + d) + isin(b+ d)) = elateFil+d) — pz1tz

Pozostate wtasnosci dowodzimy analogicznie. O

5.2 Wielomiany zespolone

Rownania liniowe (jak rowniez uklady rownan liniowych) w liczbach zespolonych rozwiazuje sie
doktadnie tak samo, jak w liczbach rzeczywistych.

Przyktad 1

Znajdz wszystkie pary liczb zespolonych 2z i w spelniajace nastepujacy uktad réwnan:

(1+1d)z+w=(1+2i)
iz+ (1 —1)w=(2+1)

Rozwigzanie (sposéb I). Stosujac metode podstawiania otrzymujemy:
w=(1+2i)—(1+1i)z
co podstawiamy do drugiego réwnania otrzymujac:

iz+ (1—49)((1+2i) — (1+14)z) = (2+1)

~1
(—24+i)z4+ B+i)=(24+14) czyli z= =241
—241
skad
w=(1+2)—(1+i)z=(1+2)—(1+i)(Z+Li)=3+71i

Rozwigzanie (sposob II). Stosujac wzory Cramera otrzymujemy:

Dzdet(ljl 12) —(14+)(1—-d)—1-i=2—i#0

142 1 . . .
Dz—det<2+i 1_Z.>—(1+22)(1—z)—1~(2+z)—1
Dw:det<1ﬂ 1+2.l>:(1+i)(2+i)—i-(1—|—2i):3—|—2i
1 2+1
Stad:
DZ 1 ) 1.
T T2 5Ts
Dy 342 , -
W=D T st

Zasadniczym powodem wprowadzenia liczb zespolonych byta potrzeba znalezienia rozwia-
zywania réwnan wielomianowych, ktére w zbiorze liczb rzeczywistych nie mialy pierwiastkow.
Zacznijmy od réwnania kwadratowego:
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Fakt 5.14

Dla dowolnych a, b, c € C, gdzie a # 0 réwnanie az? + bz + ¢ = 0 ma dwa pierwiastki:

b+ VA
2= 627 gdzie A =b? — dac (5.12)
a

W przypadku, gdy A = 0 powyzszy wzor daje jeden (podwojny) pierwiastek.

Dowdd. Rozwazane réwnanie mozna przeksztalcié w nastepujacy sposédb:

b
z2+fz+E:O
a a

Stad
VA b+ VA
z+£::|:— czyli z:bi
2a
O

Zauwazmy, ze w zwiazku z tym, ze /A jest niejednoznaczny (ma dwie wartosci), powstaje
problem, ktora z nich nalezy wstawi¢ do wzoru (5.12). Poniewaz jednak zgodnie z Faktem 5.25
pierwiastki kwadratowe z A to liczby przeciwne, za$ we wzorze (5.12) wystepuje +v/A, wiec
wyboér wartoéci nie ma wplywu na otrzymane pierwiastki.

Przyktad 2

Rozwiazaé¢ rownanie kwadratowe (w liczbach zespolonych):
i22 +(2—2)2—1=0
Rozwigzanie. A = (2i —2)? + 4i = —4i = 4(cos 2F + isin 27), wiec VA to jedna z liczb:
2(cos 3T + isin 27 )—2(———1—12) —V2+iV2

2(cos & —i—zsm4)—2(\f \f) V2 —iv2

Stad: . ‘
21:_(21_2)2_2.\&—’—1\/5 (14 L) +i(1+ L)
=

Definicja 5.15

Wielomian W(z) o wspotczynnikach zespolonych nazywamy podzielnym przez wielomian
P(z) (co oznaczamy P(z)|W(z)), jesli istnieje taki wielomian A(z) o wspoélczynnikach
zespolonych, ze W(z) = P(z) - A(z) dla dowolnego z € C.
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Twierdzenie 5.16: Twierdzenie Bezouta

Dany jest wielomian W (z) o wspolczynnikach zespolonych oraz liczba zespolona a. Wow-
czas W(a) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy (z — a)|W(2).

Dowdd. Znany ze szkoly algorytm dzielenia wielomianéw pozwala wykonaé dzielenie z reszta
dowolnych dwoéch wielomiandéw o wspétczynnikach zespolonych, przy czym reszta z dzielenia jest
wielomianem stopnia mniejszego niz dzielnik. Wykonujac dzielenie wielomianow W (z) : (z — a)
otrzymujemy iloraz A(z) i reszte R(z), czyli:

W(z)=A(2) - (z—a)+ R(2)

Poniewaz stopieri wielomianu R(z) (reszty) jest mniejszy od stopnia wielomianu z — a (ktory
wynosi 1), wiec wielomian R(z) = r jest wielomianem stalym. Wobec tego dla dowolnej wartosci
z zachodzi réwnosé:

W(z)=A() - (z—a)+r
gdzie a i r to pewne ustalone liczby zespolone. Podstawiajac z = a otrzymujemy:
W(a)=r

czyli wartosé¢ wielomianu W w punkcie a jest rowna reszcie z dzielenia W (z) przez (z —a). Stad
W(a) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy W(z) dzieli sie bez reszty przez (z — a). O

Whiosek 5.17

Jedli aq, ..., a, sa (parami roznymi) pierwiastkami wielomianu W o wspotczynnikach ze-
spolonych, to:
WEz)=(z—a1)(z—a2) - (z—ap) - P(z)

dla pewnego wielomianu P.

Dowdd. Prowadzimy indukcje wzgledem n. Dla n = 1 jest to bezposredni wniosek z Twierdzenia
Bezouta. Zalézmy, ze teza jest prawdziwa dla n = k i rozwazmy wielomian W majacy pierwiastki
aly...,0+1. Z zalozenia indukcynego:

W) = (z—a)(z —ag) - - (z — ay) - P(2)

dla pewnego wielomianu P. Podstawiajac z = ag11 1 korzystajac z faktu, ze jest to pierwiastek
wielomianu W otrzymujemy:

0=W(akt1) = (ars1 — ar)(aks1 — az) -+ - (agg1 — ak) - Pak1)
Poniewaz ay, . . ., ax11 sa parami rozne, wiec P(ag11) = 0, czyli zgodnie z Twierdzeniem Bezouta:
P(2) = (2 — ags1) - Q(2)
dla pewnego wielomianu ). Stad:
Wi(z) = (z—a1)(z —az) - (z = ap)(z — apy1) - Q(2)

O
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Powyzszy wniosek stanowi motywacje dla nastepujacej definicji pierwiastka wielokrotnego:

Definicja 5.18

Niech liczba zespolona a bedzie pierwiastkiem wielomianu zespolonego W. Krotnos$cig
pierwiastka a nazywamy taka liczbe k, ze:

W(z) = (z —a)* - A(2) (5.13)

gdzie a nie jest pierwiastkiem wielomianu A.

Zgodnie z Twierdzeniem Bezouta krotno$é¢ kazdego pierwiastka wielomianu wynosi przynaj-
mniej 1.

Wielomian stopnia n o wspélczynnikach rzeczywistych ma co najwyzej n pierwiastkow
rzeczywistych (liczac z krotnogciami).

Dowadd. Jedli liczby a, ..., ar sa pierwiastkami wielomianu W, a ich krotnosci wynosza, odpo-
wiednio, s1,..., S, to

W(@) = (@ = )" (0 = ) o (0 )™ - A)
Poréwnujac stopnie wielomianéw po lewej i po prawej stronie réwnosci otrzymujemy:
n=degW =51+ - +s,+degA>s1+---+s;

O

Ponizsze twierdzenie to najwazniejsze twierdzenie dotyczace liczb zespolonych (i gtéwnym po-
wodem zainteresowania liczbami zespolonymi). Dowod tego twierdzenia jest do§¢ skomplikowany
i wykracza poza zakres niniejszego skryptu.

Twierdzenie 5.20: Zasadnicze twierdzenie algebry

Wielomian stopnia n o wspoétczynnikach zespolonych ma doktadnie n pierwiastkéw zespo-
lonych (liczac z krotnosciami). Innymi stowy, wielomian zespolony W mozna roztozy¢ na
iloczyn czynnikéw liniowych, tzn.

W(z)=a(z—z1)(z—22) - (z — zn)

gdzie z1, ..., 2z, to (niekoniecznie rozne) pierwiastki wielomianu W.

W przypadku rozwazania wielomianéw o wspoétczynnikach rzeczywistych, wazna operacja
okazuje sie operacja sprzezenia liczby zespolonej:

Definicja 5.21

Sprzezeniem liczby zespolonej z = a + b nazywamy liczbe zespolona Z = a — ib. Geome-
trycznie z to obraz z przez odbicie wzgledem osi rzeczywiste;j.
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Fakt 5.22

Dla dowolnych liczb zespolonych z1, 2o oraz dowolnej liczby naturalnej n zachodza naste-
pujace wlasnodci:

1) 2129 =21 %

2 AN 22—21 ZQ

z1/%
(z21)" = 21"

)
3) 2
4)

Dowody tych prostych wtasnosci pozostawiamy czytelnikowi.

Jedli liczba zespolona zp = a + bi jest pierwiastkiem wielomianu W o wspétczynnikach
rzeczywistych, to liczba zespolona zy = a — bi tez jest jego pierwiastkiem.

Dowdd. Niech W(z) = anz™ 4+ -+ 4+ a1z + agp, gdzie ag, ..., a, to liczby rzeczywiste. Zgodnie z
zalozeniem:
0=apzy + -+ aiz0+ao

Sprzegajac obie strony réwnania i korzystajac z Faktu 5.22 otrzymujemy:

0=anz) + -+ +a120 + a0 = anzy + -+ +a120 + @0 = an - (20)" + -+ @1 -2 + ao
Poniewaz liczby a; sa rzeczywiste, wiec a; = a;, skad:
0= an(Zo)” + -4 a2+ ag = W(Z(])

czyli Zg tez jest pierwiastkiem wielomianu W. OJ

Dowolny wielomian rzeczywisty mozna roztozy¢ na iloczyn (rzeczywistych) czynnikow li-

niowych i kwadratowych.

Dowdd. Prowadzimy dowdd indukcyjny ze wzgledu na stopienn wielomianu. Wielomian stopnia
1 w oczywisty spos6b spelnia teze. Zaltézmy, ze wszystkie wielomiany stopnia k lub mniejszego
rozktadaja sie na iloczyn wielomian6éw stopnia 1 i 2. Niech W bedzie wielomianem stopnia
k+ 1 (o wspotczynnikach rzeczywistych). Zgodnie z Zasadniczym Twierdzeniem Algebry ma on
pierwiastek zesplony z = a + bi.

Jesli b = 0 (tzn. pierwiastek z jest liczba rzeczywista), to zgodnie z Twierdzenie Bezouta
wielomian W (z) jest podzielny przez wielomian (z — a), czyli:

W(z) = (z—a)- A(z)

gdzie A jest wielomianem o wspotczynnikach rzeczywistych stopnia k, a zatem zgodnie z zatoze-
niem indukcyjnym jest iloczynem wielomiandéw stopnia 1 i 2 o wspoétczynnikach rzeczywistych.
Stad te sama wlasnos¢ ma wielomian W.

Jesli b #£ 0 (tzn. pierwiastek z = a + ib nie jest liczba rzeczywista), to zgodnie z Faktem 5.23
liczba z = a — ib tez jest pierwiastkiem wielomianu W. Stad, zgodnie z Twierdzeniem Bezouta:

W(z) = (z — (a+1ib))(x — (a — b)) - A(x)
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gdzie A jest wielomianem o wspotczynnikach zespolonych (gdyz powstaje z dzielenia W (x) przez
wielomian o wspo6tczynnikach zespolonych). Poniewaz jednak po wymnozeniu czynnikéw linio-
wych powyzsza réwnosé przyjmuje postac:

W(z) = (2% — 2azx + a® +b?) - A(x)

wiec okazuje sie, ze wielomian A jest wielomianem o wspotezynnikach rzeczywistych (gdyz po-
wstaje z dzielenia W (x) przez wielomian o wspoétczynnikach rzeczywistych). Zgodnie z zaltoze-
niem indukcyjnym A jest iloczynem wielomiandéw stopnia 1 i 2 o wspo6lczynnikach rzeczywistych,
a zatem te sama wlasnosé ma wielomian W. O

W przypadku wielomiandéw o wspoétczynnikach catkowitych znajdowanie pierwiastkéw moze
utatwié¢ nastepujacy fakt:

Fakt 5.25

Niech W(z) = anz™ + an_12" 1 + -+ 4+ a1z + agp bedzie wielomianem o wspétczynnikach

catkowitych. Jedli W <p> =0, gdzie p i g to liczby catkowite wzglednie pierwsze, to:
q

glan, ~ oraz  plag

Dowdd.

n n—1
0:W<p>:an<p> +an_1<p> +"-—|-a1<p>+ag
q q q q

wiec (mnozac stronami przez ¢"):

Y-+ aipg™ ! + aog”

0= anp" + an—1p""
Lewa strona réwnosci jest podzielna przez p oraz wszystkie sktadniki po prawej stronie inne niz
aoq" sa podzielne przez p. Stad rowniez skladnik agq™ dzieli sie przez p, co wobec wzgledne;j
pierwszoséi p i g daje plag. Podobnie dowodzimy, ze q|ay,. O]

Przyktad 3
Roztozy¢ wielomian W (z) = 23 — 222 + 52 — 4 na:

1) iloczyn wielomianow zespolonych pierwszego stopnia,
2) iloczyn wielomianéw rzeczywistych stopnia pierwszego lub drugiego.

Rozwigzanie. Korzystajac z Faktu 5.25 wyznaczamy pierwiastek wymierny z = 1 (wystarczy
sprawdzi¢ liczby +4, 42, +1). Wykonujac dzielenie wielomianoéw otrzymujemy:

W(z) = (2 —1)(2* — 2+ 4)

Czynnik kwadratowy jest nierozktadalny nad liczbami rzeczywistymi, natomiast nad liczbami
zespolonymi otrzymujemy rozktad:

W(z) = (z — 1)(z — 115 (; - 1=0/15)
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Przyktad 4
Roztozy¢ wielomian W (z) = 2% + 223 — 622 + 10z + 25 na

1) iloczyn wielomianow zespolonych pierwszego stopnia,
2) iloczyn wielomianéw rzeczywistych stopnia pierwszego lub drugiego.
wiedzac, ze liczba 1 + 2¢ jest pierwiastkiem tego wielomianu.

Rozwigzanie. Poniewaz W jest wielomianem o wspoélczynnikach rzeczywistych, wiec zgodnie
Faktem 5.25 skoro 1+ 2¢ jest jego pierwiastkiem, to 1 + 2¢ = 1 — 24 tez jest jego pierwiastkiem.
Wobec tego W dzieli sie przez wielomian (z — (1+2i))(z — (1 — 2i)) = 2% — 22 +5. Wykonujac
dzielenie otrzymujemy:

W(z) = (22 =224 5)(22 + 42+ 5)

Zaden z czynnikow kwadratowych nie ma pierwiastkow rzeczywistych, natomiast nad liczbami
zespolonymi otrzymujemy rozktad:

W(z)=(z—-1+2))(z—(1—-2))(z—(—2+1))(z — (-2 —1))

Przyklad 5

50
Obliczy¢ G _11> .

Rozwigzanie. Wyliczamy wielomian charakterystyczny macierzy:

1-XA =1\ _ 9 2
det< 1 1_)\>—(1—)\) +1=X—-2X+2

Roéwnanie A2 — 2\ + 2 = 0 nie ma pierwiastkéw rzeczywistych, ale ma, pierwiastki zespolone:

244 242
2 )

A=4-8=—4, wiec A= =1%1

Wyliczamy wektory wtasne dla Ay = 1 4 ¢:

() E)=eeal)

= (14 .
z—y=( —I—Z)w kad y iT
z+y=(1+1i)y

czyli wektory wlasne sa postaci < xx) Podobnie wyliczamy wektory wtasne <;§c> dla war-

todci wlasnej Ay = 1 — ¢. Zatem diagonalizacja macierzy wyglada nastepujaco:
1 -1\ (1 1\/1+i 0 1 1\!
1 1) \—i 1 0 1—i/\—i 1

1 -1\" _ L1 (1+i 0.50 1.1“l
<1 1>1 1 <(Z1+Zz>')5g 0 o1Z> 1<j2 Z>
=5 )Y 0 l) (¢ 3)

Stad:
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Wykorzystujac posta¢ trygonometryczna obliczamy potegi (1 41)°0 i (1 —)°%:

50
(1410) = (\/i(cosg + isin g))) = (V2)?(cos 20T + isin 297) = 2%

50
(1—14) = (\@(cos—g + isin—%))) = (v2)"(cos — 397 4 jsin —507) = —2%%

1 -1\ /1 1\ /2% 0 \ (/L i\ [0 —2%
1 1) “\=i i\ 0 =2%)\3 —3i) \2% 0

W powyzszym przyktadzie nieprzypadkowo nierzeczywiste wartosci wtasne byly sprzezonymi

liczbami rzeczywistymi A i A, a odpowiadajace im wektory wtasne byly wektorami sprzezonymi
x T

Zatem:

v i 0 (wektorem sprzezonym do v = () nazywamy wektor o = (§)), co pokazuje ponizszy fakt.

Jesli macierz A € Mayo 0 wyrazach rzeczywistych ma nierzeczywista warto$é wiasng
A, a przynalezacy do niej (zespolony) niezerowy wektor to v, to liczba A réwniez jest
wartoscig wlasna, a przynalezacy do niej wektor to v.

Dowdd. 7Zgodnie z zalozeniem:
A-v=Av

Sprzegajac obie strony rownania (i korzystajac z wlasnosci sprzezenia opisanych w Fakcie 5.22)
otrzymujemy:

A-0=X-2
gdzie sprzezenie macierzy oznacza sprzezenie wszystkich jej wyrazow. Poniewaz macierz A ma
wyrazy rzeczywiste, wiec A = A, czyli

A-vo=X7

a zatem U jest niezerowym (zespolonym) wektorem wiasnym macierzy A dla (zespolonej) wartosci
wlasnej . O

Whiosek 5.27

Jesli A jest macierza 2 X 2 o wyrazach rzeczywistych, to zachodzi jedna z ponizszych
sytuacji:

1) A ma 2 rzeczywiste wartosci wlasne A\; i A2 i dla kazdej z nich prosta wektorow
wtasnych,

2) A ma 1 (rzeczywista) warto$¢ wlasna A i prosta wektorow whasnych,
3) A ma 1 (rzeczywista) wartos¢ wlasna A i plaszczyzne wektorow wiasnych,
4) A ma 2 nierzeczywiste wartosci wtasne A i .

W przypadkach (1), (3) i (4) macierz A jest diagonalizowalna (w sytuacji (4) przy uzyciu
liczb zespolonych). W przypadku (2) macierz A nie jest diagonalizowalna.

Dowdd. Zgodnie z Wnioskiem 3.8 jesli nie zachodzi zaden z przypadkow (1)—(3), to macierz A nie
ma rzeczywistych wartosci wlasnych. Zgodnie z Zasadniczym Twierdzeniem Algebry wielomian
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5.2. WIELOMIANY ZESPOLONE 157

charakterystyczny x4 (jak kazdy wielomian) ma przynajmniej jeden pierwiastek zespolony .
Poniewaz wspoétczynniki wielomianu x4 s rzeczywiste, wiec zgodnie z Faktem 5.26 wielomian
ten ma réwniez pierwiastek zespolony A, czyli zachodzi przypadek (4).

Macierz A diagonalizuje sie, jesli ma dwa niewspo6tliniowe wektory whasne (dla roznych war-
tosci whasnych lub, jesli wartos¢é wlasna jest tylko jedna, dla tej samej wartosci wlasnej). Takie
wektory istnieja w przypadkach (1), (3) i (4), natomiast nie istnieja w przypadku (2). O
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Rozdzial 6

Wektory w przestrzeni R’

6.1 Wektory, proste i plaszczyzny

Definicja 6.1

Pare uporzadkowana punktow przestrzeni trojwymiarowej (A, B) nazywamy wektorem w
R3 o poczgtku A i koricu B i oznaczamy AB. Dhugoscia wektora E nazywamy diugosé
odcinka AB, a jego kierunkiem — prosta AB (przy czym przyjmujemy, ze proste rownolegte
wyznaczaja ten sam kierunek). Wektor o ustalonej dlugosci i kierunu moze mieé dwa rézne
zwroty. Dwa wektory sa rowne, jesli maja jednakowe dtugoéci, kierunki i zwroty!.

Szczegbdlnym przypadkiem jest wektor zerowy, tzn. wektor, ktérego koniec i poczatek sa
jednakowe. Wektor taki nie ma okreélonego kierunku, ani zwrotu, a jego dtugosé¢ to 0. Jest tylko
jeden wektor zerowy.

Wektory 1@ i C"ﬁ sg rowne wtedy 1 tylko wtedy, gdy czworokat ABC D jest réwnoleglo-
bokiem, czyli jeden 7 tych wektoréw powstaje przez przesuniecie réwnolegle drugiego.

W szczegolnodci kazdy wektor mozna przesunaé rownolegle tak, by jego poczatkiem byt punkt
|
0= <§). Taki wektor OA bedziemy w skrocie oznacza¢ A lub A (podobnie jak na plaszczyz-

nie, poczatek ukladu wspoétrzednych bedziemy uznawaé za ,domyslny” poczatek wektora oraz
utozsamiaé¢ punkty R3 z wektorami w R3 o poczatku O).

A .
>

8

! Powyzsza definicje mozna precyzyjniej sformutowaé przy uzyciu pojec: relacjaréwnowaznosci i klasa abstrakeji
(poznawanych w ramach Wstepu do matematyki). Kierunek prostej to klasa abstrakcji relacji réwnoleglosci
prostych (ktora to relacja jest relacja rownowaznosci). Wektor to klasa abstrakcji opisanej w definicji relacji
réwnowaznoéci uporzadkowanych par punktow.
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160 ROZDZIAL 6. WEKTORY W PRZESTRZENI R3

Na zbiorze wektorow w R? wprowadzamy, analogicznie jak na plaszczyznie, dzialania doda-
wania wektoréw i mnozenia wektoréw przez skalar.

Definicja 6.3

Suma wektorow zﬁ 1 B? nazywamy wektor z@ (reguta przyktadania). Suma wekto-
réw 1@ i E nazywamy przekatna E rownolegtoboku ABCD (reguta réwnolegtoboku).
Aby wyznaczy¢ sume wektoréw w pozostatych przypadkach nalezy te wektory przesunaé
rownolegle tak, by méc zastosowaé jedna z powyzszych regut dodawania.

C

A A

Komentarz przy Definicji 1.3 méwiacy, ze wynik dodawania dwéch wektoréw nie zalezy od
zastosowanej reguly dodawania pozostaje prawdziwy dla wektorow w R3 (jego uzasadnienie po-
zostaje bez zmian).

Definicja 6.4

Niech ¢ bedzie liczba rzeczywista, za$ u wektorem w R3. Woweczas ¢ - u jest wektorem o
dtugosci [¢] - |u|, o kierunku wyznaczonym przez wektor w i o zwrocie zgodnym z u, gdy
t > 0 lub przeciwnym do u, gdy t < 0. Jesli t = 0, to 0-u = 0. Wektor (—1)-u =u
nazywamy wektorem przeciwnym do u 1 oznaczamy —u.

Definicja 6.5

Jesli A = (ég) oraz B = <§) sa punktami ptaszczyzny, to wspétrzednymi wektora E

nazywamy (uporzadkowana) trojke liczb:

T1 — o
1@: Y1 — Yo
21 — 20

Wspblrzedne wektora /ﬁ interpretujemy jako przesuniecia w kierunkach osi x, y, z potrzebne
dla przemieszczenia z punktu A do punktu B. Warto$¢ bezwzgledna wspotrzednej podaje dtu-
gosé przesuniecia, natomiast znak wspolrzednej rozréznia pomiedzy przesunieciem w kierunku
dodatnim a ujemnym (kierunek dodatni wyznaczaja strzaltki na osiach wspotrzednych). Wektor

0
zerowy ma wspolrzedne 0 = (8)'
Poniewaz wektor nie ma ustalonego poczatku ani korica (dwa wektory sa rowne, jesli jeden
z nich jest przesunieciem réwnolegtym drugiego), wiec aby powyzsza definicja wspotrzednych
wektora miata sens, réwne wektory powinny mieé jednakowe wspétrzedne. Stad potrzeba udo-

wodnienia nastepujacego faktu:

Dwa wektory sg rowne wtedy i tylko wtedy, gdy maja rowne odpowiednie wspolrzedne.
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0 !
Dowdd. Oznaczmy A = (gg), B = (%) oraz A’ = <y6 >, B = <yi > Na ponizszym rysunku
20 z
e s — —
widaé, ze AL — A'B wtedy 1 tylko wtedy, gdy AP = A'P oraz /@ = A'Q’ oraz Ak = AR,
czyli wtedy i tylko wtedy, gdy 1 — zp = x| — x{, oraz y1 — yo = v} — y(, oraz z; — zo = 2} — 2,

tzn. wektory ABi A'B' maja rowne wspotrzedne.

z
A
rR .| 7
o 27
17 e >
A P

O

Wspolrzedne wektora v (o domyslnym poczatku O) sa wyznaczone przez rzuty (prostokatne)
punktu v na osie uktadu wspotrzednych (pierwszy rysunek). Wspoltrzedne v mozna tez interpre-
towaé nastepujaco: pierwsze dwie wspolrzedne to wspolrzedne rzutu (prostokatnego) punktu v
na plaszczyzne Oxy, a trzecia wspolrzedna jest wyznaczona przez rzut punktu v na o§ Oz (drugi
rysunek).

Ny,
>

RS

S
8

Fakt 6.7

Dodawanie wektoréw oraz mnozenie wektoréw przez skalar wyraza sie we wspotrzednych
nastepujaco:
o T To + 21
Yo |ty ] =1|¥%+un
20 z1 20 + 21
i) t- i)
t-{yw ] =t
20 t- 20

Dowdd. Ponizszy rysunek pokazuje uzasadnienie dla pierwszej wspotrzednej (w sytuacji gdy
xo,x1 > 0). Rozpatrzenie pozostatych przypadkow pozostawiamy czytelnikowi.
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ZTo T i)
To + X1 t-xo

Fakt 6.8

Dla dowolnego wektora @ zachodzi: 1@ =B — A.

Dowdd. Zgodnie z regula dodawania wektorow A.B) = 1@ + O? Pamietajac, ze O = <§) jest
domyslnym poczatkiem kazdego wektora otrzymujemy:
AL =AO+0B=-0A+0B=-A+B=B-A
O

Prawa dzialan na wektorach w R? s3 analogiczne do praw dziatan na wektorach na plasz-
czyznie, a ich dowody sa podobne do dowodu Faktu 1.12:

Fakt 6.9

Dla dowolnych wektoréw u, v, w oraz dowolnych skalaréw s, t zachodza nastepujace
wlasnosci:
1) u+tv=v+u (przemiennosé +)
2) (u+v)+w=u+ (v+w) (tacznosé +)
3) 0+tu=u+0=u (element neutralny +)
4) u+ (—u)=(—u)+u= (element przeciwny)
5 (s+t)-u=s-u+t-u (rozdzielnosé - wzgledem +)
6) t-(u+v)=t-ut+t-v (rozdzielnosé - wzgledem +)
7 s-(t-v)=(s-t)-v (tacznosé mnozenia skalarow)
8) l-u=u
Przyktlad 1

Stad dostajemy:

zo+x1

2
S=A+iB—-3A=3(A+B)= | Iu

2
20t2z1
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|
Fakt 6.10

Dtugos¢ wektora (g) wynosi

Va2 4+ y? + 22

Odlegtosé punktow A = (ég) iB= (%) Wynosi

V(@1 = 20)2 + (y1 — y0)? + (21 — 20)?

Dowdéd. Oznaczmy P = (g/) Na mocy (dwukrotnie zatosowanego) Twierdzenia Pitagorasa:

|OP? = |0QP” +|PQI* = (IOR[* + |RQJ*) + | PQI?
stad:

[P| = VIORP +[RQP +[PQP = Va7 + 7 + 2

A

W takim razie odlegtosé punktéw A i B wynosi:

Ir1 — 2o
AB = 1B—Al= || v1—w || = V@1 — 202 + W1 — 10)2 + (21 — 20)2
Z1 — 20

. a . a . . . 2
Roéwnanie sfery o ésrodku w punkcie (b) 1 promieniu r ma postac:
C

(x—a)’+ (-2 +(z2—c)?=r?

Dowdd. Sfera o srodku (g) 1 promieniu r to zbiér punktow (g) odlegltych o r od punktu (§>’
czyli speliajacych warunek

V= + =+ o =

Poniewaz obie strony réwnania sa dodatnie, wiec podnoszac réwnanie stronami do kwadratu
otrzymujemy réwnowazng postac:

(—a)’ +(y—b)?+(z— ) =77
Ul
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Fakt 6.12: Nier6wno$¢ trojkata

Dla dowolnych wektoréw u, v spelniony jest nastepujacy warunek:
|u+ o] < fuf + |v]

przy czym réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy wektory w i v sa wspotliniowe i maja
zgodne zwroty.

7

O

Dowdd. Dowod Faktu 1.21 mozna w niezmienionej postaci zastosowaé do wektorow w R3.

Definicja 6.13

Wektory u i v nazywamy wspdtliniowymi (réwnolegtymsi) jesli leza na jednej prostej prze-
chodzacej przez 0.

Wektory u, v i w nazywamy wspétptaszczyznowyms, jedli leza na jednej ptaszczyznie prze-
chodzacej przez 0.

Pare niewspoétliniowych wektoréow w, v lub tréjke niewspédiplaszczyznowych wektoréw wu,
v, w nazywamy wektorami lintowo niezaleznymi.

| '

Definicja 6.14

Kombinacjg liniowg wektoréw u i v nazywamy kazdy wektor postaci au + fv gdzie o i 8
sa dowolnymi skalarami (nazywanymi wspétczynnikami tej kombinacji liniowej).
Kombinacjg liniowg wektorow u, v, w nazywamy kazdy wektor postaci au+ Sv+~yw gdzie
a, 3, v sa dowolnymi skalarami (nazywanymi wspétczynnikami tej kombinacji liniowej).

Definicja 6.15

5
3
»
S
=
S
.
=
ol
=
N
@
n
=
=
N
[¢]
B.
)
w
=
&
N
<
=
z
<
=
@
o
—
e}
=
<
(9]
—

Il
VS
e
N———

D
no

|
/N
o= O
N———

D
w

Il

/N

Fakt 6.16

Kazdy wektor (g) € R? mozna przedstawi¢ jako kombinacje liniows wersoréw, przy czym
wspoélczynnikami tej kombinacji sa wspotrzedne wektora:

7% 1 0 0
y| =z |0|+y|1l]+2z|0|=x-e1+y-ex+2z-e3
z 0 0 1

Fakt 6.17

| '

1) Wektory u i v w R? s3 wspotliniowe wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka liczba
rzeczywista t, ze u = tv lub v = tu.

2) Wektory u, v, w w R? sg wspotptaszczyznowe wtedy i tylko wtedy, gdy jeden z tych
wektorow jest kombinacja liniowa dwéch pozostatych.

r

Dowdd. (1) Jedli oba wektory u i v sg niezerowe, to u = tv oraz v = %u dla pewnego t € R.
Jesli u =0, to u =0-v (i analogicznie v = 0 - u w sytuacji, gdy v = 0).
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(2) Zatozmy, ze wektory w i v nie sa wspoétliniowe. Wektor w lezy na plaszczyznie rozpietej
przez u i v wtedy i tylko wtedy, gdy w = au + v dla pewnych «, 8 € R, co pokazuje ponizszy
rysunek:

Jesli natomiast w i v s3 wspo6ltliniowe, to u = tv+ 0w lub v = tu+ 0w, a réwnoczesnie wektory
u, v, w lezg na jednej ptaszczyznie. O

Whniosek 6.18

Dana jest ptaszczyzna m w R? przechodzaca przez punkt P i dwa niewspoétliniowe wektory
w1 v rownolegte do m. Woéwczas kazdy punkt X plaszczyzny m jest postaci:

X=P+su+tv (6.1)

dla pewnych skalarow s i t. Wzor (6.1) to rdwnanie parametryczne ptaszczyzny.

Dowdd. Niech X bedzie dowolnym punktem plaszczyzny przechodzacej przez punkt P i réwno-
legtej do wektoréw w i v. Zgodnie z Faktem 6.17 wektor 17)_() jest kombinacja liniows wektoréow
u i v, czyli dla pewnych skalaréw s i t zachodzi:

X—P:E;():su—i—tv

skad

X=P+su+tv

O

L p . .
Przyjmujac X = (g), P = (pé), U = (Zé), v = <§§) mozemy roéwnanie parametryczne

P u3
plaszczyzny potraktowac jako uktad 3 rownan z 5 niewiadomymi (z, y, 2, s, t). Eliminujac
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(przy pomocy metody podstawiania) niewiadome s i ¢ otrzymamy jedno réwnanie z trzema
niewiadomymi, zwane réwnaniem ogélnym plaszczyzny, czyli:

Fakt 6.19

Zbiér punktow (%) spetniajacych dla pewnych ustalonych liczb rzeczywistych A, B, C,

D (gdzie przynajmniej jedna z liczb A, B, C' jest niezerowa) réwnanie:
Ar+By+Cz+D =0

jest plaszczyzna. Réwnanie to nazywamy réwnaniem ogdlnym plaszczyzny.

Tym razem zamiast dowodu ogélnego przypadku, pokazemy przyktad zastosowania opisanej
powyzej metody zamiany postaci parametrycznej rownania plaszczyzny na postaé ogolng. For-
malny dowod powyzszego faktu przeprowadzony zostanie w Fakcie 7?7 (i bedzie wykorzystywat
iloczyn skalarny wektoréow w R3).

Przyktad 2

Dana jest ptaszczyzna o réwnaniu parametrycznym (§> = (%) + s (D +t (%) Wyznacz
rownanie ogélne tej plaszczyzny.

Rozwigzanie. Zapisujemy réwnanie parametryczne w postaci uktadu 3 réwnan liniowych z 5
niewiadomymi (z, y, z, s, t):

r=1+s+2t
y=24+s+t
z=1+s

i przy pomocy metody podstawiania eliminujemy niewiadome s i ¢:

z=1+(z—1)+2¢
s=z—1 —
y=2+4+(z—-1)+t¢
czyli

= 2t
r=a e r=z+2@y—z-1)
t=y—2z—1

skad otrzymujemy réwnanie ogélne plaszczyzny:

T—2y+2+2=0

Przyktad 3

Dana jest ptaszczyzna o réwnaniu ogélnym 2z + 3y — 4z — 1 = 0. Wyznacz réwnanie parame-
tryczne tej ptaszczyzny.

Rozwigzanie. Potrzebujemy trzech (niewspoélliniowych) punktow P, A, B tej plaszczyzny.
Woéwcezas przyjmujac u = PAiv = PB otrzymamy réwnanie parametryczne. Mozemy przyjacé

np. P = G), A= (%1), B = (%) Woéwcezas u = P—1>4 = <7(1)2) iv= ﬁ = <:0%>, skad

otrzymujemy parametryczne réwnanie plaszczyzny:

1 -2 0
X=|1]+s| 0| +t|-2
1 1 -2
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—
Fakt, ze wybrane punkty P, A i B nie sa wspolliniowe rozpoznajemy po tym, ze wektory PA
i PB nie sa wspolliniowe.

Przyktad 4

Opisz plaszczyzne przechodzacy przez punkty P = <

(=] 1o

>, Q= ( %1), R= <ilz) przy pomocy:

(a) rownania parametrycznego,
(b) rownania ogo6lnego.
. . . 1y ..
Rozwigzanie. (a) Szukana plaszczyzna przechodzi przez punkt P = ((2)) i jest réwnolegta do

0 ? 2 . ) .
wektorow P(qj = (ﬁ) oraz PR = (11 ), wiec ma réwnanie parametryczne:

1 0 2
X=|(2])+s|-1]+¢t]| -1
0 -1 4

(b) Szukamy ptaszczyzny o rownaniu Ax + By + Cz + D = 0 przechodzacej przez punkty
P, Q, R, musimy zatem rozwiagza¢ nastepujacy uktad rownan:

A+2B+D =0
A+B-C+D=0
3A+B+4C+D =0

Stad (metoda podstawiania) otrzymujemy:

A=-2D
2
2

Rownanie ptaszczyzny jest niejednoznaczne (mozna je mnozy¢ stronami przez dowolng liczbe),
wiec mozemy przyja¢ np. D = —9, otrzymujac réwnanie 5z + 2y — 2z — 9 = 0.

Fakt 6.20

Dana jest prosta w R? przechodzaca przez punkt P i réwnolegta do wektora v. Woéwczas
kazdy punkt X tej prostej jest postaci:

X =P+ tv

dla pewnego skalara t. Posta¢ te nazywamy réwnaniem parametrycznym prostej, a wektor
v — wektorem kierunkowym prostej.

Dowdd. Niech X bedzie dowolnym punktem prostej przechodzacej przez punkt P i réwnoleglej
do wektora v.

X
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Woéwczas wektory I?)_() i v sa wspolliniowe, czyli dla pewnego skalara ¢ zachodzi:
X-P=PX =t
skad
X=P+tv
O
Przyjmujac X = (§>’ P = (gé), v = (gé) mozemy rownanie parametryczne prostej
potraktowa¢ jako uklad 3 réwnan z 4 niewiadomymi (z, y, 2z, t). Eliminujac (przy pomocy

metody podstawiania) niewiadoma t otrzymamy dwa réwnania z trzema niewiadomymi, czyli
posta¢ krawedziowa prostej w R3.

Fakt 6.21

Prosta w R3 mozna przedstawi¢ w postaci zbioru punktéw spelniajacych uklad rownari:

(6.2)

Ar+ By+Cz+ D=0
Az+By+C'z+ D=0

Jesli prosta przechodzi przez punkt P = <§§) i ma wektor kierunkowy v = (g) taki, ze

a,b,c # 0, to powyzszy uktad réwnan mozna zapisaé w postaci:

r—o Y—Yo <2— 20
a b c

(6.3)

Przedstawienia (6.2) i (6.3) nazywamy postaciami krawedziowymi prostej.

\.

Dowdd. Prosta w R? mozna przedstawic jako czesé wspoélna dwoch przecinajacych sie plaszczyzn,
co daje przedstawienie w postaci (6.2).

Szczegdlna postaé (6.3) postaci krawedziowej mozna otrzymad przeksztalcajac rownanie pa-
rametryczne prostej:

x xg a r =xg9+ at

yl=1w | +t]|bd czyli y=1yo+bt

z 20 c z=2zy+ct
do postaci:

=T Y—Yo 22— X0
t = = =
a b c

skad otrzymujemy (6.3). O
Przyktad 5

Znajdz przedstawienie parametryczne oraz krawedziowe wspdlnej prostej ptaszczyzn o réwna-
niach 224+ 3y —z2—-1=0ix+y—224+4=0.
Rozwigzanie. Przedstawienie krawedziowe w postaci (6.3) to:

20 +3y—2—-1=0
r+3y—224+4=0

Rozwiazujac ten uktad rownan metoda podstawiania (podstawiajac z = 2x + 3y — 1) otrzy-
mujemy
—3x—-3y+6=0 czyli y=—-x+2
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a zatem rozwiazanie jest postaci:
rT=x
y=—x+2
2=-x+5

co daje réwnanie parametryczne wspolnej prostej obu plaszczyzn:

x 0 1
yl=12]+t| -1
z 5

oraz posta¢ krawedziowa (6.3):

Przyklad 6
Napisz rownanie parametryczne i postaé¢ krawedziowa prostej przechodzacej przez punkt P =

(§> i réwnolegtej do wektora v = ( g{ )

Rozwigzanie. Roéwnanie parametryczne prostej to:
z 2
yl=1(3]|+¢t]| 5
z )

a postaé krawedziowa to:

Przyktad 7

.. . . -1 2\ .
Wyznacz punkt przeciecia prostej o rownaniu parametrycznym (g) = ( 1 > +t (%) i ptasz-
czyzny o réwnaniu ogélnym 2z + 3y — 2z —2 = 0.

Rozwigzanie. Rozwiazujemy uktad 4 réwnan z 4 niewiadomymi:

r=—142t
y=1+t
z=3+3t

20 4+3y—2—2=0

otzymujac jedyne rozwigzanie:

czyli punkt przeciecia to (

AN
N——

Copyright © Tomasz Elsner, 2019



170 ROZDZIAL 6. WEKTORY W PRZESTRZENI R3

Przyktlad 8

Wyznacz punkt przeciecia prostej o réwnaniu parametrycznym (g) =

o
N~—7~

1 .
+1 (31> i plasz-

czyzny o réwnaniu parametrycznym (g) = ((1)) + s (él) +1 (%).

Rozwigzanie. Rozwiazujemy ukltad 6 réwnan z 6 niewiadomymi. Zwracamy uwage, ze w tym
celu musimy zmieni¢ nazwe parametru z réwnania parametrycznego prostej dla unikniecia
kolizji oznaczeni:

x=1+1t

y=1-1

z=1+2t

r=1+s

y=—s+3t

z=1+2s

Rozwiazaniem uktadu jest:

=25
y=-3
z=9
t'=4
s=4

_ 1
t=3

. . 5
czyli punkt przeciecia to (53).

Przyklad 9

Wyznacz punkt przeciecia prostej o postaci krawedziowe;j 332;2 =y —1=2z+21 plaszczyzny o
1 3 1

réwnaniu parametrycznym (é) = (31> + s (—21) +1 (f2>.

Rozwigzanie. Rozwiazujemy ukltad 5 réwnan z 5 niewiadomymi:

Hz-2)=y-1

y—1=2z2+2
r=1+3s+2t
y=2—s+06t

z=-14+2s—-3t

Rozwiazaniem uktadu jest:

(2 =38
Y=
z=1
5=
t =

— 00
N——

czyli punkt przeciecia to (
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Przyktlad 10
3

Ustal czy proste o réwnaniach parametrycznych (g) = (z) +t (i) i (g) = ( 11> +t (%)
przecinajg sie.

Rozwigzanie. Musimy ustalié¢, czy ponizszy uklad 6 réwnan z 5 niewiadomymi ma rozwiaza-
nie. Zwracamy uwage, ze dla unikniecia kolizji oznaczen musimy zmieni¢ nazwe parametru w
jednym z réwnan prostych:

r=2+4+t
y=1+41
z=1
r=3+s
y=1+2s
z=-—1

Rozwiazujac (metoda podstawiania) powyzszy uktad rownan dochodzimy do sprzecznosci, a
zatem podane proste nie przecinaja sie.

Przyktlad 11
Ustal czy proste o przedstawieniach krawedziowych r —4 =y +3 = 7 i T — 44 = %2
przecinajg sie.
Rozwigzanie. Musimy ustali¢, czy ponizszy uktad 4 réwnai z 3 niewiadomymi ma rozwigzanie.

r—4=y+3
y+3=iz
Ha+T)=y+4
z+2
4 —
Y+ 3

Rozwiazujac uktad rownani otrzymujemy:

r=25
= -2

z =

5
czyli proste przecinaja sie w punkcie (—42 )

6.2 Iloczyn skalarny i iloczyn wektorowy

Definicja 6.22

Hloczynem skalarnym wektoréow u i v w R? nazywamy liczbe:
uov = |ul-|v|-cosL(u,v)

gdzie /(u,v) oznacza miare mniejszego z katow utworzonych przez wektory u i v.

Przeksztalcajac powyzszy wzor otrzymujemy (znany z poprzednich rozdziatow) wzor na kat
miedzy dwoma wektorami:
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Fakt 6.23

Jesli ¢ jest katem miedzy niezerowymi wektorami u,v € R3, to:

uow
cosp = ——
|uf - o]

W szczegolnodci iloczyn skalarny wowv jest dodatni, gdy kat miedzy w i v jest ostry, rowny
0, gdy kat jest prosty i ujemny, gdy kat jest rozwarty.

Poniewaz cos € [—1, 1], wiec jako kolejny wniosek z definicji otrzymujemy (réwniez znana z
poprzednich rozdziatléw) nieréwnosé¢ Schwarza:

Fakt 6.24: Nierownosé Schwarza

Dla dowolnych wektoréow u,v € R? zachodzi nieré6wnosé:
luov| < lul-[v]

przy czym rownosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy wektory u i v sa wspo6tliniowe.

Podobnie jak dla iloczynu skalarnego na ptaszczyznie, réwniez iloczyn skalarny wektordw
w R3? ma charakteryzacje algebraiczng (analogiczna do Faktu 1.28). Tym razem dowéd tej
charakteryzacji jest trudniejszy i wykracza poza ramy niniejszego skryptu.

Fakt 6.25

lloczynem skalarnym wektoréw (E) i (ég) jest liczba:

1 Z2
yr ] ol y2 | =x1x2+ Y1Y2 + 2122
21 22

Podstawowe wlasnosci iloczynu skalarnego wektorow w R? s takie jak dla iloczynu skalarnego
na plaszczyznie. R6wniez ponizszy dowdd jest powtdrzeniem dowodu Faktu 1.30.

Fakt 6.26

Dla dowolnych wektoréw u, v, w € R3 oraz dowolnego skalara ¢ zachodzi:

1) uov=wvou (przemiennosé o)

2) uo(v+w)=uov4+uow (rozdzielnos¢ o wzgledem +)
(v+w)ou=vou+wou

3) (tu)ov=t(uov) (lacznosc)

4) wou = |uf?

5) uowv =0 wtedy i tylko wtedy, gdy u L v

\. J

Dowdd. Bezposrednio z Definicji 6.22 wynika (1). Wlasnosci (4) i (5) to dwa szczegolne przypa-
dek Definicji 6.22 (gdy 6 = 0 oraz gdy 6 = 7). Podobnie jak na ptaszczyznie, przyjmujemy, ze
wektor zerowy jest prostopadly do kazdego innego wektora.

Dla dowodu wtlasnosci (2) i (3) skorzystamy z algebraicznej charakteryzacji iloczynu skalar-
x1 T2

nego (Fakt 6.25). Przyjmujac u = n)v= gg), w= (gg) dostajemy:

wo (v+w) =21 (v2+x3) +y1- (y2 +y3) + 21 - (22 + 23)

= (x122 + y1y2 + 2122) + (123 + y1y3 + 2123) =uov+uow
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Druga réwnosé z punktu (2) wynika z przemiennosci iloczynu skalarnego (wlasnosé (1)). Wta-
snoé¢ (3) dowodzimy podobnie:

(tu)ov = (tx1) o+ (ty1) - y2 + (tz1) - zo =t - (v1 -T2+ y1 - y2+ 21 -22) =t - (uow)

O
Fakt 6.27

Jesli przynajmniej jedna z liczb A, B, C' jest niezerowa, to zbior punktéw spetniajacych
réwnanie

Az +By+Cz+D =0 (6.4)

. AN . .
jest ptaszczyzna, a wektor n = <g> jest wektorem prostopadlym do tej ptaszczyzny

(nazywamy go wektorem normalnym tej plaszczyzny).

Dowdéd. Niech Q = (2{?) bedzie dowolnym punktem spetniajacym réwnanie (6.4), tzn.

Axg+ Byo+Czm+D =0 czyli D = —(Axg + Byg + Cz)

P

Q

Woéwczas dla dowolnego punktu P = (g) zachodzi:

Q?on = A(x—x0)+B(y—y0)+C(2—20) = Ar+By+Cz—(Azo+Byo+Czy) = Az+By+Cz+D
czyli zbiér punktow P = (§> takich, ze wektor Q? jest prostopadtly do wektora n jest opisywany

rownaniem:

Ar+By+Cz+D =0

Fakt 6.28

Jedli plaszczyzny 7 i mo przecinaja sie, to tworza dwie pary réwnych katéw dwudciennych
o miarach a i m —a. Woéwczas kat miedzy wektorami normalnymi tych ptaszczyzn wynosi
o lub m— a. W szczegblnosci:

e plaszczyzny sa réwnoleglte <= ich wektory normalne sa réwnolegte,

e plaszczyzny sa prostopadle <= ich wektory normalne sg prostopadte.

Dowdd. Ponizszy rysunek przedstawia przekrdj przecinajacych sie plaszezyzn plaszczyzna pro-
stopadta do wspdlnej prostej.

Ty T2 Ty T2

(o [
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Jak wida¢, jesli mniejszy z katéw miedzy plaszczyznami ma miare «, to kat S miedzy ich
wektorami normalnymi, w zaleznodci od wzajemnego potozenia tych wektoréw, ma miare
p=2n—-5—-F—a=7m—a lub B=21-5 -0 —-(r—a)=a
W szczegolnosci:

e wektory normalne sg réwnolegte wtedy i tylko wtedy, gdy 8 =0 1lub 8 = m, a zatem o« = 0
lub o = 7, czyli wtedy i tylko wtedy, gdy plaszczyzny sa réwnolegle;

e wektory normalne sg prostopadle wtedy i tylko wtedy, gdy 8 = 7, czyli a = 3, tzn.
plaszczyzny sg prostopadte.

O

Fakt 6.29

Jesli prosta £ przecina ptaszczyzne m pod katem ostrym «, to miara kata miedzy wektorem
normalnym plaszczyzny 7 a wektorem kierunkowym prostej £ wynosi § —a lub § +a. W

szczego6lnosci:

e prosta ¢ jest rownolegta do plaszczyzny m <= wektory kierunkowy prostej ¢ jest
prostopadly do wektora normalnego ptaszczyzny ,

e prosta £ jest prostopadia do ptaszczyzny m <= wektory kierunkowy prostej £ jest
rownolegly do wektora normalnego plaszczyzny ,

Dowdd. Ponizszy rysunek przekrédj ptaszezyzny 7 plaszczyzna zawierajaca prosta £ i prostopadta
do ptaszczyzny .

Jak wida¢, jesli mniejszy z katéw miedzy prosta ¢ a plaszczyzng m ma miare «, to kat
miedzy wektorem kierunkowym prostej ¢ a wektorem normalnym ptaszczyzny m, w zaleznosci od
wzajemnego polozenia tych wektoré6w, ma miare

B=5%5—-a lub B=m1m—(§F—-a)=F+a
W szczego6lnosei:

e prosta £ jest réwnolegta do ptaszczyzny 7 wtedy i tylko wtedy, gdy 6 =0 1lub § =7, a
zatem o = 7, czyli wtedy i tylko wtedy, gdy wektor kierunkowy prostej £ jest prostopadly
do wektora normalnego pltaszczyzny ;

e prosta / jest prostopadta do plaszczyzny 7 wtedy i tylko wtedy, gdy 8 = 7, a zatem a = 0,
czyli wtedy i tylko wtedy, gdy wektor kierunkowy prostej ¢ jest réwnoleglty do wektora
normalnego plaszczyzny 7.

O
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Przyklad 1

. . . 3\ . .
Napisz réwnanie ptaszczyzny przechodzacej przez punkt (%) i réwnoleglej do plaszczyzny o
réwnaniu 3z — by + 2z + 1 =0.
Rozwigzanie. Plaszczyzny réwnolegle maja réwnolegte wektory normalne, szukana plaszczy-

zna ma wiec réwnanie 3x — 5y + 2z + D = 0. Podstawiajac punkt (%) wyliczamy D = —1.

Przyktad 2

—

Napisz rownanie ptaszczyzny przechodzacej przez punkt (2) i prostopadtej do prostej o réow-

o

naniu parametrycznym X = <§> +1 (é)

Rozwigzanie. Plaszczyzna jest prostopadia do prostej, jesli wektor kierunkowy prostej jest
wektorem normalnym ptaszczyzny. Stad szukana plaszczyzna ma réwnanie x+6y+2z+D = 0.
Podstawiajac punkt (%) wyliczamy D = —13.

Przyktad 3

Wyznacz miare kata ostrego miedzy plaszczyznami o réwnaniach 20 4+ 3y +2+4+1=01 3z +
4y —52+2=0.

Rozwigzanie. Plaszczyzny tworza katy o miarach a i m — « (jeden z nich jest ostry, a drugi
rozwarty), gdzie o to miara kata miedzy ich wektorami normalnymi. Zatem:

2 3

M = arccos 13 = arccos M
3 . 4
1 -5

(x = arccos —_—
V14 - /50 70
Poniewaz cosa > 0, wiec « jest szukanym katem ostrym.

Przyktad 4
Wyznacz miare kata miedzy plaszczyzna o réwnaniu 3x +y — 22 4+ 4 = 0 a prosta o rownaniu
parametrycznym X = (z) +t <z2{>

Rozwigzanie. Kat § miedzy wektorem normalnym plaszczyzny a wektorem kierunkowym pro-

stej to:
()o() s av
CIFI] ™ vieva ™

—2 1

cos 3 = ‘

Poniewaz cos f > 0, wiec kat [ jest katem ostrym, a zatem kat miedzy prosta a pltaszczyzng
to kat § — f.

Rzut prostopadly wektora u na wektor v jest wektorem

uov uov

pv(u)zvov-v— lv|? v

Dowdd. Rzut na wektor v jest wektorem postaci p,(u) =t - v, dla pewnego skalara t.
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Poniewaz u — tv 1 v, wiec:

uov
0= (u—t = —1 kad t =
(u—tv)ov=(uow)—tvow) ska 0w

Fakt 6.31

Odlegtosé punktu P = (fgé)) od plaszczyzny m o rownaniu Az + By + Cz + D = 0 wynosi

d— ]Axo+By0+Czo+D|
1/AAQ_‘_BZ_'_C’Q

Dowdd. Wezmy dowolny punkt Q) = (aéli ) na plaszczyznie w. Odlegtos¢ punktu P od ptaszczy-

Tro—x
zny m to dlugosé rzutu wektora @ = ( o—y1

a
Yo—y1 ) na wektor normalny n = (b ):
Z20—=1 C

1= i@ =[S,

nl — A(wo — 71) + B(yo — y1) + C(20 — 21) nl
non | A2 4 B2 4 (2
_ ’A(xo—1’1)+B(y0—y1)+0(2’0—21)"\/m: ’(Amo—l—Byo—i—CZo) — (AJZ1 + By —i—Czl)\
A2+BQ+CQ

VA2 + B2+ (C?
Punkt Q = %1 ) lezy na plaszczyznie m, cayli Az + Byy + Cz1 + D = 0, skad otrzymujemy
Ax1+ By1 + Cz = —D. Zatem:
A B C D
VA2 + B2+ (C?

O

Na zbiorze wektoréw R? mozna wprowadzi¢ dodatkowe dziatanie (nie majace swojego odpo-
wiednika dla wektorow na plaszczyznie) zwane iloczynem wektorowym.

Definicja 6.32

Tloczynem wektorowym wektorow u,v € R (oznaczanym u x v) nazywamy wektor o

dtugosci |ul - |v| - sin Z(u, v), kierunku prostopadtym do obu wektoréw w i v oraz zwrocie
ustalonym zgodnie z ,reguta prawej dtoni”.
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U Xv

u

W powyzszej definicji kierunek i zwrot nie sg dobrze okreslone w sytuacji, gdy v = 0 lub
v = 0. Niemniej w tym przypadku |0 X v| = 0 (lub |u x 0] = 0), wiec iloczyn wektorowy jest
dobrze okreslony (jest wektorem zerowym).

Pole réwnolegtoboku rozpietego w R? przez wektory u i v wynosi |u x v|. Pole trojkata
rozpietego w R? przez wektory v i v wynosi %|u X v.

Dowdd. Pole trojkata rozpietego przez wektory w i v wynosi:

_ 1

2 Jul - |v] - sin Z(u,v) = 3|u x v|

O

Fakt 6.34

Pole réwnolegtoboku jest 2 razy wieksze, wiec wynosi |u X v|.

lloczyn wektorowy dwoéch wektoréw w R3 we wspoélrzednych wyraza sie nastepujacym
wzorem:
+ det O
20 <1
xo r1 o T Yoz1 — Y120
Yo | X | y1 | = | —det (zg Zi) = | 2071 — 2170
20 21 oY1 — Z1Yo
+ det (:z:o x1>
Yo Y1

Dowdd. Najpierw sprawdzimy, ze kierunek wektora po prawej stronie réwnosci jest zgodny z
kierunkiem iloczynu wektorowego, czyli ze wektor ten jest prostopadly do kazdego z wektordw

Zo . 1
()i(u):
20 21

Yoz1 — Y120 Zo
20r1 — 2120 | © [ yo | = (yoz1 — y120)w0 + (2071 — 2120)y0 + (Toyr — T1Y0)20 = 0
ToY1 — T1Yo )
Yoz1 — Y120 r1
2021 — 2120 | © | y1 | = (Yoz1 — y120)71 + (2021 — 2120)Y1 + (oY1 — 21Y0)21 = 0
oY1 — T1Yo Z1

Nastepnie sprawdzimy, czy dlugosé wektora po prawej stronie rownosci jest taka jak dlugosé
iloczynu wektorowego. W tym celu zauwazmy, ze oznaczajac 0 = Z(u,v) otrzymujemy:

(Ju x v])% 4+ (uov)? = (|ul|v|sin 8)* + (Jul|v| cos 8)? = |u|?|v|*(sin? @ + cos? 0) = |u|?|v|*

czyli

2

(lu x v])? = [u*[v]* = (wov)® = (1’(2) + Z/g + 23)(1‘% +yi 4 21) — (zow1 + yoyr + 2021)* =
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(zoy1)? 4 (zoz1)2 + (yoz1)? + (yoz1) 2 + (2071)2 + (20y1)? — 2(zoz1y0y1) — 2(Yoy12021) — 2(20 21071
= (Y021 — ¥120)* + (2071 — 2170)* + (Toy1 — T1Y0)*

czyli dtugosé zgadza sie ze wzorem. Sprawdzenie zwrotu pomijamy, jako wykraczajace poza
ramy niniejszego skryptu. O

Fakt 6.35

Dla dowolnych wektoréow u,v, w € R3 oraz dowolnego skalara ¢ € R zachodzi:

1) uxv=—(vxu) (antysymetrycznosé¢ x)

2) (u+v)xw=(uxw)+ (vxw) (rozdzielnos¢ x wzgledem +)
uXx (v+w)=(uxv)+ (uxw)

3) (tu) X v =wu x (tv) = t(u X v)

4) u x v =0 wtedy i tylko wtedy, gdy u i v sa wspoétliniowe

\. J

Dowdd. Zgodnie z Definicja 6.32 zamiana kolejnosci wektoréw w iloczynie wektorowym zmienia
zwrot na przeciwny, ale nie zmienia jego dtugosci ani kierunku, stad dostajemy wtasnosé (1).

Z tej samej definicji wynika rowniez, ze u X v = 0 wtedy 1 tylko wtedy, gdy sin Z(u,v) = 0,
czyli wektory u i v sa wspoétliniowe (obejmuje to réwniez przypadek, gdy jeden z wektorow jest
zerowy ), skad dostajemy wlasnosé (4).

Dla dowodu wtasnosci (2) postuzymy sie charakteryzacja algebraiczna iloczynu wektorowego

. X x x2 3 .
z Faktu 6.34. Przyjmujac u = (g} ), v = (gg ), w = (gg) dostajemy:

y1(z2 + 23) — (y2 + y3)21 Y122 — Y221 Y123 — Y321
ux(vt+w)=|zi(xa+x3) — (22+23)x1 | = | 2122 — 2071 | + | 2123 — 2321 | =uXxv+uxw
z1(y2 +y3) — (22 + 23)y1 T1Y2 — T2Y1 T1Y3 — T3Y1
Dowod drugiej czesci wlasnosci (2) oraz dowod wlasnosci (3) przebiegaja podobnie. O

Iloczyn wektorowy pozwala tatwo wyznaczaé wektor prostopadly do dwoéch danych wektoréw
w R3, co ulatwia wyznaczanie wektora normalnego plaszczyzny.

Przyktad 5

Zamien postaé¢ parametryczng X = (é) + s (é) +1 (g) rOwnania plaszczyzny na réwnanie
ogblne.

Rozwigzanie. Szukana ptaszczyzna jest rownolegla do wektordéw u = <i> iv= (2) Stad jej
wektor normalny to wektor prostopadty do w i v, mozemy wiec przyja¢ jako wektor normalny:

1 3 1-5-2-1 3
uxv=[1]x[1]=[-1-5-23)| =1
2 5 1-1—1-3 -2

Stad rownanie plaszczyzny to:
3r+y—224+D =0

a korzystajac z faktu, ze do ptaszczyzny nalezy punkt P = (%), wyliczamy D = —5.

Przyktad 6

. . . 1
Napisz réwnanie plaszczyzny przechodzacej przez punkty P = (%), Q= (

2

1

i 57
Rozwigzanie. Szukana ptaszczyzna jest rownolegta do wektoréow P(,j = (8) 1 PR = <
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Podobnie jak w poprzednim przyktadzie, wektor normalny tej ptaszczyzny, to:

1 3 10
POxPE=|o0]x([5]=1] 6
2 0 5

Stad rownanie plaszczyzny to:

—10z 4+ 6y + 52+ D =0

b

a korzystajac z faktu, ze do plaszczyzny nalezy punkt P = ( ), wyliczamy D = —1.

6.3 Wyznacznik i macierz odwrotna

Definicja 6.36

Wyznacznikiem trojki wektoréow (u, v, w) w R? (inaczej: macierzy 3 x 3, ktérej kolumnami
sa wektory u, v, w) nazywamy liczbe:

det(u,v,w) = (u X v) ow

Hoczyn (u X v) o w czasami nazywany jest iloczynem mieszanym wektorow.

Objetos¢ réwnolegloscianu rozpietego przez wektory w, v, w wyraza sie wzorem
| det(u, v, w)|. Objetosé czworoscianu rozpietego przez te same wektory to %\ det(u, v, w)|

Dowdd. Zauwazmy, ze pole rownolegtoboku bedacego podstawa réwnolegtoscianu to P = |v x w|,
natomiast dlugos¢ wysokosci réwnolegloscianu to h = |u| - sina, gdzie « to kat nachylenia
wektora u do plaszczyzny podstawy. Kat miedzy wektorem u, a wektorem v x w (normalnym
do ptaszczyzny podstawy) wynosi 3 = § — « (pierwszy rysunek) lub 3 = § 4 « (drugi rysunek),
skad:

V=P h=|vxw| |ulsina=|vxw||ul-+cosf =2uo(vxw)==xdet(u,v,w)

Objetos¢ czworoscianu obliczamy analogicznie, 7z ta réznica, ze pole podstawy to %|v X w|, czyli:

V= lP-h:%'%]vxw|-]u\sina:%\vxw|-\u|-:l:cosﬂz:|:%uo(v><w):i%det(u,v,w)

-3

X w

]

U

T
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Powyzszy fakt pokazuje geometryczna interpretacje wartosci bezwzglednej wyznacznika. In-
terpretacja znaku wyznacznika zwigzana jest z pojeciem orientacji tréjki wektorow.

Definicja 6.38

Trojke wektorow (vi,v2,v3) w R3 nazywamy dodatnio zorientowang, jesli vs lezy w tej
samej polprzestrzeni wyznaczonej przez wektory vy i ve, co wektor vy X wve, a ujemnie
zorientowang, jesli vy lezy w przeciwnej podlprzestrzeni.

v3
2 U2 U2
U1 U1
U3
(v1,v2,v3) dodatnio zorientowana (v1,v2,v3) ujemnie zorientowana

Nieformalnie, trojka wektorow (vy,va,v3) jest dodatnio zorientowana, jesli wektory te mozna
przedstawi¢ przy pomocy trzech palcow prawej reki: kciuka (vq), palca wskazujacego (v9) 1 palca
srodkowego (v3). Przyktadem trojki wektorow dodatnio zorientowanej jest trojka wersorow:

(e1,e2,e3).

Fakt 6.39

Dane sg wektory v1, va, v3 € R3. Woéwczas:
o det(vy,v2,v3) >0 <= trojka wektoroéw (vy,ve,vs) jest dodatnio zorientowana,
o det(vy,v2,v3) <0 <= trojka wektoroéw (vi,ve,vs3) jest ujemnie zorientowana,
o det(vy,v2,v3) =0 <= wektory vy, v9, v3 s3 wspOlplaszczyznowe.

W szczegblnosei macierz o dwoch jednakowych kolumnach (a nawet o dwoch wspotlinio-
wych kolumnach) ma zerowy wyznacznik.

Dowdd. Jak widaé¢ na ponizszych rysunkach, kat miedzy wektorami vs i v1 X vg jest ostry (lub
zerowy), gdy trojka (vi,ve,vs) jest dodatnio zorientowana i rozwarty, gdy trojka (vy,ve, v3) jest
ujemnie zorientowana. Stad det(vy, vo,v3) = (v1 X v2) ows jest dodatnie przy dodatniej orientacji
1 ujemne przy ujemnej orientacji.

U3

N N
x [N V2 x| V2
S 5
U1 U1
U3
(v1,v2,v3) dodatnio zorientowana (v1,v2,v3) ujemnie zorientowana

Zgodnie z Faktem 6.37 det(vy,va,v3) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy objetosé réwnolegloscianu
rozpietego przez v1, va i v wynosi 0, czyli wektory te leza na jednej ptaszczyznie (rownolegtodcian
degeneruje sie). O
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Definicja 6.40

Znakowang objetoscig réwnolegtoscianu rozpietego przez wektory w,v,w € R bedziemy
nazywaé¢ objetosé réwnolegltoscianu rozpietego przez u, v, w ze znakiem + lub — w zalez-
nosci od tego, czy trojka (u,v,w) jest dodatnio czy ujemnie zorientowana.

Fakt 6.41

| V

Znakowana objetos¢ rownolegtoscianu rozpietego przez trojke wektorow (u,v,w) wynosi
det(u, v, w).

| r

Fakt 6.42

Zamiana kolejnoéci dowolnych dwoéch z wektoréw zamienia orientacje tréjki wektoréw na
przeciwnag.

.

Dowdd. Nietrudno zauwazy¢, ze cykliczna zamiana wektoréw w tréjce wektoréw zachowuje orien-
tacje, tzn. trojki wektordw:

(v1,v2,v3) oraz (vs,v1,v2) oraz (vg,v3,v1)

sa jednakowo zorientowane i jednoczesnie przeciwnie zorientowane niz kazda z nastepujacych
trojek wektorow:

(va, v1,v3) oraz (v3,v2,01) oraz (v1,v3,v2)

Latwo stad zobaczyé¢, ze kazda zamiana kolejnosci dwoch wektorow zmienia orientacje calej

o+
=
([@N
[ —
=
2.
|

‘Whniosek 6.43

Zamiana miejscami dwéch kolumn macierzy A € Msy3 zmienia wyznacznik tej macierzy
na przeciwny.

| V

Fakt 6.44

Dla dowolnej macierzy A € M3y3 zachodzi det A = det AT.

~

Dowdd. Oznaczmy

ar b ay az as
A= a9 b2 (&) Czyli AT = b1 bQ bg
a3 by c3 c1 ¢ 3

Woéwczas zgodnie z Definicja 6.36 mamy:

det A = a2b301 — a3b201 — a1b302 + a3b102 + a1b203 - agblc3 = det AT

O

Whiosek 6.45

Zamiana miejscami dwoch wierszy macierzy 3 X 3 zmienia wyznacznik tej macierzy na
przeciwny. Macierz 3 X 3 o dwoch wspolliniowych wierszach (w szczegolnosci o dwoch
rownych wierszach) ma zerowy wyznacznik.
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Dowdd. Zgodnie z Faktem 6.44 transpozycja macierzy nie zmienia wyznacznika. Poniewaz trans-
pozycja macierzy zamienia kolumny na wiersze (a wiersze na kolumny), wiec odpowiedniki Faktu
6.39 i Wniosku 6.43 zachodza rowniez dla wierszy. O

Nastepujaca wlasnoé¢ wyznacznika bedzie potrzebna do udowodnienia wzoréw Cramera dla
uktadéw trzech réwnan liniowych z trzema niewiadomymi:

Fakt 6.46

Dla dowolnych wektorow w,v,w,u’,v’,w’ € R? oraz dowolnego skalara t € R zachodza
nastepujace wtasnosci:

det(u + v/, v, w) = det(u, v, w) + det(u’, v, w)
det(u,v + v, w) = det(u, v, w) + det(u,v’, w)
det(u, v, w + w') = det(u, v, w) + det(u, v, w’)
zwane addytywnoscig wzgledem pierwszej/drugiej/trzeciej kolumny oraz
det(tu, v, w) = t det(u, v, w)
det(u, tv, w) = t det(u, v, w)
det(u, v, tw) = tdet(u, v, w)

zwane jednorodnosciq wzgledem pierwszej/drugiej/trzeciej kolumny.

Dowdd. Zapisujac wyznacznik w postaci iloczynu mieszanego (det(u,v,w) = (u X v) o w) nie-
trudno zobaczy¢, ze addytywno$é wyznacznika wrgledem kazdej kolumny wynika z rozdzielno-
gci iloczynu wektorowego wzgledem dodawania wektoréw oraz rozdzielnosci iloczynu skalarnego
wzgledem dodawania wektoréw:

(u+u)yxv)ow=((uxv)+ (v xv))ow=(uxv)ow+ (v xv)ow

(ux (v+v))ow=((uxv)+ (uxv))ow=(uxv)ow+ (uxv)ow

(uxv)o(w+w)=(uxv)ow+ (uxv)ow

W podobny sposob (korzystajac z wlasnosci iloczynu wektorowego i iloczynu skalarnego) dowo-
dzimy jednorodnosci wzgledem kazdej kolumny:

((tu) x v) ow = (t(u xv))ow =1t (u X v) ow
(ux (tv))ow = (t(u xv))ow=1t-(uxv)ow

(uxv)o(tw)=t-(uxv)ow
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Fakt 6.47

al bl C1
Dana jest macierz M = | a2 b2 ¢ |. Oznaczmy przez A; macierz 2 x 2 powstalyg z M
az bs c3

przez usuniecie wiersza i kolumny zawierajacej wyraz a;, gdzie , ¢ = 1,2,3. Analogicznie
okreslamy B; oraz C;. Woéwczas:

det M = +aq det A7 — ag det Ay + a3 det As

det M = —by det By + by det By — bz det By
det M = +c; det C — cadet Cy + c3det C
(wzory te nazywamy rozwinieciem wzgledem pierwszej/drugiej/trzeciej kolumny) oraz
det M = +ajdet A1 — by det By + ¢1 det Oy
det M = —ag det Ay + by det By — ¢o det Cy
det M = +asdet A3 — bz det B3y + c3 det C3

(wzory te nazywamy rozwinieciem wzgledem pierwszego/drugiego/trzeciego wiersza).

Zwréémy uwage, ze znaki + i — pojawiajace sie w powyzszych wzorach przy a;, b;, ¢; zaleza
od potozenia wyrazu macierzy w nastepujacy sposéb:

b
Dowdd. Oznaczmy a = (gé ), b= (Z; ), c= <§% ) Rozwiniecie wzgledem trzeciej kolumny to
N :

bezposrednie zastosowanie Definicji 6.36 i Faktu 6.34, jako ze

Cl C1
det(a,b,c) =(axb)oc=| =Cy | o|ca| =c1C1 — c2Co + c3C3
03 C3

Na mocy Wniosku 6.43 otrzymujemy rozwiniecie wzgledem drugiej kolumny:

By b1
det(a,b,c) = —det(a,c,b) = —(axc)ob=—| —Bg | o | by | = —b1 By + by Bs — b3 B3
Bs bs
oraz rozwiniecie wzgledem pierwszej kolumny:
Ay a
det(a,b,c) = —det(b,a,c) =det(b,c,a) = (bxc)oa= | —Ay | o | az | =a141 — azAs + a3As
A3 as
Wrzory na rozwiniecie wzgledem wybranego wiersza wynikajg z Faktu 6.44. 0
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Przyklad 1
Oblicz wyznaczniki nastepujacych macierzy:

1 0 2 1 25 1 21 2 3 4 1 21

3 01 311 1 01 1 51 1 4 1

4 2 1 0 40 3 11 4 6 8 3 2 3
Rozwigzanie. Zauwazmy, ze najoptymalniejszym (tzn. wymagajacym najmniejszej ilodci ra-
chunkéw) sposobem wyliczania wyznacznika jest rozwiniecie wzgledem wiersza lub kolumny

zawierajacej mozliwie duza liczbe zer. W zwigzku z tym pierwszy wyznacznik wyliczamy
rozwijajac wzgledem drugiej kolumny:

1 0 2 30
det |3 0 1 :+2-det<4 2)22-6:12
4 2 1

drugi wyznacznik wyliczamy rozwijajac wzgledem trzeciego wiersza:

1 25 1 5
det [3 1 1| =—4-det (3 1) =—4.(-14) =56
0 4 0

a trzeci — rozwijajac wzgledem drugiego wiersza:

1 2 1
det {1 0 1] =-1-det 2 1 —1-det 12 =—-1+5=14
31 1 1 1 31

Czwarta macierz ma dwa wspotliniowe wiersze, za$ piata macierz ma dwie wspoétliniowe (nawet
rowne) kolumny, wiec obie te macierze majg (zgodnie z Faktem ??) wyznacznik rowny 0.

Fakt 6.48

Plaszczyzna o rownaniu Az+By+Cz+D = 0 dzieli przestrzeri R? na dwie potprzestrzenie.
Jedna z tych poélprzestrzeni sktada sie z punktow spetniajacych warunek:

Az +By+Cz+D >0
a druga z poétprzestrzeni sktada sie z punktéw spetniajacych warunek:

Az + By+Cz+ D <0

Ptaszczyzne graniczng zaliczamy do obu pétprzestrzeni.

Dowdd. Zatozmy, ze A,C # 0 (przypadek gdy jeden ze wspolczynnikow jest zerowy pozosta-

wiamy do rozpatrzenia czytelnikowi). Do ptaszczyzny o rownaniu Az + By + Cz+ D = 0 nalezy
0 B/A\ . 1 . .

= 0 = — = O A A —

punkt P <7D/C), a wektory u < O1 ) iv <7A/C) to niewspotliniowe wektory rownole

gle do tej ptaszczyzny (fatwo sprawdzié, ze sa prostopadte do wektora normalnego plaszczyzny).

Jedna z polprzestrzeni sklada sie z takich punktow X = (g), ze trojka (u,v,]?)(z) jest dodat-

nio zorientowana, a druga z takich punktow X, ze trojka (u,v, P—.Xk) jest ujemnie zorientowana.
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Wobec tego, zgodnie z Faktem 6.39 nier6wnos¢ opisujaca jedng poélprzestrzen to:

B/A 1 x
det(u,0,PX)>0 cmyli  det| -1 0 y >0
0 —A/C z+DJC

a wiec (wyliczajac wyznacznik) otrzumujemy:
Az +By+Cz+D >0

W podobny sposéb pokazujemy, ze druga poélprzestrzen jest opisywana przez nierdwnoéc:

A B D
6x+5y+z+5>0 czyli Arx+ By+Cz+ D <0

Poniewaz plaszczyzne graniczng (o rownaniu Az + By + Cz+ D = 0) zaliczamy do obu polprze-
strzeni, wiec ostre nieréwnosci zamieniamy na stabe. O

Przyklad 2

Czy punkty (%) 1 <f{1> leza po tej samej stronie ptaszczyzny o réwnaniu 2z +y —4z — 1 = 07
Rozwigzanie. Wspolrzedne pierwszego punktu spetniaja nieréwnosé 2o +y — 4z — 1 < 0, za$
wspotrzedne drugiego punktu speklniaja nieréwnoéé 2x + y — 4z — 1 > 0, czyli punkty te leza
po przeciwnych stronach podanej ptaszczyzny.

Definicja 6.49

Znakowang odlegtoscig punktu P € R? od plaszczyzny m bedziemy nazywaé odleglogé
punktu P od plaszczyzny 7 ze znakiem + lub — w zaleznosci od tego, po ktérej stronie
plaszczyzny m znajduje sie punkt P.

Podobnie jak w przypadku znakowanej odlegtosci punktu na pltaszczyznie od prostej, definicja
ta jest troche niejednoznaczna. Podobnie jak poprzednio, niejednoznacznosé ta nie bedzie miata
znaczenia w praktycznych zastosowaniach.

‘Whiosek 6.50

Znakowana odlegtodé punktu P = (éé)) od ptaszczyzny o réwnaniu Ax+ By+Cz+D =0

WYynosi:
_ Axg+ Byo+Cz+ D

d
VAT B 1 C2

Wyznaczniki macierzy 3 X 3 pomoga nam w rozwiazywaniu uktadéw 3 réwnan liniowych z 3
niewiadomymi, podobnie jak wyznaczniki macierzy 2 x 2 pomagaly w rozwigzywaniu uktaddow
2 roéwnan liniowych z 2 niewiadomymi. Zacznijmy od analizy mozliwych zbioréw rozwiazan
pojedynczego réwnania liniowego z trzema niewiadomymi.
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Fakt 6.51

Zbi6r rozwiazan pojedynczego réwnania liniowego z niewiadomymi z, y, z:
ax +by+cz=p
jest jednym z nastepujacych zbioréw:
e plaszczyzng, gdy przynajmniej jeden z parametrow a, b, ¢ jest niezerowy,
e caly przestrzenia, gdy a =b=c=p =0,

e zbiorem pustym, gdy a =b=c =0, ale p # 0.

Dowdd. Jedli przynajmniej jeden z parametréw a, b, c jest niezerowy, to zgodnie z Faktem 6.27
otrzymujemy rownanie ptaszczyzny. Jeéli a = b = ¢ = 0, to réwnanie ma posta¢ 0 = p i jest
rownaniem sprzecznym (gdy p # 0) lub tozsamosciowym (gdy p = 0). O

Fakt 6.52

Zbi6r rozwiazan uktadu trzech réwnari liniowych z niewiadomymi z, y, 2:

a1x + b1y +c1z = p1
agx + bay + coz = pa
as3x + bsy + c3z = p3

jest punktem, prosta, plaszczyzna, cala przestrzenia R3 lub zbiorem pustym.

Dowdd. Jedli wszystkie trzy réwnania uktadu to réwnania ptaszczyzn, to otrzymujemy:
e plaszczyzne, jedli wszystkie trzy plaszczyzny sie pokrywaja,
e zbiér pusty, jesli wérdd tych plaszczyzn sa dwie rézne plaszczyzny réwnolegtle,

e prosta, punkt lub zbiér pusty w przeciwnym wypadku (dwie rézne nieréwnolegle ptasz-
czyzny przecinajg sie wzdluz prostej, a prosta ta albo nalezy do trzeciej ptaszczyzny, albo
przecina ja w jednym punkcie, albo jest do niej réwnolegla).

Jesdli wér6d réwnan uktadu jest réwnanie sprzeczne, to caly uklad jest sprzeczny. Jesli jest
jedno réwnanie tozsamosciowe, to otrzymujemy czes¢ wspolng dwoch plaszczyzn (czyli zbior
pusty, prosta lub plaszczyzne). Jesli sa dwa réwnania tozsamosciowe, to otrzymujemy rownanie
plaszczyzny, za$ jeSli wszystkie trzy réwnania sa tozsamodciowe, to rozwiazaniem jest kazdy
punkt R3. O
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Fakt 6.53: Wzory Cramera

Dany jest nastepujacy uktad réwnan z niewiadomymi x, y, z:

a1x + b1y +c1z = pr
agx + bay + coz = pa
as3x + bsy + c3z = p3

ap b1

Wyznacznik D = det | ag by co | nazywamy wyznacznikiem gtdwnym uktadu.
az by c3

Jesli D #£ 0, to powyzszy uktad ma doktadnie jedno rozwigzanie, zadane wzorem:

_ D,

Ty

y="7

_ D,

=T

gdzie

p1 b1 ar p1 c1 ar bi p1
D, =det | po by ¢ Dy=det a2 p2 c2 D, =det |as by po
p3 b3 c3 az p3 c3 a3 b3 p3

Powyzszy uklad mozemy zapisa¢ w wersji macierzowe;j:

ap b1 T 1
az by c y| =|pe
az bz c3 z D3

gdzie macierz 3 x 3 po lewej stronie to macierz gtéwna uktadu.

Dowdéd. Oznaczmy:

ax b1 c1 D1
a=\lax]|, b=[b|, c=|c2], p=|Dp
as b3 3 P3

Uktad réwnan mozna zapisa¢ w postaci wektorowe;j:
z-a+y-b+z-c=p

skad, traktujac lewa i prawa strone rownosci jako pierwsza kolumne macierzy, dostajemy (pa-
mietamy, ze a, b, ¢, p to wektory, zas$ x, y, z to skalary):

det(z-a+y-b+z-c,b,c)=det(p,b,c)

co z uwagi na addytywnos¢ i jednorodnos¢ wyznacznika wzgledem pierwszej kolumny (Fakt 6.46)
mozemy przeksztalcié do postaci:

det(za, b, c) + det(yb, b, c) + det(zc, b, ¢) = det(p, b, ¢)

x - det(a,b,c) +y - det(b,b,c) + z - det(c, b, c) = det(p, b, c)

Poniewaz wyznacznik macierzy o dwoch jednakowych kolumnach jest rowny zero (Fakt 6.39),
wiec
_ det(p,b,c) D,

x - det(a, b, c) = det(p, b, ¢), czyli T = det(a.b.o) -5
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oile D # 0. Podobnie dowodzimy, ze:

det(a,p,c) D, ora B det(a,b,p) D,
=== 7z
Y det(a,b,c) D

- det(a,b,c) D

Jesli w R3 dane sa trzy liniowo niezalezne wektory u, v, w, to kazdy wektor p mozna
jednoznacznie przedstawi¢ w postaci kombinacji liniowej tych wektoréw, tzn. istnieja
a, B,v € R, dla ktérych:

p=au+ fv+ yw

Dowdd. Jesli wspotrzedne wektoréw oznaczymy:

Ul U1 w1 D1
U = uz 1, v=1v21], w=|w2], P=|D2
us U3 w3 D3

to rozwazane rownanie mozna zapisa¢ w postaci uktadu trzech réwnan liniowych z niewiadomymi
a, B1:

auy + fur +ywr = pr

aug + By + ywz = p2

auz + fug + yws = p3
Wyznacznik gtowny tego uktadu to det(u,v,w), ktéry na mocy Faktu 7.7 jest niezerowy (bo

wektory u, v, w sa niewspolptaszczyznowe). Wobec tego, zgodnie z Faktem 6.53, uktad ten ma
jednoznaczne rozwiazanie. d
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Rozdziat 7

Przeksztalcenia przestrzeni R?

7.1 Przeksztalcenia liniowe 1 afiniczne

Definicja 7.1

Przeksztatcenie F' : R¥ — R! nazywamy przeksztatceniem afinicznym jesli jest zadane
wzorem:

FX)=A-X+v
oraz przeksztatceniem lintowym jesli jest zadane wzorem:
FX)=A-X

gdzie A jest macierza rozmiaru [ x k, a v jest wektorem z RE.

Mnozenie oznacza mnozenie macierzy, ktére dla macierzy dowolnych rozmiaréw zostato okre-
slone w Definicji 2.9. W niniejszym rozdziale wymiary k i [ przestrzeni R* i R! beda rowne 1, 2
lub 3.

Oczywisty zwiazek miedzy przeksztalceniami afinicznymi a liniowymi jest nastepujacy:

Przeksztalcenie afiniczne F : R¥ — R jest przeksztatceniem liniowym wtedy i tylko wtedy,
gdy F(0) =0.

Rozdzial zaczniemy od zapoznania sie z przyktadami przeksztalceri afinicznych F : R3 — R3,
stanowiacych tr6jwymiarowe uogoélnienia przeksztalcen ptaszczyzny poznanych w Rozdziale 2.1.

Translacja (przesuniecie) o wektor v to przeksztatcenie, ktore do- X!
1 | wolny punkt X przeprowadza na taki punkt X', ze: ®
—
XX = X
Rzut (prostokginy) na prostg ¢ to przeksztalcenie, ktore dowolny X
o | punkt X przeprowadza na taki punkt X' lezacy na prostej £, ze:
— X/
XX 1/
Rzut (prostokgtny) na ptaszczyzne 7 to przeksztalcenie, ktore do- X
wolny punkt X przeprowadza na taki punkt X’ lezacy na plasz- X
3 czyznie m, ze: AX,
— *
XX' 1«
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Odbicie (symetria) wzgledem prostej ¢ to przeksztalcenie, ktore

-
dowolny punkt X przeprowadza na taki punkt X', ze XX’ 1 ¢
oraz $rodek odcinka X X’ lezy na prostej £.

Odbicie (symetria) wzgledem plaszczyzny m to przeksztalcenie,
1@)&3 dowolny punkt X przeprowadza na taki punkt X', ze
XX' 1L woraz X i X’ znajdujg sie w rownych odlegtosciach od
plaszczyzny 7 i po przeciwnych jej stronach.

Powinowactwo prostokagine o skali k # 0 wzgledem prostej £ to
przeksztalcenie, ktére dowolny punkt X przeprowadza na taki
punkt X', ze:

e g
XX' =k -XX

gdzie X jest rzutem (prostokatnym) punktu X na prosta £.

<

Powinowactwo prostokgine o skali k # 0 wzgledem plaszczyzny ©
to przeksztatcenie, ktére dowolny punkt X przeprowadza na taki
punkt X', ze:

e g
XX =k -XX

gdzie X jest rzutem (prostokatnym) punktu X na plaszczyzne 7.

Obrét o kgt 0 wokdt prostej £ to przeksztatcenie, ktore dowolny
punkt X przeprowadza na taki punkt X', ze | X X'| = | X X| oraz
kat /XXX’ ma miare 0, gdzie X jest rzutem (prostokatnym)
punktu X na prosta ¢. Istnieja dwa obroty wokot £ o kat 6 rézniace
sie wybranym kierunkiem obrotu.

Jednoktadnosé o srodku S i skali k # 0 to przeksztalcenie, ktore
dowolny punkt X przeprowadza na taki punkt X', ze:

SX' —k-SX

10

Odbicie wzgledem punktu S (symetria Srodkowa o Srodku S) to
przeksztalcenie, ktére dowolny punkt X przeprowadza na taki
punkt X', ze punkt S jest srodkiem odcinka X X'.

11

Rzut uko$ny na ptaszczyzne m w kierunku wektora v to przeksztat-
cenie, ktére dowolny punkt X przeprowadza na taki punkt X' le-
zacy na plaszczyznie 7, ze:

XX v
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. Lo L. . . /
Powinowactwo $cinajgce o plaszczyénie 7 i wektorze v (gdzie v X

jest wektorem rownoleglym do plaszczyzny ) to przeksztalcenie, )5/7.
ktore dowolny punkt X przeprowadza na taki punkt X', ze: !

12 — .
XX '=d(X) v =
gdzie d(X) to znakowana odlegtos¢ punktu X od ptaszczyzny .

Przeksztatceniami afinicznymi R? — R? s réwniez:

o przeksztatcenie identycznosciowe, czyli przeksztalcenie F : R? — R3 zdefiniowane wzorem:
F(X) = X (kazdy punkt przechodzi na siebie),
o przeksztatcenie state, czyli przeksztalcenie, przy ktorym kazdy punkt ma taki sam obraz,
. 2
np. G : R3 — R3 zdefiniowane wzorem: G(X) = (‘%)’

o przeksztatcenie zerowe (szczegdlny przypadek przeksztalcenia stalego), czyli przeksztatce-
nie H : R? — R? zdefiniowane wzorem H(X) = 0.

Wsrod przeksztatcen afinicznych R? — R3 mozna wyréznié szczegolng klase przeksztalcer
zwanych izometriami:

Definicja 7.3

Izometria R® to przeksztalcenie F' : R? — R3, ktore zachowuje odleglosci, tzn. dla
dowolnych A, B € R? zachodzi

—

|A'B'| = |AB|

Izometria liniowa R? to izometria R3, ktora jest rownoczesnie przeksztatceniem liniowym.
Macierz izometrii liniowej nazywamy macierzqg izometrii.

Fakt, ze izometrie to szczegdlne przyktady przeksztatcen afinicznych nie jest prostym wnio-
skiem z definicji, ale twierdzeniem, ktérego dowdd wykracza poza ramy niniejszego skryptu:

Twierdzenie 7.4

Kazda izometria R? jest przeksztalceniem afinicznym.

| r

Whniosek 7.5

Izometria F przestrzeni R3 jest liniowa wtedy i tylko wtedy, gdy F(0) = 0.

Dowdd. Kazda izometria F przestrzeni R? jest przeksztalceniem afinicznym, a zatem jest liniowa
wtedy i tylko wtedy, gdy F'(0) = 0. O

Jegli F jest izometrig R3, to dowolna figura jest przystajaca do swojego obrazu przez
przeksztatcenie F. W szczegdlnosci izometria R3 zachowuje katy miedzy odcinkami, pola
figur ptaskich oraz objetosci.

Dowdd. Izometria R3 zachowuje odleglosci punktéw, czyli w szczegolnosci zachowuje diugosci
bokéw dowolnego tréjkata. Poniewaz dwa tréjkaty o odpowiednich bokach jednakowej dtugodci sa
przystajace (cecha przystawania bbb), wiec ich odpowiednie katy sa tej samej miary. Oznacza to,
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ze izometria zachowuje miary katow. Przeksztalcenie zachowujace dtugosci odcinkéw oraz miary
katow przeprowadza dowolny wielokat na wielokat do niego przystajacy (fakt ten prawdziwy jest
rowniez dla dowolnej figury, aczkolwiek jego dowod jest znacznie trudniejszy). W szczegolnosei,
obrazem kazdej figury plaskiej przez izometrie jest figura o tym samym polu. Przeksztatcenie
zachowujace dtugodci odcinkéw i miary katéw przeprowadza dowolny wielodcian na wieloscian
do niego przystajacy (fakt ten jest prawdziwy dla dowolnej figury). W szczegélnosci obrazem

kazdej figury jest figura o tej samej objetosci. O
Przyktad 1
Napisz wzor translacji T, o wektor v = (?13)
Rozwigzanie.

x 42 1 00 z

T Y =|ly+1]=10 1 0 yl+11

z z+3 0 0 1 z

Przyklad 2

Napisz wzor rzutu P na plaszczyzne m o réwnaniu 2z 4+ 3y — 2+ 4 = 0.
Rozwigzanie. Wybierzmy jakikolwiek punkt na ptaszczyznie w, np. QQ = <§>. Dla dowolnego

punktu X oznaczmy przez X' jego rzut na plaszczyzne m oraz przez X jego rzut na prosta
prostopadla do ptaszczyzny m, przechodzaca przez Q.

— 2
Wektor QX jest rzutem wektora Cﬁ na wektor n = ( 31> normalny do plaszczyzny . Wobec
tego:

2 4x 4+ 6y — 22+ 8
—— X — 2 3y —(z—14 1
QX:pn(Q_)%):&.nz Tt 914(’" ) 3 = o 62+ 9y 32412
rren -1 —2x—-3y+z2—4
—= ==
PoniewaZCﬁ:QX'—&—QX’, wiec
N 0 T 4 + 6y — 22+ 8
X' =Q+QX =Q+QX QX = (0] +| v — &4 |6z +9y—32+12
4 z—4 —2r—-3y+z2—-4
10x — 6y + 2z — 8 5 -3 i _§
:% —6r+5y+32—-12 | = —% % | X+ |-
2¢ + 3y + 132 +4 i & B 2
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Przyktad 3

Napisz wzor odbicia S; wzgledem plaszczyzny 7 o rownaniu 2x + 3y — 2z +4 = 0.
Rozwigzanie. Oznaczmy obraz punktu X przez odbicie jako X", natomiast przez X' oznaczmy

rzut (prostokatny) X na plaszczyzne m, wyznaczony w poprzednim przykladzie. Wowczas X/
jest srodkiem odcinka X X", czyli:

1
i(X + X=X’
skad otrzymujemy:
10z — 6y + 2z — 8 3z — 6y +2z—-8

Xz
X'=2X'-X=1|-6s+5y+32—-12| — [y ]| =2 [ -6z—2y+32—12
20+ 3y + 13z +4 z 20 +3y + 62 +4

3 _6 2 8
7 5 g 7
6 12
=|-2 -2 2| X+|-=3
CUN U 4

7 7 7 7

Przyklad 4

Napisz wzor powinowactwa prostokatnego F' o skali k = 2 wzgledem ptaszczyzny 7 o réwnaniu
20 +3y —2+4=0.

Rozwigzanie. Oznaczmy obraz punktu X przez powinowactwo jako X”, natomiast przez X'

oznaczmy rzut (prostokatny) X na plaszczyzne w, wyznaczony w poprzednim przyktadzie.

Wowcezas:
— —
X'X"=2.X'X czyli X" X' = 2(X —X/)

skad otrzymujemy:

x 10x — 6y + 22 — 8 18x 4+ 6y — 22 + 8
X'=2X-X=2|y| -4 | -6x+5y+32—-12| =4 | 62 +23y — 32+ 12
z 20+ 3y +132+4 —2z —3y+ 152 -4

9 3 _1 4

I 5 1 §

=7 T —u]|Xt| 7

1 3 15 _2

7T 14 14 7

Przyktad 5
Napisz wzor rzutu Py na prosta £ o rownaniu (é) =t (%) + <(1))

Rozwigzanie. Obrazem punktu X = (g) jest taki punkt X’ lezacy na prostej ¢, ze X X' 1 £,
czyli:

3t+1 dt+1—-=x 3
X' = 2t oraz 2t — y o|2] =0
t+1 t+1—=z2 1

czyli

3Bt+1—z)+22t—y)+(t+1—2)=0 skad t=4Bz+2y+z—4)
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zatem
—5x + 6y + 3z + 2 - 2 2 i
X' =L 6r—10y+2:-8 | = % -5 1 Ix+|-4
3242y — 132+ 10 2 1 B 2
Przyktlad 6

Napisz wzor odbicia Sy wzgledem prostej £ o réwnaniu (é) =t (?) + (é)

Rozwigzanie. Oznaczmy obraz punktu X = gé przez X", za$ przez X' rzut punktu X na
prosta ¢ (wyznaczony w poprzednim przykladzie). Wowczas X' jest érodkiem odcinka X X",
czyli:

1

5()( _|_ X//) — X/
skad otrzymujemy:

-5z + 6y + 3z + 2 x —12z2 4+ 6y + 32 4+ 2
X'=2X'"-X=1|6s-10y+2:-8 | —|y| =12 62—17y+22-38
3z + 2y — 132+ 10 z 3z + 2y — 202+ 10

_12 6 3 2

7 7 3 7

6 17 8

= ¢ - 2 Jx4[-8

I %o 1

7 7 7 7

Przyktad 7

)

Napisz wzor symetrii srodkowej o §rodku S = <%
g) przez X’'. Punkt S jest $rodkiem odcinka

Rozwigzanie. Oznaczmy obraz punktu X =

X X', wiec:
§=3(X+X)
czyli
1 T 2—x -1 0 0 x 2
X' =28-X=2-(2|-[y]=|4-y|=[0 -1 0 y|+ 14
4 z 88—z 0 0 -1 z 8

Przyktad 8
Napisz wzor jednoktadnosci D,f o skali k=41 grodku S = @)

Rozwigzanie. Oznaczmy obraz punktu X = (é) przez X'. Wowczas:

-
SX'=4-5X  czyli X' —S=4(X —8)

skad
T 2 4xr — 6 4 0 0 T —6
X' =4X -35=4-|y| -3-|1]|=14y-3]=[0 4 0 yl| + -3
z 1 4z — 3 0 0 4 z -3
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Przyktad 9

Napisz wzér rzutu ukoénego w kierunku wektora v = (
2e+y+2+1=0.

i

) na plaszczyzne m o réwnaniu

Rozwigzanie. Oznaczmy obraz punktu X = (é) przez X' = (Z’ ) Szukamy takiego punktu

z

"
X' lezgcego na plaszezyznie w, ze X X'||lv. Wobec tego mamy rozwigza¢ uklad rownan z
niewiadomymi z’, ', 2’

20 +y' +2+1=0 20 +y' +2+1=0
- 1 0 . o —r=y —y
czyli
y—y|x|[1|=1]0 x—1 =2z-2
2 —z 1 0 y—y=2—2z2

Rozwiazujac ten uktad réwnan otrzymujemy:

=102z —y—z—-1)
Yy =1(-22+3y—z—1)
2 =1(-22—-y+32-1)

Przyktad 10

Napisz wzo6r powinowactwa $cinajacego o plaszczyznie o réwnaniu 2z —y + 2 = 1 i wektorze
1

o= (1)
1

Rozwigzanie. Oznaczmy obraz punktu X = (g) przez X'. Wowczas:

—
XX =d(X) v

gdzie d(X) = % to znakowana odlegto$¢ punktu X od ptaszczyzny. Zatem:

8

1 Sr —y+2z—1

2x — 2z —1
X =|y|+2 y; o |4 =1 sw—y+82-4
z 1 20 —y+ 52z —1

\
olees] 0ol
|

+
\
Loli=olhes] =

[SULS VM [eeetliey
W=l =

Kolejne przyktady to przyktady przeksztatcen liniowych, dla ktérych dziedzina i przeciwdzie-
dzina maja rozne wymiary (czyli macierz przeksztalcenia nie jest macierza kwadratowa).

Przyktad 11

Przeksztalcenie F : R3 — R przypisuje kazdemu punktowi X znakowang odlegtosé od plasz-
czyzny o réwnaniu 2z — 2y + z = 0. Sprawdz, ze F' jest przeksztalceniem liniowym i podaj
jego macierz.

Rozwigzanie.
€z T
20 — 2y + 2 2 2 1 9 9 1
F = = —x— Y+ —-—z=15 J—— =) .
Z V22 + (22412 3 3Y T3 G -5 3) Z
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czyli F' jest przeksztatceniem liniowym o macierzy (% —% %)

Przyklad 12
Przeksztalcenie F' : R? — R dane jest wzorem F(X) = X o v, gdzie v = (%) Sprawdz, ze F

jest przeksztalceniem liniowym i podaj jego macierz.

Rozwigzanie.
T T 1 T
F y =|lylol2 :x—l—?y—i—z:(l 2 1)~ Y
z z 1 z

czyli F' jest przeksztatceniem liniowym o macierzy (1 2 1).

Przyktad 13

Przeksztalcenie F : R? — R3 dane jest wzorem F(X) = X x v, gdzie v = <%> Sprawdz, ze
F' jest przeksztalceniem liniowym i podaj jego macierz.

Rozuwrigzanie.
T T 1 Yy — 2z 0 1 -2 T
F Y =ly]l x|2|=|2z—2|=[-1 0 1 Y
z z 1 20 —y 2 -1 0 z
0o 1 =2
czyli F' jest przeksztalceniem liniowym o macierzy | —1 0 1
2 -1 0
Przyklad 14
5 1 1
Przeksztalcenie F : R? — R3 dane jest wzorem F <<t>> =s|3]|+t|0]. Sprawdz, ze F'
4 )

jest przeksztatceniem liniowym i podaj jego macierz.
Rozwigzanie.
s+t 11
A(E) =)o) 6
4s 4 5t 4 5

11
czyli F' jest przeksztatceniem liniowym o macierzy | 3 0
4 5

Przyklad 15

Przeksztalcenie F : R3 — R? przypisuje kazdemu punktowi X pare liczb (Zl E;;), gdzie
2

dy(X) to znakowana odlegtos¢ punktu X od plaszczyzny o rownaniu 8¢ — y + 4z = 0, a dy to
znakowana odleglto$¢ punktu X od ptaszczyzny od réwnaniu x + 2y + 2z = 0. Sprawdz, ze F
jest przeksztatceniem liniowym i podaj jego macierz.
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Rozwigzanie.
X
g 4 (¥ Le—y 4 (5 -5 B (7
E Yy - z —\1 ) 92 =\l 2 2 Y
2 da ( (v 57 +2y +22) 3 3 3 »
4
8 _1 4
czyli F jest przeksztatceniem liniowym o macierzy <? 59 8)
3 3 3

Przyktad 16

Przeksztalcenie F' : R? — R przypisuje kazdemu wektorowi X znakowana objetosé¢ czworo-
$cianu rozpietego przez trojke wektorow (X, u,v), gdzie u = (%), v = ((:11) Sprawdz, ze F'
jest przeksztalceniem liniowym i podaj jego macierz.

Rozwigzanie. Rozwijajac wyznacznik wzgledem pierwszego wiersza otrzymujemy:

x 1 x 1 0 1 T

F Y =_det|y 2 1| ==0bBr—3y+2)= (% _% %) y
6 6

z z 1 3 z

[N
o=
SN—

czyli F' jest przeksztalceniem liniowym o macierzy (% —

7.2 Macierz przeksztalcenia

Przedstawione w Rozdziale 2.2 definicje dodawania macierzy (Definicja 2.6), mnozenia macierzy
przez skalar (Definicja 2.7) oraz mnozenia macierzy (Definicja 2.9) obejmuja macierze wszelkich
rozmiaréw, w szczegdlnosci macierze 3 X 3 rozwazane w niniejszym rozdziale. Réwniez wlasnosci
tych dziatan (Fakt 2.8 i Fakt 2.10) pozostaja prawdziwe.

W zwiazku z tym mozna udowodni¢ nastepujace wlasnosci przeksztatcen liniowych R3, ana-
logiczne do poznanych wtasnoéci przeksztatcen plaszczyzny.

Fakt 7.7

Przeksztalcenie F : R? — R3 jest przeksztatceniem liniowym wtedy i tylko wtedy, gdy dla
dowolnych wektoréw u i v oraz dowolnego skalara t zachodza wtasnodci:

1) Flu4+v) = F(u)+ F(v) (addytywnos¢)
2) F(t-u) =t-F(u) (jednorodnos¢)

Wtasnos¢ F'(0) = 0 (wymieniana w analogicznym Fakcie 2.11) zostala tu pominieta, gdyz
stanowi szczeg6lny przypadek wlasnosci (2) (dla t = 0).

Dowdd. = Niech F : R3 — R3 bedzie przeksztatceniem liniowym o macierzy m(F) = A. Wow-
czas wlasnosé (1) wynika z rozdzielnogci mnozenia macierzy wzgledem dodawania:

Flu+v)=A - (u+v)=A-u+A-v="F(u)+ F(v)
za$ wlasnos¢ (2) wynika z Faktu 2.10:
F(t-u)=A-(tu)=t-(Au) =t- F(u)
< Zalozmy teraz, ze przeksztalcenie F : R? — R3 jest addytywne i jednorodne. Pokazemy
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ze jest ono liniowe. Oznaczmy obrazy wersoréw przez:

al bl C1
F(el) = as F(eg) = b2 F(eg) = C2
as b3 c3

Woéwczas z addytywnodci i jednorodnosci F' wynika, ze dla dowolnego wektora (fz/) zachodzi:

x
F Yy = F(ze; + yea + ze3) = F(xe1) + F(ye2) + F(ze3) = xF(e1) + yF(e2) + zF (es)
z
ay by c1 a b x
=z |lax | +y|b2] +zlca|=1a b2 c Yy
as b3 C3 as bg C3 z
czyli F' jest przeksztatceniem liniowym. O
Przyktad 1

Dane jest przeksztalcenie liniowe F' : R? — R3. O wektorach u,v,w € R? wiadomo, ze:
Flutv+w) = (1), FEu+v—w) = (:3%) F(u—v+2w) = (}). Oblicz F(u), F(v), F(w).
Rozwigzanie. Korzystajac z addytywnosci i jednorodnosci przeksztalcenia liniowego otrzymu-
jemy uktad trzech rownan wektorowych z trzema niewiadomymi F'(u), F'(v), F(w):

F(u) + F(v > Flw) = (i )
2F (u) + F(v) — F(w) (
F(u) — F(v) —|—2F(w :(

Rozwiazujac metods podstawiania dostajemy F(u) = (é), F(v) = ( %1), F(w) = (

Fakt 7.8

al bl C1
Jesli [as by co | jest macierza przeksztalcenia liniowego F : R? — R3, to:
as b3 C3
al b1 !
ay | = F(e1) by | = F(ea) co | = F(e3)
as bs 3
Dowad.
1 al b1 C1 1 aq
F(el) =F 0 = a9 bg C2 0 = as
0 ag bg c3 0 as
Podobnie obliczamy F'(e2) i F'(e3). O
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Przyktad 2
Wyznacz macierze nastepujacych przeksztalcer liniowych:

(a) odbicie wzgledem plaszczyzny o rownaniu x = y,
(b) odbicie wzgledem proste; <§> =t (é),
(c) obrot o kat 6 wokot osi Oz.

Rozwigzanie. Zgodnie z Faktem 7.8 wystarczy wyznaczy¢ obrazy trzech wersoréow. Wobec
tego macierzami tymi sa:

010 01 0 cosf —sinf 0
(&) {1 0 0),(b) |1 0 0], (c)|sinf cosf® 0
0 01 0 0 -1 0 0 1

Zgodnie z Faktem 7.8, znajomosé obrazéw trzech wersoréw jednoznacznie wyznacza prze-
ksztalcenie liniowe F : R? — R3. Fakt ten mozna uogélni¢, zamieniajac trzy wersory na dowolne
trzy liniowo niezalezne wektory:

Fakt 7.9

Przeksztalcenie liniowe R? jest jednoznacznie wyznaczone przez obrazy dowolnych trzech
liniowo niezaleznych wektoréw, tzn. jeéli dane sg liniowo niezalezne wektory u, v,
w oraz dowolne wektory v/, v/, w’, to istnieje dokladnie jedno przeksztalcenie liniowe
F :R3 = R3 takie, ze

/ ! !

. U1 vl w1 ’ “ ’ o ’ 1
Dowdd. Oznaczmy u = (w2 ), v= (v ), w= (w2 )orazu = | u |, v = (v ), w =(w ]

° ° ° uy v3 w

ap b1
Szukamy macierzy [ as bs ¢y | takiej, ze:

as by c3

al b1 C1 U1 u'1

ag b2 (&) us = ’LL/2

a3 bs c3 U3 uh

al b1 C1 V1 ’Ui

ag bg (&) V2 = ’Ué

as b3 C3 V3 ’Ué

ap b1 ¢ w1 w)

as bg (&) w9 = ’LU/2

( \az b3 c3/ \ws3 wh

Powyzszy uktad mozna zapisaé¢ jako uktad 9 rownan skalarnych z 9 niewiadomymi (a;, b;, ¢,
gdzie i = 1,2,3), ktore mozna podzieli¢ na 3 uktady 3 rownan z 3 niewiadomymi (i-ty uklad
bedzie mial niewiadome a;, b;, ¢;):

aiuq + brug + crus = ull asu1 + bous + coug = U/Q asuy + bsus + csug = ug
ajvy + by + crvg = v agvy + bava + coug = v, asvy + bzvg + c3vg = vl
ajwy + bhyws + crws = wj aswy + baws + cows = w) azwy + bsws + czwz = wh

Copyright © Tomasz Elsner, 2019



200 ROZDZIAL 7. PRZEKSZTALCENIA PRZESTRZENI R?

Wyznacznik gtéwny kazdego z tych uktadow jest taki sam i wynosi:

T
up uz U3 Uy v wi Uy v wi

det | vi v2 w3 | =det Uy Vg W9 =det [us vy wy| #0
w1, wy wWs us vy wWs us vy ws

jako ze zgodnie z Faktem 7?7 transpozycja macierzy nie zmienia wyznacznika oraz zgodnie z

zatozeniem wektory u, v, w sg liniowo niezalezne (nie leza na jednej ptaszczyznie). Wobec tego,

zgodnie ze wzorami Cramera (Fakt 6.53) kazdy z uktadéw ma jednoznaczne rozwiazanie. Stad
al bl C1

istnieje doktadnie jedna macierz | as b2 co |, czyli dokladnie jedno przeksztalcenie liniowe F'
ag b3 c3

spelniajace warunki zadania.

Fakt 7.10

Niech F : R? — R3 bedzie przeksztalceniem afinicznym. Woéwcezas kazdy z ponizszych
zbioréw jest punktem lub prostg lub ptaszczyzna lub R3 lub zbiorem pustym:

e zbiér punktéw statych F,

e przeciwobraz F~'[v] dowolnie wybranego punktu v.

Dowdd. Niech F' bedzie dane wzorem:

x a1 b1 a T D1
F y =lax by c2 y |+ | pe
z ag bz c3 z D3

Wowczas zbior punktow statych to zbior rozwigzan uktadu réwnan (z niewiadomymi x, y, 2):

ar by« z D1 x (a1 =Dz +biy+c1z=—p
az by x| |y +|p2|= 1|V czyli (a2 — 1)@ + boy + c22 = —po
a3 bz c3 z D3 z (a5 — 1)z + by + 32 — —p3

Zgodnie z Faktem 6.53 zbiorem rozwigzan takiego ukladu jest punkt, prosta, plaszczyzna, R3
lub zbiér pusty.

Podobnie przedstawiamy przeciwobraz punktu v jako zbiér rozwigzan uktadu 3 réwnarn linio-
wych z 3 niewiadomymi, dochodzac do tej samej konkluzji. O

Kazde przeksztalcenie afiniczne F' : R3 — R3 jest zlozeniem przeksztalcenia liniowego i
translacji.

Dowdd. Przeksztalcenie F' ma wzor F(X) = AX + v, gdzie A jest macierza 3 x 3, a v jest
wektorem z R3. Wowezas F = T, o G, gdzie G(X) = AX jest przeksztalceniem liniowym. O
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Fakt 7.12

Dane sa przeksztalcenia F : R? — R3i G : R? — R3.
1) Jedli F i G sa afiniczne, to F oG oraz F~! (o ile F jest odwracalne) tez sa afiniczne.
2) Jedli F i G sg liniowe, to F' o G oraz F~! (o ile F jest odwracalne) tez sa liniowe.

3) Jedli F i G sy izometriami, to F o G oraz F~! (o ile F jest odwracalne) tez sa
izometriami.

4) Jedli F i G sg izometriami liniowymi, to F o G oraz F~! (o ile F jest odwracalne)
tez s izometriami liniowymi.

Dowosd. (1) Jesli F(X) =AX +viG(X)=BX +w, to:
(FoG)(X)=F(GX))=ABX+w)+v=(AB)X + (Aw + v)

czyli F'oG jest przeksztalceniem afinicznym. Z kolei przeksztalcenie odwrotne do F'istnieje wtedy
i tylko wtedy, gdy macierz A jest odwracalna, i dane jest wowczas wzorem F~1(X) = A~1X —
A~'y (nietrudno sprawdzi¢, ze ztozenie F~1 i I jest przeksztalceniem identycznosciowym.
Dowod (2) jest podobny. Dla dowodu (3) zauwazmy, ze skoro F' i G zachowuja odlegtosci
(jako izometrie), to F o G i F~! réwniez. Wtasnoéé (4) wynika z (2) i (3). O

Fakt 7.13

Niech F': R? — R3 i G : R? — R3 bedg przeksztatceniami liniowymi. Woéwczas:
m(F o G) =m(F)-m(Q)

m(F~) = (m(F))™"

W szczegoblnosci F jest odwracalne <= m(F) jest macierza odwracalng (tzn. det m(F') #
0).

Dowodd. Jesli A1 B sa takimi macierzami, ze F'(X) = AX i G(X) = BX, to
(FoG)(X)=F(G(X))=A-BX = (AB)X, czyli m(FoG)=AB
Stad:

I =m(ld) =m(F o F~Y) =m(F) m(F™1), czyli m(F~1) = (m(F))™!

Definicja 7.14

Przeksztalcenie liniowe F : R3 — R3 zachowuje orientacje, jesli dla dowolnej trojki li-
niowo niezaleznych wektorow (u,v,w), trojki (u,v,w) i (F(u), F(v), F(w)) maja jedna-
kowe orientacje, a zmienta orientacje, jesli dla dowolnej tréjki liniowo niezaleznych wek-
torow (u,v,w) trojki (u,v,w) i (F(u), F(v), F(w)) maja przeciwne orientacje.
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Fakt 7.15

Niech F : R? — R3 bedzie przeksztatceniem liniowym. Woéwczas:
1) F skaluje objetosci figur |det(m(F))| razy,

2) det(m(F)) > 0, jesli F' zachowuje orientacje oraz det(m(F)) < 0, jesli F' zmienia
orientacje.

‘Whniosek 7.16

| r

Wyznacznik macierzy izometrii to £1.

.

Dowdd. Izometria liniowa zachowuje objetosci, wiec wyznacznik jej macierzy A spelnia warunek
|det A] = 1. O

Fakt 7.17

Niech A bedzie macierza 3 x 3. Wowczas nastepujace warunki sg rOwnowazne:

1) A jest macierzg izometrii,

2) kolumny A s parami prostopadtymi wektorami dtugosci 1,

3) wiersze A sy parami prostopadtymi wektorami dlugosci 1,

)
)
)
)

4) A1 =AT.

Fakt 7.18

| r

1 00
Macierzqg identycznosciowqg 3 X 3 nazywamy macierz I = |0 1 0 |. Macierz ta ma te
0 0 1

wlasnosé, ze:

Al = A oraz IA=A

dla dowolnej takiej macierzy A dla ktorej dane dziatanie jest wykonalne.

Definicja 7.19

| r

Macierzg odwrotng do macierzy P € Msys nazywamy taka macierz P71 e Msys, ze
p.pl=ptl.p=1g

Macierz, dla ktorej istnieje macierz odwrotna nazywamy macierzqg odwracalng.

Zwréémy uwage, ze ze wzgledu na nieprzemienno$é mnozenia macierzy definicja musi wy-
magaé by iloczyn macierzy P i P~! byl macierza identycznogciowa niezaleznie od kolejnosci
czynnikéw.
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Fakt 7.20

Dla dowolnych macierzy A i B rozmiaru 3 X 3 zachodza nastepujace wlasnosci:
1) det(AB) =det A-det B

2) det(A™1) = (det A)~! (o ile A jest odwracalna)

Dowdd. Wtasnosé (1) mozna udowodni¢ przy pomocy zmudnego rachunku, ktéry pomijamy.
Wtasnosé (2) jest wnioskiem z wlasnosci (1), gdyz dla odwracalnej macierzy A zachodzi:

1 =det] =det(A-A™") =det A-det(A™")

skad
1

det(Ail) = ot A

Dla dowolnych odwracalnych macierzy A i B rozmiaru 3 x 3 zachodzi: (AB)~! = B~1A~!

ap b T oY1 A
Niech P = | as by c2 |. Szukamy macierzy odwrotnej do P, tzn. macierzy | z2 y2 22 |,
az by c3 T3 Y3 23

dla ktorej zachodza réwnoscei:

a1 b r1 Y1 1 0 1 Y1 21 a1 b1 1 0 0

ag bg C2 xro Y2 = 0 1 i T2 Y2 Z2 a9 bg C2 = 01 0

ag b3 c3 r3 Y3 0 0 T3 Y3 23 ag by c3 0 0 1
(7.1)

Pierwsze z rownan (7.1) mozna zapisa¢ w postaci trzech réwnarn wektorowych:

( al b1 C1 I 1
as by o zo| =10
as b3 C3 T3 0
ap b1 Y1 0
ag by co| |y2| =11 (7.2)
az bz c3 Y3 0
al b1 C1
as b2 C2 =
L \43 bg C3

ktére mozna zapisa¢ jako trzy uktady 3 rownan liniowych z 3 niewiadomymi:

a1r1 +bire + ez =1 a1y1 + biys + c1y3 =0 a1z21 +b1zo +c123=0
aox1 + boxs + coxg =0 asyy + b2y2 +coys =1 aoz1 +bozo + coz3 =0
asri + bsxo + c3x3 =0 asy1 + b3ya +c3y3 =0 a3zz1 +b3zg +c323 =1
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al bl C1
Jedli det | ag by co | # 0, to zgodnie ze wzorami Cramera kazdy z powyzszych uktadéw ma
ag bz c3

jednoznaczne rozwiazanie:

1 L ba 1 by ¢ 1
= det [0 b det (2 %) = A
17 Qet P ¢ 2 +detM ¢ <b3 03> +detP !
0 bg C3
aq 1 C1
1 1 ()] 1
= det 0 det = _ - B
2= qap |2 Y e T g e <3 Cg) derp !
as 0 C3
aq b1 1
1 1 b 1
——det by 0 det = .
T qap |2 et °° ( b3> Tqp @
as b3 0

gdzie przez A;, B;, C; oznaczamy wyznacznik macierzy 2 x 2 powstatej przez wykreslenie z
macierzy A wiersza i kolumny zawierajacych, odpowiednio, wyraz a;, b; lub ¢;. Analogicznie
wyliczamy:

1 1 1
NZqetP ™ P27 qp 7 BT qetp 2
1 1 1
prm— . A pr— . B pr— .

A1 detpP 2 detP ° “ det P Cs

wobec czego szukana macierza odwrotng powinna by¢ macierz:
-
r1 Y1 2 1 +A; —-By +C4
T2 Y2 22| = Ay +By —Cy
det P
T3 Y3 23 +A3 —B3 +C4

Poniewaz mnozenie macierzy nie jest przemienne, wiec musimy jeszcze sprawdzi¢, ze znaleziona
macierz spelnia rowniez drugie z rownan (7.1). Sprawdzenie tego pozostawiamy czytelnikowi.

Fakt 7.22

al bl C1
Macierz P = |as by co | jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy det P # 0, a
as bg C3

macierza do niej odwrotna jest macierz:

+A1 —-By +C4 T

—Ay +By —(9
+A3 —Bs +Cj

1
~ det P

gdzie A;, B;, C; oznaczaja wyznacznik macierzy 2 X 2 powstalej przez wykreslenie z
macierzy P wiersza i kolumny zawierajacego, odpowiednio, wyraz a;, b; lub ¢;.

Dowdd. Przed sformulowaniem faktu wyprowadziliSmy powyzszy wzér na macierz odwrotna.
Pozostaje uzasadnié, ze w przypadku, gdy det P = 0, macierz P nie jest odwracalna. Ale jesli
macierz P jest odwracalna, to zachodzi P - P~! = I, co na mocy Faktu 7.20 pociaga:

det P-det(P7 1) =1

wiec w przypadku det P = 0, to otrzymujemy sprzecznosé. O
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Rozdzial 8

Diagonalizacja macierzy 3 x 3

8.1 Wektory wlasne i wartosci wlasne
Wektor wlasny przeksztatcenia liniowego F : R® — R3 to wektor X spelniajacy warunek:
FX)=\-X
natomiast wektor wtasny macierzy A rozmiaru 3 x 3, to wektor X spetniajacy warunek
AX = 2X

dla pewnej liczby rzeczywistej A. W obu przypadkach, jesli X # 0, to liczbe A nazywamy
wartoscig wtasng przeksztalcenia F' lub macierzy A, zas X wektorem wtasnym dla wartoscs
wtasnej A. Wektor X = 0 jest wektorem wtasnym dla kazdej wartoéci wlasnej A.

\

Przyktad 1

Wyznacz wartosci i wektory wtasne odbicia S, wzgledem ptaszczyzny .
Rozwigzanie. Dla dowolnego wektora v1 na ptaszczyznie m zachodzi F(v1) = vy = 1- vy, czyli

A1 = 1 jest wartodcia wlasng przeksztalcenia, a ptaszczyzna 7 jest zbiorem wektoréw wlasnych
dla )\1.

Dla dowolnego wektora vy prostopadtego do ptaszczyzny m zachodzi F(vy) = —ve =
(=1) - vo, czyli Ao = —1 jest wartoscia wlasna przeksztalcenia, a prosta prostopadta do =
przechodzaca przez 0 jest zbiorem wektoréw wtasnych dla As.

Jesli wektor v nie jest rownolegly ani prostopadty do m, to wektory vz i F'(v3) maja r6zne
kierunki, przeksztatcenie nie ma zatem wiecej wektorow ani wartosci wlasnych.
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Przyktad 2

Wyznacz wartosci 1 wektory whasne obrotu wokot prostej ¢ (przechodzacej przez 0) o kat 6
(gdzie 0 £ 01 60 # 7).

Rozwigzanie. Kazdy punkt prostej ¢ (czyli wektor rownolegly do prostej £) jest punktem sta-
tym obrotu, stad prosta £ to zbidr wektoréow wlasnych dla wartosci wtasnej A = 4+1. Obrot
wokét £ zmienia natomiast kierunek kazdego wektora nieréwnolegtego do ¢, wiec przeksztatce-
nie nie ma wiecej wektoréw wtasnych, ani wartosci wtasnych.

z

A

Y
8

Przyktad 3

Wyznacz wartosci i wektory wtasne jednoktadnosci o érodku O i skali k.
Rozwigzanie. Podobnie jak dla jednoktadnosci na plaszczyznie, kazdy wektor jest wektorem
wlasnym dla wartodci wtasnej k, gdyz dla dowolnego wektora v zachodzi:

Dk(v) =k-v

Przyktad 4

Wyznacz wartosci i wektory wtasne powinowactwa §cinajacego o plaszczyznie w i wektorze v.
Rozwigzanie. Nietrudno zauwazy¢, ze poza punktami stalymi (czyli wektorami wtasnymi dla
wartosci wlasnej Ay = 1) kazdy wektor zmienia kierunek. Wobec tego jedynymi wektorami
wlasnymi sa punkty plaszezyzny m (dla wartosci wlasnej A; = 1).

z
A

AL =+1

Jedli mamy podang macierz przeksztatcenia liniowego, to wyznaczanie wartosci i wektoréw
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wlasnych mozna sprowadzi¢ do rozwiazywania réwnan, jak to pokazuje ponizszy fakt.

Fakt 8.2

1) Wartoéci wlasne przeksztatcenia liniowego F' : R — R3 to pierwiastki wielomianu
charakterystycznego xp(\) = det(m(F) — A1d) przeksztalcenia F, czyli rozwiazania
réwnania:

det(m(F) — AId) = 0

2) Wartosdci wtasne macierzy A € M3x3 to pierwiastki wielomianu charakterystycznego
XA(A) = det(A — M) macierzy A, czyli rozwiazania rownania:

det(A — AI) =0

Dowdd. Niech A bedzie macierza przeksztalcenia F', tzn. F(X) = AX. Warunek:
F(X)=)\X (w wersji macierzowej A - X = \X)
mozna zapisaé w postaci
(F—=AId)(X)=0 (w wersji macierzowej (A — M) - X = 0)

Zatem A jest warto$cia wiasng I’ wtedy i tylko wtedy, gdy rownanie macierzowe
(A=X)-X=0 (8.1)

ma niezerowe rozwigzanie. Poniewaz wektor X = 0 jest rozwigzaniem (8.1) niezaleznie od

wartosci A, wiec szukamy takich A, dla ktorych (8.1) ma przynajmniej dwa rozwiazania (X =01

rozwigzanie niezerowe). Rownanie (8.1) to uktad cramerowski 3 X 3 o macierzy gtownej (A— A1),

ktory zgodnie z Faktem 6.53 ma wiecej niz jedno rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy
det(A—AI)=0

Wobec tego wartosciami wlasnymi sa pierwiastki A rownania det(A — AI) = 0. O

Przyktad 5

Znajdz wszystkie wartosci wlasne i wektory wlasne przeksztalcenia liniowego F : R? — R3 o
Wzorze:

31 -1
FX)=[1 2 -1]|x
10 1

Rozwigzanie. Tym razem, w odréznieniu od poprzednich przyktadéw, wygodniej bedzie zaczaé
od wyznaczenia wartodci wtasnych. Zgodnie z Faktem 8.2 wartodci wlasne przeksztalcenia F,
to pierwiastki wielomianu charakterystycznego:

3-A 1 -1
xrA)=det| 1 2=X -1 |=3B-XN2-N1-A-1-(1-X+(2-)
1 0 1-2A

=B-=-XN2-N)1-2X)

czyli liczby Ay = 1, Ao = 2, A3 = 3. Wyznaczmy teraz wektory wtasne dla wartodci wlasnej
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A1 = 1. Zgodnie z definicja, sa to rozwigzania réwnania:

31 -1\ [z T 3rty—z=x
1 2 -1 yl =11y czyli r+2y—z=y
1 0 1 z z T4z=2

Rozwiazanie tego ukladu to:

z=1y
=0

0
czyli wektorami wlasnymi dla wartosci wtasnej 1 sa wektory postaci (g) Analogicznie wy-
znaczamy wektory wlasne dla wartosci wlasnej Ao = 2 otrzymujac <§> oraz dla wartosci

wlasnej A3 = 3 otrzymujac (2;). Tak wiec badane przeksztalcenie ma 3 wartodci wlasne, a
z
dla kazdej z nich prosta wektoré6w wlasnych.

Whiosek 8.3

Macierz A € Mjzy3 (przeksztatcenie liniowe F : R? — R3) ma co najwyzej 3 wartosci

wlasne.
aq b1 C1
Dowdd. Wartosci wtasne macierzy A = | ay by co | to pierwiastki wielomianu charaktery-
az bs c3
stycznego:
a1 — T b1 C1
xA(x) = det as by —x ca
as b3 C3 — X

= (a1 — x)(ba — z)(c3 — x) + bicaaz + c1agbs — (a1 — x)cabs — byag(cs — x) — ¢1(ba — x)as

ktory jest wielomianem stopnia 3. Poniewaz wielomian stopnia 3 ma co najwyzej 3 pierwiastki,
wiec macierz A ma co najwyzej 3 wartosci wlasne. O

Niezerowy wektor wlasny macierzy A € Msx3 0 wyrazach rzeczywistych (przeksztalcenia
liniowego F : R?® — R3) przynalezy tylko do jednej wartoéci wlasnej.

Dowdd. Zatozmy (nie wprost), ze X jest niezerowym wektorem wlasnym macierzy A dla dwoch
roznych wartosci wlasnych A i Ao. Oznacza to, ze:

AX =X
AX = X
Stad
)\1X = )\QX Czyli ()\1 — )\Q)X =0
skad otrzymujemy sprzecznosé, gdzyz A1 — Ay # 0 oraz X # 0. O
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Jesli A jest wartoscia wlasna macierzy A € Msx3 o wyrazach rzeczywistych (przeksztalce-
nia liniowego F : R? — R3), to zbiér wektoréw wlasnych dla X jest albo prosta (przecho-
dzaca przez 0), albo plaszczyzng (przechodzaca przez 0), albo cala przestrzenig R3.

al b1 C1 x
Dowdd. Oznaczmy A = |as by co|. Zbiér wektorow X = |y | wlasnych dla wartosci
as b3 C3 z

wlasnej A to zbior rozwigzan nastepujacego uktadu rownan (z niewiadomymi x, y i z):

a1z + by + 1z =Mz

a1 b1 ¢ T
as be co |l =AMy czyli agx + by + coz = Ay
az by c3 z azx + b3y + c3z = Az

Po przeksztatceniu otrzymujemy uktad cramerowski:

(a1 = Nx+biy+c1z2=0
agx + (bg — Ay + coz =0
as3x +bsy + (c3 — Az =0

Zbior rozwiagzan takiego uktadu to (zgodnie z Faktem 6.52) zbior pusty, punkt, prosta, ptasz-
czyzna lub cata przestrzen. Poniewaz x = y = z = 0 spelnia ten uktad réwnan, a skoro A jest
wartodcig wtlasna, to uktad ma oprécz tego przynajmniej jedno niezerowe rozwigzanie, wiec lista
mozliwych zbioréw rozwiazan to: prosta zawierajaca punkt 0, plaszczyzna zawierajaca punkt 0
oraz cala przestrzen. O

Kazdy wielomian zmiennej rzeczywistej stopnia nieparzystego (w szczegolnosci wielomian
trzeciego stopnia) ma przynajmniej jeden pierwiatek rzeczywisty.

Dowdd. Zgodnie z Wnioskiem 5.24 wielomian rzeczywisty rozklada sie na iloczyn wielomianéw
(rzeczywistych) stopnia pierwszego i drugiego. W rozktadzie wielomianu W stopnia 3 musi by¢
przynajmniej jeden czynnik stopnia pierwszego, czyli:

W(x)=(x—a)- A(z)

co (zgodnie z Twierdzeniem Bezouta) oznacza, ze a jest pierwiastkiem wielomianu W. O

Whniosek 8.7

Macierz 3 x 3 o wyrazach rzeczywistych ma przynajmniej jedng rzeczywista wartosé wia-
sna.

Dowdd. Jesli macierz A € Msys ma wyrazy rzeczywiste, to jej wielomian charakterystyczny
XA(z) jest wielomianem stopnia 3 zmiannej rzeczywistej. Zgodnie z Faktem 8.6 taki wielomian
ma przynajmniej jeden pierwiastek rzeczywisty, czyli macierz A ma przynajmniej jedna rzeczy-
wista warto$¢ wtasna. O

Copyright © Tomasz Elsner, 2019



210 ROZDZIAL 8. DIAGONALIZACJA MACIERZY 3 x 3

Jesli u, v, w 83 niezerowymi wektorami wlasnymi macierzy A € M3x3 o wyrazach rzeczy-
wistych (przeksztalcenia liniowego F : R3 — R3) dla parami réznych wartosci wtasnych
A, i, v, to wektor w nie lezy na plaszczyznie rozpietej przez wektory w i v.

Dowdd. Gdyby w lezat na plaszczyznie rozpietej przez u i v, to dla pewnych «, 8 € R zachodzi-
toby:
w = au+ fv (8.2)

gdzie «, 5 # 0, gdyz w nie moze by¢ wspoétliniowe z u, ani z v (Fakt 8.4). Zatem:
F(w) = F(au + pv) = aF(u) + SF(v)
co z uwagi na to, ze u, v i w s3 wektorami wtasnymi daje:
vw = au + Buo (8.3)
Vaczac rownania (8.2) z (8.3) otrzymujemy:
v(au 4+ fv) = adu + Buv czyli av—=A)-u=0(u—-v) v

co oznacza, ze u 1 v s3 wspoétliniowe, whrew Faktowi 8.4. Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi, ze w
nie moze lezeé¢ na plaszczyzmie rozpietej przez u i v. O

Whniosek 8.9

Zbior wektorow wlasnych macierzy 3 x 3 o wyrazach rzeczywistych (przeksztatcenia linio-
wego F: R3 — R3) jest jednym z ponizszych zbioréw:

z z z
Yy Y Yy
T T T
3 wartosci wlasne 2 wartosci wlasne 2 wartosci wlasne
z z z
A A A

y\ /\y y

1 warto§¢ wlasna 1 warto$¢ wlasna 1 warto§¢ wlasna

Copyright © Tomasz Elsner, 2019



8.2. DIAGONALIZACJA MACIERZY 211

Dowdd. Zgodnie z Wnioskiem 8.9 oraz Faktem 8.6 macierz 3 x 3 o wyrazach rzeczywistych ma 1, 2
lub 3 rzeczywiste wartosci wlasne. Zbiér wektoréw wtasnych dla kazdej z tych wartosci wtasnych
to (zgodnie z Faktem 8.5) prosta przechodzaca przez 0, plaszczyzna przechodzaca przez 0 lub
cala przestrzen, przy czym zbiory wektoréw wtasnych dla réznych wartosci wlasnych nie moga
mieé¢ punktéw wspdélnych inny niz punkt 0.

Wobec tego:

e jesli macierz ma tylko 1 wartosé wiasng A1, to zbior jej wektoréw wiasnych dla A; jest
prosta przechodzaca przez 0, ptaszczyzna przechodzaca przez 0 lub cata przestrzenig;

e jesli macierz ma 2 warto$ci wlasne Ay i Ao, to zbiory wektoréw wlasnych to dwie rézne
proste przechodzace przez 0 lub plaszczyzna przechodzaca przez 0 i nie lezaca na niej
prosta przechodzaca przez 0 (w kazdym innym przypadku zbior wektoréw wlasnych dla A
i zbior wektorow wtasnych dla Ay mialyby punkt wspélny inny niz 0);

e jedli macierz ma 3 wartosdci wlasne A1, Ao i Az, to zbiory wektoréw wlasnych to albo trzy
proste, albo dwie proste i plaszczyzna (w kazdym innym przypadku istniatby niezerowy
wektor nalezacy do dwoch roznych wartosci wlasnych). Jedli jednak dwa z tych zbiorow
sa prostymi, a trzeci ptaszczyzna, to mozemy znalezé takie trzy niezerowe wektory wtasne
u, v, w (po jednym z kazdego z tych zbioréw), ze w lezy na plaszczyZznie rozpietej przez u
i v, whrew Faktowi 8.8. W zwigzku z tym kazdy z trzech zbioréw jest prosta i proste ta
(zgodnie z Faktem 8.8) nie lezg na jednej plaszczyznie.

Stad mozliwe sa tylko sytuacje przestawione na rysunkach. Przyklady z poczatku rozdziatu
pokazuja, ze kazda z tych sytuacji faktycznie moze mie¢ miejsce. O

8.2 Diagonalizacja macierzy

Twierdzenie 8.10: Diagonalizacja macierzy

Jesli A jest macierza 3 x 3, ktéra ma trzy parami rézne wartosci wtasne A\, u i v, to

A0 O U V1 wi
A=PDpP gdzZie D=0 p 0], P=|uy vo wy
0 0 v u3 V3 Wz

u3 v3

przy czym u = (Z; ), v = (m) iw= (%) to wektory wlasne odpowiednio dla A, p i v.

Dowdd. Niech u = (gé ), v = (EJ%) Tw= (éé) beda niezerowymi wektorami wtasnymi odpo-

3

upr v w1
wiednio dla wartosci wlasnych A, p i v macierzy A. Oznaczmy P = | us vy wy |. Macierz
uz vz w3

AP jest macierza 3 x 3, a zgodnie z zasadami mnozenia macierzy, wektory:

1 uy v wi 1 Ul Ul )\ul
AP |0 =A Uz Vo2 W2 0 =A u9 =A u9 = )\UQ
0 us v3 w3 0 us us Au;g
0 up v Wi 0 U1 U1 vy
AP 1| =Aluy v wo 1] =Alv | =plv] =1 pv
0 U3 V3 Ws 0 V3 V3 L3
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0 U] vl W 0 w1 w1 Iz
AP0 ] =A|lus v wo Ol =Alws | =v|ws ]| = | v
1 uz V3 W3 1 w3 w3 V3

s3 odpowiednio pierwsza, druga i trzecig kolumng macierzy AP, wobec czego:

Aup  pvp vwg up v W A O O
AP = | Aus pvy vws | = |us vy wo 0 0w 0)=PD
Auz  pvs  vws us U3 Ws 0 0 v

Skoro AP = PD, a macierz P jest odwracalna (bo wektory u, v, w sa niewspolplaszczy-
znowe), to A = PDP~L. O

Niech A bedzie macierza 3 x 3, za§ D i P takimi macierzami 3 x 3, ze P jest odwracalna
oraz A = PDP~'. Wéweczas dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi wzor:

A" = ppnpt

Dowdd. Przeprowadzmy indukcje wzgledem n. Dla n = 1 teza jest oczywista. Zaltézmy, ze dla
pewnej wartosci n = k zachodzi A¥ = PDFP~1. Wowczas dla n = k + 1 otrzymujemy:

AL — Ak A = ppkp~t. pDP~! = PD*(P~!. P)DP!
= P(D*ID)P~! = P(D*D)P~! = P(D*1)p~!
O

Fakt 8.12

Dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi:

n

a 0 0 a® 0 0
0 b 0 =10 o O
0 0 ¢ 0O 0 "

Dowod powyzszego faktu pozostawiamy czytelnikowi jako ¢wiczenie.

Przyklad 1
2 1 1\"
Obliczy¢ [0 3 2
01 2
Rozwigzanie. Wyznaczamy wielomian charakterystyczny y(A) = —A3 4+ 7A2 — 14\ + 8 oraz

wartosci wlasne:
A =4 Ay =2 A3 =1

Kazdej wartosci wlasnej odpowiada cata prosta wektoréw wlasnych. Wybieramy przyktadowe
(niezerowe) wektory wlasne:
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i diagonalizujemy macierz:

2 1 1\ 3 1 0\ /40 0\ /3 1 0\ " /20 27_23 97 _ 93
0 3 2 =|[-1 0 4]0 2 0 -1 0 4]=10 %(281“) %(281—2)
01 2 1 02/ \0 01 1 0 2 0 5(2%0-1) 3(2%+2)
Przyktad 2
Ciag (a,) zadany jest nastepujaca rekurencja:
CL():l
a1:0
CL2:6
an4+1 = 4an — lap—1 — 6ap—2, gdy n > 1
Znajdz (zwarty) wzor na a,.
Rozwigzanie. Rekurencje powyzsza mozna zapisa¢ w postaci:
an+1 4 —1 _6 an
G, =1 O 0 anp—1
An—1 0 1 0 (p—2
Stad otrzymujemy:
Unto 4 -1 —6\" [ay 4 -1 —6\" /6
anr1 ] =11 0 O ai =11 0 0 0
an, 0 1 0 ao 0 1 0 1

Obliczajac potege macierzy dostajemy:

3n+2 o 2n+2 4 ( 1)n+2

an+2 -
A1 — 3n+1 o 2n+1 + (_1 n+1
an 3n —2n 4 (—1)"

czyli ap = 3" —2" 4+ (—1)".

Przyktad 3
Wyznaczyé macierze nastepujacych przeksztatcen liniowych:

(a) odbicie Sy wzgledem plaszczyzny 7w o réwnaniu x + 2y + 3z = 0,

.. . . P cox—2 _ y+1l
(b) odbicie wzgledem prostej £ danej uktadem réownan “5= = = =

N

Rozwigzanie. (a) Wartosci wlasne odbicia Sy to +1 (wektory wlasne tworzg plaszczyzne x +

2y + 3z = 0) i —1 (wektory wlasne tworza prosta (§> =t (é)) Wobec tego mozemy

wybra¢ trzy liniowo niezalezne (niewspolptaszczyznowe) wektory wlasne, np. ( _01> i (—01)

dla wartosci wtasnej 1 i (%) dla wartosci wtasnej —1. Wobec tego diagonalizacja macierzy

wyglada nastepujaco:

3 2 1 10 O 3 2 1 1 6 -2 -3
0 -1 2 01 0 0 -1 2 =z -2 3 -6
-1 0 3 0 0 -1 -1 0 3 -3 —6 -2

Copyright © Tomasz Elsner, 2019



214 ROZDZIAL 8. DIAGONALIZACJA MACIERZY 3 x 3

Twierdzenie 8.13: Twierdzenie spektralne dla R3

Symetryczna macierz A rozmiaru 3 x 3 diagonalizuje sie bez uzycia liczb zespolonych, tzn.
A=rprDpp!

i to w taki sposob, ze kolumny macierzy P sg wektorami prostopadtymi.

Dowdd. Pokazemy twierdzenie w przypadku, gdy wielomian charakterystyczny A nie ma pier-
wiastkow wielokrotnych (rzeczywistych ani nawet zespolonych). Przypadek pierwiastkow wielo-
krotnych wykracza poza ramy niniejszego skryptu.
Jesli wielomian charakterystyczny A ma pierwiastek nierzeczywisty A, to ma réwniez pier-
wiastek A. Niezerowe wektory wtasne dla A i A to odpowiednio v = <Z;iilg;> iv= <Z;—Zlg; >
as3+ibs a3—1ib3
Wowcezas:

AMvov)=(M)ov=(Av)o
Avod) =vo(\v

(Av)" - 5=v"ATo=0"AD

vo (AT) =o' Ap

Wobec tego -
Avo®) = Avod)

Poniewaz vov = a2 + b3 + a3 + b3 + a% + b3 jest niezerowa liczba (bo v to niezerowy wektor), wiec
A = A, czyli A jest liczba rzeczywista, whrew zalozeniu. Wobec tego A ma wylacznie rzeczywiste
wartosci wlasne.
Niech teraz u i v beda wektorami wtasnymi dla réznych wartoéci wltasnych A i p. Zauwazmy,
ze:
Muov) =) ov=u)"v=(Au) v=u"ATv=u"Av
puov) =uo (uv) =u" - pv =u' Av

Zatem A(uowv) = p(uowv), co wobec A\ # u daje uov =0, czyli u i v sa prostopadte. O]

Fakt 8.14

Jesli A jest macierza 3 x 3, to A i AT maja jednakowy wielomian charakterystyczny i
jednakowe wartosci wlasne.

Dowdd. Rozwazane wielomiany charakterystyczne to
xa(z) = det(A —2I) oraz y,r = det(AT —2I)

Zauwazmy, ze:

(A—a)T = AT —gIT = AT —gJ

Poniewaz transponowanie macierzy nie zmienia wyznacznika (Fakt 6.44), wiec:

xa(z) = det(A — zI) = det(A — zI)T =det(A"T — 1) = x 47 (z)
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Rozdzial 9

Zamiana ukladu wspolrzednych w
przestrzeni R?

9.1 Nowy uklad wspélrzednych

Definicja 9.1

Uktadem wspétrzednych w R® nazwiemy trzy proste (nazywane osiami z, y, z) nie le-
zace na jednej plaszczyznie i przecinajace sie w jednym punkcie (nazywanym poczatkiem
uktadu wspotrzednych i oznaczanym O) oraz niezerowe wektory e, €5, e rownolegte,
odpowiednio, do osi x, y, z, nazywane wersorami i wyznaczajace jednostke na kazdej z
osi.

Wspotrzednymi wektora (punktu) v w nazywamy takie liczby ', ¢/ i 2/, ze:

v = x’e'l + y’elg + z/eg

W przypadku réwnoczesnego postugiwania sie wspoétrzednymi w dwoéch réznych uktadach
wspotrzednych, bedziemy stosowac oznaczenia [v]stary 1 [V]nowy, znane z Rozdziatu 4.1. Podobnie
jak w Rozdziale 4.1 bedziemy rozwazaé jedynie sytuacje, gdy poczatek uktadu wspédtrzednych O
jest taki sam zaréwno w nowym, jak i w starym uktadzie wspétrzednym, tzn.

[Olstary = [Olnowy = <§)

P_ogwala to pozosta¢ przy dotychczasowej konwencji utozsamiania punktow i wektorow (tzn.
OA = A), gdyz poczatek uktadu wspolrzednych (bedacy domyslnym poczatkiem wektora) nie
zalezy od wyboru uktadu.

Przyktad 1

Dany jest nowy uktad wspoétrzednych, ktérego wersorami sg wektory (g), (%) i (g) Wy-
ZNacz:

) (1 e
(a) nowe wspoOtrzedne wektora v = ((2)) (tzn. [W]stary = ((2))),

(b) stare wspotrzedne wektora w, takiego ze [W]nowy = (%)

Rozwigzanie. (a) Szukamy nowych wspotrzednych, tzn. takich 2/, ' i 2/, ze

v = :c’e/l + y’e/z + z’eg

215
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Oznacza to rozwigzywanie uktadu réwnan:

1 2 1 3 1=22"+y +37
2 =2 |1 +y |1+ |1 czyli 2=a' +y + 7

skad otrzymujemy 2’ =1,y =2, 2/ = —1.
(b) Skoro nowe wspoltrzedne wektora w to 4, 21 1, to:

2 1 3 13
w=4e] +2eh+es=41|+2[1]+|1]|=]|7
0 1 2 4

Fakt 9.2

Jesli €], € i ef sa wersorami nowego uktadu wspotrzednych, to dla dowolnego wektora v
zachodzi:
[Wlstary = P - [V]nowy (9-1)

gdzie P jest macierza, ktorej kolumnami sa stare wspo6trzedne nowych wersoréw, tzn.

P= ([ell]stary7 [eé]starya [eé]stary)

Macierz P nazywamy macierzq zamiany wspotrzednych.

Dowdd. Wektor v mozna zapisa¢ w postaci kombinacji liniowej starych wersoréw:

x
v = zey + yea + zes, czyli [V]stary = | Y
z
oraz w postaci kombinacji liniowej nowych wersoréw:
:L,l
/N /N !/ .
v=ua'e; +yey+zes, czyli [Wnowy = | ¥/
Z,
Jedli oznaczymy stare wspoétrzedne nowych wersoréw jak nastepuje:
ai
/ . /
€1 ]stary = | a2 czyli €] = arer + azez + ages
as
by
/ - /
les]stary = | b2 czyli ey = bire1 + baea + bses
b3
C1
/ : /
les]stary = | 2 czyli e3 = c1e1 + caeg + c3e3
€3

to
v=a'e] +yel+ z’eg = a'(are1 + azes + azes) + 4 (brer + baes + bzes) + 2'(cre1 + caes + cze3)
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= (/a1 + y'b1 + Z'c1)er + (@'ag + y'ba + Zca)en + (2/as + y'bs + 2'cg)es

Zatem stare wspétrzedne wektora v to:

2'ay +y'by + 2y a; by x!
['U]stary = :L'/a2 + y/b2 + Z,CZ = | a2 b2 Cc2 y/ =P [U]nowy
x'az +y'bs + 2'c3 as by c3 2!
O
Rozwazmy jeszcze raz Przyklad 1, tym razem opierajac jego rozwiazanie na wzorze (9.1)
Przyklad 2
Dany jest nowy uklad wspétrzednych, ktérego wersorami sa wektory (g), (%) i (g) Wy-

ZNnacCz:

(a) nowe wspotrzedne wektora v = (é) (tzn. [V]stary = (é)),

(b) stare wspolrzedne wektora w, takiego ze [W]nowy = (%)

Rozwigzanie. Wersory nowego uktadu wspoélrzednych to (2), G) i (z), cO ozhacza:
2 1 3
[ell]stm‘y =|1 [6/2]stary =1 [eg]stary =|1
0 1 2
Wobec tego macierz P z Faktu 9.2 ma postac:
21 3
P=1111
01 2
Stad, zgodnie z Faktem 9.2, otrzymujemy:
21 3
() [lstary = [ 1 1 1] - [Wlnowy, skad
01 2
2 1 3\ " 1 1 -2\ /1 1
Wnowy =1 1 1| ~Plaary=3[-2 4 1 2l =1 2
01 2 1 -2 1 0 -1
21 3 21 3 4 13
(b) [w]stary 1 1 1) Whowy={1 1 1 2| =17
01 2 01 2 1 4
Przyktad 3

1 1
Wersorami nowego uktadu wspétrzednych sa wektory G), (—12), ( o ) Wyznacz:

(a) w nowych wspolrzednych rownanie plaszezyzny, ktora w starych wspotrzednych ma row-
nanie x +y + 2z + 3 =0,

(b) w starych wspolrzednych réwnanie plaszczyzny, ktora w nowych wspotrzednych ma row-
nanie 22’ — ' + 2/ = 0.
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Rozwigzanie. (a) Zgodnie ze wzorem (9.1) mamy:

x 11 1\ [ r=x'+y +7
yl=11 -2 0 Y czyli y=u1a —2y
z 1 1 -1 2! r=a 4y — 2

Stad:
r4+y+22+3="+y+2)+ (@ -2)+2("+y - ) +3=42"+¢y -2 +3

czyli rownanie plaszczyzny to 42’ +vy' — 2/ +3 = 0.
b) Wyznaczajac z ukladu rownan z punktu (a) wspotrzedne 2/, 3/, 2’/ otrzymujemy:
& €

r—1 1 1
T =3T+3Y+ 32
r_ 1 1 1
Yy =5 —3y+52

P 1, 1
z ——2JT 22

Wobec tego:
2x'—y'—|—z':2(%x+%y+%z)—(%x—%y+%Z)+(%x—%Z) =r+y

czyli rownanie plaszczyzny to x +y = 0.

Jedli zmieniamy uktad wspélrzednych, to zmianie ulegna réwniez macierze przeksztatceri
liniowych. Dla rozréznienia macierzy przeksztalcenia liniowego F' w starym i nowym uktadzie
wspotrzednych, bedziemy je oznacza¢, odpowiednio, Mgiary(F') i Munowy (F).

Definicja 9.3

Dane jest przeksztalcenie liniowe F : R® — R3. Macierza F' w starym ukladzie wspot-
rzednych nazywamy macierz mgiqary(F) spetniajaca dla dowolnego wektora X warunek:

[F(X)]stary = Mstary (F) : [X]stary

Macierza F' w nowym ukladzie wspotrzednych nazywamy macierz mpowy (F') speiniajaca
dla dowolnego wektora X warunek:

[F(X)]nowy = Mnowy(F) + [X]nowy

Fakt 9.4

al b1 C1
Jesli [ ag b2 co | jest macierzy przeksztatcenia liniowego F' : R > R3 w (nowym)

az by c3
uktadzie wspolrzednych o wersorach €}, €} i €}, to:

al bl C1
a2 | = [F<€/1)]nowy by | = [F(eé)]nowy | = [F(eg)]nowy
as b3 c3

(tzn. kolumny macierzy przeksztatcenia to nowe wspolrzedne obrazéow nowych wersorow).
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9.1. NOWY UKLAD WS’POLRZEDN YCH
Dowdd.
al bl C1 1 al
[F(ell)]nowy = mnowy(F) : [ell]nowy =|ay by ¢ 0) =1as
as b3 C3 0 as
aq bl C1 0 bl
[F(elz)]nowy = Mnowy(F) - [eé]nowy =la b2 e L =102
as b3 C3 0 b3
a1 b1 0 C1
[F(eg)]nowy = mnowy(F) : [eg]nowy =|ay by ¢ 0)=1ce
as b3 C3 1 C3

219

O

Operowanie macierzami przeksztalcen w nowych i starych wspélrzednych bardzo upraszcza

nastepujacy fakt:

Fakt 9.5

ksztalcenia liniowego F : R® — R? zachodzi wzor:

mstary(F) =P mnowy(F) : P_l (92)

Niech €], €} i €4 beda wersorami nowego uktadu wspoétrzednych, za§ P macierza zamiany
wspotrzednych (tzn. P = ([e]]stary, [€5]stary, [€5]stary)). Wowczas dla dowolnego prze-

Dowdd. Zgodnie z Definicja 9.3 mamy:
[E(X)]nowy = Mnowy (F) - [X]nowy
Zgodnie z Faktem 9.2 zastosowanym dla wektora X:
[Xlstary = P [Xlnowy, czyli P71 [X]stary = [X]nowy
Zgodnie z Faktem 9.2 zastosowanym dla wektora F'(X):
[F'(X)]stary = P+ [F(X)]nowy
Laczac te wzory otrzymujemy:
[F(X)]stary = P+ [F(X)]nowy = P - mpowy(F) - [X]nowy = P - Mnowy(F) - pt. [(X]stary
Por6éwnujac otrzymany wzoér:
[F(X)]stary = P~ Minowy(F) - P71+ [X]stary

z definicja:
[F(X)]stary = '”Lstary(F) ’ [X]sta’ry

dostajemy szukany wzor:
77Lst(1,7'y<F> =P /rnn,mny(F) . Pil

Przyktlad 4

i 1 1y . 1
Dany jest nowy uktad wspotrzednych o wersorach €] = (%), eh = (—11) ief= (31 )

Copyright © Tomasz Elsner, 2019



220 ROZDZIAL 9. ZAMIANA UKEADU WSPOLRZEDNYCH W PRZESTRZENI R?

01 2
(a) Przeksztatcenie liniowe F : R? — R3 w nowym ukladzie ma macierz [3 0 2 |. Wy-
1 4 1
znacz macierz F' w starym ukladzie.
4 1
(b) Przeksztaktcenie liniowe G : R? — R3 w starym ukladzie ma macierz |4 1 1]. Wy-
0 1
znacz macierz G w nowym uktadzie.
1 1 1
Rozwigzanie. Macierz zamiany wspolrzednychto P= |1 —1 1 |. Zgodnie z Faktem 9.5:
1 1 -1
mstary(F) =P mnowy(F) : P_l
1 1 1 01 2 11 1\ " 10 -1 -1
=1 -1 1][30 2|1 -1 1 =il6 -7 -3
1 1 -1 1 4 1 1 1 -1 0 5 -1
oraz,
mstary(G) =P mnowy(G) P_l
skad otrzymujemy:
mnowy(G) = Pil mstary(G) P
11 1\ '/4a21\/1 1 1 7 5 3
=(1 -1 1 41 1)1 -1 1 |=%411 -1 1
1 1 -1 001 11 -1 6 2 6
Przyklad 5
Napisz macierz obrotu R o kat 60° wok6t prostej o réwnaniu parametrycznym g =t é .
Rozwigzanie. W poprzednich rozdzialach wyprowadziliémy wzor na obrot wokot osi Oz. Aby
skorzysta¢ z tego wzoru, wprowadzimy taki nowy uktad wspétrzedych, by rozwazany obroét
byl obrotem wokot osi Oz’. Nowy uktad wspotrzednych musi by¢ prostokatny (wersory musza
by¢ parami prostopadte) i nowe wersory muszg by¢ tej samej dlugosci. Przyjmujemy:
1 0 4
6=3(3). 4=3%(1) d=axd=75(2)
Wobec tego, zgodnie z Faktem 9.5, otrzymujemy:
mstary(R) =P mnowy(R) : P_l
4 o 1 o o 4 o 1\7!
3v2 3 cos60° —sin60° 0 3v2 3
1 2 . o . cN° _ 1 1 2
= | 732 751 g sin 60 cos 60 0 3\1/5 \/51 ?2)
5 vz o3/ N Y O Vs s
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222 ZADANIA

0 UKEADY ROWNAN

Rozwiazywanie ukladéw réwnan metoda podstawiania.

ZADANIA
1. Rozwiaz wymienione ponizej uktady 3 réwnain z 3 niewiadomymi metoda podstawiania.
r—4y+5z2=1 20 +5y+z2=1 x+3y+ z=1
(a) r—3y+62=3 (b) S 3z +8y+2=2 (c) S2x+4y+ z=1
—x+T7y— 2=26 r+by—z=4 20 +8y+4z=5

2. Rozwiaz wymienione ponizej uktady 4 réwnan z 4 niewiadomymi metoda podstawiania.

T+2y+ z2+3t=4 3x+y+2z2+ t=6 T+ y+2z+ t=3

(a) T+3y+32+56t=7 (b) rT+y+ z— t=2 (©) T+2y+32+2t=4
—2z— y+52+2t=3 Te4+y+3z+4t =12 T+2y+52+3t=9
2z —-2y+4z4+3t=3 2r —y— z+2t=1 -+ y+22+3t=5

3. Pola powierzchni écian pewnego prostopadtoscianu sa réowne 24, 18 1 27. ZnajdZ wymiary
tego prostopadtoscianu.

4. Kazdy wyraz pewnego pieciowyrazowego ciagu (poza wyrazami pierwszym i ostatnim) jest
suma wyrazu po nim nastepujacego i wyrazu go poprzedzajacego. Wiemy tez, ze suma
wszystkich wyrazow ciaggu wynosi 5 oraz ze suma pierwszego, drugiego i ostatniego wyrazu
wynosi 2. Znajdz ten ciag.

5. Znajdz taki wielomian W (z) stopnia drugiego, ze W (1) =2, W(2) = 3, W(3) = 5.

6. Znajdz rownanie okregu przechodzacego przez punkty A = (_31), B = (_71), C= (:i).

1
7. Korzystajac z faktu, ze srodek odcinka o koricach (1) 1 (%) ma wspolrzedne < %(fﬁm)) >,
5(y1ty2
znajdz wspoétrzedne wierzchotkdéw pieciokata, ktoérego srodki kolejnych bokéw sa punktami

A= (1), B=()),C=(3),D=(5), E=(2).

8. Kwadrat magiczny to tablica 3 x 3 wypelniona liczbami tak, ze suma liczb w kazdym
wierszu, w kazdej kolumnie i na kazdej z obu przekatnych jest taka sama. ZnajdZ taki
kwadrat magiczny, by w jego érodkowym polu byta liczba 5, w lewym gérnym rogu — liczba
6, a w prawym gérnym rogu — liczba 8.
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1.1 POJECIE WEKTORA

Wektor na ptaszczyznie (definicja geometryczna). Wspolrzedne wektora (zapis kolumnowy). Dodawanie

wektorow i mnozenie przez skalar. Wektor przeciwny i odejmowanie wektoréw. Wtasnosci dziatarn na

wektorach. Wspotliniowoéé. Kombinacja liniowa dwéch wektoréw. Wersory. Wektory w geometrii.

Dtugos¢ wektora. Rownanie okregu. Wzajemne potozenie dwoch okregéw. Nierownosé trojkata.

CWICZENIA

1.

. Wiedzac, ze A = (

Przez punkt P na plaszczyznie poprowadzono proste prostopadte do osi uktadu wspoél-
rzednych. Znajdz wspoélrzedne punktéw przeciecia tych prostych z osiami, oraz odlegtosci
punktu P od kazdej z osi, jesli:

(@) P=(3) () P=(%) (0 P=(y)

. Wyznacz wspotrzedne wektorow zﬁ, B?, /ﬁ, jesi A= (1), B= (_1), C= (_21)

o
3), CA = (}) wyznacz wspolrzedne punktéw B i C.

), AB = (

wn
[ee]

. Dane sy wektory @ = (3) 1 ¥ = (?). Wyznacz wspolrzedne wektorow —a, @ + v, 4 — U,

24 + 37, 43 — 30,

. Znajdz taki wektor 7, ze (7) — 30 = (3).

. Werod wektorow: (2), (3), (34), (3), (%), (§), (2) wskaz wszystkie pary wektorow

wspotliniowych.

. Znajdz dtugosci wszystkich wektoréw z poprzedniego ¢wiczenia.

3 4

. Punkty A = (3), B= (%), C = (%), D = (7') sa wierzchotkami pewnego czworokata.

Oblicz diugosci bokoéw 1 przekatnych tego czworokata.

9. Podaj przyklad niezerowego wektora v, takiego ze |u+ v| = |u| + |v], jesli u = (3).
10. Napisz rownanie okregu o $rodku S i promieniu r, jesli:
(a) S=(3)ir=3, by S=(P)ir=2.
11. Okresl wzajemne polozenie okregéw o srodkach Ay i Ag i promieniach 71 i ro, gdzie:
(a) A1 =(3), =1 A= (2), rn=4 (b) Ai= (1), 11 =8 A= (), m2=3,
(€) A1 =(3), =4 42=(3), =2, (d) A1 =(3), 11 =2, Aa = (}), 72 =5,
ZADANIA
1. Dane sg wektory @ = (3) 19 = (}). Przedstaw kazdy z wektorow (1), (3), (§) w postaci

. Znajdz takie wektory u i ¥, ktore spetniaja uktad réwnan: {2

—

kombinacji liniowej wektoréw i .

. Znajdz na osi Ox wszystkie punkty réwnooddalone od punktow A = (_41) i B=(%).

. Dane sa punkty A= (2), B=(}), C =(}). Znajdz taki punkt D na osi Oz, zeby:

(a) odcinki AB i C'D byty rownolegte, (b) odcinki AC' i BD byly rownolegte.

3u— 20 =
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ot

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16

Copy

ZADANIA

. Niech A= (1), B= ( 7). Znajdz wspolrzedne punktu P dzielacego odcinek AB:
(a) w stosunku 1 : 3, (b) w stosunku 1 : 4, (¢) w stosunku 3 : 5.

. Srodkami bokéw pewnego tréjkata sa punkty P = (2), @ = (3), R = (}). Znajdz wspol-
rzedne wierzchotkow tego trojkata.

. Znajdz érodek i promien okregu zadanego réwnaniem:
(a) 22 + 6z +y> +8y =0, (b) 22 + x4+ y? + 2y = 4, (c) 22 =3z +y?+y=0.
. O wektorach u i v wiemy, ze |u| = 21 |v| = 5. Jaka moze by¢ dlugos¢ wektora u+ v? Podaj
wszystkie mozliwodci.

. Uzasadnij, ze dla dowolnych punktéw ptaszezyzny A, B, C, D, E spelniony jest warunek:

(a) AB + BC + CD = AD, (b) AB + BC + CD + DE = AL,

W rownole lobokuiBC'D oznaczmy zﬁ =i E = 9. Wyznacz (przy pomocy 4 i ¥)
wektory AC, ﬁ, CA, ﬁ

Wyznacz wspolrzedne czwartego wierzchotka réwnolegtoboku ABC D, jesli znane sg wspol-
rzedne nastepujacych trzech jego wierzchotkéw:

(a) A=(3), B= (%), C=(1), (b) A=(1), B=(}), D= (2}).

Ustal, czy okregi o érednicach AB 1 CD, gdzie A = (1), B
przecinajg sie.

I
—~~
Ot
S—

Q

I
—~
[eslo )
~

|
—~
e
~

*Oznaczmy przez K, L, M, N srodki kolejnych bokéw czworokata ABCD. Udowodnij, ze
grodek odcinka KM pokrywa sie ze §rodkiem odcinka LN.

*Punkt P dzieli bok AB trojkata ABC w stosunku 2 : 1, zas punkt S dzieli odcinek CP w

stosunku 1 : 3. Wyznacz wspolrzedne punktu S, jesli A = (1), B=(§), C = (3).

*Na plaszczyZnie dany jest prostokat o bokach dtugosci a i b. Uzasadnij, ze dla dowol-
nego punktu P s§rednia kwadratéw odlegtosci P od wierzchotkéw prostokata oraz kwadrat
odlegtosci P od srodka prostokata réznia sie o pewna, stata, niezalezna od wyboru punktu
P.

. *Uzasadnij pozostalte wlasnosci dzialan na wektorach z Faktu 1.12.
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1.2 ROWNANIE PROSTEJ

Roéwnanie ogélne prostej.

Wektor kierunkowy proste;j.

CWICZENIA

1.

225

Roéwnanie parametryczne prostej (posta¢ wektorowa i we wspolrzednych).

Sprawdz, ktore z punktow (1), (3), (3!) leza na prostej o réwnaniu:

(@) (3)=t({)+ (7).

. Napisz trzy rozne:

(b) 2z — 3y + 1 =0.

(a) rownania ogdlne prostej o rownaniu 3z — 2y + 7 = 0,

(b) réwnania parametryczne prostej o réwnaniu (y) =¢($) + (1).

(a) 2y — bz +3 =0,

(@) (5) =t(3')+ (D),

(a) w postaci parametrycznej,

(a) o vownaniu (§) = ¢ (1) + (1),

(a) w postaci parametrycznej,

. Znajdz punkt przeciecia prostych:

(a) dxe —y—2=0iz—-3y+5=0,

(© (1) =t(H)+(Di()=t(H)+(3)

ZADANIA

1. Dany jest trojkat ABC, gdzie A = (}), B

. Zamien réwnanie ogblne podanej prostej na réwnanie parametryczne:

(b) 4z + 3y +1=0,

(c) 2x+y+1=0.

. Zamienh réwnanie parametryczne podanej prostej na réwnanie ogélne:
(b) (3) =t(3)+ (%), (c) () =t(1)+ ()

. Napisz réwnanie prostej przechodzacej przez punkt (2) i réwnoleglej do wektora (31):

(b) w postaci ogolnej.

. Napisz rownanie prostej przechodzacej przez punkt (1), ktora jest rownolegta do prostej:

(b) o réwnaniu 2z 4+ 3y —4 = 0.

. Dane sa punkty P = (_41) 1Q = (_61). Napisz rownanie prostej PQ:

(b) w postaci ogolnej.

(b) Bz +y+1=0i(y)=t(72)+(}),

), C = (*31). Przez punkt C' poprowadzono

prosta rownolegly do boku AB, a przez punkt B poprowadzono prosta réwnolegly do boku
AC'. Wyznacz punkt przeciecia tych prostych postugujac sie:

(a) rownaniami prostych w postaci ogdlnej,

(c) rachunkiem wektorowym.

(b) réwnaniami w postaci parametrycznej,

. Dany jest czworokat ABCD, gdzie A = (1), B = (}), C = (%), D = (3'). Wyznacz

5

punkt przeciecia przekatnych tego czworokata, postugujac sie rownaniami prostych AC' i

BD:

(a) w postaci ogolnej,

(b) w postaci parametrycznej,

(c) jednym w postaci parametrycznej, a drugim w postaci ogolne;j.
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226 ZADANIA

3. Rozstrzygnij, czy wérdéd podanych ponizej punktéw sa trzy punkty lezace na jednej prostej

oraz wskaz wszystkie takie trojki punktow: (%), (%), (), (3), ($).

4. Znajdz punkty przeciecia prostej o rownaniu x — 2y + 1 = 0 z okregiem o $rodku w punkcie
(1) 1 promieniu 2.

5. *Wyznacz punkt przeciecia prostej o rownaniu 3x +ay—1 = 0 (gdzie « jest pewna ustalong
liczba rzeczywista) z prosta o réwnaniu (y) =¢ (') + (1) .

6. *Uzasadnij, ze wspolczynnik kierunkowy prostej, tzn. wspolczynnik a w rownaniu y = az+b
to tangens kata nachylenia prostej do dodatniej pétosi Ozx.
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1.3 ILOCZYN SKALARNY

Tloczyn skalarny (wzor geometryczny i algebraiczny). Postaé¢ biegunowa wektora. Nieréwno$é Schwarza.

Kat miedzy wektorami i miedzy prostymi. Wektor normalny do prostej. Zastosowania iloczynu skalarnego

(twierdzenie kosinuséw, rzut prostopadly wektora na wektor, odlegtosé punktu od prostej). Znakowana

odlegtosc od proste;j.

CWICZENIA

1.

Wyznacz cosinus kata miedzy kazda parg sposrod wektorow: u = (1), v = (3}), w=(1).
Ustal, ktory z tych katéw jest ostry, ktory prosty, a ktoéry rozwarty.

. Zapisz wektory (%) i (*11) w postaci biegunowej, tzn w postaci (”7059) dla pewnych r i 6.

rsin 6

. Znajdz wektor jednostkowy, ktéry jest: (a) wspolliniowy, (b) prostopadly, do wektora (3).

Ile jest takich wektorow?

. Oblicz odlegtos¢ (oraz znakowana odlegtos¢) podanego punktu od prostej o podanym row-

naniu:

(a) (3) i3z —4y+2=0, (b) (6)i —x+5y+1=0, (¢) (4)i2ze—5y+3=0.

. Napisz rownanie ogélne i parametryczne prostej przechodzacej przez punkt (), ktora jest:

(a) prostopadla, (b) rownolegta, do wektora ().

. Napisz rownanie prostej przechodzacej przez punkt (2), ktéra jest: (a) prostopadta, (b) row-

nolegta, do prostej o réwnaniu 5z — 4y + 3 = 0.

. Napisz réwnanie prostej przechodzacej przez punkt (3 ), ktora jest: (a) prostopadta, (b) row-

nolegta, do prostej o réwnaniu () =¢ (%) + (3).

. Znajdz rzut wektora u na wektor v oraz rzut wektora v na wektor u, gdzie u = (1), v = (3).

. Jesli |u| = 5, za$ |v| = 3, to jakie wartosci moze przyjmowac iloczyn skalarny u o v? Podaj

wszystkie mozliwodci.

ZADANIA

1.

Dany jest czworokat ABCD, gdzie A= (9), B=(2),C = (%), D = (}). Wyznacz miary
wszystkich katéw tego czworokata. Ustal, ktore z tych katow sa ostre, ktore proste, a ktore
rozwarte.

. W trojkacie ABC dane sa wspolrzedne wierzchotkow A = (1)1 B = (3). Ustal, czy trojkat

ten jest ostrokatny, prostokatny, czy rozwartokatny, jesli:
(a) C=(§), (b) C= (%), (c) C=(3).

Oblicz dtugosci bokéw w znalezionym trojkacie prostokatnym i upewnij sie, ze spelniaja
one Twierdzenie Pitagorasa.

. Dany jest trojkat ABC o wierzchotkach A = (1), B=(3), C = (}). Wyznacz:

(a) rownania ogdlne prostych zawierajacych boki trojkata ABC,

(b) dtugosci wysokosci trojkata ABC' (przy pomocy wzoru na odlegtosé punktu od prostej),
(¢) rownania ogdlne prostych zawierajacych wysokosci trojkata ABC,

(d) punkt przeciecia wysokosci trojkata ABC.
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IS

10.

11.

12.

13.

Copy

ZADANIA

. W trojkacie z poprzedniego zadania wyznacz spodek kazdej wysokosci (tzn. koniec wyso-
kosci lezacy na podstawie trojkata) na dwa sposoby:

(a) wyznaczajac punkt przeciecia prostej zawierajacej bok i prostej zawierajacej wysokosé,

(b) wykorzystujac wzor na rzut wektora na wektor oraz rachunek wektorowy.

. Wyznacz miare kata ostrego miedzy prostymi:
(a) 2243y —1=0i2z—y+5=0, () (1) =t(H)+(F) 1) =t(7")+(3)

. Oblicz odleglos¢ punktu (1) od prostej o réwnaniu (y) =¢(3) + (3).

. Dany jest punkt P = (') oraz prosta o réwnaniu () = ¢ ( 2 )+(9). Na tej prostej obrano

punkt A = (V). Wyznacz rzut wektora fﬁ) na wektor kierunkowy prostej i wykorzystaj
otrzymany wynik do znalezienia rzutu punktu P na ta prosta.

. Ustal wzajemne potozenie prostej o réwnaniu 3z — 4y + 1 = 0 oraz okregu o réwnaniu:

(a) 22 +y* — 2y =0, (b) 2? —dz+y?+2y = —1, (¢) 2?—6a+y’+2y = —1.

. Wiedzac, ze uov =3, vow =4 uow =0 oraz |[v| =11 |u| = 5, oblicz:

(a) vo (u+v), (b) (u+v)o (u—v), (¢) (u+w)o (u+w).

Napisz réwnanie stycznej do okregu o réwnaniu (z — 2)% + (y — 3)2 = 5, ktéra przechodzi:
(a) przez punkt (1), (b) przez punkt (_21 ) Ile jest takich stycznych? Wyznacz je wszystkie.

Znajdz wektor v tworzacy jednakowe katy z wektorami A = (1) i B = (1), a nastepnie
wykorzystaj go do napisania rownania prostej bedacej dwusieczna kata ZAOB (tzn. prostej
tworzacej jednakowe katy z ramionami kata).

*Punkty A = (§) i B = (") sa koncami srednicy pewnego okregu. Uzasadnij (przy
pomocy iloczynu skalarnego), ze dla dowolnego punktu C' = () lezacego na tym okregu,
kat ZAC B jest prosty.

*Uzasadnij, ze dla dowolnych wektorow u i v zachodza wzory:
(@) (u+wv)o(u—uv)=ul®—|v? () |u+ v + |u—v]? = 2Jul? + 2[v|?

Zinterpretuj oba te wzory odwolujac sie do bokéw i przekatnych rownolegltoboku rozpietego
przez wektory u i v.
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1.4 WYZNACZNIK

Wyznacznik pary wektorow. Pole trojkata i rownolegtoboku. Orientacja pary wektorow. Pole dowol-

nego wielokata jako suma wyznacznikéw. Znakowane pole. Nieréwnosé potplaszczyzny. Geometryczna

interpretacja uktadu réwnan. Wzory Cramera. Rozkltad wektora na kombinacje liniowa dwoch niewspot-

liniowych wektoréw.

CWICZENIA

1.

Oblicz wyznacznik pary wektorow det(u,v), jesli:

@ u=().v=(3). Bu=(F)e=()  @u=(Do=(4)

. Sprawdz, ktére z ponizszych par wektoréw maja dodatnia, a ktére ujemna orientacje:

(a) ((3), (1)), ) (7). (), (@ ((6).(F), (@) ((41) . (5%))-

. Oblicz pole (a) trojkata, (b) réwnolegloboku rozpietego przez wektory (3') i (2).

. Wsrod punktow (1), (9), (2), (3), (3') wskaz wszystkie pary punktow lezacych po prze-

ciwnych stronach prostej o réwnaniu 3 — 4y + 2 = 0.

. Oblicz pole trojkata ABC, gdzie A= (3), B= ('), C =(3).

. Rozwiaz metoda wyznacznikéw nastepujace uktady réwnan:

Tr — by =—1 dr — 3y = -3 r—3y=1
) B (b) B () B
5r + 2y =3 20 +y =06 -3z +9y =3

ZADANIA

1.

Rozstrzygnij, ktore z punktow (2), (32), (1), (fQ) leza ,powyzej”’, a ktorej ,ponizej”
prostej o rownaniu 2x 4+ 3y — 4 = 0.

. Oblicz pole trojkata o wierzchotkach A = (§), B = (g), C = (3), gdzie a 1 b sa pewnymi

liczbami rzeczywistymi.

. Oblicz pole:

(a) czworokata ABCD, gdzie A= (1), B = (g), C=(3),D=(3),
(b) pi¢ciokata ABCDE, gdzie A = ('),

U:J
—~
OO
~—

Q —

I
—~
L
~—

>

I
—~
[N
~—

&

I
—
O
S—

. Przedstaw wektor (_!,) w postaci kombinacji liniowej wektoréw (1) i (2), rozwiazujac

odpowiedni uklad réwnan metoda wyznacznikéw.

. Ustal przy pomocy wyznacznika, dla jakich wartosci parametru a wektory (¢41) i (a§r3)

sa wspotliniowe.

. Wyznacz wszystkie takie punkty, ktorych odlegtosé od prostej o réwnaniu ¢ —y +3 = 0

Wynosi g za$ odleglosé od punktu (3) wynosi V10

. Dane sa wierzchotki A = () i B = (}) trojkata ABC. Wyznacz wszystkie mozliwe

polozenia wierzchotka C| jesli pole trojkata wynosi 3, a miara kata o przy wierzchotku A
spetnia warunek cosa = 1@(}0.

Copyright © Tomasz Elsner, 2019



230 ZADANIA

2.1 PRZEKSZTALCENIA LINIOWE I AFINICZNE

Przeksztatcenia liniowe i afiniczne plaszczyzny. Przyklady: translacja, obrét, odbicie, rzut prostokatny,
rzut ukosny, jednoktadno$¢, powinowactwo prostokatne, powinowactwo $cinajace. Macierz przeksztalce-

nia liniowego.

CWICZENIA
1. Ustal, kiedy nastepujace przeksztalcenie afiniczne jest przeksztalceniem liniowym:
(a) obrot (b) odbicie (c) jednoktadnosc
(d) rzut (prostokatny) (e) rzut ukosny (f) powinowactwo prostokatne
(g) powinowactwo $cinajace (h) translacja (i) symetria srodkowa

2. Napisz macierze nastepujacych przeksztalcen liniowych:

(a) przeksztalcenie zerowe, (b) przeksztalcenie identycznosciowe.

3. Napisz (korzystajac z odpowiedniego wzoru) macierz obrotu wok6t punktu O o kat:
(a) 90° (b) —90° (c) —60° (d) 180° (e) 30°
Dla kazdego obrotu zaznacz na rysunku obrazy punktow (§) 1 (9).

4. Napisz wzory nastepujacych przeksztatcen afinicznych:

(a) translacja o wektor (1), (b) odbicie wzgledem osi O,

(c) odbicie wzgledem osi Oy, (d) symetria srodkowa wzgledem punktu O,

(e) jednoktadnos¢ o srodku O i skali —2, (f) jednokladnos¢ o srodku O i skali 3,

(g) powinowactwo prostokatne o osi Ox i (h) powinowactwo prostokatne o osi Oy i
skali 2, skali 2,

(i) powinowactwo Scinajace o osi Ox i wek- (j) powinowactwo $cinajace o osi Oy i wek-
torze (§), torze (9).

W przypadku przeksztatcen liniowych, podaj macierz przeksztatcenia.

5. Napisz macierze nastepujacych przeksztalcen liniowych:

a) rzut (prostokatny) na prosta o réwnaniu 2z + y = 0,

b) odbicie wzgledem prostej o réwnaniu 2x 4+ y = 0,

¢) powinowactwo prostokatne o skali —2 i osi o réwnaniu 2z +y = 0,
d) powinowactwo prostokatne o skali % i osi o rownaniu 2z +y = 0,

)
)

e
f

rzut ukodny na prosta o réwnaniu 2z 4+ y = 0 w kierunku wektora (_11 ),

(
(
(
(
(
(f) powinowactwo $cinajace o osi bedacej prosta o rownaniu 2x + y = 0 i wektorze (_12)

6. Znajdz obrazy punktow (), (§)1 (1) przez kazde z przeksztalceni z ¢wiczenia 5.

7. Jesli rzut prostokatny na prostag £ potraktujemy jako szczegdlny przypadek rzutu ukosnego
na prosta ¢, to jaki wektor bedzie kierunkiem rzutu?

8. Uzasadnij, ze kazda z ponizszych par sktada sie z dwoch rownych (jednakowych) przeksztat-
cen ptaszczyzny:
(a) obrot o kat —6 wokot punktu S i obrot o kat 2 — 6 wokoét punktu S,
(b) symetria srodkowa o §rodku S i obrot o kat m wokot punktu S,

(c) jednokladnosc o skali 1 i identycznosé.
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1. Napisz w postaci R(X) = AX + v wzor obrotu wokoé! punktu P = (1) o kat:
(a) 90° (b) —90° (¢) —60° (d) 180° (e) 30°

Poréwnaj otrzymane macierze A z macierzami obrotu o ten sam kat woko6t punktu O (otrzy-
manymi w ¢wiczeniu 3). Dla kazdego obrotu zaznacz na rysunku obrazy punktéw ()1 (9).

2. Napisz w postaci F'(X) = AX + v wzory nastepujacych przeksztatcen afinicznych:

(a) translacja o wektor (3), (b) odbicie wzgledem prostej y = 2,
(c) odbicie wzgledem prostej z = 3, (d) symetria srodkowa wzgledem punktu (1),
(e) jednokltadnosé o srodku (7) i skali —2, (f) jednokladnos¢ o srodku (%) i skali 1,
(g) powinowactwo prostokatne o osi y = 2 (h) powinowactwo prostokatne o osi x = 3
i skali 2, i skali 2,
(i) powinowactwo Scinajace o osi y = 2 i (j) powinowactwo Scinajace o osi x = 3 i
wektorze (), wektorze (9).

Poréwnaj otrzymane macierze A z macierzami z ¢wiczenia 4.
3. Niech ¢ bedzie prosta o rownaniu 3z —y + 2 = 0. Napisz w postaci F'(X) = AX + v wzory
nastepujacych przeksztatcen afinicznych:

(a) rzut (prostokatny) na prosta £
b) odbicie wzgledem prostej ¢,

1

(
(c) powinowactwo prostokatne o skali 4 i osi ¢,
(d) powinowactwo prostokatne o skali —5 i osi £,

4. Napisz w postaci F(X) = AX +v wzor rzutu ukosnego na prosta o réwnaniu 4z —3y+1 =0
w kierunku wektora (3).

5. Napisz w postaci F(X) = AX + v wzér powinowactwa $cinajacego o osi 3z +4y —1 =101
wektorze ().

6. Znajdz obrazy punktu (1) przez kazde z przeksztalcen z zadania 2.

7. Znajdz rzut (prostokatny) punktu (1) na prosta o rownaniu = + y + 1 = 0, a nastepnie
punkt symetryczny do punktu () wzgledem tej proste;.

8. Uzasadnij, ze kazda z ponizszych par sklada sie z dwoch rownych (jednakowych) przeksztal-
cen plaszczyzny:
(a) symetria srodkowa o $rodku S i jednoktadnosé o rodku S i skali —1,
(b) odbicie wzgledem prostej ¢ i powinowactwo prostokatne o osi £ i skali —1,

(c) powinowactwo prostokatne o skali 1 i identycznosé
9. *Odbiciem z poslizgiem o osi £ i wektorze v (rownolegtym do ¢) nazywamy przeksztalce-

nie ptaszczyzny, ktére kazdy punkt plaszczyzny przesuwa o wektor v, a nastepnie odbija
wzgledem prostej £. Napisz wzér odbicia z poslizgiem o osi x +y + 1 = 0 1 wektorze (_22)
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2.2 MACIERZE

Macierze. Dodawanie macierzy i mnozenie macierzy przez skalar. Mnozenie macierzy. Addytywnosé i

jednorodno$é¢ przeksztalcenia. Wyznaczanie macierzy przeksztalcenia liniowego na podstawie obrazow
v v (o]

dwdc

h punktow. Punkty state przeksztatcenia.

CWICZENIA

1.

2.

(

10.

11.

. SprawdZ, ze macierz I = <

Oblicz 2A+ B,3C — B+ A, A—C, A+ B+ C, gdzie:
1 1 1 2 3 -2
=(ha) m=G0 5 -0 )

Ustal, ktore pary ponizszych macierzy mozna pomnozy¢ i wykonaj te mnozenia. Pamietaj,
Ze mnozenie macierzy nie jest przemienne.

2 1 1

i) ey G ) G3) e g

0 1> ma te wlasnosé, ze dla dowolnej macierzy A rozmiaru

2 x 2 zachodzi A-I =1-A = A oraz ze dla dowolnego wektora v € R? zachodzi I -v = v

. Sprawdz, ze dla dowolnego wektora X zachodzi warunek (a 2) X =aX.

0

. O przeksztatceniu liniowym F : R? — R? wiadomo, ze dla pewnych wektoréw u i v zachodzi

F(u) = (2) oraz F(v) = (). Oblicz F(u+v), F(u—v) i F(2u + 3v).

. O przeksztatceniu liniowym F : R? — R? wiadomo, ze dla pewnych wektoréw u i v zachodzi

F(u+v)=(3) oraz F(u—v) = (1). Oblicz F(u) i F(v).

. Znajdz macierz przeksztalcenia liniowego przeprowadzajacego punkty (§)1 () odpowiednio

na (%) 1 (1)

. Wyznacz (bez zadnych rachunkow) obrazy wersoréw oraz macierze nastepujacych prze-

ksztalcenn liniowych:

(a) symetria srodkowa wzgledem O, (b) odbicie wzgledem osi Oz,

(c) odbicie wzgledem osi Oy, (d) obrot o —90° wokoét O,

(e) jednoktadnosé o srodku O i skali 2, (f) powinowactwo prostokatne o osi Oz i
skali %

. Tle jest takich przeksztalcen liniowych plaszczyzny, ktore punkty (1) i (2) przeksztalcaja

odpowiednio na punkty (2) 1 (3)? Znajdz je wszystkie.

Ile jest takich przeksztalcer afinicznych plaszczyzny, ktére punkty (9), (§) 1 (1) przepro-

wadzaja odpowiednio na punkty (3), (%), (4)? Wyznacz wszystkie takie przeksztalcenia.

Wyznacz (bez zadnych obliczen) wszystkie punkty state kazdego z przeksztalcen z é¢wiczen
4-5 do rozdziatu 2.1.
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10.

11.

. Sprawdz, ze jesli A = <a

. Macierz postaci D = g b) nazywamy macterzg diagonalng. Co sie dzieje z wierszami

lub kolumnami macierzy 2 x 2, jeéli pomnozymy ja przez macierz diagonalng D:

(a) z lewej strony, (b) z prawej strony.

0 , to dla dowolnej macierzy B rozmiaru 2 x 2 zachodzi warunek

0
A- B = B-A. Wytlumacz, powotujac sie na poprzednie zadanie.

. Co sie dzieje z wierszami lub kolumnami macierzy <Ccl d>’ jesli pomnozymy ja:

(a) z lewej strony przez <é D, (b) z prawej strony przez <é 1)7

(c) z lewej strony przez (1 (1)>, (d) z prawej strony przez (1 (1)>

. Uzasadnij, ze jeéli F': R? — R? jest przeksztalceniem liniowym, v i v dowolnymi wekto-

rami, za$ « i f dowolnymi skalarami, to zachodzi wzor F(au + fv) = aF(u) + SF(v).
W szczegdlnosci uzasadnij, ze F(u —v) = F(u) — F(v).

. O przeksztaltceniu liniowym F : R? — R? wiadomo, ze dla pewnych wektoréw u i v zachodzi

F(u+2v) = (}) oraz F(u+v) = (3'). Oblicz F(u), F(v) i F(4u+ 3v).

. Wyznacz obrazy wersoréw oraz macierze nastepujacych przeksztalcen liniowych:

(a) symetria wzgledem prostej y + z = 0,

(b) rzut (prostopadty) na prosta y = x,

(¢) rzut ukosny w kierunku wektora () na prosta y = x,
(

d) symetria wzgledem prostej nachylonej do osi Oz pod katem 15°.

. Dane jest przeksztalcenie liniowe F', takie ze F'((})) = (3) oraz F((3)) = (1). Wyznacz

F((2)), F((3)), F((Z3)), F((F)):
(a) korzystajac z addytywnosci i jednorodnosci F,

(b) rozwiazujac uktad rownan.

. Znajdz przeksztalcenie liniowe, ktére punkty (1)1 (%) przeprowadza odpowiednio na () i

(%)-

2

. Lle jest takich przeksztalcen afinicznych plaszezyzny, ktore punkty (3), (2)1 (1) przeksztal-

caja odpowiednio na punkty (§), (9) 1 (§)? Wyznacz wszystkie takie przeksztalcenia.

Wyznacz (bez zadnych obliczen) wszystkie punkty stalte kazdego z przeksztalcen z zadan 2
i 3 do rozdziatu 2.1.

Zmajdz wszystkie punkty state kazdego z ponizszych przeksztatcen afinicznych:

@ 0= (5 V) x+ (). man= (" )+ ()
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12

13.

14.

15.

16.

ZADANIA

. Podaj duzo przyktadéw przeksztalcen afinicznych oraz przeksztatcen liniowych, dla ktérych
zbiér punktéw stalych jest:

(a) punktem, (b) prosta, (c) plaszczyzna.

Znajdz taki punkt X, ktory jest przeprowadzany przez przeksztalcenie F' na punkt (3),

gdzie przeksztalcenie F jest zdefiniowane wzorem F(X) = <_21 g) X.

0 1

1 0> X+ <_2). Znajdz punkt staly tego

Wzor pewnego obrotu ma postac¢: F(X) = ( 4

przeksztalcenia, a nastepnie podaj:

(a) srodek tego obrotu, (b) kat tego obrotu.

3 4

Wzor pewnego odbicia ma postac: F(X) = <§1 53> X + ( 12>. Znajdz punkty state
5 75 o

tego przeksztalcenia, a nastepnie podaj o$ odbicia.

cosf —sinf

*Uzasadnij, ze obrot o kat 6§ wokot punktu P ma wzor F(X) = <sin9 080

>X+Ud1a

pewnego wektora v (zaleznego od wyboru punktu P).
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2.3 SKEADANIE PRZEKSZTALCEN

Sktadanie przeksztalcen liniowych i afinicznych. Sktadanie przeksztatcen liniowych a mnozenie macierzy.

Rozklad przeksztalcenia afinicznego na przeksztatcenie liniowe i translacje.

CWICZENIA

1.

Niech T, oznacza translacje o wektor v = (%), Sy 1Sy odbicia wzgledem osi, odpowiednio,
Oz i Oy, Sy symetrie wzgledem prostej ¢ o r6wnaniu x = y, So i S4 symetrie srodkowe o
srodkach O = (§)1 A = (1). Napisz wzory nastepujacych przeksztaten liniowych:

(a) TyoT, (b) Sz 0Sp oraz Sp o Sy
(¢c) TyoS, oraz Sy o T, (d) So o Ty, oraz T,, 0 Sp

(e) Sp oS4 oraz Sy0Sp

. Niech Ry oznacza obrot o kat 6 wokot punktu O = (). Ustal (bez wykonywania rachunkow)

czym jest zlozenie:

(a) Rgpo © Rgpe (b) Rgoe © R_ggo (c) R3pe o R_ggo

a nastepnie potwierdz to odpowiednim rachunkiem na macierzach.

. Uzasadnij, ze zlozenie dwéch obrotéw wokoél tego samego punktu jest obrotem. Jaki jest

kat tego obrotu?

. Znajdz macierze przeksztatceni liniowych F o Gi Go F oraz Go H i H o GG, gdzie:

F(X)= (_02 g) X, GX)= <_11 (2)> X, HX)= <_03 f) X

. Przedstaw przeksztatcenie F' w postaci ztozenia T, o G, gdzie G jest przeksztatceniem linio-

wym, a T, translacja, jesli:

(a) F(X) = (f g) X+ G) (b) F(X) = G j) X+ (_21>

(¢) F(X) = (; é) X+ G)

. Przedstaw kazde z nastepujacych przeksztalceri afinicznych w postaci T,,0 F oT_,, gdzie T,

i T_, to translacje o wektor, odpowiednio, v i —v, natomiast F' to przeksztalcenie liniowe.

(a) obrot wokot punktu A = (1) o kat 90°,
(b) symetria srodkowa wzgledem punktu B = ().

ZADANIA

1.

Wyznacz wzory nastepujacych ztozen przeksztatcen liniowych (gdzie Sy oznacza odbicie
wzgledem prostej ¢, P, — rzut na prosta ¢, zas Rg — obrot o kat 6 wokot O). Napisz macierze
tych ztozen.

(a) S;o Rggo oraz Rggo © S, gdzie [ jest prosta o rownaniu z + 2y =0

(b) S;o Py oraz Py oSy, gdzie [ ma rownanie x + 2y = 0, a k ma rownanie 3z — 4y = 0
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2. Znajdz wzory przeksztatcen afinicznych FFo G, Go F', Fo H i H o F, gdzie:

F(X) = (; ?) X+ (g) . G(X) = (é ;) X + (_12> OH(X) = <‘43 ;‘) X

3. Przedstaw kazde z przeksztatcen afinicznych z ¢wiczenia b w postaci ztozenia G o T}, gdzie
G jest przeksztalceniem liniowym, a T;, translacja.

4. Napisz wzor jednoktadnosci Dy o srodku () i skali k oraz jednoktadnosci D o érodku ()
i skali [, a nastepnie wzér ztozenia Dy o Dy. Czy zlozenie tych jednoktadnosci moze byé
translacja?

5. Sprawdz, ze ztozenie symetrii srodkowych o §rodkach A i B jest translacja o wektor 2@
lub 2BA (w zaleznosci od kolejnosci ztozen).

6. Napisz macierz odbicia Sy wzgledem osi Oy oraz macierz odbicia Sy wzgledem prostej z+y =
0, a nastepnie macierze przeksztatcen Sy, o0 S;i SpoSy. Rozpoznaj jakimi przeksztalceniami
s te ztozenia.

7. Wskaz (mozliwie duzo i mozliwie réznorodnych) przyktadow takich przeksztalcen afinicz-
nych F', ze F'o F' = Id.

8. Dla danego przeksztatcenia F znajdz takie przeksztalcenie G, ze F o G = Id. Sprawdz, czy
prawda jest, ze G o F' = Id:

(a) F'= Ry (obrot), (b) F' = S; (odbicie), (c) F =T, (translacja).

9. Przekstaw kazde z nastepujacych przeksztalceri afinicznych w postaci T, 0 F'oT_,, gdzie T,
iT_, to translacje o wektor, odpowiednio, v i —v, natomiast F' to przeksztaltcenie liniowe.

a
b
c¢) rzut (prostokatny) na prosta o réwnaniu x +y+ 1 =0,

jednoktadnosé o srodku A = (%) i skali 2,

(a)
(b) odbicie wzgledem prostej o réwnaniu x +y + 1 = 0,

(
(d) powinowactwo prostokatne o osi  +y+ 1 =01 skali 3.

10. *Podaj przyktad dwoch obrotow Ry i Ry wokoét réznych punktow o katy inne niz 0 i 7 tak,
aby Rj o Ry bylo translacja.

11. *Uzasadnij, ze jesli k i [ sa prostymi rownoleglymi, to Sy o S; jest translacja. Jaki bedzie
wektor tej translacji? Czy Si 0.5, = S;0 5,7

12. *Uzasadnij, ze jesli k 1 [ sa prostymi przecinajacymi sie, to Si 0.5 jest obrotem. Jaki bedzie
kat tego obrotu? Czy Si o .S; = S;0 57
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2.4 1IZOMETRIE

Izometrie plaszczyzny. Izometrie liniowe. Macierz izometrii. Klasyfikacja izometrii liniowych. Geome-
tryczna interpretacja wyznacznika przeksztalcenia liniowego. Przeksztalcenia zachowujace i zmieniajace

orientacje.
CWICZENIA

1. Rozstrzygnij ktore z ponizszych macierzy sa macierzami izometrii:
3 4 3 4
G G () 6 6
5 5 5 5 o

2. Ustal, ktére z izometrii z poprzedniego ¢wiczenia zachowuja, a ktére zmieniaja orientacje.

3. Podaj duzo przyktadéw przeksztaltcen, ktore sa:
(a) izometriami liniowymi, (b) izometriami, ktore nie sa liniowe,
(c) liniowe, ale nie s izometriami, (d) afiniczne, ale nie sg liniowe,

(e) afiniczne, ale nie sa izometriami.

4. Czy jednoktadnosdé o skali ujemnej zachowuje czy zmienia orientacje?

ZADANIA

1. Uzupelnij nastepujace macierze do macierzy izometrii (na wszystkie mozliwe sposoby):
3 2
5 * % *
* k)’ * ok

2. Rozstrzygnij, ktére z nastepujacych macierzy izometrii sa macierzami obrotu, a ktére ma-
cierzami symetrii. W przypadku obrotu ustal kat obrotu, a w przypadku symetrii ustal o$

symetrii.
_ vz | V2oov2 ) =3)> \1 0/ \1 0
2 2 2 5

3. Podaj przyktad przeksztalcenia liniowego:

w\g“\&
[\
[Sa{JtN

(a) ktore zachowuje katy, ale nie jest izometria;
(b) ktore zachowuje pola, ale nie jest izometria,

(c) ktore zachowuje pola i przeprowadza wersor ({) na siebie, ale nie jest izometria.
4. Znajdz wszystkie izometrie liniowe, ktore przeprowadzaja punkt (1) na punkt (_12), a
nastepnie napisz ich macierze.

5. Sprawdz, ktoére z ponizszych przeksztalcenn zachowuja pole i ktére zachowuja orientacje.

3 2 2 0 3 2

() F(X)=1{, ;)X B GX)=(, _1)X, () HX)=| % 3)X.
1 -1 0 —3 5 5

6. Dla kazdego 7 przeksztalceri liniowych z zadania 5 narysuj obraz kwadratu rozpietego przez

wersory. Oblicz pole otrzymanego réwnolegtoboku i poréwnaj z wyznacznikiem macierzy.
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7. Korzystajac z twierdzenia o klasyfikacji izometrii liniowych uzasadnij, ze zlozenie dwoch
symetrii wzgledem przecinajacych sie prostych jest obrotem.

8. Uzasadnij, ze ztozenie dwoch przeksztatcen zmieniajacych orientacje lub dwoch przeksztal-
cent zachowujacych orientacje jest przeksztalceniem zachowujacym orientacje. Jaka bedzie
odpowiedz w przypadku zlozenia przeksztalcenia zachowujacego orientacje z przeksztatce-
niem zmieniajacym orientacje?

9. Czy powinowactwo prostokatne zachowuje czy zmienia orientacje?

10. Uzasadnij, ze:
(a) izometria liniowa plaszczyzny zachowujaca orientacje jest obrotem,
(b) izometria liniowa zmieniajaca orientacje jest odbiciem wzgledem proste;.
Czy podobne fakty sa prawdziwe dla izometrii, ktora nie jest liniowa?
11. *Uzasadnij, ze:
(a) zlozenie izometrii jest izometria,

(b) ztozenie izometrii liniowych jest izometrig liniowa.

12. *Dane jest izometria plaszczyzny o wzorze F(X) = AX + v. Znajdz taka translacje T', ze
T o F jest izometria liniows oraz wywnioskuj stad, ze A jest macierza izometrii.
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2.9 PRZEKSZTALCENIA ROZNOWARTOSCIOWE I ,NA”

Przeksztaltcenia liniowe R — R?, R?2 — R oraz R — R. Przeksztaltcenia réznowartosciowe i ,na”. Obraz i

przeciwobraz.
CWICZENIA
1. Napisz macierze nastepujacych przeksztatcen liniowych:
(a) F:R? = R, gdzie F(X) to znakowana odleglos¢ X od prostej 2z — 3y = 0,
b) F : R? —» R, gdzie F(X) to znakowane pole trojkata OAX, gdzie A = (2),
F:R? 5 R, gdzie F(X) = (3)0X,
d) F: R — R? gdzie F(t) =t(1),
F:R — R, gdzie F(t) = 2t.

2. Wyznacz obraz punktu (}) przez przeksztalcenia (a)—(c) z ¢wiczenia 1 oraz obraz punktu
4 przez przeksztatcenia (d)—(e) z ¢wiczenia 1.

3. Wyznacz przeciwobraz punktu 2 przez przeksztalcenia (a)-(c) i (e) z ¢wiczenia 1 oraz prze-
ciwobraz punktu (§) przez przeksztalcenie (d) z ¢wiczenia 1.

4. Podaj przyktad przeksztalcenia liniowego F' plaszczyzny oraz punktu plaszczyzny, ktorego
przeciwobraz przez przeksztalcenie F' jest:

(a) zbiorem pustym,  (b) punktem, (¢c) prosta, (d) ptaszczyzna.

5. Wyznacz obraz punktu (}) przez nastepujace przeksztalcenia afiniczne plaszczyzny:
(a) symetria srodkowa wzgledem punktu (?),

(b) odbicie wzgledem osi O,

(c) przeksztatcenie F : R? — R? 0 wzorze F(X) = ((2) ;> X,

(d) przeksztatcenie G : R? — R? o wzorze G(X) = (le (1)) X + (D

6. Wyznacz przeciwobrazy punktow (§) i (§) przez nastepujace przeksztalcenia afiniczne
plaszczyzny:

(a) rzut (prostokatny) na os O,
(b) odbicie wzgledem punktu (1),

c) przeksztatcenie F : R? — R? o wzorze F(X) = b X,
1 0

(d) przeksztatcenie G : R? — R? o wzorze G(X) = (i i) X 4 (—01>’

7. Sprawd, ktore z ponizszych przeksztatcen plaszczyzny sa roznowartosciowe, a ktore sa ,na’

(a) symetria wzgledem punktu (1),

(b) powinowactwo prostokatne wzgledem prostej x + y = 0 o skali 2,
(¢) rzut ukosny wzdtuz wektora (?) na prosta o réwnaniu z +y = 0,
(

d) przeksztalcenie zerowe.
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ZADANIA
1. Napisz macierze nastepujacych przeksztatcen liniowych:
(a) F:R? = R, gdzie F(X) to znakowana odleglog¢ X od prostej ax + by = 0,
b) F :R? — R, gdzie F(X) to znakowane pole trojkata OAX, gdzie A = (4}),
F:R? 5 R, gdzie F(X) = (})o X,
d) F: R — R? gdzie F(t) =t(}),
F:R — R, gdzie F(t) = at.

2. Wyznacz obraz punktu (1) przez przeksztalcenia (a)—(c) z zadania 1 oraz obraz punktu 2
przez przeksztalcenia (d)—(e) z zadania 1.

3. Wyznacz przeciwobraz punktu 0 przez przeksztalcenia (a)—(c) i (e) z zadania 1.

4. Wyznacz przeciwobraz punktu () przez przeksztalcenie (d) z zadania 1, w zaleznosci od
wartosci parametréw p i q.

5. Wyznacz obraz punktu (}) przez nastepujace przeksztalcenia afiniczne plaszczyzny:
(a) symetria §rodkowa wzgledem punktu (?),

(b) odbicie wzgledem osi Oz,

(c) przeksztatcenie F : R? — R? 0 wzorze F(X) = <(2) Z1’>> X,

G2 6)

6. Wyznacz przeciwobrazy punktéw (1) i (3) przez nastepujace przeksztalcenia afiniczne

(d) przeksztatcenie G : R? — R? o wzorze G(X)

plaszczyzny:
(a) rzut (prostokatny) na prosta o rownaniu z +y — 2 = 0,

(b) odbicie wzgledem prostej o rownaniu x = y,

(c) przeksztatcenie F : R? — R? o wzorze F(X) = <§ g) X,

d) przeksztalcenie G : R? — R? o wzorze G(X) = L2 X + L .
3 0 0

7. Sprawdz, ktore z ponizszych przeksztalcen sg roznowartosciowe, a ktore sa ,na’™
(a) R} : R? — R? bedace obrotem wokot punktu P o kat 6,
(b) P, : R? — R? bedace rzutem (prostokatnym) na prosta ,
(c) F:R? — R?, gdzie F(X) = P, gdzie P jest danym punktem,
(d) F : R? — R, gdzie F(X) to znakowane pole trojkata OAX, gdzie A jest danym
punktem,

(e) F: R — R? gdzie F(t) =t-(3).
8. *Uzasadnij, ze jesli przeksztalcenia F' : R? — R? i G : R? — R? sa réznowartosciowe,

to F o G tez jest réznowartosciowe. Znajdz przykltad pokazujacy, ze F o G nie musi by¢
réznowartosciowe, jesli tylko jedno z przeksztalcert F'i G jest réznowartosciowe.

9. *Uzasadnij, ze jesli przeksztalcenia F : R? = R?i G : R? — R? sg,na”, to FoG tez jest ,na”.
Zmajdz przyktad pokazujacy, ze F' o G nie musi by¢ ,na”, jesli tylko jedno z przeksztatcen
FiG jest ,na”.
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2.0 PRZEKSZTALCENIA ODWROTNE

Przeksztatcenie odwrotne. Macierz odwrotna. Transpozycja macierzy. Rownania macierzowe.

CWICZENIA

1. Znajdz macierze odwrotne do podanych nizej macierzy i sprawdz (wykonujac odpowiednie
mnozenia), ze faktycznie sa one macierzami odwrotnymi:

3 1 -1 2 11 3 4
2 =2 -3 5 1 2 4 7
2. Znajdz macierze transponowane do kazdej z podanych nizej macierzy:

(2 () e (32

3. Podaj kilka przyktadéw symetrycznych macierzy 2 x 2, a nastepnie napisz ogélna postaé
symetrycznej macierzy 2 X 2.

4. Oblicz AB™', A7'B, A7'B~! oraz A"B i AB", gdzie A = G ;) B = <g é)

5. Rozwiaz nastepujace réwnania macierzowe:

2 1\ (=x 4 3 4\ (x 5 7 5 T -2
@ (52)0)-0) w (G a0)-(5) 0k 3)0)-6)
6. Rozstrzygnij czym sa przeksztalcenia odwrotne do obrotu R /3, jednoktadnosci D% , jed-

noktadnoéci D_o, symetrii S;—,. Napisz macierz kazdego z tych przeksztalcent oraz prze-
ksztalcenia dori odwrotnego.

7. Napisz wzor przeksztalcenia odwrotnego do kazdego z ponizszych przeksztatcen liniowych:

(a) F(X) = G (1)) X (b) G(X) = (; _52> X () H(X) = G 02> X

8. Sprawdz, ze kazda z ponizszych macierzy jest macierza izometrii, a nastepnie wyznacz
macierze do nich odwrotne:

V2 o V2 _V2 V2 3 4 0 1 0 —1
2 2 2 2 § 5

_V2 y2 ) 2 V2| ( —3>’ (1 0)’ <1 0)
2 2 2 2 5 5

ZADANIA

1. Ustal rozmiary macierzy A, B i C' i rozwiaz ponizsze rébwnania macierzowe:

2

(o0as(s) s( -0 ) (3 -(%)
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10.

11.

12.

13.

ZADANIA

. Znajdz macierz 2 x 2 spelniajaca nastepujace roéwnanie:

(29 )=6 )

. Oblicz iloczyny (? _31> <;> i (? _31) (i’), a nastepnie (bez wykonywania zadnych

dodatkowych rachunkéw) podaj wynik mnozenia macierzy (? _31> <; ?)

. Napisz wzor przeksztalcenia liniowego, ktore przeprowadza punkt (}) na punks (_31), a

punkt (1) na punkt (%). Zréb to na dwa sposoby:
(a) rozwigzujac uktad 4 rownan z 4 niewiadomymi

(b) rozwiazujac jedno réwnanie macierzowe i korzystajac z zadania 3

. Znajdz takie przeksztalcenie afiniczne pltaszczyzny, ktore jest odwrotne do przeksztatcenia:

(3 ()

. Wyznacz (bez zadnych rachunkow) przeksztatcenia odwrotne do nastepujacych przeksztal-

cen afinicznych ptaszczyzny lub uzasadnij, ze przeksztatcenie odwrotne nie istnieje:

(a) translacja o wektor v, ) rzut (prostokatny) na prosta ¢,

b
c) odbicie wzgledem prostej £, d

(c) ) symetria srodkowa o srodku S,
(e) obrot o kat 6 wokol punktu S,
(8)

f) jednokladnosc¢ o srodku S i skali k # 0,

g) powinowactwo prostokatne o osi £ i skali h) powinowactwo $cinajace o osi £ i wek-
k#£0, torze v,

(
(
(
(

(i) przeksztalcenie stale, (j) przeksztalcenie identycznosciowe,

(k) rzut ukoény na prosta ¢ w kierunku
wektora v.

. Udowodnij, ze jesli (r6znowartosciowe) przeksztalcenie liniowe F' zmienia orientacje, to prze-

ksztatcenie odwrotne F~! rowniez.

. Przeksztalcenie liniowe F' zwicksza wszystkie pola 2 razy. Jak skaluje pola przeksztatcenie

odwrotne F~1?

. Zapisz kazda z ponizszych liczb:

222 + dxy + 1> — 2+ Tay 322 — 8zy + y? az® + bxy + cy?
jako iloczyn (w odpowiedniej kolejnosci) wektorow () i (“’y':)T oraz macierzy symetrycznej.
Przeprowadz dowod faktu (AB)" = BT - AT dla macierzy 2 x 2.

Uzasadnij, 7ze jesli X jest wektorem, a A macierza symetryczng 2 x 2, to (X TAX)" =
XTAX.

Rozstrzygnij, czy macierz odwrotna do symetrycznej macierzy 2 x 2 zawsze jest macierza
Symetryczna.

Czy iloczyn symetrycznych macierzy 2 x 2 jest zawsze macierzg symetryczna? Jedli tak,
podaj uzasadnienie. Jesli nie, podaj kontrprzyktad.
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3.1 WARTOSCI WEASNE I WEKTORY WELASNE

Wartosci wtasne i wektory wtasne. Wielomian charakterystyczny. Wzory Viete’a.

CWICZENIA

. . . . . 0
. Wyznacz wielomian charakterystyczny, wartoéci wlasne i wektory wlasne macierzy (3 )

o . . 0
. Dla jakich wartosdci parametru p macierz (

1

. Sprawdz, ktore z wektorow (_1 ), ( 2 ), (%), (_12) sa wektorami wlasnymi macierzy <(2) _31>

. Wyznacz wielomiany charakterystyczne, wartoéci wlasne i wektory wlasne nastepujacych

macierzy:
1 1 11 2 1 3 -1 3 1 6 2
1 -1)° 1 1) 1 2) 1 1) 0 3/’ 4 -1

b
(zwanej macierza diagonalna).

. Znajdz (bezposrednio z definicji) wszystkie wartosci wlasne i wektory wlasne jednoktadnosci

o skali 5 i §rodku 0 oraz przeksztalcenia identycznosciowego.

1 229) ma dwie wartosci wlasne?

. O kazdej z ponizszych macierzy wiadomo, ze maja dwie wartosci wtasne. Ustal jakie znaki

maja te wartosci wlasne (bez ich wyliczania).

G (s () 67

ZADANIA

1.

. Ustal liczbe wartosci wlasnych macierzy (

Znajdz (bezposrednio z definicji) wszystkie wartosci wlasne i wektory wlasne przeksztalcenia
zerowego oraz symetrii srodkowej wzgledem poczatku uktadu wspoétrzednych.

. Znajdz (bezposrednio z definicji) wszystkie wartosci wlasne i wektory wlasne powinowactwa

prostokatnego o skali k£ # 0 1 osi /.

. Jakie wartosci wlasne moze mieé¢ izometria liniowa? Podaj wszystkie mozliwosci i kazda

zilustruj przyktadem.

. Uzasadnij, ze przeksztalcenie liniowe, ktére ma warto$¢ wtasna zero nie jest réznowarto-

Sciowe.

i : . : : a ¢
. Wyznacz wielomian charakterystyczny, wartosci wlasne i wektory wtasne macierzy ( 0 b)

(zwanej macierza gornotrojkatna). Czym rozni sie przypadek a # b od przypadku a = b?

p

3| W zaleznodci od wartoéci parametru p.
—-bp

. Ustal jaki élad i wyznacznik ma macierz o wielomianie charakterystycznym A2 — 4\ + 5, a

nastepnie napisz macierz o takim wielomianie charakterystycznym.
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Qo

10.
11.

12.

13.

14.

15.

16.

ZADANIA

. Udowodnij (indukcyjnie), ze dla dowolnych rzeczywistych a i b 1 dowolnego n naturalnego
zachodzi wzor: (& 0)" _ (0
WO 0 b)) T \o o

. Udowodnij, ze jesli przeksztalcenie liniowe F' spelnia warunek F(u + v) = F(u — v) dla
pewnych niezerowych wektoréw u 1 v, to v jest wektorem wlasnym F. Dla jakiej wartosci
wlasnej?

Macierz A spelnia warunek A% = A. Jakie wartosci wlasne moze mie¢ ta macierz?

Przeksztaltcenie liniowe F' spelnia warunek F o F' = F. Jakie wartosci wlasne moze mieé¢
to przeksztalcenie? Podaj przynajmniej trzy przyklady przeksztatceri spetlniajacych ten
warunek. Zauwaz zwiazek tego zadania z poprzednim.

Uzasadnij, ze jezeli v jest (niezerowym) wektorem wlasnym macierzy A dla wartosci wlasne;j
A, to v jest tez wektorem wlasnym macierzy A% dla wartosci wlasnej A\2.

Uzasadnij, ze jezeli v jest (niezerowym) wektorem wlasnym przeksztalcenia F' dla wartosci
wlasnej ), to v jest tez wektorem wlasnym przeksztalcenia F o F dla wartosci wlasnej A\2.
Zauwaz zwiazek tego zadania z poprzednim.

*Uzasadnij, ze jesli F' jest przeksztalceniem liniowym spehiajacym warunek F o F' = 0, to
F' nie ma niezerowych wartosci wtasnych.

*Niech v bedzie (niezerowym) wektorem wtasnym zaréwno dla przeksztatcenia liniowego
F. jak i dla przeksztalcenia liniowego G. Uzasadnij, ze v jest wektorem wlasnym dla
przeksztatcenia F o G.

*Uzasadnij, ze jesli v jest (niezerowym) wektorem wlasnym dla przeksztalcenia liniowego
F oraz dla G jest takim przeksztalceniem liniowym, ze zachodzi warunek G o F' = F o G,
to G(v) tez jest wektorem whasnym dla F.
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3.2 DIAGONALIZACJA MACIERZY

Diagonalizacja macierzy. Zastosowania diagonalizacji (potegowania macierzy, wyznaczanie macierzy prze-

ksztalcenia liniowego, rozwiazywanie rekurencji liniowych). Twierdzenie spektralne.

CWICZENIA

1.

Ustal, ktore z ponizszych macierzy sa diagonalizowalne i je zdiagonalizuj (tzn. zapisz w
postaci PDP~!, gdzie D jest macierza diagonalna):

G G Ga) G @a) @2

10 30
) 1 1 01
. Oblicz <1 _1> oraz (1 0> .

. Podaj trzy przyktady macierzy 2 x 2, ktére maja wszystkie wyrazy dodatnie i o ktérych

mozna (bez zadnych rachunkow) stwierdzi¢, ze maja dwie wartosci wlasne.

. Napisz diagonalizacje jakiejkolwiek macierzy, ktéra ma wartosci wtasne 2 i 1. Wyznacz w

ten spos6b macierz, ktéra ma wartosci wiasne 21 1.

. Ustal dla jakiej wartosci parametru b macierz gérnotréjkatna (g Z) jest diagonalizowalna.

ZADANIA

100 n
) 2 1 6 2
. Oblicz <1 2> oraz <4 _1>

. Znajdz macierz przeksztaltcenia liniowego plaszczyzny, ktére ma wartosci wtasne 2 i 3 oraz

odpowiadajace im wektory wlasne (1)1 (3). Wskazowka: napisz diagonalizacje szukanej
macierzy.

. Podaj dwa przykltady macierzy, ktére maja tylko jedng wartosé wltasna i nie sa diagona-

lizowalne oraz dwa przyktady macierzy, ktére maja tylko jedna warto$é¢ wtasng, ale sa
diagonalizowalne.

. Znajdz wartodci i wektory wlasne, a nastepnie napisz macierz kazdego z przeksztatcen:

(a) odbicie wzgledem prostej o rownaniu 2x + 5y = 0,

(b) rzut prostopadly na prosta o rownaniu 7z — 2y = 0.

. Znajdz wartosci 1 wektory wlasne, a nastepnie napisz macierz rzutu ukosnego na prosta o

rownaniu 2z + 3y = 0 wzdluz wektora (1).

. Korzystajac z jednorodnoéci uzasadnij, ze jesli v jest wektorem wlasnym przeksztatcenia

liniowego F' dla wartosci whasnej A, to tv (gdzie t jest dowolnym skalarem) tez jest wektorem
wlasnym F' dla wartos$ci wlasnej A.

. Korzystajac z addytywnosci uzasadnij, ze jesli v i v sa wektorami wlasnymi przeksztatcenia

liniowego F' dla wartosci wtasnej A, to u 4+ v tez jest wektorem witasnym F' dla wartosci
wlasnej .

. Uzasadnij, ze jesli P i D to macierze 2 x 2 i P jest odwracalna, to det(PDP~!) = det D.
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9. Udowodnij, ze jesli A, D, P sa macierzami 2 x 2, macierz D jest diagonalna, a macierz P
jest odwracalna, to zachodza wzory:

(a) (A~HT = (AT)~1, (b) (PDP~ 1T = (PT)"'DPT, (¢c) (PDPT)' = PDPT.

10. Dla kazdej z ponizszych rekurencji liniowych:

(a) oblicz setny wyraz ciagu (a100, b100, €100),

(b) zapisz wzor na n-ty wyraz ciagu (ap, by, cy).

ag =4 by =2 co=20
(n42 = Gn41 + 2an bpy2 = Sbyp41 — 6by, Cnt2 = 3Cnt1 — 2¢p
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4.1 NOWY UKLAD WSPOLRZEDNYCH

Nowy uklad wspoétrzednych (prostokatny i nieprostokatny). Wspolrzedne wektora w starym i nowym

uktadzie. Roéwnanie prostej w starym i nowym uktadzie wspolrzednych. Macierz przeksztatcenia w

starych i nowych wspoétrzednych. Macierz przeksztalcenia w uktadzie wyznaczonym przez wektory wlasne.

CWICZENIA

1.

Wektory €] = (7') i e = (1) sa wersorami nowego uktadu wspolrzednych. Narysuj nowy
uklad wspolrzednych i zaznacz wektory v i w takie, ze [V]nowy = (1) 1 [W]nowy = (3)-

. Wektory €] = (1) i€, = (%) sa wersorami nowego uktadu wspoélrzednych. Narysuj nowy

uktad wspolrzednych (nie jest to uktad prostokatny!) i zaznacz wektory e}, ef, 2| + 3eb.
Jakie sa nowe wspolrzedne kazdego z tych wektorow?

. Wektory (%) i () sa wersorami nowego ukladu wspélrzednych. Jakie wspotrzedne maja
3

wektory (3), (3), (%) w nowym uktadzie?

. Wektory €] = (2)i¢éh = (_21) sg wersorami nowego ukladu wspélrzednych. Znajdz stare

wspolrzedne wektorow v 1w, dla ktorych [v]powy = (3) 1 [W]nowy = (1)-

. Ustal ktore z uktadéw wspoétrzednych wprowadzonych w éwiczeniach 14 sg uktadami pro-
stokatnymi.
. Wersory nowego uktadu wspolrzednych speiniaja warunek: e} = —eq, e} = 2eq. Jakie sa

nowe wspoétrzedne wektora v, dla ktorego [v]stary = (y)?

1

. Dany jest nowy uklad wspolrzednych o wersorach ) = (1) i e, = (1). Napisz w nowych

wspotrzednych réwnanie prostej, ktéra w starych wspélrzednych ma réwnanie x + 2y = 0.

1

. Dany jest nowy ukltad wspétrzednych o wersorach ¢} = (1) i e, = (3'). Napisz w starych

wspolrzednych réwnanie prostej, ktora w nowych wspoirzednych ma réwnanie 32’ — 3’ = 0.
6trzednych r¢ i tej, ktd ych 6trzednych 6 ie3x—y' =0

. Przeksztalcenie liniowe F' : R? — R? ma wartosci wlasne A = 21 Ay = —3, a odpowiadajace

im wektory wlasne to (odpowiednio) vy = (1) 1 va = (2). Napisz macierz myeuwy(F)
przeksztalcenia F' w nowym uktadzie wspoétrzednych, ktérego wersorami sg vy i vo.

ZADANIA

1.

Wektory €} = ($) 1 e}, = (1) sa wersorami nowego ukladu wspélrzednych. Znajdz stare
wspolrzedne wektorow v i w, dla ktorych [v]nowy = (1) i [Wlnowy = ().

. Wektory €] = (*31) ie, = (fl) sa wersorami nowego ukltadu wspétrzednych. Znajdz nowe

wspotrzedne wektoréw v i w, dla ktorych [v]gary = (3) 1 [W]stary = (3)-

. Wektory e} = (_11) i€y = (1) sa wersorami nowego uktadu wspoirzednych. Znajdz nowe

wspo6lrzedne starych wersoréw oraz stare wspoétrzedne nowych wersoréw.

. Znajdz taki uklad wspohrzednych (tzn. wyznacz jego wersory), by wektory v = (?) i

w = (3) w nowym ukladzie mialy wspétrzedne [v]nowy = (1), [Wlnowy = (7).

. Znajdz taki prostokatny uktad wspolrzednych (tzn. wyznacz jego wersory), by wektor

v = ({) mial nowe wspétrzedne [v]powy = (7).
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10.

11.

12.

ZADANIA

. Wersory nowego ukladu wspotrzednych speiniaja warunek: e} = 3e; — 2eq, €, = €1 + 3es.

Jakie s nowe wspotrzedne wektora v, dla ktorego [v]stary = ()7

. Wersory nowego uktadu wspohrzednych spelniaja warunek: e; = e} + 3el, ea = €| + €b.

Jakie sa nowe wspotrzedne wektora v, dla ktorego [v]stary = ()7

. Wektory e} = (1) i ey = (2) sa wersorami nowego ukladu wspolrzednych. Wyznacz
rownanie kazdej z ponizszych prostych w nowych wspétrzednych:
(a) 3z 4+2y =0 (b) 2z -5y +1=0 (©) (y)=1t(3)+(1)

. Wektory ¢/ = (') i e, = (1) sa wersorami nowego ukladu wspéirzednych. Wyznacz

w starym ukladzie wspélrzednych réwnania prostych, ktére w nowych wspoétrzednych sa
zapisywane réwnaniami:

(a) 22" — 5y =0 (b)yz'+y' +1=0 (c) =32"+7y —1=0

W nowym ukladzie wspotrzednych macierz przeksztatcenia liniowego F' : R? — R? jest
diagonalna. Co mozna powiedzie¢ o wersorach tego uktadu wspolrzednych?

Dany jest nowy uktad wspétrzednych o wersorach ¢) = (3)ieh = (% ). Macierz pracksztal-

cenia liniowego I : R? — R? w starych wspohrzednych ma postaé Mestary(F) = (_31 i)

Wyznacz macierz F' w nowych wspotrzednych.

Dany jest nowy ukltad wspolrzednych o wersorach €] = ($) i e} = (}). Macierz przeksztal-

. . . 2 2
cenia liniowego F : R? — R? w nowych wspélrzednych ma posta¢ mpyeuwy(F) = <1 1)-

Wyznacz macierz F' w starych wspoétrzednych.
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4.2 KRZYWE DRUGIEGO STOPNIA

Krzywe drugiego stopnia. Réwnanie elipsy i hiperboli. Réwnanie krzywej w nowym uktadzie wspoétrzed-

nych.

CWICZENIA

1.

Naszkicuj we wspélnym uktadzie wspotrzednych krzywe o nastepujacych réwnaniach:

(a) —22+2y% =1 (b) 22 +2y? =1 (c) 22 —2y? =1

. Rozpoznaj krzywa opisana ponizszym réwnaniem oraz naszkicuj jej wykres:

(a) 222 + 42 =1 (b) —éxz + %yQ =1 (c) 22 —4y?> =1

. Zaznacz w uktadzie wspotrzednych zbiér opisany nastepujacym réwnaniem:

(a) 22 —4y?> —4 =0 (b) 222 —9y? +4=0 (c) 22+ 49> +1=0

. Czy istnieje macierz symetryczna, ktéra nie ma zadnych wartosci wlasnych?

. Ustal znaki wartosci wlasnych nastepujacych macierzy symetrycznych:

Gs) &7 (%) 63

. Przedstaw w postaci X AX, gdzie A jest macierza symetryczna, a X = () kazdy z

nastepujacych wielomianéw drugiego stopnia:

(a) 222 — day + 5y? (b) 2% — Ty? (c) 522 — Tay
ZADANIA
1. Ustal czym jest zbidr punktéw plaszczyzny opisany ponizszymi rownaniami. Sprobuj zmi-

nimalizowaé liczbe potrzebnych rachunkéw.

(a) 422 + 3wy — 22 = 1 (b) 322 — 2zy + y* = 2 (c) ba® —dwy +y® =4

. Sprawdz, ze kazde z ponizszych réwnan jest réwnaniem elipsy, a nastepnie wyznacz dtugosci

polosi kazdej z tych elips:
(@) 2+ oy +1y2 =1 (b) 222 + 22y + 3y? = 1 (c) 322 =3y +92 =1

. Rozpoznaj i narysuj krzywa opisang rownaniem:

(a) —br?+24xy+5y2 =1 M) 22 +ay+y? =1 (c) =222+ 122y +Ty? =1

. Czy istnieje macierz symetryczna 2 x 2, ktéra ma tylko jedna warto$¢ wlasna? Co w takiej

sytuacji mozna powiedzie¢ o zbiorze jej wektoréw wlasnych?

. Ustal jak wyglada zbiér punktéw plaszczyzny opisany rownaniem Az?+Cy? =1, gdy A =0

lub C = 0.

. Zdarzaja sie przypadki, ze rownanie drugiego stopnia zmiennych x i y (bez sktadnikow

liniowych) opisuje niepusty zbidér inny niz elipsa i hiperbola. Rozstrzygnij czym jest zbior
punktéw opisanych kazdym z ponizszych réwnar:

(a) 22+ 22y + 1> =0 (b) 22 + 2zy + 9> =1 (c) 22 —y*=0
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ZADANIA

. *Napisz rownanie kwadratowe opisujace zbior ztozony z dwoch przecinajacych sie prostych

na plaszczyznie: prostej 2z +y = 0 i prostej 3z — 2y = 0.

. *Znajdz przeksztalcenie liniowe, ktore okrag o rownaniu 2 + y? = 1 przeksztalca na elipse

2
o réwnaniu i—; + 'Z—Q = 1. Poslugujac sie wyznacznikiem tego przeksztalcenia wyprowadz

wz6r na pole obszaru ograniczonego ta elipsa.

. *Krzywa drugiego stopnia, ktorg pominelisémy w rozwazaniach z uwagi na pominiecie sktad-

nikow liniowych jest parabola, czyli krzywa o rownaniu y = az?. Napisz réwnanie paraboli

16

il ol

y = 222 w prostokatnym ukladzie wspotrzednych o wersorach (

o
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5.1 LICZBY ZESPOLONE

Arytmetyka liczb zespolonych. Czesé¢ rzeczywista i urojona. Przedstawienie trygonometryczne liczby

zespolonej. Modut i argument. Wzér de Moivre’a. Potegowanie i pierwiastkowanie liczb zespolonych.

Posta¢ wyktadnicza liczby zespolonej.

CWICZENIA
1. Dane sg liczby zespolone z; = 241 oraz zo = 3 —2i. Wykonaj nastepujace dziatania i wynik
przedstaw w postaci a + bi.
(a) 2122 (b) 21/22 (c) 22/z (d) 2!
() 2" (f) =F

. Wyznacz czeéé rzeczywisty i urojong dla kazdej z nastepujacych liczb:

(a) (24 3i)(1 — 5i) (b) (1 —2i)/(3+1) (c) (2 + 5i)?

. Dla kazdej z wymienionych ponizej liczb zespolonych znajdz modul, argument, a nastepnie

Zapisz jq w postaci trygonometryczne;j:
(a) 2
(b) -1+
(c) 4—4i
(d) V3 +i
(e) —V3+i

. Zaznacz na plaszezyznie zespolonej liczbe z oraz liczby —z, iz, —z, z + (1 + 1) dla kazdej z

nastepujacych liczb:
(a) z=1+1 (b) z=2+3i (¢c) z=1-5i (d) z=-3+2i

Zauwaz pewng prawidtowosé.

. Korzystajac ze wzoru de Moivre’a oblicz nastepujace potegi liczb zespolonych:

(a) (1 =) (b) (—V3+i)® () (V2+iv2)T (d) (V3 +4)~"

. Dla kazdej z liczb 1, i, —1, i + 1, zaznacz na plaszczyznie zespolonej (bez wyliczania czesci

rzeczywistej 1 urojonej) wszystkie pierwiastki:
(a) stopnia 2 (b) stopnia 3 (c) stopnia 4

Zauwaz pewng prawidtowosé.

. Korzystajac z postaci trygonometrycznej wyznacz wszystkie pierwiastki:

(a) stopnia 2 z liczby 44 (b) stopnia 3 z liczby 8i (c) stopnia 4 z liczby —16

a nastepnie zaznacz je na plaszczyznie zespolonej.

. Zapisz wzor na iloczyn liczb zespolonych (cosa + isina) i (cos 8 + isin3), a nastepnie

poréwnaj czesci rzeczywiste i urojone lewej i prawej strony réwnodci. Wyjasnij jak mozna
uzyé tego wzoru do wyprowadzenia wzoréw na cos(a + ) i sin(a + ).

. Zapisz wzor na iloraz liczb zespolonych (cosa +isina) i (cos 8+ isin ) i (podobnie jak w

poprzednim ¢wiczeniu) uzyj go do wyprowadzenia wzoréw na cos(a — 3) i sin(a — 3).

ZADANIA
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10.

11.

. Zapisz wzor na (cosa + isin«)

. Udowodnij, ze wszystkie pierwiastki stopnia n z 1 to liczby 1, w, w?,...,w

ZADANIA

. Uzasadnij nastepujace wlasnosci liczb zespolonych:

(a) Re(z1 + 22) = Rez + Rezy (b) Re(iz) = —Imz
(c) Tm(z1 + 22) = Imz; + Imzy (d) Im(iz) = Rez

. Oblicz nastepujace potegi liczb zespolonych:

(a) (1—4)% (b) (v3—4)" (c) (1—1iv/3)

. Wyznacz wszystkie pierwiastki:

(a) stopnia 3 z 2i (b) stopnia 3z —1 41 (c) stopnia 2 z —44

. Korzystajac z postaci trygonometrycznej wyznacz wszystkie pierwiastki z 1:

(a) stopnia 2 (b) stopnia 3 (¢c) stopnia 4 (d) stopnia 6

a nastepnie zaznacz je na plaszczyznie zespolonej.

. Opisz geometrycznie przeksztalcenie F': C — C plaszczyzny zdefiniowane wzorem:

(a) F(z) =iz (b) F(2) = —= (c) F(z) =2+ (1+1)

. Uzasadnij, ze dla dowolnej dodatniej liczby rzeczywistej ¢ oraz dowolnej liczby zespolonej z

zachodzi |tz| =t - |z| oraz | — z| = |z|.

2 a nastepnie poréwnaj czesci rzeczywiste i urojone lewej

i prawej strony réwnosci. Wyjasnij jak w ten sposéb mozna przypomnieé sobie wzory na
cos(2a) i sin(2a).

. W sposob podobny jak w poprzednim zadaniu wyprowadz (przy pomocy wzoru de Moivre’a)

wzory na cos(3a) 1 sin(3q).
=1 odzie w jest
pewnym pierwiastkiem z 1 (zwanym pierwiastkiem pierwotnym stopnia n z 1).

Liczba w # 1 jest pierwiastkiem stopnia n z jedynki. Oblicz sume nastepujacego ciagu
geometrycznego: 1+ w +w? + -+ + w1,

*Udowodnij, ze suma wszystkich pierwiastkow stopnia n z liczby zespolonej z jest réwna 0.

Copyright © Tomasz Elsner, 2019



253

5.2 WIELOMIANY ZESPOLONE

Wielomiany zespolone. Zasadnicze twierdzenie algebry. Sprzezenie liczby zespolonej. Rozktad na czynniki
wielomianéw rzeczywistych i zespolonych. Macierze o zespolonych wartosciach wtasnych.

CWICZENIA

1. Rozwiaz nastepujace rownania. Wynik zapisz w postaci a + bi.

(a) (1+i)z+ (2+1) = (3+ 2i0) (b) 2—19)z+(3+4+2i) =1

2. Rozwiaz nastepujace rownania (w liczbach zespolonych). Wynik zapisz w postaci a + bi.
(a) 224+224+2=0 (b) 222 -324+2=0
(c) 22 +42+8=0 (d) 22 +iz—1=0

3. Znajdz (zespolone) wartosci wlasne i wektory wlasne nastepujacych macierzy:

o () o ()

4. Rozl6z na iloczyn czynnikow liniowych (zespolonych) nastepujace wielomiany:
(a) 22 =522 +82—6 (b) 223 — 922 4+ 302 — 13 (c) 22+ 722+ 162+ 10
ZADANIA

1. Rozwiaz nastepujace uktady réwnan:

- {Qii)z +‘iwi(1+i) o) {iz+(i—?)w_: (3 +1)
iz+(1—dw=1 2+ 2+1)w=1

2. Przy pomocy diagonalizacji macierzy oblicz:
n 9 1\ " 1 1\
Y5 -2 3 -1

3. Rozltbz nailoczyn zespolonych czynnikéw liniowych oraz na iloczyn rzeczywistych czynnikow
liniowych lub kwadratowych ponizsze wielomiany, wiedzac, ze podana liczba zg jest jednym
z pierwiastkow.

(a) 2% — 223 + 1022 + 62 + 65, 29 = 2 + 34, (b) 24 +4, zo=1+1

4. Udowodnij nastepujace wtasnodci sprzezenia liczby zespolonej:
(a) 2] = || (b) z- 7= |2 ©at+ta=21+2
d)z1—z=71—% (e) Z1 - Z2=71-22 () z1/z =71/

5. Uzasadnij, ze wzory A1 + A2 = tr A oraz A Ay = det A s prawdziwe rowniez dla macierzy
2 x 2, ktéra ma zespolone wartodci wtasne. Wykorzystaj te wzory do napisania macierzy o
wyrazach rzeczywistych, ktorych wartosci wlasne sa rowne A\ = 3 4+ 2i oraz Ay = 3 — 2i.

6. Napisz macierz obrotu o kat 8, a nastepnie wyznacz wartosci i wektory wtasne tej macierzy.
Jakie sa moduty i argumenty tych wartosci wtasnych?

7. *Wykorzysta]j diagonalizacje macierzy o zespolonych wartosciach wtasnych do wyprowadze-
nia zwartego wzoru ciggu zadanego rekurencja:

a():l
a1:2

Ont2 = 20n+1 — 2an, gdy n >0
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6.1 WEKTORY, PROSTE I PLASZCZYZNY

Wektory w R3. Rownanie sfery. Liniowa niezalezno$é. Kombinacja liniowa. Réwnanie parametryczne i

ogoblne plaszczyzny. Réwnanie parametryczne i posta¢ krawedziowa prostej w R3.

1. Wyznacz wspotrzedne punktu P, ktory dzieli odcinek AB, gdzie A = ( 5 ), B = (%1 ), w
stosunku 2 : 1.

2. Wyznacz promieri i §rodek sfery o réwnaniu o2 + 2z + y? — 4y + 22 = 9.

3. Sposrod podanych nizej wektoréow wypisz:

(a) wszystkie pary wektorow wspotliniowych (b) wszystkie trojki wektorow wspotptaszezyznowych

) O 6 G © G

4 1
4. Przedstaw wektor (*I) w postaci kombinacji liniowej wektordw (%), (_11 ), (g)

5. Znajdz rownanie parametryczne ptaszczyzny o réwnaniu ogélnym 2x — 3y + z — 1 = 0.

. : : 1 1
6. Znajdz rownanie ogbélne plaszczyzny o réwnaniu parametrycznym (Efz/) = ((1)> + s (_21> +

3
t ( 0 > .
1
-3 y+4 2=T

7. Znajdz réwnanie parametryczne prostej o postaci krawedziowej: #52 = 45= = -,

-1 1
8. Znajdz posta¢ krawedziows prostej o réwnaniu parametrycznym: (g) = ( 12> +t ( 32).

9. Napisz réwnanie parametryczne oraz posta¢ krawedziowa prostej przechodzacej przez punkt
2\ . : 1
P= (é) i rownolegtej do wektora v = (g)

ZADANIA

1. Wyznacz wspotrzedne punktu P, ktory dzieli odcinek AB, gdzie A = <§§ ), B = (ﬁ >, w

zZ1
stosunku 2 : 1.

2. Uzasadnij, ze $rodek odcinka taczacego srodki krawedzi AB i C'D czworo$cianu ABC' D
pokrywa sie ze srodkiem odcinka taczacego $rodki krawedzi AC' i BD tego czworo$cianu.

3. Napisz réwnanie sfery o érednicy AB, gdzie A = <%>, B = (%)

4. O wektorach u i v w R3 wiadomo, ze |u| = 3 oraz |v| = 7. Jaka moze by¢ dtugosé¢ wektora
u 4+ v? Podaj wszystkie mozliwodci.

5. Napisz réwnanie ogdlne i réwnanie parametryczne plaszczyzny przechodzacej przez punkty
(1) (2) (2)
1 3 4
6. Napisz rownanie parametryczne i postaé¢ krawedziowa wspoélnej prostej ptaszczyzn o réow-
naniach 2z +y—2—-4=0i3zx+3y—22—9=0.

7. Napisz réwnanie parametryczne i postaé krawedziowa wspodlnej prostej ptaszczyzn o réw-

i (3) = (1) 0+ (1) 1051 (1) = () =+ () +1 ()

Copyright © Tomasz Elsner, 2019



255

8. Przedstaw prosta przechodzaca przez punkty (
postaci parametrycznej.

=W

)il

9. Znajdz punkt wspdélny podanej ptaszczyzny i podanej prostej:
(a) 22+ 3y + 2 —5=0 oraz %%:ﬂ:d

(b)x+y+2z—2=0oraz (g) = (—(1)1>+t(_%1),
0 ()= () e+ (4)
0 ()= (1) ++() ¢

10. Ustal, czy proste o réwnaniach

Ot

) w postaci krawedziowej oraz w

owN

z\ (1 " 1\ . [z\ " 1 . . ..
) = (1) (1) (1) = (3) e (4) pocimin i
e

znajdz ich punkt przeciecia (jesli istnieje).

Copyright © Tomasz Elsner, 2019



256

ZADANIA

0.2 ILOCZYN SKALARNY I ILOCZYN WEKTOROWY

Tloczyn skalarny. Kat miedzy wektorami. Wektor normalny plaszczyzny. Kat miedzy plaszczyznami

oraz miedzy plaszczyzna a prosta. Rzut wektora na wektor. Odlegtos¢ punktu od plaszczyzny. Iloczyn

wektorowy i jego wlasnosci. Pole réwnolegtoboku w R3.

CWICZENIA

1.

. Napisz réwnanie ogblne ptaszczyzny przechodzacej przez punkt (

1
Wyznacz miare kata miedzy wektorami u = (é) iv= (—11 )

. Wiedzac, ze |u| =1, [v| =2iuov=—1 wyznacz (u + 2v) o (u + v).

. Wyznacz rzut wektora (é) na wektor (?)

1
. Wyznacz odlegloéé punktu (11> od ptaszczyzny o réwnaniu 2x — 3y + 2+ 1 = 0.
. Oblicz pole réwnolegtoboku rozpietego przez wektory (%) i (é)

. Oblicz pole trojkata o wierzchotkach A = (é), B = (—i’l), C= (%)

. Oblicz nastepujace iloczyny skalarne, wektorowe i mieszane.

@ (1) = (4) ® (1) () @ (1) ((2) < (1))

. . . 3\ . .
. Napisz réwnanie ogblne plaszczyzny przechodzacej przez punkt (%) i prostopadtej do wek-

1
tora (—1).
2

O

) i réwnoleglej do wek-

1 . 3
torow (2) 1 ( 1 >
2 —1

ZADANIA

1.

O wektorach u, v, w wiadomo, ze |u| =3, [v| =2, Jw|=1,u L v, u L woraz Z(v,w) = /3.
Oblicz uwo (u+ v+ w) oraz (u+ v+ w) o (u+ v+ w), a nastepnie wyznacz dtugos¢ wektora
U + v 4+ w oraz miare kata miedzy wektorami u i u + v + w.

. Znajdz miare kata miedzy przekatnymi $cian szescianu wychodzacymi ze wspoélnego wierz-

chotka.

. 1 .
. Znajdz rzut punktu P = (%> na plaszczyzne o réwnaniu = + 2y + z + 1 = 0 oraz rzut tego

. 1 1
punktu na prosta o réwnaniu parametrycznym (g) = (%) +t (—01 )

. Wyznacz pole sciany ABC' czworoscianu ABCD, gdzie A = (é), B = (i), C = (i),

D= (%) oraz (wykorzystujac wzor na odlegto§é punktu od plaszezyzny) diugosé wysokosci

czworodcianu wychodzacej z wierzchotka D.

1 -1
. Napisz rownanie ogblne plaszczyzny przechodzacej przez punkty P = (—()1), Q= <—11>,

k= (7)
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. Oblicz miare kata miedzy plaszczyznami:

(a) 2r+3y+2—1=0ibr—2y+2z—2=0,

0 (1) = (@) ++ (D) re(4) 1 (2) = (2) = (1) +¢(5)

. Znajdz miare kata miedzy prosta o réwnaniu parametrycznym (é) =1 (%) + ((1)) a

plaszczyzna o réwnaniu x + 2y + z = 0.

. Wskaz, ktore z dziatan:

ux (vxw), wo(vxw), (uov)xw, (uowv)ow

maja sens dla wektorow u, v, w € R3.

. Uprosé¢ kazde z ponizszych wyrazen:

(a) (uxu)xu (b) (uxv)ou (¢) (utv)x(u—wv) (d) (u+v)o(u—wv)

*Napisz rownanie plaszczyzny przechodzacej przez punkt < > ktora jest réwnoleglta do
y
z

1
0
0
. [T 1 0y . . , .
prostej (g) = <(1)> +1 (%) 1 przecina prostg o réwnaniu ( ) < > (%) pod katem
30°.
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ZADANIA

6.3 WYZNACZNIK

Wyznacznik. Znakowana objeto$¢ rownoleglo$cianu i czworoscianu. Orientacja trojki wektoréow. Roz-

winiecie wyznacznika wzgledem dowolnego wiersza/kolumny. Nieréwnos$¢ polprzestrzeni. Znakowana

odleglosé¢ punktu od plaszczyzny. Wzory Cramera.

CWICZENIA

1.

Oblicz objetos¢ réwnolegloscianu oraz objetosé czworoscianu rozpietego przez wektory (

(1) (1)

WO

).

. Sprawdz, ktéra trojka wektoréw jest zorientowana dodatnio, a ktéra ujemnie:

@ (3)- () (1) ® () (1) (1) @ (1)) ()

3. Oblicz wyznacznik kazdej z ponizszych macierzy.
31 -1 1 1 -1 2 -1 0 -1 3 2
2 1 0 1 -1 1 0 4 2 1 0 4
0 3 -2 -1 1 1 1 1 1 0 3 6
a 0 0
4. Oblicz wyznacznik macierzy diagonalnej [0 b 0
0 0 ¢
5. Ustal czy punkty (%) i (i) leza po tej samej stronie plaszczyzny o rownaniu 3z — 2y +
z—1=0
6. Rozwiaz metoda Cramera te sposréd ponizszych uktadéw réwnan, ktére maja niezerowy
wyznacznik gtéwny:
20 —y—z=4 3r+2y+2=5 r—2z=1
3r+4y —2z=11 20 +3y+2=1 —z+2y+z=2
3z —2y+4z=11 dx+y+2z=9 3r+y—22=2
ZADANIA

1.

2.

3.

—Om

Oblicz objetosé czworo$cianu o wierzchotkach A = ( ), B = G), C = <§>, D = <
oraz pole jego Sciany ABC.

Jak zmieni sie¢ wyznacznik macierzy 3 x 3, gdy:

(a) cyklicznie zamienimy jej kolumny,

(b) cyklicznie zamienimy jej wiersze,

(c) wszystkie wyrazy macierzy przemnozymy przez t,

(

d) zmienimy znak wszystkich wyrazow macierzy.

Oblicz wyznaczniki nastepujacych macierzy:
1 20 1 -1 1 3 20 11 1
4 1 5], 1 1 1], 11 17, 1 2 4
3 20 2 -2 2 4 1 7 1 39
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10.

a
. Oblicz wyznacznik macierzy gérnotrojkatnej | 0
0

7 . . e . 1 1 2
. Przedstaw wektor ( 11) w postaci kombinacji liniowej wektoréw ((1)), (1 ), (1 )

259

(BSOS
SRS

1 0

. Dowiedz sie, na czym polega metoda obliczania wyznacznika 3 x 3 zwana schemat Sarrusa

i sprawdz, ze jest ona zgodna z przyjeta w tym skrypcie definicja wyznacznika.

p

1 3
. Dla jakich wartosci parametru p wektory ( 2 ), (p—2 ), (—21> s3 liniowo niezalezne?

P+ 1

. . R . 1 p 3 .
. Przedstaw wektor (2) w postaci kombinacji liniowej wektoréw (p—QH ) , (p—2 ) , (—21 ), gdzie

1
parametr p przyjmuje jedng z takich wartosci, dla ktérych powyzsza tréjka wektoréow jest

liniowo niezalezna.

. *Uzasadnij, ze dodanie lub odjecie dowolnej krotnosci jednej kolumny macierzy 3x3 od innej

kolumny tej macierzy nie zmienia wyznacznika. Wykorzystaj te wtasnos¢ do sprowadzenia

1 1 1
macierzy [ 1 —1 1| do macierzy gérnotréjkatnej o tym samym wyznaczniku.
0 1 1

*Uzasadnij, ze dodanie lub odjecie dowolnej krotnosci jednego wiersza macierzy 3 x 3 od
innego wiersza tej macierzy nie zmienia wyznacznika.
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7.1 PRZEKSZTALCENIA LINIOWE I AFINICZNE

Przeksztalcenia afiniczne i liniowe R3. Izometrie R®. Przyktady przeksztalceri liniowych R? — R, R? —
R? R — R3, R? — R3.

CWICZENIA
1. Ustal, kiedy nastepujace przeksztalcenie afiniczne jest przeksztalceniem liniowym:
(a) obrot wokot proste;j (b) odbicie wzgledem plaszczyzny
(¢) odbicie wzgledem prostej (d) jednoktadnosé
(e) rzut na plaszczyzne (f) rzut na prosta
(g) translacja (h) symetria srodkowa

2. Ustal, ktore z przeksztalcen z éwiczenia 1 sa izometriami. Kiedy sa one izometriami linio-
wymi?

3. Napisz macierze nastepujacych przeksztalcen liniowych:
(a) przeksztalcenie zerowe,
(b) przeksztalcenie identycznosciowe,

(c) jednoktadnosc o skali 2 i srodku O.

4. Napisz wzory nastepujacych przeksztatcenn afinicznych:

(a) translacja o wektor @)),

(b) odbicie wzgledem osi Oz,

(c) odbicie wzgledem osi Oy,

(d) odbicie wzgledem ptaszczyzny Oxy,
(e) odbicie wzgledem ptaszczyzny Oyz,
(1)

(8
(h

(

i) powinowactwo prostokatne o skali 2 wzgledem ptaszczyzny Ozz,

symetria $érodkowa wzgledem punktu O,

) jednoktadnosé o érodku O i skali —2,
)

jednoktadnoéé o érodku O i skali %,

. . L . . 2
(j) powinowactwo écinajace o plaszczyznie Ozy i wektorze < ! )

W przypadku przeksztalcen liniowych, podaj macierz przeksztalcenia.

5. Napisz macierze nastepujacych przeksztalcen liniowych:
(a) rzut (prostokatny) na plaszczyzne o rownaniu x + y + 3z = 0,
(b) odbicie wzgledem plaszczyzny o rownaniu x +y + 3z = 0,

(¢) powinowactwo prostokatne wzgledem ptaszczyzny o rownaniu x4y + 3z = 0 i skali —2,
6. Napisz macierze nastepujacych przeksztalceni liniowych:

(a) rzut (prostokatny) na prosta o réwnaniu (g) =t (%) + ((?),

(b) odbicie wzgledem prostej o réwnaniu (é) =t (%) + (§>
7. Napisz w postaci F'(X) = AX + v wzory nastepujacych przeksztatcen afinicznych:
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(a) symetria srodkowa o srodku S = <;11>,

(b) jednoktadnosc o srodku S = (%) i skali k = —3.

8. Napisz macierze nastepujacych przeksztalceni liniowych:
(a) F:R3 — R, gdzie F(X) to znakowana odlegtos¢ X od plaszczyzny 22 — 3y + 4z = 0,
(b) F: R3 — R, gdzie F(X) = X o (é)

(c) F:R? = R? gdzie F(X) = X x (é)
(d) F: R 5 RS, gdsie F((5)) == (3) + (1),
(e) F : R® — R, gdzie F(X) to znakowana objeto¢ réwnolegloscianu rozpietego przez

wektory (X, ((1)) ) (%))

1

ZADANIA
1. Napisz macierz:
(a) symetrii wzgledem plaszczyzny 4o — 3y + 2z = 0,

b) rzutu na plaszczyzne 4x — 3y + 2z = 0,

y+2 _
5 =

?

DoJ

(

.. s ox—1
(c) symetrii wzgledem prostej 5= =
(

d) rzutu na prosta mTfl 5 =

2. Napisz w postaci F(X) = AX + v wzory nastepujacych przeksztatcen afinicznych:

(a) translacja o wektor (i), (b) odbicie wzgledem plaszczyzny y = 3,
(¢) odbicie wzgledem prostej z =y =1, (d) symetria srodkowa wzgledem punktu ( é ),
(e) jednoktadnosc o srodku @) i skali 3, (f) powinowactwo prostokatne wzgledem plasz-

czyzny y = 3 i skali 4,
(g) powinowactwo §cinajace o plaszczyznie

r = 2 1 wektorze (?)

3. Niech 7 bedzie plaszczyzna o rownaniu 2z —y+2z+1 = 0. Napisz w postaci F'(X) = AX +v
wzory nastepujacych przeksztatcern afinicznych:

(a) rzut (prostokatny) na plaszczyzne T,
(b) odbicie wzgledem ptaszczyzny T,

(c) powinowactwo prostokatne o skali —2 wzgledem plaszczyzny .

4. Niech ¢ bedzie prosta o r6wnaniu parametrycznym (g) =1 (%) + ((1)) Napisz w postaci
F(X) = AX + v wzory nastepujacych przeksztalcen afinicznych:

(a) rzut (prostokatny) na prosta ¢,

(b

(

¢) powinowactwo prostokatne o skali —2 wzgledem prostej /.

)
)

odbicie wzgledem prostej £,
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262 ZADANIA

5. Napisz w postaci FI(X) = AX + v wzér rzutu ukosnego na plaszczyzne o rownaniu x + y +
z 4+ 1 =0 w kierunku wektora (é)

6. Napisz w postaci F'(X) = AX + v wzor powinowactwa $cinajacego o plaszczyznie 2x — y +
2z — 1 =101 wektorze ( 0 )

1
7. Znajdz rzut (prostokatny) punktu ( 21> na plaszczyzne o rownaniu x +y+ 2+ 1 =0, a

. 1 .
nastepnie punkt symetryczny do punktu ( _21) wzgledem tej ptaszczyzny.

8. Znajdz rzut (prostokatny) punktu (§> na prosta (g) =t (%) + (é), a nastepnie punkt
symetryczny do punktu ((?) wzgledem tej prostej.

9. Napisz macierze nastepujacych przeksztalceri liniowych:
(a) F:R? — R, gdzie F(X) to znakowana odlegto$¢ X od plaszczyzny Az + By +Cz =0,
(b) F: R3 — R, gdzie F(X) = X o (2’)

(c) F: RS — R, gdaie F(X) = X x (),

g
a d

(@) F R = B, gdzie F((3)) == (8) +y<]§),

(e) F : R® — R, gdzie F(X) to znakowana objetoé¢ réwnolegloécianu rozpietego przez

wektory (X, (g) ) (§>>

10. Dla kazdego z przeksztalceri z poprzedniego zadania ustal, czy jest ono:

(a) roznowartosciowe, (b) ,na” (c¢) odwracalne.
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7.2 MACIERZE 3 x 3

Macierz przeksztatcenia liniowego. Addytywnos$¢ i jednorodnos$é przeksztalcen liniowych. Skladanie
przeksztalcen liniowych. Geometryczna interpretacja wyznacznika macierzy przeksztalcenia. Macierz
izometrii. Macierz odwrotna.

CWICZENIA

1. O przeksztalceniu liniowym F : R?* — R3 wiadomo, ze dla pewnych wektoréw w i v zachodzi
F(u) = (z) oraz F(v) = (?)) Oblicz F(u +v), F(u—wv) i F(4u + 2v).

OO

).

2. Znajdz macierz przeksztalcenia liniowego F : R? — R3 przeprowadzajacego punkty (
0\ . /[0 C 1 2\ . (4
<(1)) i ((1)) odpowiednio na punkty (%), ((1)) i <%>

3. Wyznacz (bez zadnych rachunkow) obrazy wersoréw oraz macierze nastepujacych prze-
ksztatcen liniowych R3:

(a) symetria srodkowa wzgledem O, (b) odbicie wzgledem osi Oy,
(c) odbicie wzgledem ptlaszczyzny Oxz, (d) obrot o 90° wokot Oz,
(e) jednoktadnosé o srodku O i skali 2, (f) rzut na plaszczyzne Oyz.

4. Wyznacz (bez zadnych obliczen) wszystkie punkty stale kazdego z przeksztalceni z poprzed-
niego ¢wiczenia oraz przeksztalcenia odwrotne do tych przeksztalcen (o ile istnieja).

5. Znajdz macierze przeksztatcen liniowych F o G, Go F oraz F~'i G™1, gdzie:

101 310
FX)=[0 2 1|Xx, gx)=(2 0 4|x
130 111

6. Ile jest takich przeksztatcen liniowych F : R? — R3, ktoére punkty (%), ((1)) i (%) prze-

ksztalcaja odpowiednio na punkty @), (é) i (%)? Znajdz je wszystkie.

7. Znajdz macierz odwrotna (o ile istnieje) dla kazdej z ponizszych macierzy. Sprawdz (wyko-
nujac odpowiednie mnozenia), ze faktycznie sa one macierzami odwrotnymi:

31 -1 1 1 -1 2 -1 0 -1 3 2
21 0 1 -1 1 0 4 2 1 0 4
0 3 -2 -1 1 1 1 1 1 0 3 6
8. Rozwiaz nastepujace rownanie macierzowe:
0 3 2 x 3
1 0 4 y|=1-1
0 3 6 z 2

9. Rozstrzygnij ktora z ponizszych macierzy jest macierza izometrii. Czy zachowuje ona, czy
tez zmienia orientacje? Wyznacz macierz do niej odwrotna.

12 2 12 2
L PRI

3 % 2 LA T
3 3 3 3 3 3
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ZADANIA
1. O przeksztalceniu liniowym F : R?* — R3 wiadomo, ze dla pewnych wektoréw w i v zachodzi

FBu+v) = (é) oraz F(u+v) = ((1)) Oblicz F(u), F(v) i F(u+ 2v).

2. Wyznacz obrazy wersoréw oraz macierze nastepujacych przeksztatcen liniowych R3:
(a) symetria wzgledem plaszczyzny y + z = 0,
(b) rzut (prostokatny) na plaszczyzne y = x,
(c) symetria wzgledem proste;j (g) =t <(1)>,

(d) rzut (prostokatny) na prosta (g) =t <(1)),

(e) rzut ukosny w kierunku wektora (i) na ptaszczyzne Oxy.

3. Przeksztatcenie F : R3 — R3 to obrét o 120° wokét prostej # = y = 2. Znajdz obrazy
wersor6w przez F' oraz napisz macierz F'.

4. Dane jest przeksztatcenie liniowe F', takie ze F((é)) = (—11), F(((i))) = (?) oraz
F(

1

F()

-3
F((?)) = ( 2 ) Korzystajac z addytywnoéci i jednorodnosci F' wyznacz

. C 1 3 1
5. Znajdz przeksztatcenie liniowe F : R? — R3, ktore punkty (%), ((1]) oraz (({) przepro-
. . 1 0y . . . . . . .
wadza odpowiednio na (8)’ (%) i (%) Sprobuj zrobié to rozwigzujac jedno réwnanie
macierzowe.

6. Znajdz wszystkie punkty state przeksztalcenia F : R? — R? danego wzorem:
2 0 2 1

FIX)=(1 1 1|X+1{0

010 0

7. Wyznacz macierze A i B spelniajace ponizsze rownania macierzowe:

8. Sprawdz, ktore z ponizszych przeksztatcen liniowych R? zwiekszaja objetosci, ktore zmniej-
szaja objetodci, ktére zachowuja orientacje i ktére zmieniaja orientacje.

1 2 1 1 0 1 2 0 1
(@) FX)=(0 -3 1 ]|X, bGX)=|0 -3 0]X, (¢)HX)=|0 1 1 |X.
0 0 -1 1 0 1 31 —1

9. Podaj przyktad przeksztalcenia liniowego F' : R? — R3 oraz punktu, ktorego przeciwobraz
przez przeksztalcenie F' jest:

(a) zbiorem pustym(b) punktem, (c) prosta, (d) plaszczyzng, (e) R3.
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10. Wyznacz (bez zadnych rachunkow) przeksztatcenia odwrotne do nastepujacych przeksztat-

11.

12.

13.

14.

cen afinicznych R? lub uzasadnij, ze przeksztalcenie odwrotne nie istnieje:

(a) translacja o wektor v, (b) rzut (prostokatny) na plaszczyzne m,
(c) odbicie wzgledem ptaszczyzny T, (d) symetria srodkowa o srodku S,
(e) obrot o kat 6 wokot prostej £, (f) rzut (prostokatny) na prosta ¢,
(g) odbicie wzgledem prostej ¢, (h) jednoktadnosc o srodku S i skali k& # 0,
( (

i) przeksztalcenie state, j) przeksztalcenie identycznosciowe.

Znajdz takie przeksztalcenie afiniczne, ktore jest odwrotne do przeksztalcenia F : R? — R3
0 WzorzZe:
1 21 1
F(X)=10 1 3|X+ (1
0 0 4 1
Wyznacz wzory przeksztalcen afinicznych F o G oraz G o F, gdzie:
1 01 1 1 11
FX)=(0 1 2|X+|0|], GX)=[(01 2|X
3 01 2 300

Uzupelnij ponizsza macierz do macierzy izometrii (na wszystkie mozliwe sposoby):

* woNow|—
* Wl—WIN
Ll

Wyznacz przeciwobrazy punktéw (

OO
N——
/N
oo
N——
—-
/N
—OoO

) przez nastepujace przeksztatcenia afi-
niczne R3:

(a) rzut (prostokatny) na plaszczyzne Oxy,

(b) rzut (prostokatny) na o$ O,

110
(c) przeksztatcenie F: R? — R3 o0 wzorze F(X)= (1 1 0] X,
0 01
1 10 1
(d) przeksztatcenie G : R® — R3 o wzorze G(X)= [0 1 0| X+ | 1],
0 0 2 1
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8.1 WARTOSCI WEASNE I WEKTORY WELASNE

Wartosci wtasne i wektory wtasne. Wielomian charakterystyczny.

CWICZENIA
1 1 1 1 3.0 =3
1. Sprawdz, ktore z wektorow ( 1 ) , (8 ) , < 0 ) , ( 2 > sa wektorami wlasnymi macierzy [0 4 —4
0 -2 2

Dla jakich wartosci wlasnych?

2. Wyznacz wartosci wlasne oraz wektory wtasne nastepujacych macierzy:

3. Znajdz (bezposrednio z definicji) wszystkie wartosci wlasne i wektory wlasne symetrii §rod-
kowej o srodku O, przeksztalcenia zerowego oraz przeksztatcenia identycznosciowego.

4. Wyznacz wektory wiasne i wartoéci wlasne nastepujacych przeksztalcer R3:
. 1
(a) obrot wokot prostej (g) =t (%),

(b) rzut prostokatny na plaszczyzne o réwnaniu x + y + z = 0.

5. Wyznacz wektory whasne i wartodci wtasne nastepujacych macierzy:

3 0 0 2 -5 5
0 2 =2 1 -4 5
0 -1 1 1 -1 2

ZADANIA

1. Wyznacz wektory wlasne i wartosci wlasne nastepujacych przeksztatceri R3:
(a) symetria wzgledem plaszczyzny o rownaniu 2x 4+ 3y — z = 0,
(b) powinowactwo prostokatne wzgledem ptaszczyzny o roéwnaniu 2z +y + 2z = 0 i skali —2,

(¢) rzut ukosny na ptaszczyzne o rownaniu x 4+ 2y — 4z = 0 w kierunku wektora @)

a b c
2. Wyznacz wielomian charakterystyczny, wartoéci wlasne i wektory wlasne macierzy |0 d e
0 0 f

(zwanej macierza gornotrojkatna).

3. Jakie (rzeczywiste) wartogci wlasne moze mieé¢ izometria liniowa R3? Podaj wszystkie
mozliwosci i kazdg zilustruj przyktadem.

4. Wyznacz zespolone wartosci wlasne oraz zespolone wektory wlasne macierzy obrotu o kat
0 wokot osi Oz.

5. Uzasadnij, ze wielomian charakterystyczny macierzy A rozmiaru 3 X 3 ma postaé x4(\) =
—\3 4+ aX? + b\ + ¢, gdzie a = tr A oraz ¢ = det A.
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. Wartosciami wtasnymi macierzy A = <CCL d> sa A1 1 Ag. Znajdz, wielomian charaktery-

QU O

p 0
styczny oraz wartosci wtasne macierzy B= [0 a
0 c

. Macierz A rozmiaru 3 x 3 spenia warunek A3 = A. Jakie wartosci wlasne rzeczywiste, a
jakie wartosci wlasne zespolone moze mieé¢ ta macierz?

. Uzasadnij, ze wielomian stopnia 3 o wspo6tczynnikach rzeczywistych nie moze mieé¢ podwdoj-
nego nierzeczywistego pierwiastka.

. Uzasadnij, ze jezeli A to macierz 3 x 3 majaca jedna warto$¢ wtasng A, a zbior wektordéw
dla tej wartosci wtasnej to cata przestrzen, to A = AI.
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8.2 DIAGONALIZACJA MACIERZY

Diagonalizacja macierzy. Zastosowania diagonalizacji (potegowanie macierzy, wyznaczanie macierzy prze-

ksztalcenia liniowego, rozwiazywanie rekurencji liniowych). Twierdzenie spektralne.

1. Zdiagonalizuj nastepujace macierze:

-1 11 3 -1 -1 9 -9 -1 T =7 =3
0 10 4 0 =3 3 -1 -1 2 0 =2
-6 3 4 1 -1 1 2 -4 4 -1 -1 5

2. Oblicz nastepujaca potege macierzy (gdzie a, b, ¢ to parami rézne liczby rzeczywiste):

n

o O 2

10
b 0
0 ¢

3. Znajdz macierz o warto$ciach wtasnych 1, 2, —1 i odpowiadajacych im wektorach wtasnych
(2)- (1) (2):
0 1 2

4. Wskaz kilka roznych przyktadow macierzy, ktore diagonalizuja sie (i to bez uzycia liczb
zespolonych). Wykorzystaj twierdzenie spektralne.

ZADANIA

1. Oblicz nastepujace potegi macierzy:
-1 1 1\" -1 0 0\" 77 =3\ "
0 10 -2 11 2 0 -2
-6 3 4 0 0 2 -1 -1 5

2. Rozwiaz nastepujaca rekurencje:

apg = 2, al = —2, ag = —4
(n+3 = 20p42 + Ang1 — 2an,

3. Uzasadnij, ze jesli macierz ma trzy niewspodiptaszczyznowe wektory wtasne dla tej samej
wartosci wlasnej, to jest macierza diagonalng.

4. Uzasadnij, ze jedli D jest macierzg diagonalng, ktérej wyrazy na przekatnej sa pierwiastkami
stopnia n z 1, to macierz A = PDP~! spelnia warunek A" = I.

5. Wykorzystujac poprzednie zadanie, wskaz duzo przykladéow takich macierzy A, ze A% = 1.

6. **Uzasadnij, ze jesli A = PDP~! jest diagonalizacja macierzy A o rozmiarach 3 x 3, to
(QP)D(QP)™! jest diagonalizacja macierzy QAQ ™!, gdzie Q jest dowolng macierza 3 x 3.
Wywnioskuj stad, ze zespolone wartosci wlasne dowolnego obrotu o kat 6 wokot prostej sa
takie same jak wyliczone w poprzednim zadaniu.
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9.1 NOWY UKEAD WSPOERZEDNYCH

Nowy uklad wspotrzednych w R3. Macierz zamiany wspolrzednych. Réwnania plaszczyzny i prostej w

nowych i starych wspoétrzednych. Macierz przeksztalcenia w starych i nowych wspoétrzednych. Macierz

obrotu woko! prostej w R3.

CWICZENIA

1.

.Wektory< ) ( ) g

Zapisz w postaci X ' AX, gdzie X = (g), za$ A jest macierza symetryczna, nastepujace
wielomiany kwadratowe trzech zmiennych:

(a) 22 + 22y — 3yz + 3y? + 22

(b) 3zy + byz — 2zx

(c) 322 4+ 4y?® + 722 + 2zy + 8yz + 627

. Wektory e} = (é), e = <(1)> ey = (?) sa wersorami nowego ukladu wspotrzednych.

Narysuj nowy uktad wspolrzednych (nie jest to uktad prostokatny!) i zaznacz wektory e,
e, €5, €} + e + 4. Jakie sa nowe wspoélrzedne ostatniego z tych wektorow? Jakie sa jego
stare wspolrzedne?

) sa wersorami nowego uktadu wspoétrzednych. Jakie wspolrzedne

)

maja wektory ( ), <

N—=O

) w tym nowym ukladzie?

. Wektory ¢} = (%), e = ((1)), ey = (%) sg wersorami nowego ukltadu wspotrzednych.

-1
Znajdz stare wspohrzedne wektorow v i w, dla ktorych [v]nowy = <%> i [w]howy = ( 2 )

ZADANIA

1.

Wprowadzajac nowy uktad wspoélrzednych napisz diagonalizacje macierzy nastepujacych
przeksztalcen:

(a) symetrii wzgledem plaszczyzny 2z + 3y — 2z = 0,

b) rzutu na plaszczyzne 2z + 3y — z = 0,

(
(c) symetrii wzgledem prostej § = % = 2,
(

d) rzutu na prostg § = § = 2.

. Napisz macierz obrotu o kat 45° wokot prostej z = £ = 2. Uwaga: sg dwa takie przeksztal-

27 2
cenia (w zaleznosci od kierunku obrotu). Znajdz macierze obydwu z nich.

. Dane sg punkty A = @), B = (é), C= (?). Napisz macierz przeksztatcenia liniowego

F, dla ktorego F(A) = B, F(B) = C, F(C) = A. Wskazowka: wprowadz nowy uktad
wspotrzednych, gdzie wersorami beda A, Bi C.

. Napisz macierz przeksztalcenia liniowego F', dla ktorego F(u) = 2u, F(v) = w, F(w) =

gdzie u = (D, v = (%), w = (El))). Wskazowka: wprowadz nowy uktad wspotrzednych.

. Napisz macierz przeksztalcenia liniowego F', dla ktorego F'(u) = u + v, F(v) = w + 2u,

Fw) =u+ v+ w, gdzie u = ((?))’ v = (D, w = < %1) Wskazowka: wprowadz nowy
uktad wspo6trzednych.
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6. Znajdz obrazy wektoréw 2u + 3v — 2w i 4u — v — w przez przeksztatcenie F' z poprzedniego
zadania. Wskazéwka: uzyj macierzy przeksztatcenia w nowym uktadzie wspétrzednych.

7. Jak nalezy dobra¢ nowy uklad wspotrzednych, aby dane przeksztalcenie F : R? — R? w
nowym uktadzie mialo macierz diagonalna? Dla jakich przeksztalceni jest to mozliwe?
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Odpowiedzi

Rozdzial 0 — Zadania
l.(a)z=0,y=2z=1,(b)z=-5,y=2,2=1, (¢c) z =

N[
NS
Il
|
N[
0
Il
[N}

2a) z=-1L,y=1,2=0,t=1,b)a=1y=-1,2=2t=0, (c) x =0, y = -2,
s=2. =1
3.4 x45 x6

4.2,7,5, =2, =7
5W(z) =322 — iz +2
6.(x—2)%+(y+1)2=25

Wskazowka: Zacznij od przeksztalcenia uktadu 3 réwnan kwadratowych w uktad sktadajacy
sie z 1 réwnania kwadratowego i 2 réwnan liniowych.

7.(8), (), (), (5), ()
6 18

8.7 5 3
2.9 4

Rozdziat 1.1 — Cwiczenia
1.(a) (3), (9) oraz 317, (b) ('), (%) oraz 412, (c) (§), (§) oraz |z| i |yl.

2.AB= (), BC= (%), AC = (1)

4—i=(23), a4+ 0= (), d—7=(}),20+30=(1}), 40 - 35 = (|

W
W
SN—

6.(2)1 (%), (3)1($), ()i (2) oraz (§) i dowolny z pozostalych wektorow.
7)(DI= V5,15 =5, [(3)]=V5 () =0,1(5)]=3V5 () =1, [( 2)| = 2V5.
8.|AB| = /5, |BC| = V17, |CD| = 5, |DA| = V13, |AC| = 3v/2, |BD| = 4V/2.

9.Dowolny wektor wspotliniowy z w 1 majacy zwrot zgodny z u, np. v = (§).
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ODPOWIEDZI

10.(a) (= 2)2 + (y = 3)2 = 9, (b) (2 +5)* + (y — 1) = 4

11.(a) styczne zewnetrznie, (b) roztaczne wewnetrznie, (c) przecinajace sie, (d) roztaczne
zewnetrzunie.

Rozdziat 1.1 — Zadania
L(=2-(3)—(3) (5)=3-(3)—2-(3), ) =—(3) +(3)-

74a)(—3)1a(b)(1§)ivga(c)< 3) j IO

1
2
8.Dowolna liczba rzeczywista z przedziatu [3,7].

9. Wskazéwka: Zastosuj (wielokrotnie) regute przyktadania.

Sl

e
10.AC — i+ 4, BD =6 —ii, CA = —ii — &, DB = il — &
11.(a) D= (§) (b) C=(2).
12.Tak.

13. Wskazowka: Zastosuj (wielokrotnie) wzor na srodek odcinka.

14.P = (3), 5= (%)

15. Wskazéwka: Wprowadz uktad wspoétrzednych, gdzie érodkiem bedzie srodek prostokata,
a boki beda réwnolegte do osi.

16.

Rozdzial 1.2 — Cwiczenia

L(a) (3'), () (1)-

2.(a) np. 62 —4y+14=0, -3z +2y—7=0, (b) np. (5) =t (§)+ (1), () =t(3)+(3).
3.(a) np. () =t(3)+ (1), (b)mp. (3) =¢(2)+ ('), () mp. (3) =t(3)+ (1)
4.() 22 +y—3=0,(b) 20 —y—5=0,(c) z —y+3=0,

5.(a) (y)=t(5')+ (%), (b)2r+y—13=0.

6.(a) (3) =t (4)+(}), (b) 20 +3y —8=0.
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5.Punkt o wspolrzednych x = :1’,:4513 iy = 351a (w przypadku gdy o # %) W przypadku

gdy a = % proste te sa rézne i réwnolegte.

6. Wskazowka: Rozwaz tréjkat prostokatny, ktérego przyprostokatne sa réwnolegte do osi
uktadu wspo6trzednych.

Rozdziat 1.3 — Cwiczenia
1.4(u,v) = 90° (kat prosty), Z(v, w) = arccos (—@) (kat rozwarty), Z(w, u) = arccos (%)
(kat ostry).

2 (1) — (ﬂcos45°) (71) — (ﬂcosl35°>
Y V2sin45° )7 \ 1 V2sin135° )’

4.(a) 2 (znakowana: —3), (b) 0, (c) 10%@ (znakowana: —I—%).

SN
(SN[

(SN
oL

(SIS

5.(a) dz+y—T=0i () =t (L) +(}), B) z—dy+11 =01 (5) =t (1) + (3)-
6.(a) dx +5y —13 =0, (b) bz —4y — 6 =0.

7.(a) (3) =t (1) +(3), (b) () =t () + (3)-

8-pv(u) =

[SIEYNIISY

‘ ),puw) —(3)

9.Kazda liczba z przedziatu [—15,15].

Rozdziat 1.3 — Zadania
1./BAD = 90°, Z/CBA = arccos% (kat ostry), ZDCB = arccos% (kat ostry),
ZADC = arccos(—%) (kat rozwarty),

2.(a) prostokatny (kat prosty przy wierzchotku B), (b) ostrokatny, (c¢) rozwartokatny (kat
rozwarty przy wierzchotku C').
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ODPOWIEDZI

3.(a) AB: x4+2y—5=0,BC: 3zt —y—8=0, CA: 2z — 3y +4=0.
)

10 > 13 >
c) AA z+3y—7=0,BB": 3x+2y—11=0,CC": 2z —y—4=0.

19
o (%)
7
1 25 3
4.4 = <i’1§>,3': <;g>,0’: <f§>
10 13 5

5.(a) arccos g, (b) arccos V10

(
(
(

6.3

_s _6
7.Rzut wektora to < 90 ) Rzut punktu na prosta to ( 7 )
5

o

8.(a) prosta przecinajaca okrag, (b) prosta roztaczna z okregiem, (c) prosta przecinajaca
okrag.

9.(a) 4, (b) 24, (c) 32.
10.(a) 2+2y—3=0,(b) 2z —y+4=01lubz+2y —3=0.

11.Wektor (1) (lub jakakolwiek jego niezerowa wielokrotnoé¢), prosta (y) =¢(3).

—
12. Wskazéwka: Oblicz iloczyn skalarny C A o C@ i wykorzystaj réwnanie okregu.

13. Wskazowka: Zastosuj wlasnosci z Faktu 1.30 (podobnie jak w dowodzie twierdzenia
cosinusow).

(a) iloczyn skalarny wektoréw wyznaczonych przez przekatne réwnolegtoboku = réznica
kwadratéw dtugosci bokdw,

(b) suma kwadratow dtugosci przekatnych réownolegtoboku = suma kwadratow dlugosci
czterech bokow.

Rozdzial 1.4 — Cwiczenia
1.(a) =3, (b) 11, (c) —10.

2.(a) dodatnia, (b) ujemna, (c¢) dodatnia, (d) ujemna.

=
g
)
.
@
[a
=
2.
w0
=
=
]
=
=.
¢]
el
=
=]
2]
=+
2.
—
]
N
&
—~
=
SN—
—
=t
SN—
&
o
@]
[oR
=
i
aQ
.
2.
w0
=
=
=]
=}
=.
®
—~
wo
S~—
—~
wno
SN—
S
o
SN—

6.(a) z = %, y= %, (b) z = %, y = 3, (¢) uktad sprzeczny.

Rozdzial 1.4 — Zadania
1.(2), (32) i (1) powyzej, (%) ponizej.

2.3|ab — 3a — 2b|

3.(a) 9, (b) 34.
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4.(LH)=7(1) -3(3).
5.a=11ub a = 3.
6.(3), (3'), (7). ().

7.02). (7;; )

Rozdziat 2.1 — Cwiczenia
1.(a), (¢), (i) gdy O jest srodkiem obrotu/jednoktadnosci/symetrii, (b), (d)—(g) gdy punkt
O lezy na osi, (h) gdy wektor translacji jest zerowy (tzn. translacja jest identycznoscia).

2.(2) (50), () (59)-

oo

[evlen)

2 2

4.

@ F((5) = (51) () F((30) = (5, m(F) = (3.2)

© F((5) = () m(F) = (59) @ F () = (55).miP) = (3 %)
1 1

(©) F((5) = (5), m(F) = (3 %) @ )= (4 ) me=(21)

®) F((5) = (3, m(F) = (39) W F ()= () =GO )

0 FG)= (") = (D () 6) FG) = Gh) = (D)

5.

(@) 5(%7) () 5 (=35 (c) 5 (=6 ")

(@ & (%) ) (3'3) 0 (> )

) (5)7 (5)’ o (7)) (Do () (7) ()
) R e |

7.Wektor prostopadly do prostej ¢ (tzn. wektor normalny prostej).

8. Wskazéwka: Zauwaz, ze dla dowolnego punktu X, jego obraz X' jest taki sam dla obu
przeksztatcen.

Rozdzial 2.1 — Zadania
L(a) (7 5") X +(5): () (

V3 1 3_V3
B2 2)x+22
2 2 2 2

|
Lo
O
N

w
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(b) F(X) = (5 %) X + (%)

(a) F(X) = (59) X +(3)
(¢) F(X) = (3'7) X +(§)

)Jx+

> oraz (73)

3

2
1
2

8. Wskazéwka: Zauwaz, ze dla dowolnego punktu X, jego obraz X' jest taki sam dla obu

i) F(X)=(51)X+(7)
przeksztatcen.

(&) F(X)=(§9)X +(
4F(X)= (1 8)X+(3)

5.F(X) = <
7.<

(% 0) X+ ()

Rozdziat 2.2 — Cwiczenia

9.F(X) = ("¥*)

o), A-C

-7

(3

),3C —B+ A

(%3

1.2A+ B

(%)

), F(2u+ 3v)

™
1

= (1), Flu—v)

5.F(u+v)

r, 2019

Elsne
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9.Jedno: F(X)=(29)X.
10.Jedno: F(X) = ({2)X + (}).

11.Cwiczenie 4:

(a) brak (b) 0§ Ox (c) o$ Oy (d) punkt O (e) punkt O
(f) punkt O (g) 0§ Ox (h) o$ Oy (i) os$ Oz (j) os Oy
Cwiczenie 5: (a)—(d) i (f) prosta 2z +y = 0, (e) prosta x + 3y = 0.

Rozdziat 2.2 — Zadania

1.(a) pierwszy wiersz mnozy sie przez a, drugi wiersz mnozy sie przez b,
(b) pierwsza kolumna mnozy sie¢ przez a, druga kolumna mnozy sie przez b.

2.Kazdy wyraz macierzy jest mnozony przez a.

3.

a) do pierwszego wiersza dodawany jest drugi wiersz,

b) do drugiej kolumny dodawana jest pierwsza kolumna,
)

(
(
(¢) do drugiego wiersza dodawany jest pierwszy wiersz,

(d) do pierwszej kolumny dodawana jest druga kolumna.

4. Wskazowka: Wykorzystaj addytywnosé oraz jednorodnosé przeksztalcen liniowych.

5.F(u) = (2}), Fv) = (}), F(4u+3v) = ().

—~
8%
Ra®)
—
lo
—
N—"
—
|
S
N—
—~
R=
—_
|
S
SN—
—
on
<
/N
[
\/
7N
~_
7N

SN—— N[N0 =

—~
o
N~—
—~
O
S~—
—
==
~—
—~
[ev]es)
==
~—
)
o,
N2
o
M\HM‘S
()
SN—
TN NI
|
N[ —
o
S

9.Jedno: F(X) = (3 5) X +(3)

10.Zadanie 2:

(a) brak (b) prosta y = 2 (c) prostaz =3 (d) punkt (1)
(e) punkt (?) (f) punkt (?) (g) prostay =2 (h) prosta z =3
(i) prostay =2 j) prosta x =3

Zadanie 3: (a)—(d) prosta ¢
11.(a) prosta o réwnaniu z = —1, (b) (1), (¢) prosta o réwnaniu y = 2z.

12.
(a) obrot, jednoktadnosé, symetria srodkowa, przeksztalcenie stale,
(b)

(

¢) identycznosc.

odbicie, powinowactwo prostokatne, rzut prostokatny, rzut ukosny, powinowactwo $cinajace,
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14.(a) (1) (punkt staly), (b) —90°.
15.—2z + 4y + 5 = 0 (0§ odbicia to zbior punktow statych)

16. Wskazowka: Przeprowadz rachunek jak w Przykltadzie 9 w Rozdziale 2.1 dla punkty
P =(})ikata6.

Rozdzial 2.3 — Cwiczenia

(a) ( )= (571),

(b) ( 7)) = (So08)((5) = (7)),

() (TyoS2)((§)) = (5i) oraz (Se o T)((§)) = (57%),
(d) (So o To)(()) = (Z523) oraz (T, 0 So)((3)) = (Z513),
(€) (SooSa)(()) = (;=3) oraz (Sao So)((¥)) = (713)-

2.(a) Rispe, (b) Roe = 1d, (c) R_300.

3.Suma (skierowanych) katow sktadanych obrotow.

5.(a) G(X) = (1) X, v= (1),
(b) GX) = (1 1) X, v=(2),
() G(X) = (30) X, v=(3).

1.

2.(FoG)(X)=(55) X +(3),
(GoF)(X)=(%3)X + (1),
(FoH)(X)=("5.1)X+(9),
(HoF)(X)=({p3) X +(§)

3.2) G(X) = () X, u= (1),
(b) niemozliwe, )
c _ (14 u= | 2.
© 600 = (1) X u= ( 3)

4.D1(X) = (EQ) X, Da(X) = ({9) X+ (151), (D1oD2)(X) = (B 9) + (k). Ztozenie
bedzie translacja, jesli kl = 1.

5.54085p = T, 57 oraz SpoSy= T,

0) X, 5,(X) = (5K, (S, 0 S)X) = (44)X (obrot o —90°),
91 X (obrot o 90°).
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7.0dbicie wzgledem dowolnej prostej, symetria §rodkowa o dowolnym srodku, identycznosé.

8.(a) G=R_y, (b) G=S5i, (¢) G =Ty

=]
—~
=
S—
Pl

2 © Fo T< ,2>, gdzie F' to jednokladnogé o srodku O i skali 2,
1 -1

(b) T< 1) oFo T( 1) gdzie F' to odbicie wzgledem prostej o rownaniu z 4+ y = 0
0 0

(c) T(_1> oFo T( 1), gdzie F' to rzut (prostokatny) na prosta o rownaniu z +y =0
0 0

(d) T(_1> oFo T( 1) gdzie F' to powinowactwo prostokatne o osi z +y =0 i skali 3
0 0

10.R7 i RB, dla dowolnych A i B oraz 6.

11.Wektor prostopadly do obu prostych, o dlugosci réwnej podwojonej odlegtoéci miedzy
prostymi i zwrocie od [ do k (dla ztozenia Sy 0 S;) lub od k do [ (dla zlozenia S; o S).

12.Podwojony kat miedzy prostymi, skierowany od [ do k (dla zlozenia Sy o S;) lub od k
do [ (dla ztozenia S; o S).

Rozdziat 2.4 — nezenia
3
(! )(4 JEN

3
2.Zachowuja orientacje: < g

e

SIS
m\o:

SIS

) i (? _01). Zmienia orientacje: ( Qs

[SUVISIFS

o
[SUSSISS

SIS

3.
(a) obrot wokot 0, odbicie wzgledem prostej przechodzacej przez 0, identycznosé,

(b) obrot wokot punktu innego niz 0, odbicie wzgledem prostej nie przechodzacej przez 0,
translacja o niezerowy wektor,

(c) jednoktadnosc o srodku 0 i skali réznej od £1, powinowactwo prostokatne o osi przecho-
dzacej przez 0 i skali réznej od +1, powinowactwo Scinajace o osi przechodzacej przez
0, rzut (prostokatny lub ukosny) na prosta przechodzaca przez 0,

(d) obrot wokot punktu innego niz 0, odbicie wzgledem prostej nie przechodzacej przez 0,
translacja o niezerowy wektor, jednoktadnosé o srodku innym niz 0, powinowactwo pro-

stokatne o osi nie przechodzacej przez 0, powinowactwo Scinajace o osi nie przechodzacej
przez 0, rzut (prostokatny lub ukosny) na prosta nie przechodzaca przez 0,

(e) jednokladnos¢ o skali roznej od +1, powinowactwo prostokatne o skali roznej od +1,
powinowactwo $cinajace, rzut (prostokatny lub ukosny).

4.7Zachowuje orientacje.

Rozdziat 2.4 — Zadania

3 4 3 _4 3 4 3 _4 V2 V2 V2 V2 V2
LD (15 ) (1) () (B0 (B s ) (2 %) (0
575 5 5 “5 5 - 2 2 Y2 _y2 _y2

2.(a) obrot o —45°,
(b) odbicie wzgledem prostej = + (1 — v/2)y = 0,
(c) odbicie wzgledem prostej z — 2y = 0,
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(d) odbicie wzgledem prostej x = y,
(e) obrot o 90°.

3.

a) jednoktadnos¢ o skali roznej od +1,

(

b) dowolne przeksztalcenie o macierzy A, ktora nie jest macierza izometrii, ale det A = +1,
Q

(

:I:l(]).

c) przeksztalcenie o macierzy (£

SIS
(ST
ST

4.(01) oraz <
5.(a) zmienia pole i orientacje, (b) zachowuje pole, zmienia orientacje, (¢) zachowuje pole i

orientacje.

6.
(a) rownoleglobok rozpiety przez wektory (3)i (%),

b) réwnolegltobok rozpiety przez wektory (2) i _0;
(b) g piety p v (§ 1

[SHFMES

)

Pole rownolegtoboku jest zawsze réwne wartosci bezwzglednej wyznacznika macierzy.

3
(c) rownolegtobok rozpiety przez wektory <54> i <

5

7. Wskazowka: Ustal, czy to zlozenie zachowuje orientacje, czy ja zmienia.

8.Ztozenie przeksztalcenia zachowujacego orientacje z przeksztatceniem zmieniajacym orien-
tacje zmienia orientacje.

9.Zachowuje, jedli skala jest dodatnia, a zmienia, jedli skala jest ujemna.

10. Wskazowka: Zastosuj twierdzenie o klasyfikacji izometrii liniowych ptaszczyzny.
Dla izometrii nieliniowych te fakty nie sa prawdziwe.

11.
12.7 =T,

Rozdziat 2.5 — Cwiczenia

1.

(a) (23° =24) (b) (13) (c) (23)

(d) (1) (e) (2)

2.

(a) T4t () 3 (c) 11

(d) () (e) 8

3.

(a) prosta 2z—3y—2v/13 = (b) prosta 2z +y—4 =10 (c) prosta 2z +3y—2=0
0

(d) 2 (e) 1

4.
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(a) rzut na prosta i dowolny punkt nie lezacy na tej prostej, przeksztatcenie zerowe i punkt

rézny od 0,
(b) dowolne przeksztatcenie odwracalne i dowolny punkt,
(c) rzut na prosta i dowolny punkt na tej prostej,

(d) przeksztatcenie zerowe i punkt 0.

6.
(a) prosta x = 1 oraz zbior pusty

(b) punkt (1) oraz punkt (%)

(¢) punkt (9) oraz punkt ()

(d) zbior pusty oraz prosta x +y—1=10

7.
(a) roznowartosciowe i ,na” (b) réznowartoséciowe i ,na”
(c) nie jest ani réznowartosciowe, ani ,na” (d) nie jest ani réznowartosciowe, ani ,na”

Rozdzial 2.5 — Zadania

1.

(a) (vome vae ) (b) (g1 3a2) (c) (vrv2)
(d) (¢) (e) (a)

2.

(a) \/% (b) %(fh + a») (c) v1 + v2

3.

(a) prosta ax + by =0 (b) prosta X =t (gi)
(c) prosta X =t (722) (d) -

(e) 0, jesli a # 0 lub R?, jesli a = 0

4.Punkt 0, jesli (§) # () oraz cala dziedzina R, jesli (§) = ().
5.
(a)

6.

—~

i) (b) (1) () (3) (d) (%)

(a) prosta  —y = 0 oraz prosta x —y —2 =0
(b) punkt (1) oraz punkt ()
(c) prosta 2x + 2y — 1 = 0 oraz zbiér pusty

1
(d) punkt < 3 ) oraz punkt (g)

1
6
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7.

(a) jest roznowartosciowe i ,na” (b) nie jest ani réznowartosciowe, ani ,na”
(c) nie jest ani réznowartosciowe, ani ,na” (d) nie jest roznowartosciowe, jest ,na”
(e) jest roznowartosciowe, nie jest ,na”

8.

9.

Rozdziat 2.6 — Cwiczenia

11 5 —2 2 -1 r 4
1 3 5 5
(1) 62 GG Y)

3.(52)

(1) G () anay

5.

@ (5)=() o) (5) = (%) @@ =(%)
6.

7.
2 5
@F=@x W= (A )x  @rm=(%)x
17 17
V2 V2 V2 V2 3 4 01
s( B2 (2 a)(h) o e
7 3 3 % 50
Rozdzial 2.6 — Zadania
~14 5
LA=1(12%),B=3| 9 =3|,Cc=1(%))
—23 8
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6.

(a) translacja o wektor —v, (b) nie istnieje,

(c) odbicie wzgledem prostej ¢, (d) symetria srodkowa o srodku S,

(e) obrot o kat —6# wokot punktu S, (f) jednokladnosé¢ o srodku S i skali 7,

(g) powinowactwo prostokatne o osi £ i skali (h) powinowactwo Scinajace o osi £ i wek-
%, torze —v,

(i) nie istnieje, (j) przeksztalcenie identycznosciowe,

(k) nie istnieje.

7. Wskazowka: Ustal znak wyznacznika macierzy przeksztalcenia F~1.

8.Zmniejsza 2 razy.

10.

11. Wskazowka: Uzyj wzoru na transpozycje iloczynu macierzy.

12.Tak.
13.Nie.

Rozdzial 3.1 — Cwiczenia

L(4). (§).

2.

a) #* =2, V21 —v2, ((vaine) 1 ((v2-1)e),
c) w? —4x+3,1i3, (%)i(2),
d) $2 —4$+47 27 (%)7

) ‘TQ —6$+9, 37 (6)7

) 2

a? —br—14, =217, (%) i (¥).

e

(
(
(
(
(
(f

3.z —a)(z—b),aib, (§)i(}).

4.5 i kazdy wektor oraz 1 i kazdy wektor.

5p>—1

6.

(a) obie dodatnie, (b) jedna dodatnia, druga ujemna,
(c) jedna dodatnia, druga ujemna, (d) jedna dodatnia, druga ujemna,
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Rozdziat 3.1 — Zadania
1.0 i kazdy wektor oraz —1 i kazdy wektor.

2.11 k oraz prosta £ i prosta prostopadta do £.

3.+1 lub —1.

4. Wskazowka: Jaka wlasnodé maja wektory wilasne dla wartosci wtasnej 07
5. (r—a)(x—b),aib, (§)i (%y> gdy a #b

W przypadku a = b jest jedna warto$¢ wtasna a = b, dla ktorej wektory wtasne to (§)
(gdy ¢ # 0) lub R? (gdy ¢ = 0).

6.2 wartosci wlasne dla p € (—1,1), 1 wartos¢ wtasna dla p € {—1, 1}, 0 wartosci wlasnych
dla p € (—o0, —1) U (1, 00).

TirA=4,detA=5

8.

9.0

10.0 lub 1

11.0 lub 1

12.

13. Wskazéwka: Oblicz wartos¢ (F o F)(v).

14. Wskazowka: Oblicz wartos¢ F' o F' dla dowolnego niezerowego wektora wlasnego prze-
ksztalcenia F'.

15.
16.

Rozdziat 3.2 — Cwiczenia

~—~
2
—
=
=
—
~—
|
7/
T
S5
—
+
S
N——
/
|
S
o
N——
7/
T
S5
—
+
S
N——

HEH T

(DGO

=
—
Il
—
o

o

S—

—~

= =

N— N~—
I

nie diagonalizuje sie

¢}
—_ =

— — — — e
(oW
S—r
—

B OW Rw N
Lo |
—

-
[ o

—_

nie diagonalizuje sie

=EDEHEDT

~— ~
—_—

3.Dowolna macierz symetryczna.

4(‘; Cbl) (39) ( Z)_l dla dowolnej macierzy (‘g g) 0 niezerowym wyznaczniku.

5.Dla b = 0.
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Rozdziat 3.2 — Zadania
1.1 (3100+1 3100_1 Sy d(—2)n 2n—2(-2)"
)

310071 3100+1) oraz %771_%(_2)71 é7n+%(_2)n >

2.(17%)

3.Nie sa diagonalizowalne (8 2) dla dowolnego a i dowolnego b # 0. Sa diagonalizowalne
(49) dla dowolnego a.

4.
(a) wartos¢ wlasna 1 dla wektorow wiasnych ( %,) oraz wartos¢ wlasna —1 dla wektoréw
whasnych (2!); macierz 55 ( %, Z57)

(b) wartos¢ wlasna 1 dla wektorow wilasnych (2!) oraz wartos¢ wiasna 0 dla wektorow

wtasnych (_7515 ); macierz % ( 144 4113)

5.Wartos¢ wlasna 1 dla wektoréw wlasnych (3,) oraz wartos¢ wlasna 0 dla wektoréw
wiasnych (1). Macierz rzutu (2, 1) (§9) (3 %)_1 =1 (3%7).

6. Wskazowka: Oblicz F(tv).

7. Wskazéwka: Oblicz F(u + v).

8. Wskazowka: Skorzystaj ze wzoru na wyznacznik iloczynu macierzy.

9. Wskazéwka: Skorzystaj z definicji macierzy odwrotnej oraz wzoru na transpozycje ilo-
czZynu macierzy.

10.a, =327+ (=1)", b, = 2" + 3", ¢, = 2" — 1.

Rozdzial 4.1 — Cwiczenia
1.

2.[€1Jnowy = (§ ) [€alnowy = (1), [2€] + 3e4]nowy = (5)-

3-[(—31)]nowy = (%)» K%)]nowy = ((%)7 [(—24)]nowy = (8)

4 [Vstary = (§), [Wstary = (77)-

5.Uktady w ¢wiczeniach 1, 3, 4 sa prostokatne, a uktad w ¢wiczeniu 2 nie jest prostokatny.
6.[0lnowy = (1 ).

7.5 +3y =0

82xr+y=20

9.3 )

Rozdziat 4.1 — Zadania

L.[v]stary = (5), [w]stary = (113>-

2oy = )1 [l = (3)

[NIEINIISH
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b)y+1=0

(b) =32 =y +1=0

ODPOWIEDZI

(¢) bx+2y—1=0

10.Wersory nowego uktadu to wektory wtasne F'.

11-mnowy(F) = % (139 Ig)
12-msmry(F) = i (gg)

Rozdzial 4.2 — Cwiczenia

1.

(a) hiperbola (b) elipsa

2.

(a) elipsa (b) hiperbola
3.

(a) hiperbola (b) hiperbola

4.Nie.
5.

(a) dwie dodatnie

(c) jedna dodatnia, druga ujemna

Rozdziat 4.2 — Zadania
1.

(a) hiperbola
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(b) zbior pusty

(¢) hiperbola

(¢) hiperbola

(c) zbior pusty

(b) dwie dodatnie
(d) dwie dodatnie

(c) elipsa
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—
z
3
>

“IS

b) \/@i \/@ (©) \/8+23x/ﬁi\/8—23\/ﬁ

3.
(a) hiperbola o réwnaniu 13(2')? — 13(y/)? = 1 w ukladzie wspohzednych o wersorach
, 2v/13 , _3V13
G
13 13
(b) elipsa o réwnaniu 3(z')? + 3(y)? = 1 w ukladzie wspétrzednych o wersorach €] =

_V2 V2
2 el — 2
< V2 )’ 2 (ﬁ )
2 2
(c) hiperbola o réwnaniu 10(z')? — 5(y’)? = 1 w uktadzie wspétrzednych o wersorach e} =

V5 2v5
5 el = 5
2v5 |7 V2 V5]
5 5

4.Tak. Jej zbior wektorow wlasnych to R2.

5Jesi A=01C #01lub A #0iC =0 to dwie proste rownoleglte. Jesli A = C =0 to
zbibr pusty.

6.

(a) prostaz +y =0 (b) dwie proste rownolegte (c¢) dwie proste przecinajace
z+y=lizt+y=-1 stex+y =0iz—y =0

7.62% —xy —2y> =0
8.Przeksztalcenie F(X) = (9). Pole elipsy to mab.
9.18(2")% + 32(y')? + 482"y’ — 202" + 15y’ = 0

Rozdzial 5.1 — Cwiczenia

1.

(a) 8 —i (b) & + &i (c) 2—1%i (d) 2-1i

(e) &+ i (f) 3+ 4i

(a) Rez = 17, Imz = —7 (b) Rez = £, Imz = — & (c) Rez = —21, Imz = 20
3.

(a) |2i] = 2, arg(2i) = 5, 2i = 2(cos 5 +ising)

(b) | =1 +i| =+/2, arg(—1 +1) —1+z—\/§(cos + isin 27)

(c) |4—4i| = 4V?2, arg(4 — 4i) = =T, 4 — 4i = 4v/2(cos(— %) + isin(—7))
(d) V3 +i| =2, arg(v3+1i) = I, \f+2—2(cos6 +isin §)

( i) =

&) | = V3+il = 2, arg(—V3 +

)
)

o, —V3+4i=2(cos 5T +isin 3T)

4.
5.
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(a) —32i (b) 128 + 128v/3i (c) 64v/2 — 64+/2i (d) —@ — 4
6.
7.
(a) V2+iv2, —V2 —iV2
(b) V3414, =3+, —2i
(€) V24iv2, —V2+iv2, —vV2 —iv2, V2 —iV2

8.cos(a+ ) = cosacos f — sinasin 3, sin(a + ) = sin awcos B + cos asin .
9.cos(a — ) = cos acos 3 + sin asin 3, sin(a — ) = sin acos B — cos asin .

Rozdzial 5.1 — Zadania

(a) 2%0 (b) 512 + 5121/3i (c) —2%9 —2%9/3;

(a) obrot o § wokot O (b) symetria srodkowa o srodku O

(c) translacja o wektor (1)

6.

2 2

7.cos(2a) = cos® av — sin” a, sin(2qr) = 2 sin acos a.
a=4cos®a—3cosa

a = —4sin® a + 3sina

8.cos(3a) = cos® a — 3 cos asin?
sin(3a) = —sin® a + 3sin a cos?

27r).

9. Wskazowka: Przyjmij w = (cos %’T +isin <%

10.0

11. Wskazowka: Zastosuj dwa poprzednie zadania.
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Rozdzial 5.2 — Cwiczenia

1.

(a) z=1 (b)y z=—-1—14

2.

(a) 21 =1, 29 = —1i (b)zlz%—l—ig,zg:%—i%
(€) 21 =—-242i, 2p=-2—2 (d) 21 =L —Li zp=—L 1
3.

(@) M =244, A=2—4,v=(7), v2=(}).

(b) At =4+ 3i, Ao =43, vy = (1), v, = (13%).

4.

(a) (z=3)(z+i—1)(z—i—1) (b) 2(z — 3)(z — 2 — 3i)(z — 2 + 3i)
(¢) z4+1)(z+3—10)(z+3+1)

Rozdzial 5.2 — Zadania

1.

() =5 —ghw=3 (b) z= 4 —3i,w=—§ +5i
2.

@ (3 9) (o) (-12132)

3.

(@) (z—2—3i)(z— 2+ 3i)(z + 1 — 20) (2 + 1 + 2i)
) (z—1—i)(z—1+i)(z+1—i)(z+1+1)

4. Wskazowka: Podstaw z1 = a + bi oraz 29 = ¢+ di i wylicz lewa i prawa strone kazdej
rownosci.

5.Dowolna macierz (‘Z Z), dla ktoérej a + d = 6 oraz ad — be = 13.
6.\ = cosf +isinf, Ay = cosf —isinf; |\1| = |A2] = 1; argh; = 0, argha = —6.
7.Re[(1 + 2i)(1 —9)"] = 2"/2(cos T + 2sin T)

Rozdz%'a% 6.1 — Cwiczenia

1.<_§3

3

2.Srodek <_(2)1>, promien /14.
3.

W (2)1(3).

(b) dowolne trzy sposrod wektorow (%) , ( % ) , ( 4 ) , <(1)) , ( 32>
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-2
x 2 1 — _
9.(y) = (1) —I—t(2) oraz x — 2 = y—Ql = %
z 8 5
Rozdzial 6 1 - Zadania
*IoJr T
]_.P: Ey +3y1
L2042z

2. Wskazowka: Zastosuj (kilkukrotnie) wzor na srodek odcinka.
3. (z -2+ (y—3)2+(z—4)?*=14

4.Dowolna liczba rzeczywista z przedziatu [4, 10].

5.z 43y + 2 — 5 = 0 oraz up. (23): @)H(—;)ﬂ(—zl)
6.(1) = (3) +
7.(2)= (1)~

2
8.up. (i) :<§>+t<j) orazm—gg:2—y:1—z

9.

@ () o (1) © (1) @ (1)
10.(4)

Rozdziat 6.2 — Cwiczenia

1.arccos 2 O 242

( )orazx—l—y—Q—g

2 —1
(E) raz 5 =1—y=2-1

2.5

3.

B[]
/N
=W
~—

ot
2
S

4.

5.5v/11
6.3v/141

- ‘
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7.
1
(a) (1) (b) 5 (c) 11
8rxr—y+22—-6=0
9.4z —Ty+52—-9=0

Rozdzial 6.2 — Zadania
Lo (utv+w) =9, (utv+w)o(utv+w) =16, lu+v+w| = 4, Z(u, u+v+w) = arccos 3.

2.60°. Wskazowka: Umies¢ szescian w dogodnym uktadzie wspodtrzednych.

4.Pole @, wysokosé 2—\3/6.

ONlwN|w

5.2z —3y+42—-5=0

6.

V105 8VTT
(a) arccos Y3, (b) arccos =%+
7.arcsin %

8.Maja sens: u X (v X w) oraz uo (v X w). Nie maja sensu: (uowv) X w oraz (uov)ow.

(a) 0 (b) O (c) 2vxu (@) [uf* = |vf?
1022 +y—2—-2=0

Rozdziat 6.3 — Cwiczenia
1.

2.

3.
4.abc
5.Nie.
6.

Rozdzial 6.3 — Zadania
1.

2.
(a) nie zmieni sie, (b) nie zmieni sie,
(

c) przemnozy sie przez t3, (d) zmieni znak.

3.
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4.abc
52(9) -3 (1) +4(})
6.

T.p# :I:%

1 p 2 3
3—2p _3p+l (. p4+p—1 [
8512 <pJ2rl> 9—4p* (p12) T ( 21)

9. Wskazéwka: Skorzystaj z addytywnosci i jednorodnosci wzgledem kazdej kolumny.

10. Wskazowka: Skorzystaj z poprzedniego zadania oraz z faktu, ze transpozycja macierzy
nie zmienia wyznacznika.

Rozdzial 7.1 — Cwiczenia

S A A o A

Rozdzial 7.1 — Zadania

© L S sk ® b=

w p—t
e

Copyright © Tomasz Elsner, 2019



	Układy równan
	Wektory na płaszczyznie
	Pojecie wektora
	Równanie prostej
	Iloczyn skalarny
	Wyznacznik

	Przekształcenia płaszczyzny
	Przekształcenia liniowe i afiniczne
	Macierze
	Składanie przekształcen
	Izometrie płaszczyzny
	Przekształcenia róznowartosciowe i ,,na''
	Przekształcenie odwrotne

	Diagonalizacja macierzy 22
	Wartosci własne i wektory własne
	Diagonalizacja macierzy

	Zamiana układu współrzednych na płaszczyznie
	Nowy układ współrzednych
	Krzywe drugiego stopnia

	Liczby zespolone
	Działania na liczbach zespolonych
	Wielomiany zespolone

	Wektory w przestrzeni R3
	Wektory, proste i płaszczyzny
	Iloczyn skalarny i iloczyn wektorowy
	Wyznacznik i macierz odwrotna

	Przekształcenia przestrzeni R3
	Przekształcenia liniowe i afiniczne
	Macierz przekształcenia

	Diagonalizacja macierzy 33
	Wektory własne i wartosci własne
	Diagonalizacja macierzy

	Zamiana układu współrzednych w przestrzeni R3
	Nowy układ współrzednych

	Zadania
	Odpowiedzi

