
Algebra liniowa 2

lista 1 (wykªad 2.03., ¢wiczenia 4.03.2020)

�wiczenia

1. Wska» baz¦ i wyznacz wymiar ka»dej z poni»szych przestrzeni liniowych: R2, R3, Rn, R2[X], R3[X],
Rn[X], R[X], M2×2, M3×3, Mm×n, C.

2. Wska» kilka przykªadów podprzestrzeni wymiaru 1 oraz wymiaru 2 ka»dej z nast¦puj¡cych przestrzeni

liniowych: R3, R2[X] i M2×2.
3. Podaj po kilka przykªadów podprzestrzeni ka»dej z nast¦puj¡cych przestrzeni liniowych: Rn, Rn[X],

R[X], Mn×n, C(R), C∞(R), C(0, 1).
4. Oblicz wymiar ka»dej z nast¦puj¡cych przestrzeni liniowych:

(a) {
(
x
y
z

)
∈ R3 : x+ y + 2z = 0},

(b) {( xy ) ∈ R2 : 2x+ 3y = 0},
(c) {P ∈ R2[X] : P ′(2) = 0},
(d) {P ∈ R3[X] : P ′(−1) = P (1) = 0},

(e) {P ∈ R4[X] : P (1) = P ′(1) = P ′′(1) = 0},
(f) {A ∈M3×3 : trA = 0},
(g) {A ∈M3×3 : A = A>},
(h) {A ∈M3×3 : A jest diagonalna}.

5. Ustal, które ze zbiorów podanych w zadaniu 2 na li±cie 0 s¡ przestrzeniami liniowymi. Które z nich s¡

podprzestrzeniami przestrzeni podanych w zadaniu 1 na li±cie 0?

Zadania

1. Wska» jak¡kolwiek baz¦ ka»dej z przestrzeni z ¢wiczenia 4.

2. Przedstaw podane ci¡gi w postaci kombinacji liniowej ci¡gów: an = 1 i bn = (−1)n, cn = n.

(a) dn =

{
0, gdy n parzyste

1, gdy n nieparzyste

(b) fn = bn2 c

(c) en =

{
1, gdy n parzyste

0, gdy n nieparzyste

(d) fn = bn+1
2 c

3. Uzasadnij, »e ka»dy z poni»szych ukªadów wektorów generuje podan¡ przestrze«. Z ka»dego z tych

ukªadów wybierz baz¦, a nast¦pnie wyznacz wspóªrz¦dne w tej bazie podanego wektora v.

(a) x2 + x+ 1, x2 − x+ 2, 2x+ 1, x2 + 1 ∈ R2[x] oraz v = x2 + 2x+ 1,

(b)
(

1
2
1

)
,
(

1
1
1

)
,
(

1
2
2

)
,
(

0
2
1

)
∈ R3 oraz v =

(
2
0
1

)
,

(c)
(

1
1
0

)
,
(

1
0
1

)
,
(

0
1
1

)
,
(

1
1
1

)
∈ R3 oraz v =

(
2
0
1

)
,

(d) ( 1 0
0 1 ) , (

1 1
1 0 ) , (

0 1
1 1 ) , (

1 1
1 1 ) ∈ {A ∈M2×2 : A = AT } oraz v = ( 2 3

3 1 ).

4. Uzasadnij, »e ka»dy z poni»szych ukªadów wektorów to ukªad lnz. Ka»dy z tych ukªadów rozszerz do

bazy, a nast¦pnie wyznacz wspóªrz¦dne w tej bazie podanego wektora v.
(a) x3+1, x2+1 ∈ R3[x] oraz v = x3+2x2−x+1,
(b) ( 1 1

0 0 ) , (
1 0
1 0 ) , (

0 1
1 0 ) ∈M2×2 oraz v = ( 1 2

0 1 ),
(c)

(
1
2
1

)
,
(

1
1
1

)
∈ R3 oraz v =

(
1
1
0

)
.

5. Sprawd¹, które z poni»szych zbiorów s¡ lnz:

(a) ( 1 1
1 1 ) , (

1 2
2 1 ) , (

2 1
1 2 ) ∈M2×2,

(b) 1, 1 + x, 1 + x+ x2, 1 + x+ x2 + x3 ∈ R[x],
(c)

(
1
0
1

)
,
(

1
2
3

)
,
(

1
1
1

)
∈ R3,

(d) sinx, cosx, sin 2x ∈ C(R),
(e) sin2 x, cos2 x, cos 2x ∈ C(R).

6. Sprawd¹, które z poni»szych zbiorów generuj¡ zadan¡ przestrze« liniow¡:

(a) x2 + x+ 1, x+ 2, x2 + 1 ∈ R2[X],
(b) ( 1 1

0 0 ) , (
1 0
1 0 ) , (

1 0
0 1 ) , (

0 1
1 0 ) , (

0 1
0 1 ) , (

0 0
1 1 ) ∈M2×2,

(c)
(

1
2
1

)
,
(

1
0
−1

)
,
(

1
1
0

)
,
(

0
1
1

)
∈ R3.

7. Niech A b¦dzie macierz¡ 3× 3. Udowodnij, »e W = {v ∈ R3 : Av = 0} jest podprzestrzeni¡ R3.

8. Uzasadnij, »e je±li n = 2 lub n = 3, za± A jest macierz¡ rozmiaru n×n, to zbiór Vλ wektorów wªasnych

macierzy A dla warto±ci wªasnej λ jest podprzestrzeni¡ przestrzeni Rn.
9. Uzasadnij, »e obraz przeksztaªcenia liniowego (tzn. przeksztaªcenia addytywnego i jednorodnego)

F : Rm → Rn jest podprzestrzeni¡ przestrzeni Rn.
10. Wska» niesko«czony zbiór lnz w ka»dej z przestrzeni: R[X], C(R), {(an) : an ∈ R}.
11. Uzasadnij, »e {(an) : an+2 = an+1 + an dla ka»dego n naturalnego} jest przestrzeni¡ liniow¡. Jaki jest

wymiar tej przestrzeni?


