
Algebra liniowa 2

lista 2 (wykªad 9.03, ¢wiczenia 11.03.2020)

�wiczenia

1. Sprawd¹, które z poni»szych przeksztaªce« s¡ przeksztaªceniami liniowymi:

(a) F : R3 → R, F
( ( x

y
z

) )
= x + 2y − 3z,

(b) F : R3 → R, F
( ( x

y
z

) )
= x + 1,

(c) F : R2[x]→ R4[x], F (P )(x) = (x2 + 1)P (x),
(d) F : R2[x]→ R2[x], F (P )(x) = P (x) + x,
(e) F : M2×2 →M2×2, F (A) = A−AT ,

(f) F : M2×2 →M2×2, F (A) = A · ( 1 2
0 1 ),

(g) F : M2×2 → R, F (A) = detA,

(h) F : C(R)→ R, F (f) = f(2) + f(3),
(i) F : C(R)→ C(R), F (f)(x) = f(x) · sinx,
(j) F : C1(R)→ C(R), F (f) = f ′ + f ,
(k) F : {(an)∞n=1, (an) zbie»ny} → R,

F ((an)) = limn→∞ an.

2. Napisz macierz mBC (F ) przeksztaªcenia liniowego F w bazach B i C, je±li:

(a) F : R3 → R2, F
( ( x

y
z

) )
=
(

x+2y
x+y−z

)
, B = (

(
1
0
0

)
,
(

0
1
0

)
,
(

0
0
1

)
), C = (( 1

0 ) , ( 0
1 )),

(b) F : R2[x]→ R2[x], F (P )(x) = xP ′(x), B = C = (x2, x, 1),
(c) F : M2×2 →M2×2, F (A) = AT , B = C = (( 1 0

0 0 ) , ( 0 1
0 0 ) , ( 0 0

1 0 ) , ( 0 0
0 1 )),

(d) F : M2×2 → R, F (A) = trA, B = (( 1 0
0 0 ) , ( 0 1

0 0 ) , ( 0 0
1 0 ) , ( 0 0

0 1 )), C = (1).

3. Napisz macierze zamiany bazy mBB′(id) oraz mB
′
B (id) dla nast¦puj¡cych baz:

(a) B = (
(

1
0
0

)
,
(

0
1
0

)
,
(

0
0
1

)
) oraz B′ = (

(
1
1
1

)
,
(

1
1
0

)
,
(

1
0
0

)
) dla R3,

(b) B = (x2, x, 1) oraz B′ = (x2 + 2x, x + 1, 1) dla R2[x],

(c) B = (( 1 0
0 0 ) , ( 0 1

0 0 ) , ( 0 0
1 0 ) , ( 0 0

0 1 )) oraz B′ = (( 1 1
1 0 ) , ( 1 1

0 1 ) , ( 1 0
1 1 ) , ( 0 1

1 1 )) dla M2×2

(d) B = (( 1 0
0 0 ) , ( 0 1

0 0 ) , ( 0 0
1 0 ) , ( 0 0

0 1 )) oraz B′ = (( 1 1
1 1 ) , ( 1 0

0 1 ) , ( 1 0
0 0 ) , ( 0 1

0 0 )) dla M2×2.

4. Napisz takie przeksztaªcenie liniowe, którego j¡drem jest przestrze«:

(a) {
(

x
y
z

)
∈ R3 : x = y = z},

(b) {( x
y ) ∈ R2 : x + 2y = 0},

(c) {P ∈ R2[x] : P (1) = P (2) = 0},

(d) {A ∈M2×2 : A = AT },
(e) {f ∈ C1(R) : f(1) + f ′(1) = 0},
(f) {(an)∞n=1 : lim an = 0}.

Zadania

1. Dla ka»dego podpunktu ¢wiczenia 1 zawieraj¡cego przeksztaªcenie liniowe sko«czenie wymiarowej prze-

strzeni, napisz macierz tego przeksztaªcenia w dowolnie wybranych bazach.

2. Napisz macierze przeksztaªce« liniowych z ¢wiczenia 2 w nast¦puj¡cych bazach:

(a) B′ = (
(

1
1
1

)
,
(

1
1
0

)
,
(

1
0
0

)
), C′ = (( 1

0 ) , ( 0
1 )),

(b) B′ = C′ = (x2 + 2x, x + 1, 1),

(c) B′ = C′ = (( 1 1
1 0 ) , ( 1 1

0 1 ) , ( 1 0
1 1 ) , ( 0 1

1 1 )),
(d) B′ = (( 1 1

1 1 ) , ( 1 0
0 1 ) , ( 1 0

0 0 ) , ( 0 1
0 0 )), C′ = (1).

Porównaj otrzymane macierze z macierzami z ¢wiczenia 2. Korzystaj¡c z wyników ¢wiczenia 3 napisz

i sprawd¹ (znany z wykªadu) wzór na zamian¦ bazy przeksztaªcenia liniowego.

3. Przeksztaªcenie liniowe F : R3 → R3 w bazie B = (
(

1
1
1

)
,
(

1
0
1

)
,
(

0
1
1

)
) ma macierz mBB(F ) =

(
1 2 0
3 1 1
−1 0 0

)
.

Napisz macierz tego przeksztaªcenia w bazie C = (
(

1
2
1

)
,
(

1
1
1

)
,
(

0
0
1

)
) (tzn. mCC(F )).

4. Korzystaj¡c z twierdzenia o indeksie znajd¹ wymiar ka»dej z przestrzeni z ¢wiczenia 4.

5. Korzystaj¡c z twierdzenia o indeksie oblicz wymiary nast¦puj¡cych przestrzeni:

(a) {P ∈ R5[x] : P (−x) = P (x)},
(b) {P ∈ R3[x] :

∫ 1
0 P (x)dx = P ′(1) = 0},

(c) {P ∈ R3[x] : xP ′′′(x) + P ′′(x) = 0},
(d) {A ∈M2×2 : A = 2 ·AT }.

6. Dla ka»dego z poni»szych przeksztaªce« liniowych znajd¹ przestrzenie kerF i ImF oraz ich wymiary.

(a) F : M2×2 →M2×2, gdzie F (A) = A + AT ,

(b) F : R3[x]→ R3[x], gdzie F (P )(x) = xP ′(x),
(c) F : R3 → R2, gdzie F (

(
x
y
z

)
) = (

( x+y
y+z

)
),

(d) F : C→ C, gdzie F (z) = z + z̄.

7. Udowodnij, »e je±li v1, . . . , vn ∈ V s¡ lz, a F : V → W jest liniowe, to F (v1), . . . , F (vn) s¡ lz. Czy

analogiczny fakt jest prawdziwy dla lnz?

8. *Z twierdzenia Bezout'a wywnioskuj, »e je±li P ∈ R7[x] i P (1) = P (2) = · · · = P (8) = 0, to P
jest wielomianem zerowym. De�niuj¡c odpowiednie przeksztaªcenie liniowe F : R7[x]→ R8 i u»ywaj¡c

twierdzenia o indeksie wywnioskuj st¡d, »e dla dowolnych liczb a1, a2, . . . , a8 istnieje (jedyny) wielomian

P stopnia ≤ 7 taki »e P (1) = a1, P (2) = a2 . . . , P (8) = a8.


