Algebra liniowa 2
lista 2 (wyklad 9.03, ¢wiczenia 11.03.2020)

Cwiczenia
1. Sprawdz, ktére z ponizszych przeksztatcen sa przeksztalceniami liniowymi:
(a) F:R?> 5 R, F((g)) — 242y — 32, (g) F: Mays — R, F(A) = det A,

v (h) F:C(R) =R, F(f) = f(2)+ f(3),
(0) F:B R F((1))=2+1 (i) F: C(R) > C(R), F(f)(x) = f(x) -sinz,
(c) F:Rofz] = Ryfz], F(P)(x) = (> + 1)P(z), (j) F:CYR) = C(R), F(f) = [+,
(d) F:Rg[z] — Rylz], F(P)(x) = P(z) + =, (k) F:{(an)?y, (an) zbiezny} — R,
(e) F: Myyy — Moo, F(A) = A— AT, F((an)) = limy, 500 .
(f) F M2><2 — ngg, F(A) =A-. (é%),

2. Napisz macierz mg (F) przeksztalcenia liniowego F' w bazach B i C, jesli:

@ PR R ()= (5%) 8=((8). (1) (8 e=d. .
= 1)

(b) F:Rolz] = Rolz], F(P)(x)=2P'(z), B=C=(22,2,1),
(¢) F: Maxs — Maxa, F(A)=A", B=C=((48).(55).(98),(§9))
(d) F: Maxs — R, F(A):trAa B:(((l)8>7 8(1))’((1)8)7(8(1)))702(1)
3. Napisz macierze zamiany bazy m5, (id) oraz mg (id) dla nastepujacych baz
0 5 (). (1) (8 o5~ (1) (1) () e
(b) B = (22,2,1) oraz B' = (2? + 2z, 2 + 1,1) dla Ry[z],
() B=((48),(80),(98),(89)) oraz B'=((14),(51),(19),(}1)) dla Maxo
(d) B=((48):(80): (?8) (69)) oraz B'=((11),(51),(606)(84)) dla Maxs.
4. Napisz takie przeksztalcenie liniowe, ktérego jadrem jest przestrzen:
(@) {(7) eR® o=y =2}, (d) {A € Mayz: A= AT},
() {(5) € R?:z +2y = 0}, (e) {f € C'(R): f(1) + f'(1) =0},
(c) {P € Ryla] : P(1) = P(2) = 0}, () {(an)pzy : liman = 0}
Zadania

1. Dla kazdego podpunktu éwiczenia 1 zawierajacego przeksztatcenie liniowe skoriczenie wymiarowej prze-
strzeni, napisz macierz tego przeksztalcenia w dowolnie wybranych bazach.
2. Napisz macierze przeksztatcenri liniowych z éwiczenia 2 w nastqpujqcych bazach:
@ B =((1).(1). () ¢ =D, () B =C'=((15).(51),(19), (91,
(b) B =C = (¢ + 22,2 +1,1), (d) B'=((11), ((1>(1)) (10)’(86)) c= (1).
Poréwnaj otrzymane macierze z macierzami z ¢wiczenia 2. Korzystajac z wynikow ¢wiczenia 3 napisz

i sprawdz (znany z wyktadu) wzér na zamiane bazy przeksztalcenia liniowego.

3. Przeksztalcenie liniowe F : R3 — R3 w bazie B = ((D ; ((1)) , (?)) ma macierz m5(F) = (—%1 z El])).

. . . . 1 1 0
Napisz macierz tego przeksztatcenia w bazie C = ((%) , (%) , (9)) (tzn. m&(F)).
4. Korzystajac z twierdzenia o indeksie znajdZ wymiar kazdej z przestrzeni z ¢wiczenia 4.
5. Korzystajac z twierdzenia o indeksie oblicz wymiary nastepujacych przestrzeni:

(a) {P €Rs[x ] P(—:v) = P(z)}, (¢) {P € Rs[z] : 2P"(z) + P"(z) = 0},
(b) {P € Rs[z] fo x)dx = P'(1) = 0}, (d) {AEMQXQ:A:ZAT}.

6. Dla kazdego z ponlzszych przeksztatcen liniowych znajdz przestrzenie ker F' i ImF' oraz ich wymiary.
(2) F: Mags — Moy, gdzie F(A) = A+ AT, (¢) F:R3 = R?, gdzie F(@)) — (=),

(b) F: Rsfz] = Ry[z], gdzie F(P)(z) = 2P'(2), (q) F.C - C, gdzie F(z) = 2 + .
7. Udowodnij, ze jesli vi,...,v, € Vsalz, a F: V — W jest liniowe, to F(vy),...,F(v,) sa lz. Czy
analogiczny fakt jest prawdziwy dla Inz?

8. *Z twierdzenia Bezout’a wywnioskuj, ze jesli P € Ry[z] 1 P(1) = P(2) = --- = P(8) = 0, to P
jest wielomianem zerowym. Definiujac odpowiednie przeksztalcenie liniowe F : R7[z] — R® i uzywajac
twierdzenia o indeksie wywnioskuj stad, ze dla dowolnych liczb a1, as, . . ., ag istnieje (jedyny) wielomian

P stopnia < 7 taki ze P(1) = a1,P(2) =ag...,P(8) = as.



