Algebra liniowa 2 — Lista 2

Zadanie 1 Dla kazdego podpunktu ¢wiczenia 1 zawierajgcego przeksztatcenie lintowe skoniczenie wymiarowej
przestrzeni, napisz macierz teqo przeksztatcenia w dowolnie wybranych bazach.

(a) F:R3 =R, F(<§>)2x+2y—3z.

Dla R? wybieramy baze standardows & = ((é) , <§> , <§)), a dla R baze B = (1). Wowczas:

mp(F) = ([F(e1)ls, [F(e2)]s, [F(es)ls) = (1 2 —3)

(c) F:Rolx] = Rylz], F(P)(z) = (2® + 1)P(x).
Dla Rg[z] wybieramy baze B = (1, z,22), a dla Ry[x] baze C = (1, z, 2%, 23, 2*). Woéwczas:

mé (F) = ([F(by)]e, [F(b2)le, [F(bs)le) = ([2° + e, [2* + ale, [2* + 2%]e)
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(e) F: M2><2 — MQXQ, F(A) =A-— AT.
Dla Msyo wybieramy baze B = ((349),(88).(99),(39)) (jednakowa dla dziedziny i przeciw-
dziedziny). Wowczas:

mg(F) = ([F(b1)]s, [F(b2)]5, [F(0)]s, [F(ba)]5) = ([(§ §)]s, [( % 6)]5 [(§ 518, [(§5)]s)
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(f) F: M2><2 — M2><2, F(A) =A. (é
Dla Masyo wybieramy baze B = (
dziedziny). Wowczas:

i)
(0

m(F) = ([F(0)]s, [F(b2)]5, [F(b3)]s, [F(ba)]5) = (1§ 3)]s, [(§ §)s: [(§9)], [(§ 9)]m)
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Zadanie 2. Napisz macierze przeksztatcen liniowych z éwiczenia 2 w podanych bazach. Poréwnaj otrzymane
macierze z macierzami z ¢wiczenia 2. Korzystajgc z wynikéw ¢wiczenia 3 napisz i sprawdz (znany z
wyktadu) wzor na zamiane bazy przeksztatcenia liniowego.

() FarS—R2 F((3))= (220, 8=((1).(1). (3)) ¢ =d).,

W (F) = (FOlen [P0l [FOe) = ([(Dlen [(Dlen [(Dle) = (5 5 1)

(ostatnia rownosé prawdziwa jest TYLKO dlatego, ze baza C' jest baza standardows)

Bazy z ¢wiczenia 2: B = ((é) , (g) , (%)), C=((), (D)),

mE(F) = (FG)e [Fbo)le. [F(bs)le) = ((Dle. [(Dles [(%)]e) = (} . _01)

ostatnia rowno$¢ prawdziwa jest TYLKO dlatego, ze baza C’ jest baza standardow
g ! !

Zamiana bazy (¢wiczenie 3):

/ 1 1 1
mi (id) = ([b}]s, [b)s, [b5]s) = [ 1 1 0
1 00

) = i) () g = (1 O (12 )

(b) F:Rgfz] = Ry[z], F(P)(z)=aP'(x), B =C" = (2% + 2,2+ 1,

2 0 0
mg (F) = ([FO))]s, [F(05)]s, [F(05)]5) = ([22° + 22, [e], [0]) = (2 1 0)
0

bo
222 + 21 = 2b) — 20 + 20}

x = 0b] + 1b5 — 1b5
0 = 0B} + 0b5 + 0by

Bazy z ¢wiczenia 2: B =C = (2%, 1),
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mg(F) = ([F(b1)]s, [F(b2)]s, [F(b3)]5) = ([2¢%]5, [z]5, [0]5) = (

bo
22% = 2by + 0by + 0bg

x = 001 + 1bo + 0b3
0 = 0b1 4 0b2 + 0b3

Zamiana bazy (¢wiczenie 3):

1 0 0 1 0 0 1 0
m§ (id) = ([04]s, V3]s, [B3]s) = [2 1 O mB(id)=(mg (id)' =2 1 0] =|-2 1
0 1 1 0 1 1 2 -1
1 0 0\ /2 00\ /100 2 0 0
mi (F) = mb (id) -mB(F)-mB (idy=-2 1 o]0 1 0][2 1 0]=]-2 1 0
2 -1 1 0 0 0 01 1 2 -1 0



(C) F M2><2 — MQXQ, F(A)
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Bazy z ¢wiczenia 2: B
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Zamiana bazy (¢wiczenie 3):
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Zadanie 3 Przeksztatcenie liniowe F : R? — R w bazie B = (

120 . ‘ . .
31 (1)) Napisz macierz tego przeksztatcenia w bazie C = (<

(

Zgodnie ze wzorem z wyktadu:

B
B

C

m&(F) = mB(id) - m

oraz

mg (id) = ([b1]e, [ba]c, [bs]c)
m(id) = ([e1]s, [c2]B; [c3]B)

przy czym obie powyzsze macierze zamiany bazy sa wzajemnie odwrotne
jedna z nich). Zauwazmy, ze:

2
[CI]B:(BI)’ bocy =2-by —1-b2+0-0b3

,boca=0-b1+1-by+0-b3

[co]s =
{Cg]lg:(_%l),bOCgZ—l'b1+1-b2+l-b3
stad
2 0 -1
mG(id) = -1 1 1
0 0 1
2 0 -1\ "
mB(id)=|-1 1 1
0 0 1

>) ma macierz ma(F)

(czyli wystarczy wyznaczy¢



Zadanie 4 Korzystajac z twierdzenia o indeksie znajdz wymiar kazdej z przestrzeni z ¢wiczenia 4.

(a) {(;Zj) ER:x=y=12}= {(§> ER:x—y=y—2=0}= {<§) eR3: (g:g) =(9)} =kerF,

gdzie F : R3 — R? zdefiniowane F((g)) = (Z:g) Poniewaz F jest ,na” (kazdy element R? jest

postaci (;_%)), wiec dimImF = 2, czyli z twierdzenia o indeksie

Yy—=z

dimker F = dimR?> —dimImF =3 -2=1

) {(}) € R? : x + 2y = 0} = ker F, gdzie F : R? — R jest zdefiniowane jako F((§)) = = + 2.
Poniewaz F jest ,na” (kazdy element R jest postaci z +2y), wiec dimImF = 1, czyli z twierdzenia
o indeksie
dimker F = dimR? — dimImF =2 -1 =1

(c) {P € Rofz]: P(1) = P(2) = 0} = {P € Ry[a] : (ﬁgg) — (9)} = ker F, gdzie F : Ro[z] — R? jest
P(1)

zdefiniowane jako F'(P) = (P(Q)
wiec dim ImF = 2, czyli z twierdzenia o indeksie

). Poniewaz F jest ,na” (mozemy otrzymac kazdy element R?),

dimker F' = dimRy[z] —dimImF =3 -2 =1

(d) {A € Moyo : A= AT} = {A € Mays : A— AT =0} = ker F, gdzie F : Mayy — Mays jest
zdefiniowane jako F(A) = A — AT. Odwzorowanie I nie jest ,na” — mozemy otrzymaé jedynie
macierze postaci (28) — (§§) = (.2,%5°), wiec dimImF = 1. Z twierdzenia o indeksie:

dimker F' = Myyo —dimImF =4—-1=3



Zadanie 5 Korzystajac z twierdzenia o indeksie oblicz wymiary nastepujgceych przestrzeni:
1
(b) {P € Rgz] : J) P(x)dz = P'(1) = 0} = {P € Rgla] : (folf/((ﬂlfgdx) = (9)} = ker F, gdzie F :

R3[x] — R? jest zdefiniowane jako F(P) = (fé;((ﬁd;«)_ Obrazem wielomianu statego 1 jest (),

a obrazem wielomianu z jest ( : ) Oznacza to, ze dimImF > 2 (bo mamy dwa liniowo niezalezne

wektory w ImF), skad dimImF = 2 (bo ImF jest podprzestrzenig 2-wymiarowej przestrzeni R?).
7 twierdzenia o indeksie:

dimker F' = R3[z] —dimImF =4 -2 =2

(c) {P € Rg[z] : aP"(x) + P"(x) = 0} = ker F, gdzie F : Rs[x] — Ry[x] jest zdefiniowane jako
F(P)(x) = 2P"(x)+ P"(x). Obrazem wielomianu x3 jest 12z, za$ obrazem wielomianu 22 jest 2.
Oznacza to, ze dim ImF > 2 (bo mamy dwa liniowo niezalezne wektory w ImF’), skad dim ImF' = 2
(bo ImF jest podprzestrzenia 2-wymiarowej przestrzeni Ry [x]). Z twierdzenia o indeksie:

dimker F' = R3[z] —dimImF =4 -2 =2



Zadanie 6 Dla kazdego z ponizszych przeksztatcen liniowych znajdZ przestrzenie ker F' 1 ImE oraz ich wy-
miary.

(a) F: Maxo — Maya, gdzie F(A) = A+ AT,

ker = {(24): (25) +(e0) =0y ={(20) : (Jn.%) =0} ={(2}) ca=d=0,c= b}

={(%¢).beR}

ImF = {(zg) + ((CZZ)T,G,b,C,dG R} - {(b%gcb;;lc) ,a,b,c,d € R}
Zatem dimker FF = 1 (baza (_01 (1))), za$ ImF jest przestrzenig macierzy diagonalnych, czyli
dimImF =3 (baza: (), (39), ($3)).

(b) F :Rslz] — Rs[z], gdzie F(P)(z) = P (x),

ker F' = {az® +bx* +-crx+d : x(az® +br*+cx+d) = 0} = {az® +br* +-cx+d : 3ax3+2b2x* +cx = 0}

{ax® 4+ b2® +cx +d:3a=2b=c=0}={d:d € R}
ImF = {3az® + 2bx> + cx : a,b,c € R}

Zatem ker F' to przestrzen wielomianow statych, czyli dimker F' = 1 (baza: 1), a ImF' to przestrzen
wielomianéw o zerowym wyrazie wolnym, czyli dimImF = 3 (baza: 1, z, 2?).

(c) F:R3 - R?, gdzie F((?Zf)) — (o),

ker F' = {<§> () =0} = {(é) crty =y+z =0} = {(g) cy=-—x,2=—y}= {(éx) :x € R}

Zatem dimker F = 1 (baza: (_11)). Z tw. o indeksie dimImF = 2. Poniewaz ImF jest 2-

wymiarowa podprzestrzenia 2-wymiarowej przestrzeni R?, wiec ImF = R2.

(d) F:C— C, gdzie F(z) =z + Z.

kerFF={2€C:24+z2=0}={a+ibecC:a+ib+a—-ib=0}={a+ibeC:a=0}

ImF={2+z:2€C}={a+ib+a—ib:a,be R} ={2a:a,beR}
Zatem dimker ' =1 (baza: i), dimImF =1 (baza: 1).



Zadanie 7 Udowodnij, ze jesli vi,...,v, € V sq lz, a F :' V. — W jest liniowe, to F(vy),...,F(v,) sq lz
Czy analogiczny fakt jest prowdziwy dla Inz?

Jedli vy,...,v, € V sa lz, to jeden z tych wektoréw jest kombinacja liniowa pozostatych. Przyjmijmy,
ze jest to vy:
U1 = QU2 + agv3 + - + apUy

Poniewaz F' jest liniowe, wiec:
F(v1) = Faguy + asvs + - -« + apvy) = aoF (v2) + agF(v3) + -+ + apnF(vy)

czyli F'(v1) jest kombinacja liniowa F'(ve), ..., F(v,), tzn. F(v1),..., F(vy,) sa lz.

Nie, wystarczy rozwazy¢ odwzorowanie zerowe F'. Wowcezas F(vi) = --- = F(v,) = 0, czyli F(v1), ..., F(vy)
sa 1z, pomimo tego, ze vy,...,v, € V 53 Inz.



Zadanie 8 *Wykaz, ze jesli P € Rylz] i« P(1) = P(2) = --- = P(8) =0, to P jest wielomianem zerowym.
Definiujgc odpowiednie przeksztatcenie liniowe F : Ry[x] — R i uiywajgc twierdzenia o indeksie wy-
wnioskug stqd, ze dla dowolnych liczb a1, aq, ..., as istnicje (jedyny) wielomian P stopnia < 7 taki ze
P(l) :al,P(Q) :ag...,P(S) = as.

Rozwazmy odwzorowanie:

F :R7[z] — RS
zdefiniowane
P(1)
Fp) = | P
P(s)

ker F' = {P € Ry[z] : =0} ={PeRyz]: P(1)=---=P(8) =0}

Wielomian stopnia < 7 ma nie wiecej niz 7 pierwiastkéw rzeczywistych, chyba ze jest wielomianem
zerowym. Skoro wielomian P ma 8 pierwiastkdw, to jest wielomianem zerowym, czyli

ker F' = {0}
Stad F' jest réoznowartosciowe. Z twierdzenia o indeksie:
dim R;[z] = dimker F' + dim ImF’

czyli
8 =0+ dimImF

Zatem ImF jest 8-wymiarows podprzestrzenia przeciwdziedziny R®. Poniewaz R® ma tylko jedna
podprzestrzen 8-wymiarowa (sama siebie), wiec ImF = R®, czyli F jest ,na”.



