
Algebra liniowa 2 � Lista 2

Zadanie 1 Dla ka»dego podpunktu ¢wiczenia 1 zawieraj¡cego przeksztaªcenie liniowe sko«czenie wymiarowej

przestrzeni, napisz macierz tego przeksztaªcenia w dowolnie wybranych bazach.

(a) F : R3 → R, F
( ( x

y
z

) )
= x+ 2y − 3z.

Dla R3 wybieramy baz¦ standardow¡ E = (
(

1
0
0

)
,
(

0
1
0

)
,
(

0
0
1

)
), a dla R baz¦ B = (1). Wówczas:

mEB(F ) = ([F (e1)]B, [F (e2)]B, [F (e3)]B) =
(
1 2 −3

)

(c) F : R2[x]→ R4[x], F (P )(x) = (x2 + 1)P (x).
Dla R2[x] wybieramy baz¦ B = (1, x, x2), a dla R4[x] baz¦ C = (1, x, x2, x3, x4). Wówczas:

mBC (F ) = ([F (b1)]C , [F (b2)]C , [F (b3)]C) = ([x2 + 1]C , [x
3 + x]C , [x

4 + x2]C)

=


1 0 0
0 1 0
1 0 1
0 1 0
0 0 1



(e) F : M2×2 →M2×2, F (A) = A−AT .

Dla M2×2 wybieramy baz¦ B = (( 1 0
0 0 ) , ( 0 1

0 0 ) , ( 0 0
1 0 ) , ( 0 0

0 1 )) (jednakow¡ dla dziedziny i przeciw-

dziedziny). Wówczas:

mBB(F ) = ([F (b1)]B, [F (b2)]B, [F (b3)]B, [F (b4)]B) = ([( 0 0
0 0 )]B, [

(
0 1
−1 0

)
]B, [
(
0 −1
1 0

)
]B, [( 0 0

0 0 )]B)

=


0 0 0 0
0 1 −1 0
0 −1 1 0
0 0 0 0



(f) F : M2×2 →M2×2, F (A) = A · ( 1 2
0 1 ).

Dla M2×2 wybieramy baz¦ B = (( 1 0
0 0 ) , ( 0 1

0 0 ) , ( 0 0
1 0 ) , ( 0 0

0 1 )) (jednakow¡ dla dziedziny i przeciw-

dziedziny). Wówczas:

mBB(F ) = ([F (b1)]B, [F (b2)]B, [F (b3)]B, [F (b4)]B) = ([( 1 2
0 0 )]B, [( 0 1

0 0 )]B, [( 0 0
1 2 )]B, [( 0 0

0 1 )]B)

=


1 0 0 0
2 1 0 0
0 0 1 0
0 0 2 1





Zadanie 2. Napisz macierze przeksztaªce« liniowych z ¢wiczenia 2 w podanych bazach. Porównaj otrzymane

macierze z macierzami z ¢wiczenia 2. Korzystaj¡c z wyników ¢wiczenia 3 napisz i sprawd¹ (znany z

wykªadu) wzór na zamian¦ bazy przeksztaªcenia liniowego.

(a) F : R3 → R2, F
( ( x

y
z

) )
=
(

x+2y
x+y−z

)
, B′ = (

(
1
1
1

)
,
(

1
1
0

)
,
(

1
0
0

)
), C′ = (( 1

0 ) , ( 0
1 )),

mB
′
C′ (F ) = ([F (b′1)]C′ , [F (b′2)]C′ , [F (b′3)]C′) = ([( 3

1 )]C′ , [( 3
2 )]C′ , [( 1

1 )]C′) =

(
3 3 1
1 2 1

)
(ostatnia równo±¢ prawdziwa jest TYLKO dlatego, »e baza C′ jest baz¡ standardow¡)

Bazy z ¢wiczenia 2: B = (
(

1
0
0

)
,
(

0
1
0

)
,
(

0
0
1

)
), C = (( 1

0 ) , ( 0
1 )),

mBC (F ) = ([F (b1)]C , [F (b2)]C , [F (b3)]C) = ([( 1
1 )]C , [( 2

1 )]C , [
(

0
−1
)
]C) =

(
1 2 0
1 1 −1

)
(ostatnia równo±¢ prawdziwa jest TYLKO dlatego, »e baza C′ jest baz¡ standardow¡)

Zamiana bazy (¢wiczenie 3):

mB
′
B (id) = ([b′1]B, [b

′
2]B, [b

′
3]B) =

1 1 1
1 1 0
1 0 0



mB
′
C′ (F ) = mCC′(id) ·mBC (F ) ·mB′B (id) =

(
1 0
0 1

)(
1 2 0
1 1 −1

)1 1 1
1 1 0
1 0 0

 =

(
3 3 1
1 2 1

)
(b) F : R2[x]→ R2[x], F (P )(x) = xP ′(x), B′ = C′ = (x2 + 2x, x+ 1, 1),

mB
′
B′(F ) = ([F (b′1)]B′ , [F (b′2)]B′ , [F (b′3)]B′) = ([2x2 + 2x]B′ , [x]B′ , [0]B′) =

 2 0 0
−2 1 0
2 −1 0


bo

2x2 + 2x = 2b′1 − 2b′2 + 2b′3

x = 0b′1 + 1b′2 − 1b′3

0 = 0b′1 + 0b′2 + 0b′3

Bazy z ¢wiczenia 2: B = C = (x2, x, 1),

mBB(F ) = ([F (b1)]B, [F (b2)]B, [F (b3)]B) = ([2x2]B, [x]B, [0]B) =

2 0 0
0 1 0
0 0 0


bo

2x2 = 2b1 + 0b2 + 0b3

x = 0b1 + 1b2 + 0b3

0 = 0b1 + 0b2 + 0b3

Zamiana bazy (¢wiczenie 3):

mB
′
B (id) = ([b′1]B, [b

′
2]B, [b

′
3]B) =

1 0 0
2 1 0
0 1 1

 mBB′(id) = (mB
′
B (id))−1 =

1 0 0
2 1 0
0 1 1

−1 =

 1 0 0
−2 1 0
2 −1 1



mB
′
B′(F ) = mBB′(id) ·mBB(F ) ·mB′B (id) =

 1 0 0
−2 1 0
2 −1 1

2 0 0
0 1 0
0 0 0

1 0 0
2 1 0
0 1 1

 =

 2 0 0
−2 1 0
2 −1 0





(c) F : M2×2 →M2×2, F (A) = AT , B′ = C′ = (( 1 1
1 0 ) , ( 1 1

0 1 ) , ( 1 0
1 1 ) , ( 0 1

1 1 )),

mB
′
B′(F ) = ([F (b′1)]B′ , [F (b′2)]B′ , [F (b′3)]B′ , [F (b′4)]B′) = ([( 1 1

1 0 )]B′ , [( 1 0
1 1 )]B′ , [( 1 1

0 1 )]B′ , [( 0 1
1 1 )]B′)

=


1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1


bo

( 1 1
1 0 ) = b′1 ( 1 0

1 1 ) = b′3 ( 1 1
0 1 ) = b′2 ( 0 1

1 1 ) = b′4

Bazy z ¢wiczenia 2: B = C = (( 1 0
0 0 ) , ( 0 1

0 0 ) , ( 0 0
1 0 ) , ( 0 0

0 1 )),

mBB(F ) = ([F (b1)]B, [F (b2)]B, [F (b3)]B, [F (b4)]B) = ([( 1 0
0 0 )]B, [( 0 0

1 0 )]B, [( 0 1
0 0 )]B, [( 0 0

0 1 )]B)

=


1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1


Zamiana bazy (¢wiczenie 3):

mB
′
B (id) = ([b′1]B, [b

′
2]B, [b

′
3]B, [b

′
4]B) =


1 1 1 0
1 1 0 1
1 0 1 1
0 1 1 1



mBB′(id) = (mB
′
B (id))−1 =


1 1 1 0
1 1 0 1
1 0 1 1
0 1 1 1


−1

mB
′
B′(F ) = mBB′(id) ·mBB(F ) ·mB′B (id) =


1 1 1 0
1 1 0 1
1 0 1 1
0 1 1 1


−1

1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1




1 1 1 0
1 1 0 1
1 0 1 1
0 1 1 1



(d) F : M2×2 → R, F (A) = trA, B′ = (( 1 1
1 1 ) , ( 1 0

0 1 ) , ( 1 0
0 0 ) , ( 0 1

0 0 )), C′ = (1).
Bazy z ¢wiczenia 2: B = (( 1 0

0 0 ) , ( 0 1
0 0 ) , ( 0 0

1 0 ) , ( 0 0
0 1 )), C = (1).



Zadanie 3 Przeksztaªcenie liniowe F : R3 → R3 w bazie B = (
(

1
1
1

)
,
(

1
0
1

)
,
(

0
1
1

)
) ma macierz mBB(F ) =(

1 2 0
3 1 1
−1 0 0

)
. Napisz macierz tego przeksztaªcenia w bazie C = (

(
1
2
1

)
,
(

1
1
1

)
,
(

0
0
1

)
) (tzn. mCC(F )).

Zgodnie ze wzorem z wykªadu:

mCC(F ) = mBC (id) ·mBB(F ) ·mCB(id)

oraz

mBC (id) = ([b1]C , [b2]C , [b3]C)

mCB(id) = ([c1]B, [c2]B, [c3]B)

przy czym obie powy»sze macierze zamiany bazy s¡ wzajemnie odwrotne (czyli wystarczy wyznaczy¢

jedn¡ z nich). Zauwa»my, »e:

[c1]B =
(

2
−1
0

)
, bo c1 = 2 · b1 − 1 · b2 + 0 · b3

[c2]B =
(

0
1
0

)
, bo c2 = 0 · b1 + 1 · b2 + 0 · b3

[c3]B =
(−1

1
1

)
, bo c3 = −1 · b1 + 1 · b2 + 1 · b3

st¡d

mCB(id) =

 2 0 −1
−1 1 1
0 0 1



mBC (id) =

 2 0 −1
−1 1 1
0 0 1

−1



Zadanie 4 Korzystaj¡c z twierdzenia o indeksie znajd¹ wymiar ka»dej z przestrzeni z ¢wiczenia 4.

(a) {
(

x
y
z

)
∈ R3 : x = y = z} = {

(
x
y
z

)
∈ R3 : x−y = y−z = 0} = {

(
x
y
z

)
∈ R3 :

( x−y
y−z

)
= ( 0

0 )} = kerF ,

gdzie F : R3 → R2 zde�niowane F (
(

x
y
z

)
) =

( x−y
y−z

)
. Poniewa» F jest �na� (ka»dy element R2 jest

postaci
( x−y
y−z

)
), wi¦c dim ImF = 2, czyli z twierdzenia o indeksie

dim kerF = dimR3 − dim ImF = 3− 2 = 1

(b) {( x
y ) ∈ R2 : x + 2y = 0} = kerF , gdzie F : R2 → R jest zde�niowane jako F (( x

y )) = x + 2y.
Poniewa» F jest �na� (ka»dy element R jest postaci x+2y), wi¦c dim ImF = 1, czyli z twierdzenia
o indeksie

dim kerF = dimR2 − dim ImF = 2− 1 = 1

(c) {P ∈ R2[x] : P (1) = P (2) = 0} = {P ∈ R2[x] :
(

P (1)
P (2)

)
= ( 0

0 )} = kerF , gdzie F : R2[x]→ R2 jest

zde�niowane jako F (P ) =
(

P (1)
P (2)

)
. Poniewa» F jest �na� (mo»emy otrzyma¢ ka»dy element R2),

wi¦c dim ImF = 2, czyli z twierdzenia o indeksie

dim kerF = dimR2[x]− dim ImF = 3− 2 = 1

(d) {A ∈ M2×2 : A = A>} = {A ∈ M2×2 : A − A> = 0} = kerF , gdzie F : M2×2 → M2×2 jest

zde�niowane jako F (A) = A − A>. Odwzorowanie F nie jest �na� � mo»emy otrzyma¢ jedynie

macierze postaci
(
a b
c d

)
− ( a c

b d ) =
(

0 b−c
c−b 0

)
, wi¦c dim ImF = 1. Z twierdzenia o indeksie:

dim kerF = M2×2 − dim ImF = 4− 1 = 3



Zadanie 5 Korzystaj¡c z twierdzenia o indeksie oblicz wymiary nast¦puj¡cych przestrzeni:

(b) {P ∈ R3[x] :
∫ 1
0 P (x)dx = P ′(1) = 0} = {P ∈ R3[x] :

( ∫ 1
0 P (x)dx

P ′(1)

)
= ( 0

0 )} = kerF , gdzie F :

R3[x]→ R2 jest zde�niowane jako F (P ) =
( ∫ 1

0 P (x)dx

P ′(1)

)
. Obrazem wielomianu staªego 1 jest ( 1

0 ),

a obrazem wielomianu x jest
(

1
2
1

)
. Oznacza to, »e dim ImF ≥ 2 (bo mamy dwa liniowo niezale»ne

wektory w ImF ), sk¡d dim ImF = 2 (bo ImF jest podprzestrzeni¡ 2-wymiarowej przestrzeni R2).

Z twierdzenia o indeksie:

dim kerF = R3[x]− dim ImF = 4− 2 = 2

(c) {P ∈ R3[x] : xP ′′′(x) + P ′′(x) = 0} = kerF , gdzie F : R3[x] → R1[x] jest zde�niowane jako

F (P )(x) = xP ′′′(x) +P ′′(x). Obrazem wielomianu x3 jest 12x, za± obrazem wielomianu x2 jest 2.
Oznacza to, »e dim ImF ≥ 2 (bo mamy dwa liniowo niezale»ne wektory w ImF ), sk¡d dim ImF = 2
(bo ImF jest podprzestrzeni¡ 2-wymiarowej przestrzeni R1[x]). Z twierdzenia o indeksie:

dim kerF = R3[x]− dim ImF = 4− 2 = 2



Zadanie 6 Dla ka»dego z poni»szych przeksztaªce« liniowych znajd¹ przestrzenie kerF i ImF oraz ich wy-

miary.

(a) F : M2×2 →M2×2, gdzie F (A) = A+AT ,

kerF = {
(
a b
c d

)
:
(
a b
c d

)
+
(
a b
c d

)>
= 0} = {

(
a b
c d

)
:
(

2a b+c
b+c 2d

)
= 0} = {

(
a b
c d

)
: a = d = 0, c = −b}

= {
(

0 b
−b 0

)
, b ∈ R}

ImF = {
(
a b
c d

)
+
(
a b
c d

)>
, a, b, c, d ∈ R} = {

(
2a b+c
b+c 2d

)
, a, b, c, d ∈ R}

Zatem dim kerF = 1 (baza:
(

0 1
−1 0

)
), za± ImF jest przestrzeni¡ macierzy diagonalnych, czyli

dim ImF = 3 (baza: ( 1 0
0 0 ), ( 0 0

0 1 ), ( 0 1
1 0 )).

(b) F : R3[x]→ R3[x], gdzie F (P )(x) = xP ′(x),

kerF = {ax3+bx2+cx+d : x(ax3+bx2+cx+d)′ = 0} = {ax3+bx2+cx+d : 3ax3+2bx2+cx = 0}

{ax3 + bx2 + cx+ d : 3a = 2b = c = 0} = {d : d ∈ R}

ImF = {3ax3 + 2bx2 + cx : a, b, c ∈ R}

Zatem kerF to przestrze« wielomianów staªych, czyli dim kerF = 1 (baza: 1), a ImF to przestrze«

wielomianów o zerowym wyrazie wolnym, czyli dim ImF = 3 (baza: 1, x, x2).

(c) F : R3 → R2, gdzie F (
(

x
y
z

)
) =

( x+y
y+z

)
,

kerF = {
(

x
y
z

)
:
( x+y
y+z

)
= 0} = {

(
x
y
z

)
: x+y = y+z = 0} = {

(
x
y
z

)
: y = −x, z = −y} = {

(
x
−x
x

)
: x ∈ R}

Zatem dim kerF = 1 (baza:
(

1
−1
1

)
). Z tw. o indeksie dim ImF = 2. Poniewa» ImF jest 2-

wymiarow¡ podprzestrzeni¡ 2-wymiarowej przestrzeni R2, wi¦c ImF = R2.

(d) F : C→ C, gdzie F (z) = z + z̄.

kerF = {z ∈ C : z + z̄ = 0} = {a+ ib ∈ C : a+ ib+ a− ib = 0} = {a+ ib ∈ C : a = 0}

ImF = {z + z̄ : z ∈ C} = {a+ ib+ a− ib : a, b ∈ R} = {2a : a, b ∈ R}

Zatem dim kerF = 1 (baza: i), dim ImF = 1 (baza: 1).



Zadanie 7 Udowodnij, »e je±li v1, . . . , vn ∈ V s¡ lz, a F : V → W jest liniowe, to F (v1), . . . , F (vn) s¡ lz.

Czy analogiczny fakt jest prawdziwy dla lnz?

Je±li v1, . . . , vn ∈ V s¡ lz, to jeden z tych wektorów jest kombinacj¡ liniow¡ pozostaªych. Przyjmijmy,

»e jest to v1:
v1 = α2v2 + α3v3 + · · ·+ αnvn

Poniewa» F jest liniowe, wi¦c:

F (v1) = F (α2v2 + α3v3 + · · ·+ αnvn) = α2F (v2) + α3F (v3) + · · ·+ αnF (vn)

czyli F (v1) jest kombinacj¡ liniow¡ F (v2), . . . , F (vn), tzn. F (v1), . . . , F (vn) s¡ lz.

Nie, wystarczy rozwa»y¢ odwzorowanie zerowe F . Wówczas F (v1) = · · · = F (vn) = 0, czyli F (v1), . . . , F (vn)
s¡ lz, pomimo tego, »e v1, . . . , vn ∈ V s¡ lnz.



Zadanie 8 *Wyka», »e je±li P ∈ R7[x] i P (1) = P (2) = · · · = P (8) = 0, to P jest wielomianem zerowym.

De�niuj¡c odpowiednie przeksztaªcenie liniowe F : R7[x] → R8 i u»ywaj¡c twierdzenia o indeksie wy-

wnioskuj st¡d, »e dla dowolnych liczb a1, a2, . . . , a8 istnieje (jedyny) wielomian P stopnia ≤ 7 taki »e

P (1) = a1, P (2) = a2 . . . , P (8) = a8.

Rozwa»my odwzorowanie:

F : R7[x]→ R8

zde�niowane

F (P ) =


P (1)
P (2)
. . .
P (8)


jest odwzorowaniem liniowym. Trzeba udowodni¢, »e F jest ró»nowarto±ciowe i �na�. Zauwa»my, »e:

kerF = {P ∈ R7[x] :


P (1)
P (2)
. . .
P (8)

 = 0} = {P ∈ R7[x] : P (1) = · · · = P (8) = 0}

Wielomian stopnia ≤ 7 ma nie wi¦cej ni» 7 pierwiastków rzeczywistych, chyba »e jest wielomianem

zerowym. Skoro wielomian P ma 8 pierwiastków, to jest wielomianem zerowym, czyli

kerF = {0}

St¡d F jest ró»nowarto±ciowe. Z twierdzenia o indeksie:

dimR7[x] = dim kerF + dim ImF

czyli

8 = 0 + dim ImF

Zatem ImF jest 8-wymiarow¡ podprzestrzeni¡ przeciwdziedziny R8. Poniewa» R8 ma tylko jedn¡

podprzestrze« 8-wymiarow¡ (sam¡ siebie), wi¦c ImF = R8, czyli F jest �na�.


