
Algebra liniowa 2

lista 3 (wykªad 23.03, ¢wiczenia 25.03.2020)

�wiczenia

1. Rozwi¡» poni»sze ukªady równa« przy pomocy metody Cramera:


2x+ 3y + z = −1
−3x+ 2y + 3z = 2

4x+ 5y + 2z = 0

,


x− 2y + 3z − t = 1

x+ y + z + t = 0

5x− 2y − 2t = 7

x+ 2y − z = 3

,


x+ 2y = 3

3y − z = 2

4z + 3s = 1

2s− t = −1

2. Oblicz wyznacznik ka»dej z poni»szych macierzy:
1 0 2 −1
0 0 0 2
1 1 0 3
4 −1 0 0

 ,


0 0 0 1
0 0 2 0
0 2 0 0
−1 0 0 0

 ,


1 2 0 0
2 3 0 0
0 0 1 4
0 0 2 7

 ,


1 2 3 4
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0


3. Sprawd¹, czy macierz przeksztaªcenia (w dowolnie wybranych bazach) ma zerowy wyznacznik.

(a) F : R3[x]→ R3[x], F (P (x)) = xP ′(x),

(b) F : R2[x]→ R3, F (P ) =

(
P (0)
P (1)
P (2)

)
,

(c) F : M2×2 →M2×2, F (A) = A · ( 1 1
1 1 ),

(d) F : R2 → R2, F (( xy )) =
( x+y
x−y

)
.

4. Przy pomocy wzorów Cramera znajd¹ wielomian stopnia co najwy»ej 3, którego wykres przechodzi

przez punkty ( 10 ), (
2
0 ), (

3
0 ), (

4
1 ). W obliczeniach wykorzystaj wzór na wyznacznik Vandermonde'a.

Zadania

1. Oblicz wyznaczniki nast¦puj¡cych macierzy:
4 3 1 1 5
1 2 0 1 0
2 1 2 0 0
5 3 0 0 0
1 0 0 0 0



2 1 3 0 0
1 1 1 0 0
1 3 4 0 0
0 0 0 5 6
0 0 0 5 3



2 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 1 0 0 0
0 0 4 0 0
0 0 0 5 0


2. Powtarzaj¡c wielokrotnie operacj¦ dodania krotno±ci jednej kolumny (wiersza) do innej kolumny (wier-

sza) przeksztaª¢ ka»d¡ z poni»szych macierzy do postaci z du»¡ liczb¡ zer, a nast¦pnie oblicz jej wy-

znacznik: 
1 1 1 1 0
1 1 1 0 1
1 1 0 1 1
1 0 1 1 1
0 1 1 1 1



1 2 3 4 5
2 3 4 5 6
3 4 5 6 7
4 5 6 7 8
5 6 7 8 9



1 2 1 1 2
0 1 1 1 1
1 1 1 1 1
2 1 1 2 2
2 1 2 2 1


3. Ustal jak zmieni si¦ wyznacznik macierzy n× n, je±li:

(a) ka»dy wyraz macierzy zamienimy na przeciwny,

(b) ka»dy wyraz macierzy przemno»ymy przez niezerow¡ liczb¦ t ∈ R,
(c) pierwsz¡ kolumn¦ macierzy przestawimy na koniec macierzy,

(d) wiersze macierzy ustawimy w odwrotnym porz¡dku.

4. Jaki jest wyznacznik macierzy, której jedna z kolumn jest krotno±ci¡ innej kolumny?

5. Dane s¡ przeksztaªcenia F : R3[x]→ R2[x], F (P (x)) = xP ′′(x) oraz G : R2[x]→ R, G(P ) = P (2).

(a) Napisz wzór przeksztaªcenia G ◦ F : R3[x]→ R.
(b) Napisz macierze przeksztaªce« F , G i G ◦ F w bazach B = (1, x, x2, x3), C = (1 + x, x + x2, x2),
D = (1).

(c) Sprawd¹ (wymna»aj¡c macierze), »e zachodzi mCD(G)mBC (F ) = mBD(G ◦ F ).



6. Które z poni»szych przeksztaªce« s¡ liniowe wzgl¦dem ka»dej wspóªrz¦dnej?

(a) F : Rn × Rn → R, gdzie F (v, w) = v ◦ w,
(b) F : R3 × R3 → R3, gdzie F (v, w) = v × w,
(c) F : Mn×n ×Mn×n →Mn×n, gdzie F (A,B) = AB,

(d) F : Mn×n ×Mn×n →Mn×n, gdzie F (A,B) = A+B,

(e) F : C(R)× C(R)→ C(R), gdzie F (f, g) = f · g.
7. *Pewna kwadratowa macierz ma nast¦puj¡c¡ posta¢ klatkow¡:

(
A C
0 B

)
, gdzie A i B to kwadratowe

macierze, C to macierz prostok¡tna, a 0 to klatka zªo»ona z samych zer. Powoªuj¡c si¦ bezpo±rednio

na de�nicj¦ wyznacznika uzasadnij, »e det
(
A C
0 B

)
= detA · detB.

8. *Uzasadnij, »e istnieje dokªadnie jeden wielomian stopnia ≤ n, którego wykres przechodzi przez punkty
( x0
y0 ) , (

x1
y1 ) , . . . , (

xn
yn ), o ile x0, x1, . . . , xn s¡ parami ró»ne. Wskazówka: napisz odpowiedni ukªad równa«

i posªuguj¡c si¦ wzorami Cramera oraz wyznacznikiem Vandermonde'a uzasadnij, »e ma on dokªadnie

jedno rozwi¡zanie.


