
Algebra liniowa 2

lista 5 (wykªad 6.04, ¢wiczenia 8.04.2020)

�wiczenia

1. Sprawd¹, czy poni»sze ukªady równa« s¡ niesprzeczne i ustal jaki jest wymiar zbioru ich rozwi¡za«. W

którym z ukªadów mo»na zmieni¢ prawe strony tak by otrzyma¢ ukªad sprzeczny?

x1 − x3 + x5 = 3

x2 − x4 + x6 = 2

x1 − x2 + x5 − x6 = 0

x2 − x3 + x6 = 3

x1 − x4 + x5 = 2


3x1 + 4x2 + x3 + 2x4 + 3x5 = 1

5x1 + 7x2 + x3 + 3x4 + 4x5 = 2

4x1 + 5x2 + 2x3 + x4 + 5x5 = −1
7x1 + 10x2 + x3 + 6x4 + 5x5 = 0



x1 + x2 = 1

x1 + x2 + x3 = 4

x2 + x3 + x4 = −3
x3 + x4 + x5 = 2

x4 + x5 = −1
2. Dla poni»szych ukªadów równa« znajd¹ rozwi¡zanie ogólne.

5x1 + 3x2 + 5x3 + 12x4 = 10

2x1 + 2x2 + 3x3 + 5x4 = 4

x1 + 7x2 + 9x3 + 4x4 = 2


−9x1 + 10x2 + 3x3 + 7x4 = 7

−4x1 + 7x2 + x3 + 3x4 = 5

7x1 + 5x2 − 4x3 − 6x4 = 3


2x1 + x2 + 3x3 − 2x4 + x5 = 4

6x1 + 3x2 + 5x3 − 4x4 + 3x5 = 5

2x1 + x2 + 7x3 − 4x4 + x5 = 11

4x1 + 2x2 + 2x3 − 3x4 + 3x5 = 6

3. Wska» baz¦ j¡dra przeksztaªcenia (Rn → Rm) zadanego (w bazie standardowej) ka»d¡ z poni»szych

macierzy. Wskazówka: sprowad¹ zadanie do rozwi¡zania odpowiedniego ukªadu jednorodnego.
1 1 −2 2
3 5 6 −4
4 5 −2 3
3 8 24 −19



3 5 3 2 1
5 7 6 4 3
7 9 9 6 5
4 8 3 2 0


4. Znajd¹ wszystkie wektory przeprowadzane przez przeksztaªcenie o danej macierzy na dany wektor:

(a)

12 9 3 10
4 3 1 2
8 6 2 5

 ,

13
3
7

 (b)


1 9 4 −5
3 2 2 5
2 3 2 2
1 7 6 −1
2 2 3 4

 ,


1
3
2
7
5

 (c)


1 1 3 −2 3
2 2 4 −1 3
3 3 5 −2 3
2 2 8 −3 9

 ,


1
2
1
2


Zadania

1. Wyznacz rozwi¡zanie ogólne ukªadu w zale»no±ci od parametru t. Wskazówka: zastosuj metod¦ elimi-

nacji Gaussa, traktuj¡c t jak znan¡ liczb¦.
−6x1 + 8x2 − 5x3 − x4 = 9

−2x1 + 4x2 + 7x3 + 3x4 = 1

−3x1 + 5x2 + 4x3 + 2x4 = 3

−3x1 + 7x2 + 17x3 + 7x4 = t


2x1 + 5x2 + x3 + 3x4 = 2

4x1 + 6x2 + 3x3 + 5x4 = 4

4x1 + 14x2 + x3 + 7x4 = 4

2x1 − 3x2 + 3x3 + tx4 = 7


(1 + t)x1 + x2 + x3 = 1

x1 + (1 + t)x2 + x3 = t

x1 + x2 + (1 + t)x3 = t2

2. Znajd¹ jednorodny ukªad równa« liniowych zªo»ony z (a) dwóch (b) trzech (c) czterech równa«, dla

którego wektory

(
1
4
−2
2
−1

)
,

(
1
13
−1
2
9

)
,

(
2
7
−8
4
−5

)
stanowi¡ fundamentalny ukªad rozwi¡za«.

3. Znajd¹ baz¦ ka»dej z poni»szych przestrzeni, a nast¦pnie opisz te przestrzenie przy pomocy ukªadu

równa« liniowych:

(a) przestrze« W = Lin{

(
1
4
2
1
0

)
,

(
5
−1
3
0
1

)
,

(
6
3
5
1
1

)
} < R5

(b) przestrze« U = Lin{
(

1
2
1
−2

)
,

(−1
3
4
0

)
,

(−1
8
9
−2

)
} < R4

4. Pewien niejednorodny ukªad m równa« liniowych z n niewiadomymi speªnia warunek rankA = m,

gdzie A to macierz gªówna ukªadu. Czy ukªad ten mo»e by¢ sprzeczny? Odpowied¹ uzasadnij.

5. Pewien jednorodny ukªad m równa« liniowych z n niewiadomymi speªnia warunek n > m. Czy ukªad

ten mo»e mie¢ jednoznaczne rozwi¡zanie? Odpowied¹ uzasadnij.



6. Uzasadnij, »e je±li liniowy ukªad równa« ma wi¦cej ni» jedno rozwi¡zanie, to ma ich niesko«czenie wiele.

7. *Pewien niejednorodny ukªad m równa« liniowych z n niewiadomymi speªnia warunek n < m. Uza-

sadnij, »e mo»na tak zmieni¢ jego prawe strony, by otrzyma¢ ukªad sprzeczny.

8. *Wytªumacz, jak maj¡c ukªad równa« opisuj¡cy podprzestrze« W < Rn i wektor v ∈ Rn wyznaczy¢

ukªad równa« opisuj¡cy warstw¦ v +W , a nast¦pnie opisz ukªadem równa« zbiór:

(a)

(
1
1
1
1
2

)
+ Lin{

(
1
4
2
1
0

)
,

(
5
−1
3
0
1

)
,

(
6
3
5
1
1

)
} ⊂ R5

(b)

(
1
0
−1
1

)
+ Lin{

(
1
2
1
−2

)
,

(−1
3
4
0

)
,

(−1
8
9
−2

)
} ⊂ R4

9. *Dana jest macierz A ∈ Mm×n. Uzasadnij, »e zbiór W = {b ∈ Rm : AX = b niesprzeczny} jest

podprzestrzeni¡ Rm. Uzasadnij, »e dimW = rankA.
10. **Uzasadnij, »e W = {f ∈ C∞(R) : f(0) = f ′(0) = · · · = f (k)(0) = 0} jest podprzestrzeni¡ C∞(R).

Uzasadnij, »e warstwy tej przestrzeni s¡ postaci: g + W = {f ∈ C∞(R) : f(0) = g(0), f ′(0) =
g′(0), . . . , f (k)(0) = g(k)(0)}. Zinterpretuj rozwijanie funkcji g w szereg Tayora jako wyznaczanie jedy-

nego wielomianu w warstwie g +W .


