
Spis tre±ci

1 Przestrzenie i przeksztaªcenia 3

1.1 Przestrze« liniowa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.2 Przeksztaªcenia liniowe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2 Macierze i ukªady równa« 19

2.1 Wyznacznik macierzy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
2.2 Macierz odwrotna . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
2.3 Ukªady równa« liniowych . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

3 Diagonalizacja macierzy 57

3.1 Warto±ci i wektory wªasne (rzeczywiste) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
3.2 Warto±ci i wektory wªasne (zespolone) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
3.3 Twierdzenie Jordana . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
3.4 Zastosowania diagonalizacji . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

4 Przestrze« euklidesowa 95

4.1 Iloczyn skalarny . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
4.2 Forma kwadratowa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108
4.3 Twierdzenie spektralne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119
4.4 Rozkªad SVD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127

1



2 SPIS TRE�CI

Copyright © Tomasz Elsner, 2020



Rozdziaª 1

Przestrzenie i przeksztaªcenia

1.1 Przestrze« liniowa

Przestrze« liniowa (inaczej: przestrze« wektorowa) to dowolny zbiór obiektów, które b¦dziemy
nazywa¢ elementami przestrzeni liniowej lub wektorami (nawet je±li nie b¦d¡ miaªy nic wspólnego
z wektorami na pªaszczy¹nie lub w przestrzeni), wyposa»ony w dwa dziaªania: dodawanie i
mno»enie przez skalar (tj. liczb¦ rzeczywist¡), które to dziaªania maj¡ podobne wªasno±ci jak
dodawanie i mno»enie liczb rzeczywistych. Precyzyjniej:

De�nicja 1.1

Przestrzeni¡ liniow¡ (nad R) nazywamy zbiór V z dwoma dziaªaniami:

� dodawaniem elementów V ,
� mno»eniem elementów V przez skalar (liczb¦ rzeczywist¡),

oraz wyró»nionym elementem 0 (elementem neutralnym dodawania) i przypisaniem ka»-
demu elementowi v ∈ V elementu −v ∈ V (element przeciwny) tak, »e dla dowolnych
u, v, w ∈ V oraz s, t ∈ R zachodz¡ nast¦puj¡ce warunki:

1. u+ v = v + u (+ jest przemienne)
2. (u+ v) + w = u+ (v + w) (+ jest ª¡czne)
3. 0 + v = v + 0 = v (0 jest elementem neutralnym +)
4. v + (−v) = (−v) + v = 0 (−v jest elementem przeciwnym do v)
5. (s+ t) · u = s · u+ t · u (· jest rozdzielne wzgl¦dem dodawania skalarów)
6. t · (u+ v) = t · u+ t · v (· jest rozdzielne wzgl¦dem dodawania wektorów)
7. 1 · v = v

Przykªad 1

Przestrze« R2 z dodawaniem wektorów i mno»eniem wektorów przez skalar jest przestrzeni¡
liniow¡. Elementem neutralnym dodawania jest ( 0

0 ), a elementem przeciwnym do ( xy ) jest
element

(−x
−y
)
. Podobnie pokazujemy struktur¦ przestrzeni liniowej na R3.

Przykªad 2

Przestrze« Rn ukªadów n liczb rzeczywistych
(
x1
...
xn

)
wraz z dodawaniem i mno»eniem przez

skalar okre±lonymi nast¦puj¡co:x1
...
xn

+

y1
...
yn

 =

x1 + y1

. . .
xn + yn

 α ·

x1
...
xn

 =

α · x1
...

α · xn


3



4 ROZDZIA� 1. PRZESTRZENIE I PRZEKSZTA�CENIA

to przestrze« liniowa. Element 0 to
(

0
...
0

)
, a element przeciwny do

(
x1
...
xn

)
to
( −x1

...
−xn

)
.

Przykªad 3

Przestrze« Mm×n(R) macierzy rozmiaru m × n o wyrazach rzeczywistych (b¦dziemy u»y-
wa¢ te» oznaczenia Mm×n) wraz z dodawaniem macierzy i mno»eniem macierzy przez skalar

jest przestrzeni¡ liniow¡. Elementem 0 jest macierz
( 0 ... 0
...
. . .

...
0 ... 0

)
, a elementem przeciwnym do( a11 ··· a1n

...
. . .

...
am1 ··· amn

)
jest

(
−a11 ··· −a1n
...

. . .
...

−am1 ··· −amn

)
.

Przykªad 4

Przestrze« wielomianów Rn[x] stopnia co najwy»ej n o wspóªczynnikach rzeczywistych z dzia-
ªaniami dodawania wielomianów i mno»enia wielomianów przez skalar oraz przestrze« R[x]
wszystkich wielomianów o wspóªczynnikach rzeczywistych. Elementem 0 jest wielomian ze-
rowy (tzn. wielomian o wszystkich wspóªczynnikach równych zero), a elementem przeciwnym
do wielomianu akxk + · · ·+ a1x+ a0 jest wielomian −akxk − · · · − a1x− a0.

Przykªad 5

Przestrze« funkcji ci¡gªych C(R) o dziedzinie R z dziaªaniem dodawania funkcji i mno»enia
funkcji przez skalar:

(f + g)(x) = f(x) + g(x) (α · f)(x) = α · f(x)

Elementem 0 jest funkcja zerowa, tj. funkcja f taka, »e f(x) = 0 dla ka»dego x ∈ R. Elemen-
tem przeciwnym do funkcji f jest funkcja −f , gdzie (−f)(x) = −f(x). Podobnie de�niujemy:

� przestrze« C1(R) funkcji ró»niczkowalnych o ci¡gªej pochodnej,

� przestrze« C2(R) funkcji dwukrotnie ró»niczkowalnych o ci¡gªej drugiej pochodnej,

� przestrze« C∞(R) funkcji ró»niczkowalnych dowoln¡ liczb¦ razy.

Przykªad 6

Przestrze« wszystkich ci¡gów o wyrazach rzeczywistych z dodawaniem ci¡gów i mno»eniem
ci¡gów przez skalar. Podobnie:

� przestrze« `∞ wszystkich ci¡gów ograniczonych o wyrazach rzeczywistych,

� przestrze« c wszystkich ci¡gów zbie»nych (o wyrazach rzeczywistych),

� przestrze« c0 wszystkich ci¡gów zbie»nych do 0 (o wyrazach rzeczywistych).

Przykªad 7

Zbiór C mo»na traktowa¢ jako przestrze« liniow¡ (nad liczbami rzeczywistymi).
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1.1. PRZESTRZE� LINIOWA 5

De�nicja 1.2

Podprzestrzeni¡ W przestrzeni liniowej V (ozn. W < V ) nazywamy taki niepusty pod-
zbiór W ⊂ V , który jest:

1) zamkni¦ty na dodawanie, tzn. dla dowolnych u, v ∈W zachodzi u+ v ∈W oraz

2) zamkni¦ty na mno»enie przez skalar, tzn. dla dowolnych u ∈ W , t ∈ R zachodzi
tu ∈W .

Podprzestrze« przestrzeni liniowej sama równie» jest przestrzeni¡ liniow¡ (z dziaªaniami
zde�niowanymi tak samo jak dla V ).

Fakt 1.3

Podprzestrze« W < V zawsze zawiera element 0.

Dowód. We¹my dowolny wektor v ∈W (z de�nicji W jest niepusty) oraz skalar 0 ∈ R. Zgodnie
z de�nicj¡ podprzestrzeni element 0 · v = 0 ∈W .

Przykªad 8

Kompletna lista podprzestrzeni R2 to:
(a) zbiór jednoelementowy {0}, (b) dowolna prosta przechodz¡ca przez 0, (c) caªe R2.

Przykªad 9

Kompletna lista podprzestrzeni R3 to:
(a) zbiór jednoelementowy {0}, (b) dowolna prosta przechodz¡ca przez 0, (c) dowolna pªasz-
czyzna przechodz¡ca przez 0, (d) caªe R3.

Przykªad 10

Dla dowolnego n zachodzi: Rn[x] < R[x]. Podobnie Rm[x] < Rn[x], o ile m ≤ n. Natomiast
zbiór wielomianów stopnia dokªadnie n nie jest podprzestrzeni¡ Rn[x].

Przykªad 11

Dla dowolnej przestrzeni liniowej V zachodzi {0} < V oraz V < V .

Przykªad 12

Ka»dy z nast¦puj¡cych podzbiorów zbioru M3×3 jest podprzestrzeni¡:

� zbiór macierzy diagonalnych rozmiaru 3× 3,

� zbiór macierzy symetrycznych rozmiaru 3× 3,

� zbiór macierzy górnotrójk¡tnych rozmiaru 3× 3,

natomiast »aden z poni»szych podzbiorów nie jest podprzestrzeni¡ M3×3:

� zbiór macierzy odwracalnych rozmiaru 3× 3,

� zbiór macierzy o wyrazach 0 i 1.

Copyright © Tomasz Elsner, 2020



6 ROZDZIA� 1. PRZESTRZENIE I PRZEKSZTA�CENIA

Przykªad 13

Ka»dy z nast¦puj¡cych podzbiorów zbioru C(R) jest podprzestrzeni¡:

� C1(R), C2(R), . . . , C∞(R),

� zbiór ograniczonych funkcji ci¡gªych,

� zbiór funkcji ci¡gªych maj¡cych granic¦ 0 w ±∞.

natomiast »aden z poni»szych podzbiorów nie jest podprzestrzeni¡:

� zbiór nieograniczonych funkcji ci¡gªych,

� zbiór funkcji ci¡gªych maj¡cych granic¦ 1 w ±∞.

Przykªad 14

Ka»dy z nast¦puj¡cych podzbiorów zbioru wszystkich ci¡gów jest podprzestrzeni¡:

� zbiór `∞ ci¡gów ograniczonych,

� zbiór c ci¡gów zbie»nych,

� zbiór c0 ci¡gów zbie»nych do 0.

natomiast »aden z poni»szych podzbiorów nie jest podprzestrzeni¡:

� zbiór ci¡gów rozbie»nych,

� zbiór ci¡gów zbie»nych do 1.

Intuicyjnie, wymiarem przestrzeni liniowej nazywamy liczb¦ parametrów potrzebnych do opi-
sania elementu tej przestrzeni, np.

� do opisania elementu R3 potrzeba 3 parametrów (wspóªrz¦dnych),

� do opisania elementu M3×3 potrzeba 9 elementów (wyrazów macierzy),

� do opisania elementu R5[x] potrzeba 6 parametrów (wspóªczynników wielomianu),

� do opisania elementu C potrzeba 2 parametrów rzeczywistych (cz¦±¢ rzeczywista i urojona).

Formalna de�nicja wymiaru wymaga wprowadzenia poj¦cia bazy.

De�nicja 1.4

Niech V b¦dzie przestrzeni¡ liniow¡. Kombinacj¡ liniow¡ wektorów v1, . . . , vn ∈ V ze
wspóªczynnikami α1, . . . , αn ∈ R nazywamy wektor:

α1v1 + · · ·+ αnvn

Baz¡ przestrzeni liniowej nazywamy taki sko«czony ci¡g wektorów b1, . . . , bn ∈ V , »e ka»dy
wektor v ∈ V przedstawia si¦ jednoznacznie w postaci kombinacji liniowej:

v = α1b1 + · · ·+ αnbn

lub taki niesko«czony zbiór wektorów B ⊂ V , »e ka»dy wektor v ∈ V przedstawia si¦
jednoznacznie w postaci kombinacji liniowej sko«czonej liczby elementów z B.

W niniejszym skrypcie b¦dziemy wykorzystywa¢ poj¦cie bazy wyª¡cznie w odniesieniu do
przestrzeni sko«czenie wymiarowych (tzn. posiadaj¡cych sko«czon¡ baz¦).

Copyright © Tomasz Elsner, 2020



1.1. PRZESTRZE� LINIOWA 7

De�nicja wymiaru wymaga nast¦puj¡cego twierdzenia, które pozostawiamy bez dowodu:

Twierdzenie 1.5

Ka»da przestrze« liniowa ma baz¦. Ponadto wszystkie bazy ustalonej przestrzeni liniowej
s¡ równoliczne.

De�nicja 1.6

Wymiarem przestrzeni liniowej V (ozn. dimV ) nazywamy liczb¦ elementów bazy V .

W ±wietle Twierdzenia 1.5 powy»sza de�nicja ma sens, gdy» pomimo i» przestrze« liniowa
ma bardzo wiele ró»nych baz, to wszystkie one maj¡ tak¡ sam¡ liczb¦ elementów.

Przykªad 15

Standardow¡ baz¡ R3 nazywamy ukªad wektorów
((

1
0
0

)
,
(

0
1
0

)
,
(

0
0
1

))
. Ogólnie: baz¡ R3 b¦dzie

dowolny ukªad wektorów (b1, b2, b3) taki, »e det(b1, b2, b3) 6= 0.

Przykªad 16

Przykªadem bazy przestrzeniM2×2 jest ukªad (( 1 0
0 0 ) , ( 0 1

0 0 ) , ( 0 0
1 0 ) , ( 0 0

0 1 )). Nietrudno przekona¢
si¦, »e ka»dy element przestrzeni M2×2 przedstawia si¦ jednoznacznie w postaci kombinacji
liniowej tych wektorów:(

a b
c d

)
= a ·

(
1 0
0 0

)
+ b ·

(
0 1
0 0

)
+ c ·

(
0 0
1 0

)
+ d ·

(
0 0
0 1

)
Innym przykªadem bazy jest ukªad

(
( 1 0

0 0 ) , ( 0 1
1 0 ) ,

(
0 1
−1 0

)
, ( 0 0

0 1 )
)
(sprawdzenie pozostawiamy

czytelnikowi).

Przykªad 17

Przykªadem bazy przestrzeni R3[x] jest ukªad (1, x, x2, x3). Nietrudno pokaza¢, »e ka»dy
element przestrzeni R3[x] jest kombinacj¡ liniow¡ tych wektorów:

ax3 + bx2 + cx+ d = d · 1 + c · x+ b · x2 + a · x3

Inny przykªad bazy to (x3, x2, x, 1) (baza jest ci¡giem wektorów, wi¦c zmiana ich kolejno±ci
oznacza zmian¦ bazy). Jeszcze inny przykªad to ukªad (x3 + x2 + x + 1, x2 + x + 1, x + 1, 1)
(sprawdzenie pozostawiamy czytelnikowi).

Przykªad 18

Przykªadem bazy przestrzeni C jest ukªad (1, i). Inne przykªady bazy tej przestrzeni to (1,−i),
(1 + i, 1− i).

Przykªad 19

Baz¡ przestrzeni macierzy symetrycznych rozmiaru 2× 2 jest ukªad (( 1 0
0 0 ) , ( 0 1

1 0 ) , ( 0 0
0 1 )). Nie-

trudno si¦ przekona¢, »e ka»dy element tej przestrzeni przedstawia si¦ jednoznacznie w postaci
kombinacji liniowej podanych wektorów:(

a b
b c

)
= a ·

(
1 0
0 0

)
+ b ·

(
0 1
1 0

)
+ c ·

(
0 0
0 1

)

Copyright © Tomasz Elsner, 2020
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Przykªad 20

Baz¡ przestrzeni (niesko«czenie wymiarowej) R[x] jest ukªad (1, x, x2, x3, . . . ). Zauwa»my, »e
(zgodnie z de�nicj¡ bazy) ka»dy element R[x] jest kombinacj¡ liniow¡ pewnego sko«czonego
podzbioru bazy.

De�nicja 1.7

Wspóªrz¦dnymi wektora v ∈ V w bazie B = (b1, . . . , bn) nazywamy ci¡g wspóªczynników
α1, . . . , αn, gdzie

v = α1b1 + · · ·+ αnbn

Wspóªrz¦dne wektora v w bazie B oznaczamy [v]B =
(
α1
...
αn

)
.

Powy»sza de�nicja wyja±nia dlaczego baza to ci¡g, a nie zbiór � pozycja wektora w bazie
odpowiada pozycji wspóªczynnika w wektorze wspóªrz¦dnych.

Przykªad 21 (zbiór za du»y na baz¦)

...ale mo»na go pomniejszy¢ do bazy (zbiór generuj¡cy).

Dane s¡ wektory
(

1
1
1

)
,
(

1
2
0

)
,
(

0
2
1

)
,
(

1
0
1

)
∈ R3. Nie stanowi¡ one bazy R3, gdy» ka»da

baza R3 skªada si¦ z trzech wektorów. Ale mo»na sprawdzi¢, »e ka»dy element R3 daje si¦
przedstawi¢ jako kombinacj¦ liniow¡ tych czterech wektorów (tzn. wygenerowa¢ przy u»yciu
tych czterech wektorów). Najªatwiej uzasadni¢ to w nast¦puj¡cy sposób:

� wektor bazy standardowej e2 =
(

0
1
0

)
mo»na wygenerowa¢ jako e2 =

(
1
1
1

)
−
(

1
0
1

)
;

� wektor e1 mo»na wygenerowa¢ (wykorzystuj¡c otrzymany ju» e2) jako e1 =
(

1
2
0

)
− 2e2;

� wektor e3 mo»na wygenerowa¢ (wykorzystuj¡c otrzymany ju» e2) jako e3 =
(

0
2
1

)
− 2e2;

� wygenerowawszy wektory e1, e2, e3 mo»emy nast¦pnie wygenerowa¢ dowolny wektor R3.

Wobec tego dowolny wektor R3 mo»na przedstawi¢ w postaci kombinacji liniowej wyj±ciowych
czterech wektorów, ale przedstawienie to nie b¦dzie jednoznaczne. Oznacza to, »e w ukªadzie

tym jest �za du»o� wektorów. Na przykªad wektor
(

1
1
1

)
mo»na wygenerowa¢ z pozostaªych

trzech: (
1
1
1

)
= 1

4

(
1
2
0

)
+ 1

4

(
0
2
1

)
+ 3

4

(
1
0
1

)
W zwi¡zku z tym wektor

(
1
1
1

)
mo»na usun¡¢, a pozostaªy ukªad trzech wektorów wci¡» b¦dzie

generowaª caª¡ przestrze« R3. Mo»na sprawdzi¢, »e pozostaªy ukªad
(

1
2
0

)
,
(

0
2
1

)
,
(

1
0
1

)
∈ R3

jest ju» baz¡ R3.

Przykªad 22 (zbiór za maªy na baz¦)

...ale mo»na go powi¦kszy¢ do bazy (zbiór liniowo niezale»ny).
Dane s¡ wektory 1, 1 + x, 1 + x2 ∈ R3[x]. Ka»dy wektor, który przedstawia si¦ jako

kombinacja liniowa tych wektorów, przedstawia si¦ jednoznacznie � je»eli:

ax3 + bx2 + cx+ d = α · 1 + β · (1 + x) + γ · (1 + x2)

to γ = b, β = c, α = d− b− c � ale nie ka»dy wektor z R3[x] daje si¦ przedstawi¢ w tej postaci
(np. nie jest to mo»liwe dla wektora x3). Doª¡czaj¡c wektor x3 do pocz¡tkowego ukªadu
otrzymujemy ukªad 1, 1 + x, 1 + x2, x3 ∈ R3[x], który � co ªatwo sprawdzi¢ � jest baz¡.

Copyright © Tomasz Elsner, 2020



1.1. PRZESTRZE� LINIOWA 9

Powy»sze dwa przykªady stanowi¡ motywacj¦ do podzielenia warunku bycia baz¡ (ka»dy
element przedstawia si¦ jednoznacznie w postaci kombinacji liniowej) na dwa warunki:

� ka»dy element przedstawia si¦ (na co najmniej jeden sposób),

� ka»dy element przedstawia si¦ na co najwy»ej jeden sposób.

De�nicja 1.8

Zbiór wektorów v1, . . . , vn ∈ V nazywamy:

� zbiorem generuj¡cym V , je±li ka»dy element v ∈ V mo»na przedstawi¢ (na co naj-
mniej jeden sposób) w postaci kombinacji liniowej elementów v1, . . . , vn

� zbiorem liniowo niezale»nym (lnz), je±li ka»dy element v ∈ V mo»na przedstawi¢ na
co najwy»ej jeden sposób w postaci kombinacji liniowej elementów v1, . . . , vn. Zbiór,
który nie jest liniowo niezale»ny, nazwyamy zbiorem liniowo zale»nym (lz).

Porównanie De�nicji 1.8 z De�nicj¡ 1.4 daje natychmiastowy wniosek:

Fakt 1.9

Baza przestrzeni liniowej to zbiór, który jest równocze±nie liniowo niezale»ny i generuj¡cy.

Sprawdzanie, »e dany zbiór wektorów jest generuj¡cy lub liniowo niezale»ny zazwyczaj wy-
konujemy odwoªuj¡c si¦ do nast¦puj¡cych charakteryzacji:

Fakt 1.10: Charakteryzacja zbioru generuj¡cego

Zbiór wektorów v1, . . . , vn ∈ V generuje V wtedy i tylko wtedy, gdy mo»na z niego wyge-
nerowa¢ (przy pomocy kombinacji liniowych) pewn¡ baz¦ V .

Dowód. Ze zbioru generuj¡cego mo»na wygenerowa¢ ka»dy wektor, w szczególno±ci wektory do-
wolnej bazy. Je±li natomiast mo»na wygenerowa¢ wektory pewnej bazy, to z nich z kolei (przy
u»yciu kombinacji liniowej) mo»na ju» wygenerowa¢ dowolny wektor.

Fakt 1.11: charakteryzacja liniowej niezale»no±ci

Zbiór wektorów v1, . . . , vn ∈ V jest liniowo niezale»ny (lnz) wtedy i tylko wtedy, gdy:

∀α1, . . . , αn ∈ R(α1v1 + · · ·+ αnvn = 0⇒ α1 = · · · = αn = 0) (1.1)

(tzn. jedyna zeruj¡ca si¦ kombinacja liniowa v1, . . . , vn to kombinacja o wszystkich wspóª-
czynnikach równych 0).

Dowód. Poniewa» wektor 0 daje si¦ zawsze przedstawi¢ jako kombinacja liniowa dowolnych wek-
torów:

0 = 0 · v1 + · · ·+ 0 · vn
(tzw. kombinacja trywialna), wi¦c je±li ukªad v1, . . . , vn jest lnz, to innej kombinacji nie ma,
czyli speªniony jest warunek (1.1).

Je±li ukªad v1, . . . , vn jest lz, to istnieje wektor, który przedstawia si¦ na dwa ró»ne sposoby
w postaci kombinacji liniowej v1, . . . , vn, czyli:

α1v1 + · · ·+ αnvn = β1v1 + · · ·+ βnvn
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gdzie przynajmniej dla jednego indeksu i mamy αi 6= βi. St¡d:

(α1 − β1)v1 + · · ·+ (αn − βn)vn = 0

czyli istnieje zeruj¡ca si¦ kombinacja liniowa v1, . . . , vn, której nie wszystkie wspóªczynniki s¡
zerami.

Fakt 1.12: charakteryzacja liniowej zale»no±ci

Zbiór wektorów v1, . . . , vn ∈ V jest liniowo zale»ny (lz) wtedy i tylko wtedy, gdy jeden z
tych wektorów jest kombinacj¡ liniow¡ pozostaªych.

Dowód. Zgodnie z Faktem 1.11 ukªad v1, . . . , vn jest liniowo zale»ny wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje zeruj¡ca si¦ kombinacja liniowa v1, . . . , vn, która ma przynajmniej jeden niezerowy wspóª-
czynnik:

α1v1 + α2v2 + · · ·+ αnvn = 0

Przyjmijmy, »e α1 6= 0 (rozumowanie w pozostaªych przypadkach jest analogiczne). Wówczas:

v1 = −α2

α1
v2 − · · · −

αn
α1
vn

czyli jeden z wektorów jest kombinacj¡ liniow¡ pozostaªych.

Przykªad 23

Sprawd¹, czy ukªad wektorów 1 + x, 1 + 2x− x2, 1 + x3 ∈ R3[x] jest liniowo niezale»ny.
Rozwi¡zanie. Rozwa»my zeruj¡c¡ si¦ kombinacj¦ liniow¡ tych wektorów:

α(1 +x) +β(1 + 2x−x2) +γ(1 +x3) = 0 czyli γx3−βx2 + (2β+α)x+ (α+β+γ) = 0

Powy»sza równo±¢ to równo±¢ wielomianów, a zero po prawej stronie oznacza wielomian zerowy.
Wielomian jest wielomianem zerowym wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie jego wspóªczynniki
s¡ zerami, czyli: 

γ = 0

−β = 0

2β + α = 0

α+ β + γ = 0

St¡d otrzymujemy α = β = γ = 0, czyli jedyna zeruj¡ca si¦ kombinacja liniowa to kombinacja
o wszystkich wspóªczynnikach równych 0. Badany ukªad wektorów jest wi¦c liniowo niezale»ny.

Opisana w Przykªadach 21 i 22 procedura to do±¢ typowy sposób wyznaczania bazy:

� we¹ dowolny zbiór generuj¡cy i zmniejsz go do bazy (wyrzucaj¡c, po jednym, elementy,
które s¡ kombinacj¡ liniow¡ pozostaªych) lub

� we¹ dowolny zbiór liniowo niezale»ny i powi¦ksz go do bazy (dodaj¡c, po jednym, elementy,
które nie s¡ kombinacj¡ liniow¡ pozostaªych).
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Fakt 1.13

Niech V b¦dzie sko«czenie wymiarow¡ przestrzeni¡ liniow¡. Wówczas:

1) z ka»dego (sko«czonego) zbioru generuj¡cego V mo»na wybra¢ baz¦, usuwaj¡c z
niego (po jednym) elementy b¦d¡ce kombinacj¡ liniow¡ pozostaªych
[tzn. baza to minimalny zbiór generuj¡cy]

2) Ka»dy zbiór liniowo niezale»ny w V mo»na uzupeªni¢ do bazy, dodaj¡c do niego (po
jednym) elementy, które nie s¡ kombinacj¡ liniow¡ pozostaªych
[tzn. baza to maksymalny zbiór liniowo niezale»ny]

Fakt 1.14

Niech V b¦dzie sko«czenie wymiarow¡ przestrzeni¡ liniow¡. Wówczas ka»da podprzestrze«
W < V speªnia warunek dimW ≤ dimV , przy czym równo±¢ zachodzi wtedy i tylko
wtedy, gdy W = V .

Dowód. Baza podprzestrzeni W (czyli ukªad wektorów liniowo niezale»nych i generuj¡cych W )
potraktowana jako ukªad wektorów V przestaje ju» by¢ zbiorem generuj¡cym (chyba, »eW = V ),
ale pozostaje zbiorem liniowo niezale»nym. Zgodnie z Faktem 1.13 mo»na go wi¦c rozszerzy¢
do bazy V , sk¡d dimV ≥ dimW . Równo±¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy baza W jest
równocze±nie baz¡ V , czyli W = V .

Wniosek 1.15

Je±li V jest sko«czenie wymiarow¡ przestrzeni¡ liniow¡, to ukªad wektorów (v1, . . . , vn)
przestrzeni V , który speªnia dowolne dwa z poni»szych warunków jest baz¡ V i speªnia
równie» trzeci z warunków:

1) wektory v1, . . . , vn s¡ lnz,

2) wektory v1, . . . , vn generuj¡ V ,

3) n = dimV .

Dowód. Zgodnie z Faktem 1.9 baza to ukªad wektorów speªniaj¡cy warunki (1) i (2). Dla sko«-
czenie wymiarowych przestrzeni baza speªnia równie» warunek (3) (zgodnie z de�nicj¡ wymiaru).
Pozostaje pokaza¢, »e ukªad speªniaj¡cy warunki (1) i (3) lub speªniaj¡cy warunki (2) i (3) rów-
nie» jest baz¡.

Niech ukªad (v1, . . . , vn) generuje V (warunek (2)) oraz n = dimV (warunek (3)). Zgodnie
z Faktem 1.13 z ukªadu tego mo»na wybra¢ baz¦ V , ale nie mo»e to powodowa¢ zmniejszenia
liczby wektorów (bo n = dimV ). Wobec tego ukªad ten musi by¢ baz¡.

Rozwa»my teraz sytuacj¦, gdy ukªad (v1, . . . , vn) jest liniowo niezale»ny V (warunek (1)) oraz
n = dimV (warunek (3)). Zgodnie z Faktem 1.13 ukªad ten mo»na uzupeªni¢ do bazy V , ale nie
mo»e to powodowa¢ zwi¦kszenia liczby wektorów (bo n = dimV ). Wobec tego ukªad ten musi
by¢ baz¡.

Fakt 1.16

Je±li W1,W2 < V s¡ podprzestrzeniami liniowymi, to W1∩W2 te» jest podprzestrzeni¡ V .
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Dowód. Wystarczy sprawdzi¢, »e W1 ∩W2 jest zamkni¦ty na dodawanie wektorów i mno»enie
przez skalar. Rozwa»my wektory w,w′ ∈ W1 ∩ W2. Wobec tego w,w′ ∈ W1, a poniewa»
W1 jest podprzestrzeni¡ V , wi¦c w + w′ ∈ W1. Podobnie w + w′ ∈ W2, a st¡d dostajemy
w + w′ ∈ W1 ∩W2, czyli zamkni¦to±¢ na dodawanie. Analogicznie dowodzimy zamkni¦to±ci na
mno»enie przez skalar.

1.2 Przeksztaªcenia liniowe

De�nicja 1.17

Niech V i W b¦d¡ przestrzeniami liniowymi. Przeksztaªcenie F : V → W nazywamy
przeksztaªceniem liniowym (inaczej: homomor�zmem), je±li dla dowolnych u, v ∈ V oraz
t ∈ R speªnione s¡ warunki:

1. F (u+ v) = F (u) + F (v) (addytywno±¢)
2. F (t · u) = t · F (u) (jednorodno±¢)

Zbiór wszystkich przeksztaªce« liniowych z V do W oznaczamy Hom(V,W ).

Przypominamy, »e terminy funkcja, przeksztaªcenie, odwzorowanie, operator to synonimy,
aczkolwiek istniej¡ pewne ustalone konwencje dotycz¡ce ich u»ywania (np. gdy dziedzin¡ jest
R zwykle u»ywamy terminu funkcja, a gdy dziedzin¡ jest przestrze« funkcji, jak C(R), to zwy-
kle u»ywamy terminu operator). Termin homomor�zm jest synonimem terminu przeksztaªcenie
liniowe.

Przykªad 1

Ka»de przeksztaªcenie F : Rm → Rn zadane wzorem:

F (X) = AX czyli F


x1

...
xn


 =

a11 · · · a1n
...

. . .
...

am1 · · · amn


x1

...
xn


gdzie A ∈ Mm×n (mno»enie macierzy byªo w pierwszym semestrze de�niowane dla macierzy
dowolnego rozmiaru) jest przeksztaªceniem liniowym. W szczególno±ci, wszystkie przeksztaª-
cenia liniowe rozwa»ane w poprzednim semestrze (gdy m,n ≤ 3) pozostaj¡ przeksztaªceniami
liniowymi (cho¢ nowa de�nicja jest inna ni» ta z pierwszego semestru). Sprawdzamy, korzy-
staj¡c z praw dziaªa« na macierzach:

F (X + Y ) = A(X + Y ) = AX +AY = F (X) + F (Y )

F (tX) = A(tX) = t · (AX) = t · F (X)

W szczególno±ci przeksztaªcenie F : Rn → R postaci: F (
(
x1
...
xn

)
) = a1x1 + · · · + anxn jest

liniowe.

Przykªad 2

Przeksztaªcenie D : C1(R) → C(R) zde�niowane: D(f) = f ′ (tzn. operator pochodnej) jest
liniowe, zgodnie z twierdzeniem z analizy matematycznej:

(f + g)′ = f ′ + g′ (t · f)′ = t · f ′
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Przykªad 3

Przeksztaªcenie I : C(R) → C1(R) zde�niowane: I(f) =
∫
f(x)dx (tzn. operator caªki

nieoznaczonej) byªoby liniowe, zgodnie z twierdzeniem z analizy matematycznej:∫
(f(x) + g(x))dx =

∫
f(x)dx+

∫
g(x)dx

∫
t · f(x)dx = t ·

∫
f(x)dx

gdyby nie to, »e jest ono ¹le zde�niowane (caªka nieoznaczona daje w wyniku funkcj¦ z dokªad-
no±ci¡ do staªej, zwan¡ staª¡ caªkowania, czyli caªy zbiór funkcji). Z problemem poprawnego
zde�niowania operatora caªki nieoznaczonej (który faktycznie oka»e si¦ operatorem liniowym)
zmierzymy si¦ ponownie, gdy poznamy poj¦cie warstwy podprzestrzeni.

Przykªad 4

Niech a i b b¦d¡ ustalonymi liczbami rzeczywistymi. Przeksztaªcenie I : C(R) → R zde�nio-
wane: I(f) =

∫ b
a f(x)dx (tzn. operator caªki oznaczonej) jest liniowe, zgodnie z twierdzeniem

z analizy matematycznej:

b∫
a

(f(x) + g(x))dx =

b∫
a

f(x)dx+

b∫
a

g(x)dx

b∫
a

t · f(x)dx = t ·
b∫
a

f(x)dx

Przykªad 5

Przeksztaªcenie F : C(R) → R zde�niowane F (f) = f(3) (czyli przeksztaªcenie przypisuj¡ce
ka»dej funkcji jej warto±¢ w punkcie 3) jest liniowe, bo:

(f + g)(3) = f(3) + g(3) (t · f)(3) = t · f(3)

Podobnie przeksztaªcenie G : Rn[x] → R zde�niowane G(P ) = P (4) (czyli przypisuj¡ce ka»-
demu wielomianowi jego warto±¢ w punkcie 4).

Przykªad 6

Przeksztaªcenie F : R3[x] → R4[x] zde�niowane F (P )(x) = xP (x) (czyli mno»¡ce ka»dy
wielomian przez x) jest przeksztaªceniem liniowym, bo:

x(P (x) +Q(x)) = xP (x) + xQ(x) x(t · P (x)) = t · xP (x)

De�nicja 1.18

Niech V i W b¦d¡ przestrzeniami liniowymi, za± F : V →W przeksztaªceniem liniowym.
Wówczas:

� obrazem przeksztaªcenia liniowego F nazywamy zbiór ImF = {F (v) : v ∈ V } ⊂W ,
� j¡drem przeksztaªcenia liniowego F nazywamy zbiór kerF = {v ∈ V : F (v) = 0}.
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Fakt 1.19

Niech V i W b¦d¡ przestrzeniami liniowymi, za± F : V →W przeksztaªceniem liniowym.
Wówczas:

1) kerF jest podprzestrzeni¡ dziedziny V (tzn. kerF < V ),
2) ImF jest podprzestrzeni¡ przeciwdziedziny W (tzn. ImF < W ).

Dowód. Wystarczy sprawdzi¢, »e kerF oraz ImF s¡ zamkni¦te na dodawanie wektorów oraz na
mno»enie przez skalar. Niech v, v′ ∈ kerF , czyli F (v) = F (v′) = 0. Wówczas, z uwagi na
addytywno±¢ F :

F (v + v′) = F (v) + F (v) = 0 + 0 = 0

czyli v + v′ ∈ kerF , co oznacza zamkni¦to±¢ na dodawanie. Zamkni¦to±¢ na mno»enie przez
skalar sprawdzamy podobnie.

Niech teraz w,w′ ∈ ImF . Oznacza to, »e w = F (v) oraz w′ = F (v′) dla pewnych wektorów
v, v′ ∈ V . Wówczas, z addytywno±ci F :

w + w′ = F (v) + F (v′) = F (v + v′)

czyli w + w′ ∈ ImF , co oznacza zamkni¦to±¢ na dodawanie. Zamkni¦to±¢ na mno»enie przez
skalar sprawdzamy podobnie.

Fakt 1.20

Niech V i W b¦d¡ przestrzeniami liniowymi, za± F : V →W przeksztaªceniem liniowym.
Wówczas:

1) F jest ró»nowarto±ciowe ⇔ kerF = {0},
2) F jest �na� ⇔ ImF = W .

Dowód. Cz¦±¢ (2) to przeformuªowana de�nicja funkcji �na�. Udowodnimy cz¦±¢ (1).
⇒ Zaªó»my, »e F jest ró»nowarto±ciowe. Wówczas przeciwobraz ka»dego punktu w ∈ W (w
szczególno±ci przeciwobraz 0 ∈ W , który oznaczamy kerF ) jest zbiorem pustym lub jednoele-
mentowym. Poniewa» F (0) = 0 (z liniowo±ci), wi¦c F−1[0] = kerF = {0}.
⇐ Zaªó»my, »e kerF = {0}. Niech v, v′ ∈ V b¦d¡ takimi punktami, »e F (v) = F (v′) Wówczas
z liniowo±ci F :

F (v − v′) = F (v)− F (v′) = 0

Zatem v− v′ ∈ kerF , czyli v− v′ = 0, a zatem v = v′. Dowodzi to ró»nowarto±ciowo±ci F (ró»ne
punkty nie mog¡ mie¢ jednakowych obrazów).

Twierdzenie 1.21: Twierdzenie o indeksie

Niech V i W b¦d¡ przestrzeniami liniowymi, przy czym dimV < ∞, za± F : V → W
przeksztaªceniem liniowym. Wówczas:

dim kerF + dim ImF = dimV
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Wniosek 1.22

Niech V i W b¦d¡ sko«czenie wymiarowymi przestrzeniami liniowymi tego samego wy-
miaru (tzn. dimV = dimW < ∞), za± F : V → W � przeksztaªceniem liniowym.
Wówczas nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

1) F jest ró»nowarto±ciowe
2) F jest �na�
3) F jest bijekcj¡

Dowód. Zauwa»my, »e dim kerF ≥ 0 oraz dim ImF ≤ dimV (gdy» ImF < W , czyli dim ImF ≤
dimW = dimV ). Z twierdzenia o indeksie wiemy, »e:

dim kerF + dim ImF = dimV

a wobec tego dim kerF = 0 ⇐⇒ dim ImF = dimV . Wynika st¡d, »e je±li F jest ró»nowarto-
±ciowe, to jest �na�, a zatem jest bijekcj¡ oraz, »e je±li F jest �na� to jest ró»nowarto±ciowe, czyli
te» jest bijekcj¡.

Zwró¢my uwag¦, »e powy»szy wniosek prawdziwy jest wyª¡cznie w przypadku, gdy dziedzina
i przeciwdziedzina s¡ tego samego (sko«czonego) wymiaru.

De�nicja 1.23

Niech F : V →W b¦dzie przeksztaªceniem liniowym, a B = (b1, . . . , bn) i C = (c1, . . . , cm)
bazami, odpowiednio V i W . Wówczas macierz:

mBC (F ) = ([F (b1)]C , . . . , [F (bn)]C) (1.2)

nazywamy macierz¡ przeksztaªcenia F w bazach B i C.

Fakt 1.24

Dla przeksztaªcenia liniowego F : V →W oraz baz B i C zachodzi:

[F (v)]C = mBC (F ) · [v]B (1.3)

Dowód. Je±li [v]B =
(
α1
...
αn

)
, to v = α1b1 + · · · + αnbn. Zauwa»my, »e dla dowolnej macierzy

A = (A1, . . . , An) (czyli macierzy o kolumnach A1, . . . , An) zachodzi:

A ·

x1
...
xn

 = (A1, . . . , An) ·

x1
...
xn

 = x1A1 + · · ·+ xnAn

Zgodnie ze wzorem (1.2) dostajemy zatem:

mBC (F ) · [v]B = ([F (b1)]C , . . . , [F (bn)]C) ·

α1
...
αn

 = α1[F (b1)]C + · · ·+ αn[F (bn)]C

= [α1F (b1) + · · ·+ αnF (bn)]C = [F (α1b1 + · · ·+ αnbn)]C = [F (v)]C
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Wniosek 1.25

Dla baz B i C przestrzeni V zachodzi:

[v]C = mBC (id) · [v]B (1.4)

Macierz mBC (id) nazywamy macierz¡ zmiany bazy.

Dowód. Jest to szczególna wersja Faktu 1.24, dla F = id.

Fakt 1.26

Dla przeksztaªce« liniowych F : U → V i G : V → W oraz baz B, C, D odpowiednio U ,
V , W zachodzi:

mBD(G ◦ F ) = mCD(G) ·mBC (F ) (1.5)

Dowód. Zauwa»my, »e zgodnie z Faktem 1.24:

mBD(G ◦ F ) · [b1]B = [(G ◦ F )(b1)]D = [G(F (b1))]D

mCD(G) ·mBC (F ) · [b1]B = mCD(G) · [F (b1)]C = [G(F (b1))]D

Poniewa» [b1]B =

( 1
...
0

)
, wi¦c oznacza to, »e pierwsza kolumna macierzymBD(G◦F ) jest identyczna

z pierwsz¡ kolumn¡ macierzy mCD(G) ·mBC (F ). Podobnie pokazujemy (zast¦puj¡c b1 przez bi), »e
pozostaªe kolumny tych macierzy te» s¡ równe.

Wniosek 1.27

Dla baz B i C przestrzeni V zachodzi:

mBC (id) = (mCB(id))−1 (1.6)

Dowód. Stosuj¡c Fakt 1.26 dla przeksztaªce« F = G = id, gdzie id : V → V jest przeksztaªceniem
identyczno±ciowym i przyjmuj¡c baz¦ D = B otrzymujemy:

I = mBB(id) = mBB(id ◦ id) = mCB(id) ·mBC (id)

St¡d macierze mCB(id) i mBC (id) s¡ wzajemnie odwrotne.

Wniosek 1.28

Dla baz B i C przestrzeni V oraz przeksztaªcenia F : V → V zachodzi:

mCC(F ) = mBC (id) ·mBB(F ) ·mCB(id) (1.7)

Dowód. Stosuj¡c dwukrotnie Fakt 1.26 otrzymujemy:

mBC (id) ·mBB(F ) ·mCB(id) = mBC (id) ·mCB(F ◦ id) = mCC(id ◦F ◦ id) = mCC(F )
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De�nicja 1.29

Przeksztaªcenie liniowe F : V → W nazywamy odwracalnym (lub izomor�zmem), je±li
istnieje przeksztaªcenie liniowe G : W → V takie, »e F ◦G = idV i G ◦F = idW . Takie G
jest najwy»ej jedno i oznaczamy je G = F−1 (i nazywamy przeksztaªceniem odwrotnym do
F ). Przestrzenie liniowe V iW nazywamy wówczas izomor�cznymi (i oznaczamy V ∼= W ).

Fakt 1.30

Przeksztaªcenie F : V →W jest izomor�zmem wtedy i tylko wtedy, gdy jest bijekcj¡.

Dowód. Zwró¢my uwag¦, »e warunek bijektywno±ci F : V → W oznacza istnienie przeksztaªce-
nia odwrotnego F−1 : W → V , ale nie gwarantuje natychmiast, »e F−1 jest przeksztaªceniem
liniowym. Zatem pozostaje sprawdzi¢, »e F−1 jest addytywne i jednorodne. We¹my dowolne
wektory w,w′ ∈ W . Poniewa» F jest bijekcj¡, wi¦c istniej¡ v, v′ ∈ V takie, »e w = F (v) i
w′ = F (v′), czyli F−1(w) = v i F−1(w′) = v′. Wówczas:

F (v + v′) = F (v) + F (v′) = w + w′ czyli F−1(w + w′) = v + v′ = F−1(w) + F−1(w′)

czyli F−1 jest addytywne. Podobnie sprawdzamy jednorodno±¢ F−1.

Fakt 1.31

Je±li V jest przestrzeni¡ liniow¡ wymiaru n, to V ∼= Rn.

Dowód. Odwzorowanie F : V → Rn zde�niowane jako F (v) = [v]B, gdzie B jest pewn¡ ustalon¡
baz¡, jest przeksztaªceniem liniowym (dodawania wektorów odpowiada dodawaniu wspóªrz¦d-
nych w bazie B, podobnie mno»enie przez skalar) oraz jest bijekcj¡. Zatem F jest izomor�z-
mem.
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Rozdziaª 2

Macierze i ukªady równa«

2.1 Wyznacznik macierzy

De�nicja 2.1

Rozstawieniem wyrazów macierzy n × n nazywamy ka»dy taki wybór zbioru n wyrazów
tej macierzy:

ai1j1 ai2j2 . . . ainjn

»e w ka»dym wierszu i w ka»dej kolumnie znajduje si¦ dokªadnie jeden z wybranych wy-
razów (tzn. indeksy i1, . . . , in s¡ parami ró»ne oraz indeksy j1, . . . , jn s¡ parami ró»ne).
Rozstawieniem diagonalnym nazwiemy rozstawienie zawieraj¡ce wszystkie wyrazy prze-
k¡tnej macierzy:

a11 a22 . . . ann

Rozstawienie wyrazów macierzy n×n jest matematyczn¡ wersj¡ szachowego zadania: ustawi¢
n wie» na szachownicy n× n w taki sposób, by »adne dwie z nich si¦ nie atakowaªy.

Poj¦cie rozstawienia zostaªo wprowadzone wyª¡cznie na potrzeby niniejszego skryptu i nie
jest ogólnie przyj¦t¡ terminologi¡. Klasyczne podr¦czniki algebry liniowej zamiast posªugiwa¢
si¦ poj¦ciem rozstawienia wyrazów macierzy u»ywaj¡ poj¦cia permutacji liczb 1, 2, . . . , n, czyli
bijekcji:

σ : {1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . , n}

U»ywaj¡c tej terminologii, rozstawienie to zbiór wyrazów macierzy postaci:

a1σ(1) a2σ(2) . . . anσ(n)

dla pewnej permutacji σ. Rozstawienie diagonalne odpowiada permutacji identyczno±ciowej, tzn.
permutacji σ takiej, »e σ(k) = k dla dowolnego k.

Fakt 2.2

Dla macierzy n× n istnieje dokªadnie n! rozstawie«.

Dowód. Z pierwszego wiersza macierzy mo»emy wybra¢ dowolny z n wyrazów. Z drugiego wiersza
mo»emy wybra¢ dowolny z n−1 wyrazów (jedna kolumna jest ju» �zaj¦ta� przez wyraz wybrany
z pierwszego wiersza). Z trzeciego wiersza mo»emy wybra¢ dowolny z n − 2 wyrazów (dwie
kolumny s¡ ju» �zaj¦te� przez wyrazy wybrane z pierwszego i drugiego wiersza), itd. St¡d liczba
mo»liwych rozstawie« to:

n · (n− 1) · · · · · 2 · 1 = n!
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Fakt 2.3

Ka»de rozstawienie wyrazów macierzy n× n mo»emy przeksztaªci¢ w rozstawienie diago-
nalne poprzez wielokrotne powtórzenie operacji zamiany miejscami dwóch kolumn macie-
rzy. Rozstawienie nazywamy:

� parzystym, je±li mo»na to zrobi¢ przy u»yciu parzystej liczby zamian,

� nieparzystym, je±li mo»na to zrobi¢ przy u»yciu nieparzystej liczby zamian.

�adne rozstawienie nie mo»e by¢ równocze±nie parzyste i nieparzyste.

Poj¦cie parzystego/nieparzystego rozstawienia odpowiada poj¦ciom parzystej/nieparzystej
permutacji.

Dowód. Fakt, »e ka»de rozstawienie mo»na przeksztaªci¢ w rozstawienie diagonalne przez wielo-
krotne zamiany miejscami dwóch kolumn jest oczywisty, cho¢ przeksztaªcenie to mo»e by¢ wy-
konywane na wiele ró»nych sposobów. Gªównym elementem powy»szego Faktu jest stwierdzenie,
»e parzysto±¢ liczby zamian jest jednakowa dla ka»dego z tych sposobów. Poni»ej przedsta-
wiamy szkic dowodu tego faktu. Dowód ten nie jest istotny dla dalszego toku wykªadu i mniej
zaawansowany czytelnik mo»e go pomin¡¢.

Przy ustalonym rozstawieniu ª¡czymy odcinkiem ka»de dwa z wyrazów tego rozstawienia
(otrzymuj¡c

(
n
2

)
odcinków). Ka»dy z tych odcinków ma kierunek↗ lub↘ (nie b¦dzie odcinków

pionowych ani poziomych, gdy» »adne dwa wyrazy nie le»¡ w tej samej kolumnie ani wierszu).
Nazwijmy liczb¦ odcinków o kierunku ↗ liczb¡ nieporz¡dków rozstawienia (np. rozstawienie
diagonalne ma liczb¦ nieporz¡dków 0). Zauwa»my teraz, »e:

� zamiana miejscami dwóch s¡siednich kolumn zawsze zmienia liczb¦ nieporz¡dków o 1,

� zamian¦ miejscami kolumn odlegªych o k mo»na przedstawi¢ w postaci sekwencji 2k + 1
zamian miejscami s¡siednich kolumn, czyli zmienia ona liczb¦ nieporz¡dków o 2k + 1 (np.
zamian¦ miejscami kolumny pierwszej i trzeciej mo»na przedstawi¢ jako ci¡g 3 zamian
s¡siednich kolumn: pierwsza�druga, druga�trzecia, pierwsza�druga).

Wobec tego zamiana miejscami dowolnych dwóch kolumn zmienia parzysto±¢ liczby nieporz¡d-
ków. Poniewa» rozstawienie diagonalne ma liczb¦ nieporz¡dków 0, wi¦c rozstawienie o parzystej
liczbie nieporz¡dków wymaga parzystej liczby zamian kolumn, a rozstawienie o nieparzystej licz-
bie nieporz¡dków wymaga nieparzystej liczby zamian kolumn i nie mo»e istnie¢ rozstawienie,
które jest równocze±nie parzyste i nieparzyste.

Fakt 2.4

Dla n ≥ 2, w±ród wszystkich n! rozstawie« wyrazów macierzy n × n, poªowa rozstawie«
jest parzysta, a poªowa � nieparzysta.

Dowód. Rozstawienia mo»emy poª¡czy¢ w pary, ª¡cz¡c ka»de rozstawienie z rozstawieniem po-
wstaªym z niego przez zamian¦ miejscami pierwszej i drugiej kolumny. W ten sposób w ka»dej
parze mamy jedno rozstawienie parzyste i jedno nieparzyste, czyli rozstawie« parzystych i nie-
parzystych jest tyle samo.
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De�nicja 2.5

Wyznacznik macierzy A = (aij) rozmiaru n× n to:

detA =
∑
±ai1j1 · ai2j2 · · · · · ainjn (2.1)

gdzie sumujemy wzgl¦dem wszystkich mo»liwych rozstawie« wyrazów macierzy A, a wybór
znaku jest zgodny z parzysto±ci¡ rozstawienia (+ dla parzystych, a − dla nieparzystych).

Przykªad 1

Oblicz wyznacznik macierzy
(
a b
c d

)
.

Rozwi¡zanie. Nietrudno zauwa»y¢, »e mo»liwe s¡ tylko dwa rozstawienia:(
a b
c d

) (
a b
c d

)
+ad −bc

Drugie rozstawienie wymaga jednej zamiany kolumn, by sprowadzi¢ je do diagonalnego (czyli
jest nieparzyste, st¡d znak −). Pierwsze rozstawienie ju» jest diagonalne, czyli parzyste (wy-
maga 0 zamian kolumn), st¡d znak +. Otrzymujemy wzór:

det

(
a b
c d

)
= ad− bc

który pokrywa si¦ ze wzorem z ubiegªego semestru. Zauwa»my, »e otrzymana suma ma 2!
skªadników, z których ka»dy jest iloczynem 2 wyrazów macierzy oraz »e poªowa skªadników
wyst¦puje ze znakiem +, a poªowa ze znakiem −.

Przykªad 2

Oblicz wyznacznik macierzy

a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

.

Rozwi¡zanie. Nietrudno zauwa»y¢, »e mo»liwe jest sze±¢ rozstawie«:a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3


+a1b2c3

a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3


+b1c2a3

a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3


+c1a2b3

a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3


−c1b2a3

a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3


−b1a2c3

a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3


−a1b2c3

Pierwsze rozstawienie jest diagonalne (czyli parzyste). Drugie rozstawienie mo»na przeksztaª-
ci¢ w diagonalne wykonuj¡c dwie zamiany kolumn (zamieniaj¡c pierwsz¡ kolumn¦ z drug¡,
a nast¦pnie drug¡ z trzeci¡), czyli równie» jest parzyste. Czwarte rozstawienie mo»na prze-
ksztaªci¢ w diagonalne przez jedn¡ zamian¦ kolumn (zamieniaj¡c pierwsz¡ kolumn¦ z trzeci¡),
czyli jest nieparzyste. Podobnie sprawdzamy znaki dla pozostaªych rozstawie«, otrzymuj¡c
wzór:

det

a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

 = a1b2c3 + b1c2a3 + c1a2b3 − c1b2a3 − b1a2c3 − a1b2c3

który pokrywa si¦ z wzorem z ubiegªego semestru. Zauwa»my, »e otrzymana suma ma 3!
skªadników, z których ka»dy jest iloczynem 3 wyrazów macierzy oraz »e poªowa skªadników
wyst¦puje ze znakiem +, a poªowa ze znakiem −.
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W praktyce rzadko b¦dziemy wylicza¢ wyznacznik korzystaj¡c bezpo±rednio z De�nicji 2.5,
ale de�nicja ta pozwoli nam zrozumie¢ wiele wªasno±ci wyznacznika, które znacz¡co uªatwi¡ jego
wyliczanie.

Fakt 2.6

Dla dowolnej macierzy A ∈Mn×n zachodzi detA> = detA.

Dowód. Ka»demu rozstawieniu wyrazów macierzy A odpowiada identyczne rozstawienie wyrazów
macierzy A>, powstaªe przez �odbicie� rozstawienia wzgl¦dem przek¡tnej macierzy. W zwi¡zku
z tym skªadniki sumy (2.1) dla wyznacznika detA i dla wyznacznika detA> s¡ jednakowe, o ile
tylko ka»de rozstawienie ma t¦ sam¡ parzysto±¢, co jego �odbicie� wzgl¦dem przek¡tnej.

De�nicja parzysto±ci rozstawienia wyrazów macierzy zawarta w sformuªowaniu Faktu 2.3
odwoªuje si¦ do zamian miejscami kolumn macierzy, a dowód tego faktu bazuje na obserwacji, »e
zamiana miejscami dwóch kolumn zmienia parzysto±¢ liczby nieporz¡dków. Poniewa» zamiana
miejscami dwóch wierszy równie» zmienia parzysto±¢ liczby nieporz¡dków (uzasadnienie jest
analogiczne jak dla kolumn), wi¦c parzysto±¢ rozstawienia mo»na równie dobrze okre±li¢ przy
pomocy liczby zamian wierszy, które prowadz¡ do rozstawienia diagonalnego.

Wobec tego, poniewa» transpozycja zamienia kolumny na wiersze, wi¦c rozstawienie i jego
�odbicie� wzgl¦dem przek¡tnej macierzy maj¡ tak¡ sam¡ parzysto±¢, co dowodzi, »e detA =
detA>.

Wniosek 2.7

Wyznacznik macierzy A ∈ Mn×n zmienia znak przy zamianie miejscami dwóch kolumn
lub dwóch wierszy.

Dowód. Zamiana miejscami dwóch kolumn macierzy zamienia ka»de rozstawienie na rozstawienie
o tym samym iloczynie, ale przeciwnej parzysto±ci, czyli zmienia znak ka»dego skªadnika sumy
(2.1), a wobec tego zmienia znak wyznacznika.

Zamiana miejscami dwóch wierszy macierzy A odpowiada zamianie miejscami dwóch kolumny
macierzy A>, czyli zmienia znak wyznacznika detA>. Poniewa», zgodnie z Faktem 2.6, detA =
detA>, wi¦c zmienia równie» znak wyznacznika detA.

Wniosek 2.8

Je±li macierz A ∈ Mn×n ma dwie jednakowe kolumny (lub dwa jednakowe wiersze), to
detA = 0.

Dowód. Je±li zamienimy miejscami dwie jednakowe kolumny macierzy A, to z jednej strony
wyznacznik si¦ nie zmieni (bo macierz pozostanie niezmieniona), a z drugiej strony wyznacznik
zmieni si¦ na przeciwny (zgodnie z Wnioskiem 2.7). Wobec tego:

detA = −detA czyli detA = 0
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Fakt 2.9

Wyznacznik macierzy diagonalnej to iloczyn wyrazów na przek¡tnej, tzn.

det


a1 0 . . . 0
0 a2 . . . 0
...

...
. . . 0

0 0 0 an

 = a1 · . . . · an

Dowód. Jedyne rozstawienie wyrazów macierzy diagonalnej, które nie zawiera wyrazu 0, to roz-
stawienie zªo»one z wyrazów na przek¡tnej. St¡d suma (2.1) dla rozwa»anej macierzy diagonalnej
redukuje si¦ do jednego skªadnika: +a1 · . . . · an.

Fakt 2.10

Wyznacznik macierzy górnotrójk¡tnej to iloczyn wyrazów na przek¡tnej, tzn.

det


a1 ∗ . . . ∗
0 a2 . . . ∗
...

...
. . . ∗

0 0 0 an

 = a1 · . . . · an

Dowód. Jedyne rozstawienie wyrazów macierzy górnotrójk¡tnej, które nie zawiera wyrazu 0,
to rozstawienie zªo»one z wyrazów na przek¡tnej. St¡d suma (2.1) dla rozwa»anej macierzy
górnotrójk¡tnej redukuje si¦ do jednego skªadnika: +a1 · . . . · an.

Przykªad 3

det


2 1 −1 0
0 3 1 2
0 0 1 5
0 0 0 7

 = 2 · 3 · 1 · 7 = 42

Fakt 2.11

Wyznacznik macierzy kwadratowej zªo»onej z dwóch klatek jest iloczynem wyznaczników
obu klatek:

det



a11 · · · a1n 0 · · · 0
...

. . .
... 0 · · · 0

an1 · · · ann 0 · · · 0
0 · · · 0 b11 · · · b1m

0 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · 0 bm1 · · · bmm


= det

a11 · · · a1n
...

. . .
...

an1 · · · ann

 · det

 b11 · · · b1m
...

. . .
...

bm1 · · · bmm



Powy»szy wzór w uproszczeniu zapisujemy jako:

det

(
A 0
0 B

)
= detA · detB

gdzie A i B to (kwadratowe) klatki.
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Dowód. We wzorze (2.1) wystarczy sumowa¢ wzgl¦dem tych rozstawie« macierzy, które nie za-
wieraj¡ zer (rozstawienie zawieraj¡ce zero daje zerowy skªadnik sumy). W przypadku rozwa»anej
macierzy postaci

(
A 0
0 B

)
rozstawienia nie zawieraj¡ce zer to dokªadnie te rozstawienia, które po-

chodz¡ od poª¡czenia dowolnego rozstawienia macierzy A z dowolnym rozstawieniem macierzy
B.

Przykªad 4

det


3 4 0 0 0
1 2 0 0 0
0 0 1 1 2
0 0 1 0 1
0 0 1 0 2

 = det

(
3 4
1 2

)
· det

1 1 2
1 0 1
1 0 2

 = 2 · (−1) = −2

Dla wi¦kszej czytelno±ci w zapisie du»ych macierzy cz¦sto pomija si¦ bloki zer (zostawiaj¡c
puste miejsce), np. powy»sze wyliczenie zapisuje si¦ w postaci:

det


3 4
1 2

1 1 2
1 0 1
1 0 2

 = det

(
3 4
1 2

)
· det

1 1 2
1 0 1
1 0 2

 = 2 · (−1) = −2

Fakt 2.11 mo»na uogólni¢ na macierze kwadratowe zªo»one z wi¦kszej liczby klatek (kwadra-
towych macierzy uªo»onych wzdªu» przek¡tnej), jak w nast¦puj¡cym przykªadzie:

Przykªad 5

det



1 5
3 1

7 2
2 0

3 1
1 1

 = det

(
1 5
3 1

)
· det

(
7 2
2 0

)
· det

(
3 1
1 1

)
= (−14) · (−4) · 2 = 112

Zauwa»my, »e powy»szy wzór stanowi uogólnienie Faktu 2.9, dotycz¡cego wyznacznika ma-
cierzy diagonalnej (wyrazy na przek¡tnej macierzy diagonalnej mo»na traktowa¢ jako klatki
rozmiaru 1× 1).

De�nicja 2.12

Niech V i W b¦d¡ przestrzeniami liniowymi. Odwzorowanie F : V × · · · × V →W (prze-
prowadzaj¡ce ukªad n wektorów (v1, . . . , vn) przestrzeni V na jeden wektor przestrzeniW )
nazywamy liniowym wzgl¦dem ka»dej wspóªrz¦dnej (albo n-liniowym) je±li dla dowolnego
indeksu k:

1) F (v1, . . . , vk + v′k, . . . , vn) = F (v1, . . . , vk, . . . , vn) + F (v1, . . . , v
′
k, . . . , vn)

(addytywno±¢ wzgl¦dem k-tej wspóªrz¦dnej)

2) F (v1, . . . , t · vk, . . . , vn) = t · F (v1, . . . , vk, . . . , vn)
(jednorodno±¢ wzgl¦dem k-tej wspóªrz¦dnej)

Wyznacznik macierzy rozmiaru n× n to odwzorowanie

det : Mn×n → R
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Poniewa» macierz A ∈ Mn×n mo»emy traktowa¢ jako ukªad n kolumn (czyli ukªad n wektorów
przestrzeni Rn), co zapisujemy A = (A1, . . . , An), gdzie A1, . . . , An ∈ Rn to kolumny macierzy
A, wi¦c odwzorowanie det mo»emy traktowa¢ jako odwzorowanie:

det : Rn × · · · × Rn → R

Dla takiego odwzorowania mo»emy rozwa»a¢ pytanie o liniowo±¢ wzgl¦dem ka»dej wspóªrz¦dnej.

Fakt 2.13

Wyznacznik macierzy, traktowany jako odwzorowanie det : Rn×· · ·×Rn → R jest liniowy
wzgl¦dem ka»dej wspóªrz¦dnej, tzn. dla dowolnego indeksu k:

1) det(A1, . . . , Ak +A′k, . . . , An) = det(A1, . . . , Ak, . . . , An) + det(A1, . . . , A
′
k, . . . , An)

(addytywno±¢ wzgl¦dem k-tej wspóªrz¦dnej)

2) det(A1, . . . , t ·Ak, . . . , An) = t · det(A1, . . . , Ak, . . . , An)
(jednorodno±¢ wzgl¦dem k-tej wspóªrz¦dnej)

Dowód. (1) Dla uproszczenia zapisu poka»emy liniowo±¢ wzgl¦dem pierwszej wspóªrz¦dnej. Do-
wód liniowo±ci wzgl¦dem pozostaªych wspóªrz¦dnych jest analogiczny. Wprowad¹my oznaczenia:

A = (A1, A2, . . . , An) A′ = (A′1, A2, . . . , An) S = (A1 +A′1, A2 . . . , An)

Ka»de rozstawienie wyrazów macierzy mo»emy uporz¡dkowa¢ tak, by wypisywa¢ wyrazy zgodnie
z kolejno±ci¡ kolumn, z których zostaªy wybrane. Ka»de rozstawienie wyrazów macierzy S ma
wi¦c posta¢:

ai11 + a′i11 ai22 . . . ainn

a skªadnik sumy (2.1) zwi¡zany z tym rozstawieniem to:

±(ai11 + a′i11) · ai22 · . . . · ainn = ±ai11 · ai22 · . . . · ainn + ±a′i11 · ai22 · . . . · ainn

czyli suma odpowiedniego skªadnika sumy (2.1) dla wyznacznika detA i odpowiedniego skªadnika
sumy (2.1) dla wyznacznika detA′. St¡d:

detS = detA+ detA′

co nale»aªo udowodni¢.
(2) Pomno»enie wszystkich wyrazów pewnej kolumny przez t powoduje przemno»enie przez

t wszystkich skªadników sumy (2.1), czyli przemno»enie przez t wyznacznika.

Wniosek 2.14

Wyznacznik macierzy:

1) mno»y si¦ przez t, je±li pomno»ymy wybran¡ kolumn¦ macierzy przez t;
2) nie zmienia si¦, je±li dodamy krotno±¢ jednej kolumny macierzy do innej kolumny.

Powy»sze wªasno±ci prawdziwe s¡ równie», je±li sªowo kolumna zast¡pimy sªowem wiersz.

Dowód. (1) to inne sformuªowanie Faktu 2.13(2).
(2) Oznaczmy macierz A = (A1, . . . , An), gdzie A1, . . . , An to kolumny macierzy. Dla uprosz-

czenia zapisu rozwa»ymy sytuacj¦, gdy t-krotno±¢ pierwszej kolumny dodajemy do drugiej ko-
lumny, czyli gdy macierz:

A = (A1, A2, A3, . . . , An)
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przeksztaªcamy w macierz:

A′ = (A1, A2 + tA1, A3, . . . , An)

(dowód w pozostaªych przypadkach jest analogiczny). Zgodnie z Faktem 2.13(2) (liniowo±¢ wzgl¦-
dem drugiej wspóªrz¦dnej) otrzymujemy:

detA′ = det(A1, A2 + tA1, A3, . . . , An) = det(A1, A2, A3, . . . , An) + det(A1, tA1, A3, . . . , An)

Zgodnie z udowodnionym punktem (1) oraz Wnioskiem 2.8 (macierz o dwóch jednakowych ko-
lumnach ma zerowy wyznacznik):

= det(A1, A2, A3, . . . , An) + t · det(A1, A1, A3, . . . , An) = detA+ 0 = detA

co nale»aªo udowodni¢.
Z uwagi na Fakt 2.6 transpozycja macierzy nie zmienia wyznacznika, a poniewa» transpozycja

zamienia kolumny na wiersze, a wiersze na kolumny, wi¦c punty (1) i (2) s¡ prawdziwe równie»
dla wierszy macierzy.

Przykªad 6

Obliczy¢ wyznacznik macierzy: 
1 1 1 1
4 2 2 4
0 2 1 1
3 3 3 2


Rozwi¡zanie. Zgodnie z Wnioskiem 2.14 dodanie lub odj¦cie krotno±ci jednego wiersza od
innego wiersza nie wpªywa na wyznacznik macierzy. W zwi¡zku z tym odejmuj¡c 4-krotno±¢
pierwszego wiersza od drugiego i 3-krotno±¢ pierwszego wiersza od czwartego, a nast¦pnie
dodaj¡c drugi wiersz do trzeciego otrzymujemy:

det


1 1 1 1
4 2 2 4
0 2 1 1
3 3 3 2

 = det


1 1 1 1
0 −2 −2 0
0 2 1 1
0 0 0 −1

 = det


1 1 1 1
0 −2 −2 0
0 0 −1 1
0 0 0 −1

 = −2

gdzie ostatni wyznacznik jest prosty do wyliczenia jako wyznacznik macierzy górnotrójk¡tnej.

W tym momencie potra�my wylicza¢ wyznacznik macierzy n× n:

� wypisuj¡c (zgodnie z de�nicj¡) wszystkie n! rozstawie« wyrazów macierzy (co jest w prak-
tyce bardzo uci¡»liwe, chyba »e, jak w przypadku macierzy górnotrójk¡tnej, niewiele jest
rozstawie« nie zawieraj¡cych zera);

� dla pewnych macierzy pewnych specjalnych postaci, jak macierz diagonalna, górnotrój-
k¡tna lub macierz skªadaj¡ca si¦ z klatek;

� sprowadzaj¡c macierz, przy pomocy operacji nie zmieniaj¡cych wyznacznika, do macierzy
górnotrójk¡tnej (lub innej postaci, dla której wyznacznik ªatwo jest obliczy¢).

Wci¡» brakuje nam jednak prostego algorytmu pozwalaj¡cego sprawnie wylicza¢ wyznacznik
dowolnie skomplikowanej macierzy. Tym algorytmem jest przedstawione poni»ej rozwini¦cie
wyznacznika wzgl¦dem dowolnie wybranego wiersza lub kolumny (tzw. rozwini¦cie Laplace'a).
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Fakt 2.15: Rozwini¦cie Laplace'a

Je±li A = (aij) jest macierz¡ n × n, a przez Aij oznaczymy macierz (n − 1) × (n − 1)
powstaª¡ z macierzy A przez usuni¦cie i-tego wiersza i j-tej kolumny, to prawdziwe s¡
nast¦puj¡ce wzory:

1) detA =
∑

j(−1)i+jaij detAij (rozwini¦cie wyznacznika wzgl¦dem i-tego wiersza)

2) detA =
∑

i(−1)i+jaij detAij (rozwini¦cie wyznacznika wzgl¦dem j-tej kolumny)

W skrócie powy»szy algorytm mo»na opisa¢ nast¦puj¡co:

1. Wybierz dowolny wiersz lub kolumn¦ macierzy.
2. Dla ka»dego elementu aij wybranego wiersza/kolumny pomnó» aij przez wyznacznik ma-

cierzy powstaªej przez usuni¦cie wiersza i kolumny zawieraj¡cej aij i dopisz znak odpowia-
daj¡cy pozycji aij na �szachownicy znaków�:

+ − + − · · ·
− + − + · · ·
+ − + − · · ·
− + − + · · ·
...

...
...

...
. . .


3. Dodaj wszystkie skªadniki otrzymane w punkcie 2.

Dowód. Dla uproszczenia rozumowania udowodnimy wzór dla rozwini¦cia wzgl¦dem pierwszego
wiersza. Dowód dla rozwini¦cia wzgl¦dem innego wiersza lub wzgl¦dem kolumny jest analogiczny.

Zauwa»my, »e ka»de rozstawienie wyrazów macierzy A skªada si¦ z elementu a1k (wyraz z
pierwszego wiersza) oraz pewnego rozstawienia wyrazów macierzy A1k. odpowiada rozstawienie
dla macierzy A zawieraj¡ce wyraz aij . St¡d zarówno lewa jak i prawa strona równo±ci:

detA =
∑
k

(−1)k+1a1k detA1k

jest sum¡ iloczynów wszystkich rozstawie« wyrazów macierzy A. Do sprawdzenia pozostaje
jedynie, »e znaki skªadników po lewej i po prawej stronie równo±ci s¡ jednakowe. T¦ cz¦±¢
dowodu pominiemy.

Dla uproszczenia zapisu, wyznacznik macierzy A zamiast detA oznaczany jest czasem |A|.
Jest to szczególnie wygodne przy wyliczaniu wyznacznika metod¡ Laplace'a.

Przykªad 7

Oblicz nast¦puj¡ce wyznaczniki:

det


1 2 5 1
2 0 1 2
1 3 1 0
3 2 1 1

 , det


7 0 5 0
4 1 0 0
2 2 0 1
0 1 0 3

 .

Rozwi¡zanie. Rozwijaj¡c wzgl¦dem pierwszej kolumny otrzymujemy:∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 5 1
2 0 1 2
1 3 1 0
3 2 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
0 1 2
3 1 0
2 1 1

∣∣∣∣∣∣− 2

∣∣∣∣∣∣
2 5 1
3 1 0
2 1 1

∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣
2 5 1
0 1 2
2 1 1

∣∣∣∣∣∣− 3

∣∣∣∣∣∣
2 5 1
0 1 2
3 1 0

∣∣∣∣∣∣
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a nast¦pnie rozwijaj¡c ka»dy z otrzymanych wyznaczników 3×3 wzgl¦dem pierwszej kolumny
(i pomijaj¡c skªadniki zerowe):

= −3

∣∣∣∣1 2
1 1

∣∣∣∣+ 2

∣∣∣∣1 2
1 0

∣∣∣∣− 4

∣∣∣∣1 0
1 1

∣∣∣∣+ 6

∣∣∣∣5 1
1 1

∣∣∣∣− 4

∣∣∣∣5 1
1 0

∣∣∣∣+ 2

∣∣∣∣1 2
1 1

∣∣∣∣+ 2

∣∣∣∣5 1
1 2

∣∣∣∣− 6

∣∣∣∣1 2
1 0

∣∣∣∣− 9

∣∣∣∣5 1
1 2

∣∣∣∣
= 3− 4− 4 + 24 + 4− 2 + 18 + 12− 81 = −30

Jak wida¢ obliczenia istotnie upraszczaj¡ si¦, ilekro¢ natra�amy na wyraz 0. Wykorzystamy
to przy obliczaniu drugiego wyznacznika wybieraj¡c rozwini¦cie wzgl¦dem trzeciej kolumny
(zawieraj¡cej a» trzy zera):∣∣∣∣∣∣∣∣

7 0 5 0
4 1 0 0
2 2 0 1
0 1 0 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 5 ·

∣∣∣∣∣∣
4 1 0
2 2 1
0 1 3

∣∣∣∣∣∣ = 5 ·
(

4

∣∣∣∣2 1
1 3

∣∣∣∣− 2

∣∣∣∣1 0
1 3

∣∣∣∣) = 70

Zwró¢my uwag¦, »e rozwini¦cie Laplace'a zamienia wyznacznik n × n na n wyznaczników
(n−1)×(n−1), które z kolei w ten sam sposób zamienia na n(n−1) wyznaczników (n−2)×(n−2)
itd. ostatecznie zamieniaj¡c na n! wyznaczników 1× 1 (czyli n! skªadników, z których ka»dy jest
iloczynem n liczb, podobnie jak we wzorze (2.1)).

Dlatego, aby zmniejszy¢ liczb¦ skªadników (i upro±ci¢ obliczenia), warto przed zastosowaniem
rozwini¦cia Laplace'a upro±ci¢ macierz wielokrotnie dodaj¡c krotno±¢ jednego wiersza/kolumny
do innego wiersza/kolumny (co zgodnie z Wnioskiem 2.14 nie zmienia warto±ci wyznacznika).
Pokazuje to poni»szy przykªad.

Przykªad 8

Obliczmy raz jeszcze wyznacznik:

det


1 2 5 1
2 0 1 2
1 3 1 0
3 2 1 1


Rozwi¡zanie. Odejmuj¡c ostatni¡ kolumn¦ od pierwszej, a nast¦pnie odejmuj¡c podwojony
trzeci wiersz od ostatniego i dodaj¡c podwojony pierwszy wiersz do ostatniego otrzymujemy:∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 5 1
2 0 1 2
1 3 1 0
3 2 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 2 5 1
0 0 1 2
1 3 1 0
2 2 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 2 5 1
0 0 1 2
1 3 1 0
0 −4 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 2 5 1
0 0 1 2
1 3 1 0
0 0 9 3

∣∣∣∣∣∣∣∣
Teraz mo»emy rozwin¡¢ wzgl¦dem pierwszej kolumny:

=

∣∣∣∣∣∣
2 5 1
0 1 2
0 9 3

∣∣∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣1 2
9 3

∣∣∣∣ = −30

Poznamy jeszcze sposób na obliczanie wyznacznika jednej bardzo szczególnej macierzy �
macierzy Vandermonde'a. Jest ona o tyle wa»na, »e pojawia si¦ w wielu zastosowaniach, dlatego
poni»szy wzór zaoszcz¦dzi wielu oblicze«:
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Fakt 2.16: Wyznacznik Vandermonde'a

Dla dowolnych liczb rzeczywistych a1, . . . , an zachodzi warunek:

det


1 1 · · · 1
a1 a2 · · · an
...

...
. . .

...
an−1

1 an−1
2 · · · an−1

n

 =
∏
i<j

(aj − ai) (2.2)

gdzie iloczyn po prawej stronie wyliczany jest wzgl¦dem wszystkich par indeksów (i, j),
gdzie i < j. W szczególnosci, powy»szy wyznacznik jest niezerowy, o ile liczby a1, . . . , an
s¡ parami ró»ne.

Dowód. Zauwa»my, »e dla ustalonych liczb a1, . . . , an−1 rozwijaj¡c wzgl¦dem ostatniej kolumny
wyznacznik:

P (x) = det


1 1 · · · 1
a1 a2 · · · x
...

...
. . .

...
an−1

1 an−1
2 · · · xn−1


otrzymujemy wielomian zmiennej x stopnia n − 1 o wspóªczynniku przy najwy»szej pot¦dze
wynosz¡cym:

det


1 1 · · · 1
a1 a2 · · · an−1
...

...
. . .

...
an−2

1 an−2
2 · · · an−2

n−1


Co wi¦cej, liczby a1, . . . , an−1 s¡ pierwiastkami wielomianu P , gdy» P (ai) = 0 jako wyznacznik
macierzy o dwóch jednakowych kolumnach (Wniosek 2.8). W zwi¡zku z tym:

P (x) = det


1 1 · · · 1
a1 a2 · · · an−1
...

...
. . .

...
an−2

1 an−2
2 · · · an−2

n−1

 · (x− a1) · . . . · (x− an−1)

czyli wstawiaj¡c x = an otrzymujemy:

det


1 1 · · · 1
a1 a2 · · · an
...

...
. . .

...
an−1

1 an−1
2 · · · an−1

n

 = det


1 1 . . . 1
a1 a2 . . . an−1

. . . . . . . . . . . .

an−2
1 an−2

2 . . . an−2
n−1

 ·∏
i

(an+1 − ai)

Wykorzystuj¡c powy»szy wzór do przeprowadzenia dowodu indukcyjnego (indukcja wzgl¦dem
rozmiaru macierzy), otrzymujemy wzór (2.2).

Przykªad 9

Oblicz

det


1 1 1 1
1 2 3 5
1 4 9 25
1 8 27 125


Rozwi¡zanie. Powy»szy wyznacznik to wyznacznik Vandermonde'a, który zgodnie ze wzorem
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(2.2) jest równy:

(5− 1)(5− 2)(5− 3)(3− 2)(3− 1)(2− 1) = 4 · 3 · 2 · 1 · 2 · 1 = 48

Fakt 2.17

Niech A ∈Mn×n. Wówczas detA 6= 0 ⇐⇒ kolumny macierzy A s¡ lnz.

Dowód. Niech kolumny macierzy A b¦d¡ liniowo zale»ne, tzn. jedna z nich (dla ustalenia uwagi
przyjmijmy, »e pierwsza) jest kombinacj¡ liniow¡ pozostaªych. Odejmuj¡c od tej kolumny odpo-
wiednie krotno±ci pozostaªych kolumn (co zgodnie z Wnioskiem 2.14 nie zmienia wyznacznika),
zamieniamy macierz na macierz z caª¡ kolumn¡ zer, pokazuj¡c »e detA = 0:

detA = det(α2A2 + α3A3 + · · ·+ αnAn, A2, A3, . . . , An) =

det(α3A3 + · · ·+ αnAn, A2, A3, . . . , An) =

· · · = det(αnAn, A2, A3, . . . , An) = det(0, A2, A3, . . . , An) = 0

Niech teraz kolumny macierzy A b¦d¡ liniowo niezale»ne. Wówczas stanowi¡ one baz¦ prze-

strzeni Rn, w szczególno±ci wektor e1 =


1
0
...
0

 jest ich kombinacj¡ liniow¡:

e1 = α1A1 + · · ·+ αnAn

Przynajmniej jeden ze wspóªczynników α1, . . . , αn jest niezerowy. Przyjmijmy, »e jest to α1 (ro-
zumowanie w pozostaªych przypadkach jest podobne). Oznacza to, »e mno»¡c pierwsz¡ kolumn¦
macierzy A przez α1 6= 0 (co mno»y wyznacznik przez α1), a nast¦pnie dodaj¡c odpowiednie
krotno±ci pozostaªych kolumn (co nie zmienia wyznacznika) otrzymujemy macierz

A(1) = (e1, A2, A3, . . . , An)

której kolumny równie» s¡ liniowo niezale»ne (bo mo»emy z nich wygenerowa¢ baz¦ A1, . . . , An),
a ponadto detA(1) 6= 0 ⇐⇒ detA 6= 0. Post¦puj¡c analogicznie z wektorami e2, . . . , en
otrzymujemy ci¡g macierzy:

A(i) = (e1, . . . , ei, Ai+1, . . . , An)

których kolumny s¡ liniowo niezale»ne oraz

detA 6= 0 ⇐⇒ detA(1) 6= 0 ⇐⇒ · · · ⇐⇒ detA(n) 6= 0

Poniewa» A(n) = (e1, . . . , en) = I, czyli detA(n) = det I = 1 6= 0, wi¦c detA 6= 0.

Przykªad 10

Sprawd¹, czy wektory
(

1
1
1
1

)
,
(

1
2
1
3

)
,
(

1
0
1
0

)
,
(

1
−1
1
1

)
s¡ liniowo niezale»ne.

Rozwi¡zanie. Zgodnie z Faktem 2.17 wystarczy sprawdzi¢, czy nast¦puj¡ca macierz ma nieze-
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rowy wyznacznik: 
1 1 1 1
1 2 0 −1
1 1 1 1
1 3 0 1


Poniewa» macierz ta ma dwa jednakowe wiersze, wi¦c jej wyznacznik jest zerowy, czyli kolumny
s¡ liniowo zale»ne.

Fakt 2.18: Wzory Cramera

Dany jest ukªad n równa« liniowych z niewiadomymi x1, . . . , xn:
a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1x1 + · · ·+ annxn = bn

(2.3)

Macierz A = (aij) ∈Mn×n nazywamy macierz¡ gªówn¡ ukªadu. Wówczas ukªad (2.3) ma
jednoznaczne rozwi¡zanie wtedy i tylko wtedy, gdy detA 6= 0. Wtedy rozwi¡zanie to dane
jest wzorem:

xi =
detA(i)

detA
, i = 1, 2, . . . , n (2.4)

gdzie A(i) jest macierz¡ powstaª¡ przez zast¡pienie i-tej kolumny A przez b =
(
b1
...
bn

)
.

Dowód. Zapiszmy ukªad (2.3) w postaci:

x1A1 + · · ·+ xnAn = b (2.5)

Wówczas:

detA(1) = det(b, A2, . . . , An) = det(x1A1 + · · ·+ xnAn, A2, . . . , An)

i zgodnie z Faktem 2.13 (liniowo±¢ wzgl¦dem pierwszej wspóªrz¦dnej):

detA(1) = x1 det(A1, A2, . . . , An) + x2 det(A2, A2, . . . , An) + · · ·+ xn det(An, A2, . . . , An)

a poniewa» wyznacznik macierzy o dwóch jednakowych kolumnach wynosi 0, wi¦c

detA(1) = x1 det(A1, A2, . . . , An) = x1 detA (2.6)

co w przypadku detA 6= 0 dowodzi wzoru (2.4) dla i = 1. Podobnie dowodzimy wzoru dla
i = 2, . . . , n. W szczególno±ci dla detA 6= 0 mamy dokªadnie jedno rozwi¡zanie.

W przypadku detA = 0 kolumny A1, . . . , An s¡, zgodnie z Faktem 2.17, liniowo zale»ne. W
zwi¡zku z tym wektor b albo nie przedstawia si¦ w postaci kombinacji liniowej A1, . . . , An (tzn.
ukªad (2.5) jest sprzeczny), albo przedstawia si¦ na wi¦cej ni» jeden sposób (tzn. ukªad (2.5) jest
nieoznaczony).

Wzory Cramera pozwol¡ nam ªatwo sprawdza¢ liniow¡ niezale»no±¢ ukªadu wektorów w prze-
strzeni C∞(R) (umiej¦tno±¢ ta b¦dzie regularnie wykorzystywana w ramach przedmiotu Równa-
nia ró»niczkowe 1, dla którego przestrze« liniowa C∞(R) jest gªównym obiektem zainteresowa-
nia).
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Lemat 2.19: Lemat Wro«skiego

Dane s¡ funkcje f1, . . . , fn ∈ C∞(R). Obliczmy pochodne tych funkcji (do rz¦du n − 1
wª¡cznie) i utwórzmy nast¦puj¡cy wyznacznik (zwany wro«skianem funkcji f1, . . . , fn):

W (x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f1(x) f2(x) . . . fn(x)
f ′1(x) f ′2(x) . . . f ′n(x)
...

...
. . .

...

f
(n−1)
1 (x) f

(n−1)
2 (x) . . . f

(n−1)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (2.7)

Wówczas, je±li W (x) 6= 0 dla przynajmniej jednej liczby rzeczywistej x, to funkcje
f1, . . . , fn s¡ liniowo niezale»ne.

Dowód. Chcemy pokaza¢, »e wektory f1, . . . , fn ∈ C∞(R) s¡ liniowo niezale»ne. W tym celu,
zgodnie z Faktem 1.11, musimy pokaza¢, »e dla zeruj¡cej si¦ kombinacji liniowej o wspóªczynni-
kach α1, . . . , αn ∈ R:

α1f1(x) + α2f2(x) + · · ·+ αnfn(x) = 0 (2.8)

zachodzi α1 = · · · = αn = 0. Ró»niczkuj¡c obie strony równania (jednokrotnie, dwukrotnie, . . . ,
(n− 1)-krotnie) otrzymujemy ukªad równa«:

α1f1(x) + α2f2(x) + · · ·+ αnfn(x) = 0

α1f
′
1(x) + α2f

′
2(x) + · · ·+ αnf

′
n(x) = 0

α1f
′′
1 (x) + α2f

′′
2 (x) + · · ·+ αnf

′′
n(x) = 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

α1f
(n−1)
1 (x) + α2f

(n−1)
2 (x) + · · ·+ αnf

(n−1)
n (x) = 0

który w wersji macierzowej ma posta¢:
f1(x) f2(x) · · · fn(x)
f ′1(x) f ′2(x) · · · f ′n(x)
f ′′1 (x) f ′′2 (x) · · · f ′′n(x)

...
...

. . .
...

f
(n−1)
1 (x) f

(n−1)
2 (x) · · · f

(n−1)
n (x)




α1

α2

α3
...
αn

 = 0 czyli W (x) ·

α1
...
αn

 = 0

Niech x ∈ R b¦dzie tak¡ liczb¡, dla której W (x) 6= 0. Powy»szy ukªad ma przynajmniej jedno
rozwi¡zanie (α1 = · · · = αn = 0), a zgodnie z Faktem 2.18 (wzory Cramera) jest to jedyne
rozwi¡zanie. Wobec tego α1 = · · · = αn = 0, czyli f1, . . . , fn s¡ liniowo niezale»ne.

Przykªad 11

Uzasadnij, »e funkcje sinx, sin 2x, sin 3x s¡ liniowo niezale»nymi elementami C∞(R).
Rozwi¡zanie. Policzmy wro«skian tego ukªadu funkcji:

W (x) =

 sinx sin 2x sin 3x
cosx 2 cos 2x 3 cos 3x
− sinx −4 sin 2x −9 sin 3x


Mamy wykaza¢, »e W (x) 6= 0 dla pewnego x ∈ R. Zauwa»my, »e:

W (1
2π) =

 1 0 −1
0 −2 0
−1 0 9

 = 20 6= 0

co na mocy Lematu 2.19 dowodzi liniowej niezale»no±ci badanych funkcji.
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2.2 Macierz odwrotna

De�nicja 2.20

Macierz¡ odwrotn¡ do macierzy A ∈Mn×n nazywamy tak¡ macierz B ∈Mn×n, »e

AB = BA = I

Macierz odwrotn¡ do A oznaczamy A−1. Macierz, dla której istnieje macierz odwrotna
nazywamy macierz¡ odwracaln¡.

Tylko macierze kwadratowe (i to nie wszystkie) s¡ odwracalne.

Fakt 2.21

Dla sprawdzenia, »e macierz B ∈ Mn×n jest odwrotna do macierzy A ∈ Mn×n wystarczy
sprawdzi¢ tylko jeden z warunków

AB = I oraz BA = I

(tzn. speªnienie jednego z warunków poci¡ga speªnienie drugiego).

Dowód. Zaªó»my, »e speªniony jest warunek AB = I. Oznaczmy przez FA : Rn → Rn prze-
ksztaªcenie o macierzy A, tzn. FA(X) = AX. Podobnie oznaczmy FB. Wówczas

FA ◦ FB = id

gdy» A(BX) = (AB)X = IX = X. Wobec tego FA jest �na�, czyli zgodnie z Wnioskiem 1.22 jest
bijekcj¡, a wi¦c jest odwracalne. Skoro FA jest odwracalne, to macierz A jest odwracalna. Mno-
»¡c równanie AB = I z lewej strony przez A−1 otrzymujemy B = A−1. Podobnie rozumujemy
w przypadku, gdy BA = I.

Powy»szy fakt mo»na wysªowi¢ w terminach odwzorowa«: je±li V jest sko«czenie wymia-

row¡ przestrzeni¡, za± F : V → V oraz G : V → V s¡ przeksztaªceniami liniowymi takimi,
»e F ◦ G = id, to F i G s¡ wzajemnie odwrotne. Dlaczego wa»ne jest zaªo»enie o sko«czonym
wymiarze V pokazuje poni»szy przykªad.

Przykªad 1

Rozwa»my przeksztaªcenie F : R[x]→ R[x] zde�niowane:

F (anx
n + · · ·+ a1x+ a0) = anx

n−1 + · · ·+ a1

oraz przeksztaªcenie G : R[x]→ R[x] zde�niowane:

G(anx
n + · · ·+ a1x+ a0) = anx

n+1 + · · ·+ a1x
2 + a0x

Nietrudno zauwa»y¢, »e F ◦G = id, ale G ◦ F 6= id, w szczególno±ci F i G nie s¡ odwracalne.

Fakt 2.22

Niech V iW b¦d¡ sko«czenie wymiarowymi przestrzeniami liniowymi, za± B i C ich bazami.
Wówczas przeksztaªcenie liniowe F : V → W jest odwracalne wtedy i tylko wtedy, gdy
macierz mBC (F ) jest odwracalna. Ponadto dla odwracalnego F zachodzi wzór:

mCB(F−1) = (mBC (F ))−1
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Dowód. Zgodnie z Faktem 1.26 mamy

mBC (F ) ◦mCB(F−1) = mCC(F ◦ F−1) = mCC(id) = I

Wobec tego macierze (kwadratowe) mCB(F−1) oraz mBC (F ) s¡ wzajemnie odwrotne.

Fakt 2.23: Macierz odwrotna (podej±cie pierwsze)

Macierz A ∈Mn×n jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy detA 6= 0. Ponadto, je»eli:

A =

a11 · · · a1n
...

. . .
...

an1 · · · ann


to

A−1 =
1

detA


+ detA11 −detA12 + detA13 . . . ±detA1n

−detA21 + detA22 −detA23 . . . ∓detA2n

+ detA31 −detA32 + detA33 . . . ±detA3n

· · · · · · · · · . . .
...

±detAn1 ∓detAn2 ±detAn3 . . . + detAnn


>

gdzie Aij to macierz powstaªa z macierzy A przez usuni¦cie wiersza i kolumny zawieraj¡-
cych wyraz aij .

Powy»szy wzór mo»na przestawi¢ w postaci 4-krokowego algorytmu:

1. Oblicz wyznacznik detA macierzy n× n.
2. Policz wszystkie wyznaczniki detAij macierzy (n−1)×(n−1) powstaªe z A przez usuni¦cie

jednego wiersza i jednej kolumny i napisz macierz tych wyznaczników.
3. Dopisz znaki, zgodnie z �szachownic¡ znaków�:

+ − + − · · ·
− + − + · · ·
+ − + − · · ·
− + − + · · ·
...

...
...

...
. . .


4. Transponuj otrzyman¡ macierz.

Dowód. Szukamy macierzy B = (bij) takiej, »e A ·B = I, czyli

a11 · · · a1n
...

. . .
...

an1 · · · ann


b11 · · · b1n

...
. . .

...
bn1 · · · bnn

 =


1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 1


Wobec tego: a11 · · · a1n

...
. . .

...
an1 · · · ann


b11

...
bn1

 =

1
...
0


Traktuj¡c to równanie macierzowe jako ukªad równa« z niewiadomymi b11, . . . , bn1, zgodnie z
wzorami Cramera otrzymujemy

bi1 =
1

detA
· (−1)1+i detA1i
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co mieli±my uzasadni¢. Podobnie wyliczenia dla kolejnych kolumn macierzyB pozwalaj¡ wyliczy¢
pozostaªe wyrazy.

Przykªad 2

Wyznaczy¢ macierz odwrotn¡ do macierzy A =


2 1 0 1
0 4 1 0
0 0 3 0
0 0 0 1


Rozwi¡zanie.

A−1 =
1

24


+12 −0 +0 −0
−3 +6 −0 +0
+1 −2 +8 −0
−12 +0 −0 +24


>

=


1
2 −1

8
1
24 −1

2
0 1

4 − 1
12 0

0 0 1
3 0

0 0 0 1



Drugi sposób wyliczania macierzy odwrotnej b¦dzie odwoªywaª si¦ do tzw. operacji elemen-
tarnych. Operacje elementarne b¦d¡ równie» wa»ne przy rozwi¡zywaniu dowolnych ukªadów
równa« liniowych, dlatego de�niujemy je od razu dla wszystkich macierzy prostok¡tnych.

De�nicja 2.24

Operacj¡ elementarn¡ wierszow¡ na macierzy prostok¡tnej A nazywamy ka»d¡ z nast¦pu-
j¡cych operacji:

1) zamiana miejscami dwóch wierszy,
2) przemno»enie wybranego wiersza przez niezerow¡ liczb¦,
3) dodanie do wybranego wiersza niezerowej krotno±ci innego wiersza.

Fakt 2.25

Ka»da operacja elementarna wierszowa zamienia macierz A na iloczyn E ·A, gdzie E jest
pewn¡ macierz¡ kwadratow¡. Macierz E nazywamy macierz¡ elementarn¡.

Pominiemy formalny dowód tego faktu, zamiast tego pokazuj¡c jego dziaªanie dla trzech
przykªadów operacji elementarnych na nast¦puj¡cej macierzy A:

A =


a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44


1. Zamiana miejscami drugiego i czwartego wiersza macierzy A jest realizowana przy po-

mocy macierzy elementarnej, która powstaje z macierzy identyczno±ciowej I przez zmian¦
poªo»enia drugiej i czwartej jedynki na przek¡tnej:

1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0

 ·

a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44

 =


a11 a12 a13 a14

a41 a42 a43 a44

a31 a32 a33 a34

a21 a22 a23 a24


2. Przemno»enie drugiego wiersza macierzy A przez 3 jest realizowane przy pomocy macierzy

elementarnej, która powstaje z macierzy identyczno±ciowej I przez zamian¦ drugiej jedynki
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na przek¡tnej na 3:
1 0 0 0
0 3 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 ·

a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44

 =


a11 a12 a13 a14

3a21 3a22 3a23 3a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44


3. Dodanie do trzeciego wiersza macierzy A 4-krotno±ci drugiego wiersza jest realizowane

przy pomocy macierzy elementarnej, która powstaje z macierzy identyczno±ciowej I przez
zamian¦ zera na przeci¦ciu trzeciego wiersza i drugiej kolumny na 4:

1 0 0 0
0 1 0 0
0 4 1 0
0 0 0 1

·

a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44

 =


a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 + 4a21 a32 + 4a22 a33 + 4a23 a34 + 4a24

a41 a42 a43 a44


Fakt 2.26: Wyznaczanie macierzy odwrotnej

Je±li ci¡g operacji elementarnych wierszowych przeprowadza macierz kwadratow¡ A na
macierz identyczno±ciow¡ I, to ten sam ci¡g operacji przeprowadza I na A−1.

Dowód. Wykonuj¡c kolejne operacje elementarne wierszowe, którym odpowiadaj¡ macierze ele-
mentarne E1, . . . , En, otrzymujemy kolejno macierze:

A, E1A, E2E1A, E3E2E1A, . . . , En . . . E3E2E1A

Je±li powy»szy ci¡g operacji elementarnych prowadzi do macierzy identyczno±ciowej I, czyli:

En . . . E3E2E1A = (En . . . E3E2E1) ·A = I

to macierz En . . . E3E2E1 jest macierz¡ odwrotn¡ do A, czyli:

A−1 = En . . . E3E2E1 = En . . . E3E2E1 · I

Oznacza to, »e macierz A−1 powstaje przez zastosowanie tego samego ci¡gu operacji do macierzy
identyczno±ciowej I.

Wniosek 2.27: Macierz odwrotna (podej±cie drugie)

Je±li z prawej strony macierzy A ∈Mn×n dopiszemy macierz identyczno±ciow¡ I ∈Mn×n
otrzymuj¡c macierz rozmiaru 2n× n:

(A|I)

a nast¦pnie przy pomocy elementarnych operacji wierszowych wykonywanych na powstaªej
macierzy 2n×n zamienimy lew¡ poªow¦ macierzy na macierz identyczno±ciow¡ I, to prawa
poªowa macierzy zamieni si¦ na A−1.

Dowód. Wykonywanie elementarnych operacji wierszowych na macierzy (A|I) oznacza równo-
czesne wykonywanie tych samych operacji na macierzy A i na macierzy I. Zgodnie z Faktem
2.26 te same elementarne operacje wierszowe, które prowadz¡c¡ do zamiany A na I, prowadz¡
te» do zamiany I na A−1, czyli:

(A|I) −→ (I|A−1)
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Przykªad 3

Wyznaczy¢ macierz odwrotn¡ do macierzy A =


1 2 0 3
1 1 1 2
2 1 1 2
3 1 1 1


Rozwi¡zanie. Zgodnie z Wnioskiem 2.27 dopisujemy z prawej strony rozwa»anej macierzy ma-
cierz identyczno±ciow¡, a nast¦pnie wykonujemy seri¦ operacji wierszowych. Najpierw odej-
mujemy odpowiednie krotno±ci pierwszego wiersza od pozostaªych wierszy:

−w1

−2w1

−3w1


1 2 0 3
1 1 1 2
2 1 1 2
3 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


Nast¦pnie odejmujemy krotno±ci drugiego wiersza od wierszy trzeciego i czwartego:

−3w2

−5w2


1 2 0 3
0 −1 1 −1
0 −3 1 −4
0 −5 1 −8

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
−1 1 0 0
−2 0 1 0
−3 0 0 1


Nast¦pnie odejmujemy krotno±¢ trzeciego wiersza do ostatniego wiersza:

−2w3


1 2 0 3
0 −1 1 −1
0 0 −2 −1
0 0 −4 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
−1 1 0 0
1 −3 1 0
2 −5 0 1


W ten sposób sprowadzili±my wyj±ciow¡ macierz do postaci macierzy górnotrójk¡tnej (tzn.
wyzerowali±my wszystkie wyrazy poni»ej przek¡tnej). Teraz wyzerujemy wszystkie wyrazy
powy»ej przek¡tnej. Najpierw odejmujemy odpowiednie krotno±ci ostatniego wiersza od po-
zostaªych wierszy:

+3w4

−w4

−w4


1 2 0 3
0 −1 1 −1
0 0 −2 −1
0 0 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
−1 1 0 0
1 −3 1 0
0 1 −2 1


Nast¦pnie dodajemy odpowiednie krotno±ci trzeciego wiersza do wierszy drugiego i pierwszego:

+1
2w3


1 2 0 0
0 −1 1 0
0 0 −2 0
0 0 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 3 −6 3
−1 0 2 −1
1 −4 3 −1
0 1 −2 1


Wreszcie dodajemy odpowiedni¡ krotno±¢ drugiego wiersza do pierwszego wiersza:

+2w2


1 2 0 0
0 −1 0 0
0 0 −2 0
0 0 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 3 −6 3
−1

2 −2 7
2 −3

2
1 −4 3 −1
0 1 −2 1


W ten sposób otrzymali±my macierz diagonaln¡. Na ko«cu mno»ymy ka»dy z wierszy przez
odpowiedni¡ (niezerow¡) liczb¦ tak, by otrzyma¢ macierz identyczno±ciow¡.

·(−1)
·(−1

2)
·(−1)


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −2 0
0 0 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 −1 1 0
−1

2 −2 7
2 −3

2
1 −4 3 −1
0 1 −2 1


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co prowadzi do macierzy odwrotnej:
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 −1 1 0
1
2 2 −7

2
3
2

−1
2 2 −3

2
1
2

0 −1 2 −1


czyli

A−1 =


0 −1 1 0
1
2 2 −7

2
3
2

−1
2 2 −3

2
1
2

0 −1 2 −1


Pionowa kreska w powy»szym zapisie nie ma »adnego formalnego znaczenia, pomaga je-

dynie oddzieli¢ obie cz¦±ci powstaªej macierzy. Zwró¢my uwag¦, »e operacje wierszowe nale»y
wykonywa¢ pojedynczo, aczkolwiek cz¦sto na jednym diagramie zobrazowa¢ kilka kolejnych
operacji.

Jak wida¢ sposób post¦powania w powy»szym przykªadzie jest do±¢ algorytmiczny:

1. Sprowadzamy macierz do macierzy górnotrójk¡tnej z niezerowymi wyrazami na przek¡tnej,
zeruj¡c wyrazy w kolejnych kolumnach (od pierwszej do ostatniej).

2. Sprowadzamy macierz do macierz diagonalnej z niezerowymi wyrazami na przek¡tnej, ze-
ruj¡c wyrazy w kolejnych kolumnach (od ostatniej do pierwszej).

3. Mno»¡c ka»dy wiersz przez odpowiedni¡ liczb¦ otrzymujemy macierz identyczno±ciow¡.

W trakcie wykonywania powy»szego algorytmu mog¡ pojawi¢ si¦ dwa problemy:

(A) Natra�my na macierz, której jeden z wyrazów na przek¡tnej jest zerem.

(B) Natra�my na macierz, która ma caªy wiersz zer.

Z problemem (A) ªatwo sobie poradzi¢ wykonuj¡c zamian¦ miejscami wierszy (jedna z operacji
wierszowych), jak pokazuje kolejny przykªad.

Przykªad 4

Wyznaczy¢ macierz odwrotn¡ do macierzy A =

1 1 0
1 1 1
1 0 1


Rozwi¡zanie.

−w1

−w1

1 1 0
1 1 1
1 0 1

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 1 0
0 0 1


1 1 0

0 0 1
0 −1 1

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
−1 1 0
−1 0 1


W tym miejscu pojawia si¦ problem (A), który rozwi¡zujemy zamieniaj¡c miejscami drugi i
trzeci wiersz:

−w3

1 1 0
0 −1 1
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
−1 0 1
−1 1 0


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+w2

1 1 0
0 −1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 −1 1
−1 1 0



·(−1)

1 0 0
0 −1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
1 −1 1
0 −1 1
−1 1 0


1 0 0

0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
1 −1 1
0 1 −1
−1 1 0


czyli

A−1 =

 1 −1 1
0 1 −1
−1 1 0


Problem (B) jest wi¦kszym problemem i oznacza, »e macierz, któr¡ badamy nie jest odwra-

calna, co poka»emy w nast¦pnych faktach.

Fakt 2.28

Je±li macierze A,B ∈Mn×n s¡ odwracalne, to macierz AB te» jest odracalna oraz:

(AB)−1 = B−1A−1

Dowód. Korzystaj¡c z prawa ª¡czno±ci mno»enia macierzy. Zauwa»my, »e:

(AB) · (B−1A−1) = A · (B ·B−1) ·A−1 = A · I ·A−1 = A ·A−1 = I

czyli macierze AB i B−1A−1 s¡ wzajemnie odwrotne.

Wniosek 2.29

Macierz kwadratow¡ A ∈Mn×n mo»na przy pomocy operacji elementarnych wierszowych
sprowadzi¢:

1) do macierzy identyczno±ciowej ⇐⇒ A jest odwracalna,
2) do macierzy zawieraj¡cej wiersz samych zer ⇐⇒ A nie jest odwracalna.

Dowód. Opisany wcze±niej algorytm pozwala sprowadzi¢ dowoln¡ macierz A do macierzy iden-
tyczno±ciowej albo do macierzy zawieraj¡cej wiersz samych zer. W pierwszym przypadku (zgod-
nie z Wnioskiem 2.27) macierz A jest odwracalna. W drugim wypadku mamy:

B = En · . . . · E2 · E1 ·A

gdzie Ei to macierze elementarne (w szczególno±ci odwracalne), za± B to macierz z wierszem
samych zer (w szczególno±ci nieodwracalna). Gdyby macierz A byªa odwracalna, to na mocy
Faktu 2.28 odwracalna byªaby równie» macierz B (jako iloczyn macierzy odwracalnych), co
prowadziªoby do sprzeczno±ci. Wobec tego macierz A, któr¡ mo»na sprowadzi¢ przy pomocy
operacji wierszowych do macierzy z wierszem samych zer nie jest odwracalna.

Wniosek 2.30

Macierz jest odwracalna ⇐⇒ ma niezerowy wyznacznik.
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Dowód. Operacje elementarne wierszowe zastosowane do macierzy o niezerowym wyznaczniku
daj¡ macierz o niezerowym wyznaczniku, za± zastosowane do macierzy o zerowym wyznaczniku
daj¡ macierz o zerowym wyznaczniku. Poniewa», zgodnie z Wnioskiem 2.29, macierz odwracaln¡
mo»na w ten sposób sprowadzi¢ do macierzy I (o niezerowym wyznaczniku), za± macierz nieod-
wracaln¡ � do macierzy o wierszu samych zer (czyli o zerowym wyznaczniku), wi¦c macierz jest
odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy ma niezerowy wyznacznik.

Wniosek 2.31

Dla macierzy A,B ∈Mn×n zachodzi:

1) det(AB) = detA · detB,
2) det(A−1) = 1

detA

Dowód. Nietrudno sprawdzi¢, »e (1) jest prawd¡ w sytuacji, gdy A jest macierz¡ elementarn¡.
Je±li A jest odwracalna, to mo»na j¡ przedstawi¢ w postaci iloczynu macierzy elementarnych:

A = En . . . E2E1

Wówczas:
det(AB) = det(En . . . E2E1B) = detEn det(En−1 . . . E2E1B)

= · · · = detEn detEn−1 . . . detE2 detE1 detB = det(En . . . E2E1) detB = detAdetB

Dowód w przypadku, gdy A nie jest odwracalna pomijamy.
Wzór (2) jest szczególnym przypadkiem wzoru (1), dla B = A−1.

Analogicznie do operacji elementarnych wierszowych mo»na zde�niowa¢ operacje elementarne
kolumnowe.

De�nicja 2.32

Operacjami elementarnymi kolumnowymi na macierzy prostok¡tnej A nazywamy ka»d¡ z
nast¦puj¡cych operacji:

1) zamiana miejscami dwóch kolumn,
2) przemno»enie wybranej kolumny przez niezerow¡ liczb¦,
3) dodanie do wybranej kolumny niezerowej krotno±ci innej kolumny.

Fakt 2.33

Ka»da operacja elementarna kolumnowa zamienia macierz A na iloczyn macierzy A · E,
gdzie E jest pewn¡ macierz¡ kwadratow¡. Macierz E nazywamy macierz¡ elementarn¡.

Pominiemy formalny dowód tego faktu, zamiast tego pokazuj¡c jego dziaªanie na trzech
przykªadach zwi¡zanych z macierz¡

A =


a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44


1. Zamiana miejscami drugiej i czwartej kolumny jest realizowana przez macierz elementarn¡,

która powstaje z macierzy identyczno±ciowej przez zmian¦ poªo»enia drugiej i czwartej
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jedynki na przek¡tnej:
a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44

 ·


1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0

 =


a11 a14 a13 a12

a21 a24 a23 a22

a31 a34 a33 a32

a41 a44 a43 a42


2. Przemno»enie drugiej kolumny przez 3 jest realizowane przez macierz elementarn¡, która

powstaje z macierzy identyczno±ciowej przez zamian¦ drugiej jedynki na przek¡tnej na 3:
a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44

 ·


1 0 0 0
0 3 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 =


a11 3a12 a13 a14

a21 3a22 a23 a24

a31 3a32 a33 a34

a41 3a42 a43 a44


3. Dodanie do trzeciej kolumny 4-krotno±ci drugiej kolumny jest realizowane przez macierz

elementarn¡, która powstaje z macierzy identyczno±ciowej przez zamian¦ zera na przeci¦ciu
drugiego wiersza i trzeciej kolumny na 4:

a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44

 ·


1 0 0 0
0 1 4 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 =


a11 a12 a13 + 4a12 a14

a21 a22 a23 + 4a22 a24

a31 a32 a33 + 4a32 a34

a41 a42 a43 + 4a42 a44


Jak wida¢ macierze elementarne w Fakcie 2.33 (operacje kolumnowe) i macierze elementarne

w Fakcie 2.33 (operacje wierszowe) to te same macierze. Mno»enie przez macierz elementarn¡ z
lewej strony prowadzi do operacji wierszowej, natomiast mno»enie z prawej strony � do operacji
kolumnowej.

Fakt 2.34

Operacje elementarne (zarówno wierszowe, jak i kolumnowe) nie wpªywaj¡ na zerowanie
si¦ wyznacznika.

W kolejnym rozdziale b¦dziemy stosowali operacje elementarne (zarówno wierszowe, jak i
kolumnowe) nie tylko do macierzy kwadratowych, ale równie» do prostok¡tnych. B¦dziemy po-
trzebowali nast¦puj¡cego poj¦cia:

Fakt 2.35

Dla dowolnych odwracalnych macierzy kwadratowych A i B (niekoniecznie tego samego
rozmiaru) zachodzi: (

A 0
0 B

)−1

=

(
A−1 0

0 B−1

)

Dowód. Nietrudno zauwa»y¢, »e je±li A,A′ ∈Mm×m oraz B,B′ ∈Mn×n, to(
A 0
0 B

)
·
(
A′ 0
0 B′

)
=

(
AA′ 0

0 BB′

)
St¡d (

A 0
0 B

)
·
(
A−1 0

0 B−1

)
=

(
I 0
0 I

)
= I
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De�nicja 2.36

Rz¦dem (kolumnowym) macierzy A ∈ Mm×n nazywamy wymiar podprzestrzeni Rn roz-
pi¦tej przez kolumny A.
Rz¦dem (wierszowym) macierzy A nazywamy wymiar podprzestrzeni Rm rozpi¦tej przez
wiersze A.

Powy»sz¡ de�nicj¦ mo»na wyrazi¢ równie» nast¦puj¡co: rz¡d wierszowy (kolumnowy) macie-
rzy to maksymalna liczba liniowo niezale»nych wierszy (kolumn) tej macierzy. Okazuje si¦, »e
rz¡d wierszowy jest tym samym co rz¡d kolumnowy (który to fakt zostawimy bez dowodu):

Fakt 2.37

Dla ka»dej macierzy prostok¡tnej A, rz¡d wierszowy i rz¡d kolumnowy s¡ równe. Ka»d¡
z tych liczb nazywamy rz¦dem macierzy A i oznaczamy: rankA.

Wniosek 2.38

Je±li A ∈Mm×n, to rankA ≤ m oraz rankA ≤ n.

Dowód. Rz¡d macierzy jest równy zarówno jej rz¦dowi kolumnowemu, jak i rz¦dowi wierszowemu,
czyli nie przekraca liczby jej wierszy, ani liczby jej kolumn.

De�nicja 2.39

Minorem stopnia k macierzy A nazywamy wyznacznik dowolnej macierzy k× k powstaªej
przez usuni¦cie pewnej liczby wierszy i kolumn A.

Przykªad 5

Jednym z minorów stopnia 3 macierzy
3 7 1 0 2
2 8 1 0 2
1 1 5 1 2
8 2 4 1 3


jest minor ∣∣∣∣∣∣

7 0 2
8 0 2
2 1 3

∣∣∣∣∣∣ = 2

Fakt 2.40

Rz¡d macierzy (prostok¡tnej) A to najwi¦kszy stopie« niezerowego minora tej macierzy.

Dowód. Wystarczy pokaza¢, »e:

rankA ≥ k ⇐⇒ macierz A ma niezerowy minor stopnia k

Poniewa» rz¡d macierzy to maksymalna liczba liniowo niezale»nych kolumn, wi¦c rankA ≥
k wtedy i tylko wtedy, gdy macierz A ma k liniowo niezale»nych kolumn Ai1 , . . . , Aik , tzn.
rank(Ai1 , . . . , Aik) = k. Z kolei macierz (Ai1 , . . . , Aik) ma rz¡d k wtedy i tylko wtedy, gdy ma k
liniowo niezale»nych wierszy, czyli mo»na z niej wybra¢ niezerowy minor stopnia k. Otrzymany
minor jest równocze±nie minorem macierzy A, co ko«czy dowód.
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Wniosek 2.41

Wektory v1, . . . , vk ∈ Rn s¡ liniowo niezale»ne wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje niezerowy
minor stopnia k macierzy (v1, . . . , vk).

Dowód. Wektory v1, . . . , vk s¡ liniowo niezale»ne wtedy i tylko wtedy, gdy rank(v1, . . . , vk) = k,
co w ±wietle Faktu 2.40 oznacza istnienie niezerowego minora stopnia k.

Wniosek 2.41 ma wersj¦ dotycz¡c¡ wektorów dowolnej przestrzeni liniowej:

Wniosek 2.42

Niech V b¦dzie sko«czenie wymiarow¡ przestrzeni¡ liniow¡, za± B jej dowoln¡ baz¡. Wów-
czas wektory v1, . . . , vk ∈ V s¡ liniowo niezale»ne wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje nieze-
rowy minor stopnia k macierzy ([v1]B, . . . , [vk]B).

Dowód. Wektory v1, . . . , vk s¡ liniowo niezale»ne wtedy i tylko wtedy, gdy ich wektory wspóª-
rz¦dnych w bazie B s¡ liniowo niezale»ne, tzn. wektory [v1]B, . . . , [vk]B s¡ liniowo niezale»ne.
Reszta wynika z Wniosku 2.41.

Fakt 2.43

Operacje elementarne (zarówno wierszowe jak i kolumnowe) nie zmieniaj¡ rz¦du macierzy.

Dowód. Operacje wierszowe nie zmieniaj¡ liczby liniowo niezale»nych wierszy, a operacje ko-
lumnowe nie zmieniaj¡ liczby liniowo niezale»nych kolumn. Poniewa» rz¡d wierszowy i rz¡d
kolumnowy s¡ równe rz¦dowi macierzy, wi¦c »adna z tych operacji nie zmienia rz¦du macie-
rzy.

2.3 Ukªady równa« liniowych

De�nicja 2.44

Jednorodnym ukªadem m równa« liniowych z niewiadomymi x1, . . . , xn nazywamy nast¦-
puj¡cy ukªad (gdzie aij to dowolne liczby rzeczywiste):

a11x1 + · · ·+ a1nxn = 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + · · ·+ amnxn = 0

(2.9)

Niejednorodnym ukªadem m równa« liniowych z niewiadomymi x1, . . . , xn nazywamy na-
st¦puj¡cy ukªad (gdzie aij oraz bi to dowolne liczby rzeczywiste):

a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + · · ·+ amnxn = bm

(2.10)

Ukªad (2.9) nazywamy ukªadem jednorodnym zwi¡zanym z ukªadem niejednorodnym
(2.10). W obu przypadkach macierz A = (aij) nazywamy macierz¡ gªówn¡ ukªadu. Ma-
cierz (A|b) (macierz A z dopisan¡ kolumn¡ wyrazów wolnych) nazywamy macierz¡ roz-
szerzon¡ ukªadu (2.10).
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Zauwa»my, »e jednorodny ukªad równa« liniowych jest szczególnym przykªadem niejedorod-
nego ukªadu równa« liniowych, gdy b1 = · · · = bm = 0.

Ukªad niejednorodny (2.10) mo»na zapisa¢ w postaci macierzowej:a11 · · · a1n
...

. . .
...

am1 · · · amn


x1

...
xn

 =

 b1
...
bm

 czyli AX = b

wobec czego rozwi¡zywanie ukªadu sprowadza si¦ do wyznaczania przeciwobrazu F−1
A [b] wektora

b ∈ Rm przez przeksztaªcenie FA : Rn → Rm zadane wzorem FA(X) = AX. W szczególno±ci
zbiór rozwi¡za« ukªadu jednorodnego (2.9) to F−1

A [0] = kerFA. Dla uproszczenia notacji j¡dro
przeksztaªcenia FA zadanego macierz¡ A b¦dziemy nazywa¢ j¡drem macierzy A i oznacza¢ kerA.

Fakt 2.45

Zbiór rozwi¡za« jednorodnego ukªadu m równa« liniowych z niewiadomymi x1, . . . , xn o
macierzy gªównej A = (aij): 

a11x1 + · · ·+ a1nxn = 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + · · ·+ amnxn = 0

jest podprzestrzeni¡ kerA < Rn. W szczególno±ci ukªad jednorodny zawsze ma rozwi¡za-
nie (rozwi¡zanie zerowe: x1 = · · · = xn = 0).

Przed sformuªowaniem analogicznego faktu dla ukªadu niejednorodnego, rozszerzymy poj¦-
cie wymiaru. Dotychczas wymiar okre±lali±my jedynie dla przestrzeni liniowych, a wi¦c np.
dla prostej lub pªaszczyzny w R3 przechodz¡cej przez 0, ale ju» nie dla pozostaªych prostych i
pªaszczyzn.

De�nicja 2.46

NiechW < V b¦dzie podprzestrzeni¡ przestrzeni liniowej V , a v ∈ V dowolnym wektorem.
Warstw¡ podprzestrzeni W < V (ozn. v + W ) nazywamy1 zbiór wszystkich elementów
postaci v + w ∈ V , dla wszystkich mo»liwych wyborów w ∈W , tzn.

v +W = {v + w : w ∈W} ⊂ V

O warstwie podprzestrzeni W my±limy jako o �przesuni¦ciu równolegªym� podprzestrzeni W
o wektor v. Takie rozumienie utrwalaj¡ poni»sze przykªady.

Przykªad 1

Opisa¢ warstwy podprzestrzeni W = {( xy ) ∈ R2 : 2x+ 3y = 0} < R2.
Rozwi¡zanie. Przestrze« W to prosta o równaniu parametrycznym ( xy ) = t

(
3
−2

)
. Ka»da

warstwa tej podprzestrzeni to zbiór punktów postaci(
x
y

)
= t

(
3
−2

)
+

(
v1

v2

)
czyli przesuni¦cie równolegªe prostej W o wektor v = ( v1v2 ). Zamieniaj¡c na równanie ogólne
otrzymujemy prost¡ o równaniu 2x + 3y + C = 0 (dla ka»dej warto±ci C otrzymujemy inn¡
warstw¦).

1Warstwa elementu v ∈ V podprzestrzeni W < V to inaczej klasa abstrakcji elementu v dla relacji równowa»-

no±ci zde�niowanej jako v ∼ v′ ⇐⇒ v − v′ ∈W .
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Przykªad 2

Opisa¢ warstwy podprzestrzeni W = {
(
x
y
z

)
∈ R3 : 3x− 4y + z = 0} < R3.

Rozwi¡zanie. Przestrze«W to pªaszczyzna o równaniu parametrycznym
(
x
y
z

)
= t

(
4
3
0

)
+s
(

0
1
4

)
.

Ka»da warstwa tej podprzestrzeni to zbiór punktów postacixy
z

 = t

4
3
0

+ s

0
1
4

+

v1

v2

v3


czyli przesuni¦cie równolegªe pªaszczyzny W o wektor v =

(
v1
v2
v3

)
. Zamieniaj¡c na równanie

ogólne otrzymujemy pªaszczyzn¦ o równaniu 3x − 4y + z + D = 0 (dla ka»dej warto±ci D
otrzymujemy inn¡ warstw¦).

Przykªad 3

Opisa¢ warstwy podprzestrzeni W = {
(
x
y
z

)
∈ R3 : x2 = y

3 = z
5 = 0} < R3.

Rozwi¡zanie. Przestrze«W to prosta o równaniu kierunkowym
(
x
y
z

)
= t
(

2
3
5

)
. Ka»da warstwa

tej podprzestrzeni to zbiór punktów postaci
(
x
y
z

)
= t
(

2
3
5

)
+
(
a
b
c

)
, czyli przesuni¦cie równolegªe

prostej W o wektor v =
(
a
b
c

)
. Zamieniaj¡c na posta¢ kierunkow¡ otrzymujemy prost¡ x−a

2 =
y−b

3 = z−c
5 = 0.

Przykªad 4

Opisa¢ warstwy podprzestrzeni W = {f : R→ R : f staªa} < C(R)
Rozwi¡zanie. Ka»da warstwa przestrzeni funkcji staªych jest postaci f(x) + C (tzn. ustalona
funkcja f + dowolna funkcja staªa). Jest to dobrze znany przykªad z analizy, gdzie caªka nie-
oznaczona funkcji nie jest funkcj¡, tylko warstw¡ podprzestrzeni funkcji staªych (tzn.
funkcj¡ z dokªadno±ci¡ do dodania staªej). Zmienn¡ C u»ywan¡ przy wyliczaniu caªki nie-
oznaczonej nale»y w tym kontek±cie interpretowa¢ nie jako liczb¦, ale jako przestrze« liniow¡
(przestrze« funkcji staªych).

Przykªad 5

Szczególnym przypadkiem warstwy podprzestrzeni W < V jest sama podprzestrze« W , któr¡
traktujemy jako warstw¦ 0 +W (czyli W przesuni¦ta o wektor zerowy).

Przykªad 6

Opisa¢ warstwy podprzestrzeni {0} < V oraz V < V .
Rozwi¡zanie. Warstwa v + {0} to zbiór {v + 0}, czyli zbiór jednopunktowy. Dla ka»dego
elementu v ∈ V otrzymujemy zatem warstw¦ {v}. Warstwa podprzestrzeni V jest tylko jedna
i jest ni¡ V .

Interpretacja warstw podprzestrzeni W < V jako �równolegªych przesuni¦¢� podprzestrzeni
W wyja±nia dlaczego warstwy s¡ parami rozª¡czne i ª¡cznie pokrywaj¡ caª¡ przestrze« V . For-
malizuje to poni»szy fakt:

Fakt 2.47

Ka»dy element v ∈ V nale»y do dokªadnie jednej warstwy W (jest to warstwa v +W ).
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Dowód. Ka»dy element v ∈ V nale»y do przynajmniej jednej warstwy W (do warstwy v + W ,
która zgodnie z de�nicj¡ zawiera element v + 0 = v). Poka»emy, »e »aden element nie nale»y
do dwóch ró»nych warstw. Zaªó»my, »e v ∈ v′ + W (druga warstwa zawieraj¡ca v). Wówczas
v = v′ + w dla pewnego w ∈W , czyli v − v′ ∈W . Zatem:

� ka»dy element warstwy v′ + W jest postaci v′ + w = v + (v′ − v) + w ∈ v + W , gdy»
(v′ − v) ∈W oraz w ∈W ;

� ka»dy element warstwy v + W jest postaci v + w = v′ + (v − v′) + w ∈ v′ + W , gdy»
(v − v′) ∈W oraz w ∈W .

Wobec tego v +W = v′ +W , tzn. obie rozwa»ane warstwy s¡ równe.

Poj¦cie warstwy pozwala opisa¢ zbiór rozwi¡za« ukªadu niejednorodnego w sposób analo-
giczny do opisu zbioru rozwi¡za« ukªadu jednorodnego podanego w Fakcie 2.45:

Fakt 2.48

Zbiór rozwi¡za« niejednorodnego ukªadu m równa« liniowych z niewiadomymi x1, . . . , xn
o macierzy gªównej A = (aij):

a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + · · ·+ amnxn = bm

(2.11)

jest warstw¡ v + kerA, gdzie kerA to przestrze« rozwi¡za« ukªadu jednorodnego z nim

zwi¡zanego, za± v =
(
v1
...
vn

)
to dowolne rozwi¡zanie ukªadu niejednorodnego (zwane roz-

wi¡zaniem szczególnym).

Dowód. Zauwa»my, »e je±li v =
(
v1
...
vn

)
jest rozwi¡zaniem ukªadu niejednorodnego (2.11), za±

w =
(
w1
...
wn

)
jest rozwi¡zaniem zwi¡zanego z nim ukªadu jednorodnego, to dodaj¡c stronami

odpowiadaj¡ce sobie równania obu ukªadów otrzymujemy:
a11(v1 + w1) + · · ·+ a1n(vn + wn) = b1 + 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1(v1 + w1) + · · ·+ amn(vn + wn) = bm + 0

czyli v+w =

(
v1+w1

...
vn+wn

)
jest rozwi¡zaniem ukªadu niejednorodnego. Poniewa», zgodnie z Faktem

2.45, zbiór rozwi¡za« ukªadu jednorodnego zwi¡zanego z (2.11) to kerA, wi¦c ka»dy element
warstwy v + kerA jest rozwi¡zaniem ukªadu niejednorodnego (2.11).

Z drugiej strony, je±li v =
(
v1
...
vn

)
oraz v′ =

(
v′1...
v′n

)
s¡ dwoma rozwi¡zaniami ukªadu niejedno-

rodnego (2.11), to odejmuj¡c stonami odpowiadaj¡ce sobie równania otrzymujemy:
a11(v′1 − v1) + · · ·+ a1n(v′n − vn) = b1 − b1 = 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1(v′1 − v1) + · · ·+ amn(v′n − vn) = bm − bm = 0

czyli v′−v jest rozwi¡zaniem ukªadu jednorodnego zwi¡zanego z (2.11), a wi¦c v′−v ∈ kerA. St¡d
v′ ∈ v + kerA, czyli ukªad (2.11) nie ma »adnych rozwi¡za« poza znalezionymi ju» elementami
warstwy v + kerA.
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Fakty 2.45 i 2.48 pokazuj¡, »e niejednorodny ukªad równa« liniowych mo»na rozwi¡zywa¢
wedªug nast¦puj¡cego algorytmu:

1. Znale¹¢ przestrze« kerA rozwi¡za« ukªadu jednorodnego zwi¡zanego z badanym ukªadem
niejednorodnym.

2. Znale¹¢ jakiekolwiek (jedno) rozwi¡zanie v badanego ukªadu niejednorodnego.

3. Zbiorem rozwi¡za« badanego ukªadu niejednorodnego b¦dzie warstwa v + kerA.

Algorytm ten bywa wygodny w sytuacji, gdy mamy rozwi¡za¢ du»¡ liczb¦ ukªadów równa«
liniowych ró»ni¡cych si¦ jedynie prawymi stronami.

Przykªad 7

Rozwi¡za¢ nast¦puj¡ce ukªady równa«:{
2x1 + 3x2 − x3 + x4 = 1

3x1 + x2 − x3 + 2x4 = 2

{
2x1 + 3x2 − x3 + x4 = 3

3x1 + x2 − x3 + 2x4 = 1

{
2x1 + 3x2 − x3 + x4 = 2

3x1 + x2 − x3 + 2x4 = 2

Rozwi¡zanie. Rozwi¡zujemy ukªad jednorodny zwi¡zany z powy»szymi ukªadami niejednorod-
nymi: {

2x1 + 3x2 − x3 + x4 = 0

3x1 + x2 − x3 + 2x4 = 0

otrzymuj¡c rozwi¡zanie: 
x1

x2

x3

x4

 =


t
s

5s+ t
2s− t


Zgadujemy jakiekolwiek rozwi¡zanie szczególne ka»dego z ukªadów równa«, np. (odpowiednio)(

0
0
0
1

)
,
(

0
1
0
0

)
,
(

1
1
1
1

)
. St¡d dostajemy rozwi¡zania ogólne ka»dego z ukªadów (jako ró»ne warstwy

tej samej podprzestrzeni):
x1

x2

x3

x4

 =


t
s

5s+ t
2s− t+ 1



x1

x2

x3

x4

 =


t

s+ 1
5s+ t
2s− t



x1

x2

x3

x4

 =


t+ 1
s+ 1

5s+ t+ 1
2s− t+ 1



Fakt 2.49

Dana jest przestrze« liniowa V oraz jej podprzestrze« W < V . Na zbiorze wszystkich
wartstw podprzestrzeni W mo»emy wprowadzi¢ dziaªania:

(v +W ) + (v′ +W ) = (v + v′) +W oraz α(v +W ) = αv +W

(tzn. dodanie dwóch warstw to dodanie ich dowolnie wybranych reprezentantów, a mno-
»enie warstwy przez skalar, to mno»enie przez skalar dowolnego reprezentanta). Zbiór
warstw z tak okre±lonymi dziaªaniami tworzy przestrze« liniow¡ zwan¡ przestrzeni¡ ilora-
zow¡ i oznaczan¡ V/W . Wektorem zerowym przestrzeni ilorazowej jest warstwa 0 + W ,
czyli W .

Powy»sze stwierdzenie podajemy jako fakt, a nie jako de�nicj¦, gdy» sprawdzenia wymagaj¡
dwie rzeczy:
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� podane dziaªania s¡ dobrze okre±lone, tzn. wynik dodawania dwóch warstw (mno»enia
warstwy przez skalar) nie zale»y od wyboru reprezentantów (reprezentanta);

� dziaªania speªniaj¡ aksjomaty przestrzeni liniowej z De�nicji 1.1.

Sprawdzenie powy»szych elementów pozostawimy czytelnikowi.

Przykªad 8

Opisa¢ przestrze« ilorazow¡ R2/W , gdzie W = {( xy ) ∈ R2 : 2x+ 3y = 0}.
Rozwi¡zanie. Elementy przestrzeni ilorazowej to warstwy podprzestrzeni W , czyli zgodnie z
Przykªadem 1 proste o równaniach parametrycznych ( xy ) = t

(
3
−2

)
+ ( v1v2 ). Suma warstw

( xy ) = t
(

3
−2

)
+ ( v1v2 ) oraz ( xy ) = t

(
3
−2

)
+
(
v′1
v′2

)
to warstwa ( xy ) = t

(
3
−2

)
+
(
v1+v′1
v2+v′2

)
, a iloczyn

warstwy ( xy ) = t
(

3
−2

)
+ ( v1v2 ) przez liczb¦ α to ( xy ) = t

(
3
−2

)
+ ( αv1αv2 ).

Przykªad 9

Caªka nieoznaczona to przeksztaªcenie liniowe: F : C(R) → C(R)/C, gdzie C < C(R) to
podprzestrze« funkcji staªych. Innymi sªowy, caªka nieoznaczona ka»dej funkcji ci¡gªej f przy-
porz¡dkowuje warstw¦ podprzestrzeni funkcji staªych, np. F (cosx) = sinx + C, gdzie C to
podprzestrze« (a nie liczba).

Fakt 2.50

NiechW < V b¦dzie podprzestrzeni¡ przestrzeni liniowej V . Wówczas wymiar przestrzeni
ilorazowej V/W wynosi:

dimV/W = dimV − dimW (2.12)

Dowód. Zauwa»my, »e przeksztaªcenie F : V → V/W zde�niowane jako F (v) = v+W (przypisu-
j¡ce wektorowi v ∈ V warstw¦ podprzestrzeni W zawieraj¡c¡ v) jest przeksztaªceniem liniowym.
Przeksztaªcenie F jest �na� (czyli ImF = V/W ) oraz kerF = W , wi¦c zgodnie z twierdzeniem o
indeksie:

dimV = dim kerF + dim ImF = dimW + dimV/W

co dowodzi wzoru (2.12)

Niniejszy rozdziaª pokazuje metod¦ rozwi¡zywania dowolnego ukªadu równa« liniowych. Po-
niewa» w praktyce cz¦sto nie jest potrzebne peªne rozwi¡zanie, a jedynie informacja o istnieniu
i liczbie rozwi¡za«, podzielimy zadanie na trzy problemy:

Pytanie 1 Czy ukªad jest niesprzeczny (tzn. ma przynajmniej jedno rozwi¡zanie)?

Pytanie 2 Ile rozwi¡za« ma ukªad? Poniewa» niesprzeczny ukªad równa« liniowych ma albo 1
albo ∞ rozwi¡za«, wi¦c precyzyjniejsze pytanie brzmi: Jaki jest wymiar przestrzeni (lub
warstwy) wszystkich rozwi¡za«?

Pytanie 3 Jakie wygl¡da rozwi¡zanie ogólne ukªadu?

Dotychczasowy rezultat (wzory Cramera) daje cz¦±ciow¡ odpowied¹ w odniesieniu do ukªa-
dów n równa« z n niewiadomymi. Oznaczaj¡c macierz gªówn¡ takiego ukªadu przez A, wiemy,
»e:

1. ukªad jest niesprzeczny ⇐⇒ detA 6= 0 (nie wiemy co w przypadku detA = 0);

2. ukªad ma 1 rozwi¡zanie (0-wymiarowa przestrze«/warstwa), gdy detA 6= 0 (w przypadku
detA = 0 ukªad jest sprzeczny lub ma ∞ rozwi¡za«);

Copyright © Tomasz Elsner, 2020



2.3. UK�ADY RÓWNA� LINIOWYCH 49

3. rozwi¡zanie ukªadu w sytuacji detA 6= 0 jest dane wzorem (2.4) (wzory Cramera).

Odpowied¹ na Pytanie 1 jest równie» oczywista w odniesieniu do dowolnego ukªadu jedno-

rodnego � taki ukªad jest zawsze niesprzeczny, gdy»
( 0
...
0

)
jest jego rozwi¡zaniem. W ogólnym

przypadku odpowied¹ daje nast¦puj¡ce twierdzenie:

Twierdzenie 2.51: Twierdzenie Kroneckera�Capellego

Ukªad równa« liniowych z niewiadomymi x1, . . . , xn o macierzy gªównej A = (aij) i ma-
cierzy rozszerzonej (A|b): 

a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + · · ·+ amnxn = bm

(2.13)

ma rozwi¡zanie wtedy i tylko wtedy, gdy

rank(A) = rank(A|b)

Dowód. Ukªad (2.13) mo»na zapisa¢ w postaci wektorowej:

x1

a11
...

am1

+ · · ·+ xn

a1n
...

amn

 =

 b1
...
bm


Rozwi¡zywanie tego ukªadu mo»na zatem zinterpretowa¢ jako przedstawianie wektora b w po-
staci kombinacji liniowej kolumn macierzy A (rozwi¡zanie ukªadu to wspóªczynniki otrzymanej
kombinacji liniowej). Taka kombinacja liniowa istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy b jest kombina-
cj¡ liniow¡ kolumn macierzy A, czyli rz¡d macierzy gªównej ukªadu jest równy rz¦dowi macierzy
rozszerzonej ukªadu:

rankA = rank(A|b)

Podobnie jak przy wyznaczaniu macierzy odwrotnej, pionowa kreska oddzielaj¡ca macierz
gªówn¡ od kolumny wyrazów wolnych stosowana jest wyª¡cznie dla wi¦kszej czytelno±ci zapisu.

Fakt 2.52

W odniesieniu do ukªadu (2.13) mo»liwe s¡ tylko dwie sytuacje:

� rank(A|b) = rankA (wówczas ukªad jest niesprzeczny)
� rank(A|b) = rankA+ 1 (wówczas ukªad jest sprzeczny)

Dowód. Je±li do macierzy A doª¡czymy jedn¡ kolumn¦, to maksymalna liczba liniowo niezale»-
nych kolumn albo si¦ nie zmieni, albo zwi¦kszy si¦ o jeden.

Przykªad 10

Ustali¢, czy poni»szy ukªad równa« jest niesprzeczny:
2x1 + 3x2 − 4x3 + x4 + x5 = 1

x1 + 2x2 + x3 + 2x4 + 3x5 = 3

x1 + x2 + 2x3 + x4 + x5 = 4
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Rozwi¡zanie. Operacje wierszowe i kolumnowe nie zmieniaj¡ rz¦du macierzy, st¡d dla macierzy
gªównej otrzymujemy:

rank

2 3 −4 1 1
1 2 1 2 3
1 1 2 1 1

 = rank

0 1 −8 −1 −1
0 1 −1 1 2
1 1 2 1 1

 = rank

0 1 −8 −1 −1
0 0 7 2 3
1 1 2 1 1

 = 3

Rz¡d macierzy gªównej wynosi 3, bo maksymalny niezerowy minor jest stopnia 3. Rz¡d
macierzy rozszerzonej, zgodnie z Faktem 2.52, wynosi przynajmniej 3, ale skoro macierz ma
trzy wiersze, to jej rz¡d nie mo»e by¢ wi¦kszy ni» 3. Wobec tego zarówno macierz gªówna jak
i rozszerzona maj¡ rz¡d 3, czyli ukªad jest niesprzeczny.

Przykªad 11

Ustali¢, czy poni»szy ukªad równa« jest niesprzeczny:
x1 + x2 + 2x3 + 3x4 + 3x5 = 1

2x1 + 3x2 + 3x3 + 5x4 + 6x5 = 2

2x1 + 5x2 + x3 + 3x4 + 6x5 = 4

Rozwi¡zanie. Operacje wierszowe i kolumnowe nie zmieniaj¡ rz¦du macierzy, st¡d dla macierzy
gªównej otrzymujemy:

rank

1 1 2 3 3
2 3 3 5 6
2 5 1 3 6

 = rank

1 1 2 3 3
0 1 −1 −1 0
0 3 −3 −3 0

 = rank

1 1 2 3 3
0 1 −1 −1 0
0 0 0 0 0

 = 2

Rz¡d macierzy gªównej wynosi 2, bo maksymalny niezerowy minor jest stopnia 2. Podobne
rachunki dla macierzy rozszerzonej daj¡ rz¡d 3:

rank

1 1 2 3 3
2 3 3 5 6
2 5 1 3 6

∣∣∣∣∣∣
1
2
4

 = rank

1 1 2 3 3
0 1 −1 −1 0
0 3 −3 −3 0

∣∣∣∣∣∣
1
0
2

 = rank

1 1 2 3 3
0 1 −1 −1 0
0 0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣
1
0
2

 = 3

Wobec tego, zgodnie z Twierdzeniem 2.51 ukªad jest sprzeczny.

Intuicja zwi¡zana z odpowiedzi¡ na Pytanie 2 jest nast¦puj¡ca: wymiar zbioru (warstwy)
rozwi¡za« to minimalna liczba parametrów potrzebna do opisania tego zbioru rozwi¡za«. Roz-
wi¡zuj¡c ukªad metod¡ podstawiania, ka»de równanie wykorzystujemy do zmniejszenia liczby
niewiadomych o jede. Ostatecznie (zazwyczaj) rozwi¡zanie zawiera liczb¦ parametrów wyno-
sz¡c¡:

liczba niewiadomych− liczba równa«

Jest to prawidªowy wynik, o ile liczba równa« nie przekracza liczby niewiadomych oraz wszystkie
równania s¡ liniowo niezale»ne. Poni»sze twierdzenie formalizuje i uogólnia ten rezultat:

Twierdzenie 2.53

Je±li ukªadm równa« liniowych z n niewiadomymi x1, . . . , xn o macierzy gªównejA = (aij):
a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + · · ·+ amnxn = bm

(2.14)

jest niesprzeczny, to zbiór jego rozwi¡za« jest warstw¡ podprzestrzeni wymiaru n−rankA.
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Dowód. Zgodnie z Faktem 2.48 zbiór rozwi¡za« jest warstw¡ przestrzeni kerA. Zgodnie z twier-
dzeniem o indeksie zastosowanym do przeksztaªcenia FA : Rn → Rm:

n = dim kerFA + dim ImFA = dim kerA+ rankA

czyli

dim kerA = n− rankA

Zbiór rozwi¡za« ukªadu jest warstw¡ przestrzeni kerA, która, jak wynika z powy»szego rachunku,
jest przestrzeni¡ wymiaru n− rankA.

Zwró¢my uwag¦, »e powy»szy rachunek odnosi si¦ wyª¡cznie do ukªadu, o którym uprzed-
nio przekonali±my si¦ (np. przez zastosowanie Twierdzenia Kroneckera-Capellego), »e jest nie-
sprzeczny.

Przykªad 12

Wyznacz wymiar zbioru rozwi¡za« nast¦puj¡cego ukªadu równa« liniowych:
x1 + x2 + 2x3 + 3x4 + 3x5 = 1

2x1 + 3x2 + 3x3 + 5x4 + 6x5 = 2

2x1 + 5x2 + x3 + 3x4 + 6x5 = 2

Rozwi¡zanie. Zaczynamy od ustalenia rz¦dów macierzy gªównej i macierzy rozszerzonej ukªadu,
aby ustali¢ czy ukªad jest niesprzeczny:

rank

1 1 2 3 3
2 3 3 5 6
2 5 1 3 6

 = rank

1 1 2 3 3
0 1 −1 −1 0
0 3 −3 −3 0

 = rank

1 1 2 3 3
0 1 −1 −1 0
0 0 0 0 0

 = 2

rank

1 1 2 3 3
2 3 3 5 6
2 5 1 3 6

∣∣∣∣∣∣
1
2
2

 = rank

1 1 2 3 3
0 1 −1 −1 0
0 3 −3 −3 0

∣∣∣∣∣∣
1
0
0

 = rank

1 1 2 3 3
0 1 −1 −1 0
0 0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣
1
0
0

 = 2

Poniewa» rankA = rank(A|b) = 2, wi¦c zgodnie z Twierdzeniem 2.51 ukªad jest niesprzeczny.
Wobec tego zgodnie z Twierdzeniem 2.53 wymiar zbioru (warstwy) rozwi¡za« wynosi:

5− rankA = 5− 2 = 3

Odpowiedzi na Pytanie 3 dostarczy metoda eliminacji Gaussa, opisana w kolejnym twierdze-
niu. Przed jej wprowadzeniem potrzebujemy opisa¢ macierze pewnej szczególnej postaci.

De�nicja 2.54

Macierz (prostok¡tn¡) nazywamy macierz¡ schodkow¡, je±li ka»dy wiersz tej macierzy
zaczyna si¦ wi¦ksz¡ liczb¡ zer ni» wiersz poprzedni (za wyj¡tkiem pierwszego wiersza,
który nie ma poprzednika oraz wierszy zªo»onych z samych zer, których dowolna liczba
mo»e znajdowa¢ si¦ na ko«cu macierzy). Pierwszy niezerowy wyraz w ka»dym niezerowym
wierszu nazywamy wyrazem wiod¡cym.
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Przykªad 13

W ka»dej poni»szej macierzy schodkowej zaznaczono na czerwono wyrazy wiod¡ce:
2 6 2 5 1 4
0 3 1 1 1 7
0 0 0 3 4 1
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0




3 1 7 6
0 2 1 3
0 0 1 5
0 0 0 6




1 2 4 5
0 3 7 2
0 0 0 1
0 0 0 0


Macierz¡ schodkow¡ jest tak»e ka»da (kwadratowa) macierz górnotrójk¡tna, której wszystkie
wyrazy na przek¡tnej s¡ niezerowe (b¦d¡ one wyrazami wiod¡cymi).

Twierdzenie 2.55: Metoda eliminacji Gaussa

Rozwi¡zanie ogólne ukªadu m równa« liniowych z n niewiadomymi x1, . . . , xn o macierzy
gªównej A = (aij) oraz macierzy rozszerzonej (A|b):

a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + · · ·+ amnxn = bm

(2.15)

otrzymujemy post¦puj¡c w nast¦puj¡cy sposób:

1. Przy pomocy elementarnych operacji wierszowych sprowadzamy macierz rozszerzon¡
(A|b) ukªadu do postaci macierzy schodkowej (A′|b′).

2. Zapisujemy ukªad równa« o macierzy rozszerzonej (A′|b′). Zmienne odpowiadaj¡ce
kolumnom A′ zawieraj¡cym wyrazy wiod¡ce nazywamy zmiennymi zale»nymi (zwi¡-
zanymi), a pozostaªe zmienne � zmiennymi niezale»nymi (wolnymi).

3. Wyra»amy zmienne zwi¡zane przy pomocy zmiennych wolnych, otrzymuj¡c w ten
sposób rozwi¡zanie ogólne ukªadu.

Dowód. Elementarne operacje wierszowe odpowiadaj¡ nast¦puj¡cym przeksztaªceniom ukªadu
równa«, które nie zmieniaj¡ zbioru rozwi¡za«:

1. zamiana miejscami dwóch równa«;

2. przemno»enie równania (stronami) przez pewn¡ niezerow¡ liczb¦;

3. dodanie krotno±ci jednego równania do innego równania.

W zwi¡zku z tym ukªad równa« otrzymany po wykonaniu kroku 2 ma ten sam zbiór rozwi¡za« co
pierwotny ukªad. Poniewa» macierz gªówna A′ ukªadu otrzymanego w kroku 2 ma posta¢ schod-
kow¡, wi¦c mo»liwe jest wyeliminowanie (metod¡ podstawiania) wszystkich zmiennych zale»nych,
co prowadzi do rozwi¡zania ogólnego, które zawiera wszystkie zmienne wolne jako parametry.

Przykªad 14

Znale¹¢ rozwi¡zanie ogólne nast¦puj¡cego ukªadu równa«:
x1 + x2 + 2x3 + 3x4 + 3x5 = 1

2x1 + 3x2 + 3x3 + 5x4 + 6x5 = 2

2x1 + 5x2 + x3 + 3x4 + 6x5 = 2

Rozwi¡zanie. Zgodnie z metod¡ elimnacji Gaussa zaczynamy od sprowadzenia macierzy roz-
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szerzonej ukªadu do postaci schodkowej. Zaznaczone na czerwono wyrazy, to wyrazy wiod¡ce:1 1 2 3 3
2 3 3 5 6
2 5 1 3 6

∣∣∣∣∣∣
1
2
2

→
1 1 2 3 3

0 1 −1 −1 0
0 3 −3 −3 0

∣∣∣∣∣∣
1
0
0

→
1 1 2 3 3

0 1 −1 −1 0
0 0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣
1
0
0


Nast¦pnie zapisujemy nowy ukªad równa«, dla którego otrzymana macierz to macierz rozsze-
rzona ukªadu: 

x1 + x2 + 2x3 + 3x4 + 3x5 = 1

x2 − x3 − x4 = 0

0 = 0

Z ka»dego z równa« wyliczamy zaznaczon¡ zmienn¡ zale»n¡ (poczynaj¡c od ostatniej, a ko«-
cz¡c na pierwszej):{

x2 = x3 + x4

x1 = −x2 − 2x3 − 3x4 − 3x5 + 1 = −3x3 − 4x4 − 3x5 + 1

St¡d (przyjmuj¡c zmienne wolne x3, x4 i x5 za parametry s, t, v) otrzymujemy rozwi¡zanie
ogólne: 

x1

x2

x3

x4

x5

 =


−3s− 4t− 3v + 1

s+ t
s
t
v

 = s


−3
1
1
0
0

+ t


−4
1
0
1
0

+ v


−3
0
0
0
1

+


1
0
0
0
0



Zwró¢my uwag¦, »e do zastosowania metody eliminacji Gaussa nie trzeba wcze±niej sprawdza¢
czy ukªad jest niesprzeczny. Gdyby ukªad byª niesprzeczny, podana metoda wyka»e to w kroku
2, tak jak w poni»szym przykªadzie:

Przykªad 15

Znale¹¢ rozwi¡zanie ogólne nast¦puj¡cego ukªadu równa«:
x1 + x2 + 2x3 + 3x4 + 3x5 = 1

2x1 + 3x2 + 3x3 + 5x4 + 6x5 = 2

2x1 + 5x2 + x3 + 3x4 + 6x5 = 4

Rozwi¡zanie. Zgodnie z metod¡ eliminacji Gaussa zaczynamy od sprowadzenia macierzy roz-
szerzonej ukªadu do postaci schodkowej:1 1 2 3 3

2 3 3 5 6
2 5 1 3 6

∣∣∣∣∣∣
1
2
4

→
1 1 2 3 3

0 1 −1 −1 0
0 3 −3 −3 0

∣∣∣∣∣∣
1
0
2

→
1 1 2 3 3

0 1 −1 −1 0
0 0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣
1
0
2


Nast¦pnie zapisujemy nowy ukªad równa«, dla którego otrzymana macierz to macierz rozsze-
rzona ukªadu: 

x1 + x2 + 2x3 + 3x4 + 3x5 = 1

x2 − x3 − x4 = 0

0 = 2

Otrzymali±my ukªad sprzeczny, a zatem wyj±ciowy ukªad równa« równie» jest sprzeczny.
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De�nicja 2.56

Fundamentalnym ukªadem rozwi¡za« ukªadu jednorodnego nazywamy baz¦ przestrzeni
rozwi¡za« tego ukªadu (tzn. baz¦ kerA, gdzie A jest macierz¡ gªówn¡ ukªadu).

Przykªad 16

Znale¹¢ fundamentalny ukªad rozwi¡za« nast¦puj¡cego jednorodnego ukªadu równa«:
x1 + x2 + 2x3 + 3x4 + 3x5 = 0

2x1 + 3x2 + 3x3 + 5x4 + 6x5 = 0

2x1 + 5x2 + x3 + 3x4 + 6x5 = 0

Rozwi¡zanie. Post¦puj¡c podobnie jak w poprzednich przykªadach wyznaczamy:
x1

x2

x3

x4

x5

 =


−3s− 4t− 3v

s+ t
s
t
v

 = s


−3
1
1
0
0

+ t


−4
1
0
1
0

+ v


−3
0
0
0
1


czyli fundamentalny ukªad rozwi¡za« stanowi¡ wektory:

−3
1
1
0
0

 ,


−4
1
0
1
0

 ,


−3
0
0
0
1



Fakt 2.57

Ka»d¡ k-wymiarow¡ podprzestrze« Rn mo»na opisa¢ przy pomocy jednorodnego ukªadu
n− k równa« liniowych.

Pominiemy dowód powy»szego faktu, pokazuj¡c zamiast tego jego dziaªanie na konkretnym
przykªadzie. Zwró¢my jedynie uwag¦, »e w przypadku ukªadu z n niewiadomymi, skªadaj¡cego
si¦ z n− k liniowo niezale»nych równa« przestrze« rozwi¡za« ma wymiar n− (n− k) = k.

De�nicja 2.58

Podprzestrze« W < V przestrzeni liniowej V generowan¡ przez wektory w1, . . . , wk ∈ W
oznaczamy:

W = Lin{w1, . . . , wk}

(tzn. Lin{w1, . . . , wk} to zbiór wszystkich kombinacji liniowych wektorów w1, . . . , wk).

Przykªad 17

Opisz przy pomocy ukªadu równa« liniowych podprzestrze« W = Lin{

(
1
2
1
1
3

)
,

(
1
1
−1
1
1

)
,

(
0
1
3
2
1

)
}

przestrzeni R5.
Rozwi¡zanie. Podane wektory s¡ liniowo niezale»ne (co mo»na sprawdzi¢ znajduj¡c dla poni»-
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szej macierzy niezerowy minor stopnia 3):
1 1 0
2 1 1
1 −1 3
1 1 2
3 1 1


wobec czego dimW = 3. Zgodnie z Faktem 2.57 podprzestrze« W mo»na opisa¢ przy pomocy
jednorodnego ukªadu 5− 3 = 2 równa« liniowych. Ka»de z tych równa« jest postaci:

a1x1 + a2x2 + a3x3 + a4x4 + a5x5 = 0

i musi by¢ speªnione przez ka»dy z wektorów:(
1
2
1
1
3

)
,

(
1
1
−1
1
1

)
,

(
0
1
3
2
1

)

Wspóªczynniki ka»dego szukanego równania speªniaj¡ zatem warunki:
a1 + 2a2 + a3 + a4 + 3a5 = 0

a1 + a2 − a3 + a4 + a5 = 0

a2 + 3a3 + 2a4 + a5 = 0

Potrzebujemy znale¹¢ 2 (liniowo niezale»ne) rozwi¡zania powy»szego ukªadu � otrzymamy
w ten sposób wspóªczynniki 2 szukanych równa«. Rozwi¡zujemy powy»szy ukªad metod¡
eliminacji Gaussa:1 2 1 1 3

1 1 −1 1 1
0 1 3 2 1

∣∣∣∣∣∣
0
0
0

→
1 2 1 1 3

0 −1 −2 0 −2
0 1 3 2 1

∣∣∣∣∣∣
0
0
0

→
1 2 1 1 3

0 −1 −2 0 −2
0 0 1 2 −1

∣∣∣∣∣∣
0
0
0


Otrzymujemy ukªad:
a1 + 2a2 + a3 + a4 + 3a5 = 0

−a2 − 2a3 − 2a5 = 0

a3 + 2a4 − a5 = 0

czyli


a3 = −2a4 + a5

a2 = −2a3 − 2a5 = 4a4 − 4a5

a1 = −2a2 − a3 − a4 − 3a5 = −7a4 + 4a5

St¡d 
a1

a2

a3

a4

a5

 =


−7s+ 4t
4s− 4t
−2s+ t

s
t

 = s


−7
4
−2
1
0

+ t


4
−4
1
0
1


Fundamentalnym ukªadem rozwi¡za« s¡ wektory

(−7
4
−2
1
0

)
oraz

(
4
−4
1
0
1

)
, które daj¡ szukane dwa

równania opisuj¡ce podprzestrze« W :{
−7x1 + 4x2 − 2x3 + x4 = 0

4x1 − 4x2 + x3 + x5 = 0
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Rozdziaª 3

Diagonalizacja macierzy

W tym rozdziale b¦dziemy zajmowa¢ si¦ wyª¡cznie przeksztaªceniami liniowymi F : V → V
(dla których dziedzina i przeciwdziedzina s¡ jednakowe). Przeksztaªcenia takie nazywamy en-
domor�zmami (przypomnijmy, »e dowolne przeksztaªcenie liniowe nazywamy homomor�zmem).
Odwracalny endomor�zm nazywamy automor�zmem (przypomnijmy, »e dowolne odwracalne
przeksztaªcenie liniowe nazywamy izomor�zmem).

3.1 Warto±ci i wektory wªasne (rzeczywiste)

W niniejszym podrozdziale b¦dziemy rozpatrywa¢ jedynie przypadek rzeczywistych warto±ci wªa-
snych. Przypadek zespolonych warto±ci wªasnych rozpatrzymy w kolejnym podrozdziale.

De�nicja 3.1

Niech V b¦dzie przestrzeni¡ liniow¡. Wektor wªasny przeksztaªcenia liniowego F : V → V
to wektor v speªniaj¡cy warunek:

F (v) = λ · v

dla pewnej liczby rzeczywistej λ. Je±li v 6= 0, to liczb¦ λ nazywamy warto±ci¡ wªasn¡
przeksztaªcenia F , za± v wektorem wªasnym dla warto±ci wªasnej λ. Wektor v = 0 jest
wektorem wªasnym dla ka»dej warto±ci wªasnej λ. Zbiór wszystkich wektorów wªasnych
dla warto±ci wªasnej λ nazywamy przestrzeni¡ wªasn¡ dla λ i oznaczamy V λ

Ka»da macierz A ∈Mn×n wyznacza przeksztaªcenie liniowe

FA : Rn → Rn, gdzie FA(X) = A ·X

Dla uproszczenia zapisu, warto±ci wªasne i wektory wªasne przeksztaªcenia FA b¦dziemy nazywa¢
warto±ciami wªasnymi i wektorami wªasnymi macierzy A.

Przykªad 1

Znajd¹ warto±ci wªasne, wektory wªasne i przestrzenie wªasne przeksztaªcenia liniowego F :
M2×2 →M2×2 zde�niowanego F (A) = A>.

Rozwi¡zanie. Szukamy takich macierzy A =

(
a b
c d

)
, »e dla pewnego λ ∈ R zachodzi warunek

A> = λA, czyli

(
a c
b d

)
= λ

(
a b
c d

)
tzn.


a = λa

b = λc

c = λb

d = λd

Rozwi¡zuj¡c powy»szy ukªad równa« otrzymujemy:
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� wektory wªasne
(
a b
b d

)
dla warto±ci wªasnej λ = 1 (tzn. V 1 = {

(
a b
b d

)
: a, b, d ∈ R}),

� wektory wªasne
(

0 b
−b 0

)
dla warto±ci wªasnej λ = −1 (tzn. V −1 = {

(
0 b
−b 0

)
: b ∈ R}).

Przykªad 2

Znajd¹ warto±ci wªasne, wektory wªasne i przestrzenie wªasne przeksztaªcenia liniowego F :
R2[x]→ R2[x] zde�niowanego F (P )(x) = xP ′(x).
Rozwi¡zanie. Je±li oznaczymy P (x) = ax2 + bx + c, to F (P )(x) = 2ax2 + bx. Wektorem
wªasnym jest wielomian speªniaj¡cy dla pewnej niezerowej liczby λ warunek:

F (ax2 + bx+ c) = λ(ax2 + bx+ c) czyli 2ax2 + bx = λax2 + λbx+ λc

Powy»sza równo±¢ to równo±¢ wielomianów, sk¡d
2a = λa

b = λb

0 = λc

Rozwi¡zuj¡c powy»szy ukªad otrzymujemy:

� wektory wªasne P (x) = c dla warto±ci wªasnej λ = 0 (tzn. V 0 = {c : c ∈ R}),

� wektory wªasne P (x) = bx dla warto±ci wªasnej λ = 1 (tzn. V 1 = {bx : b ∈ R}),

� wektory wªasne P (x) = ax2 dla warto±ci wªasnej λ = 2 (tzn. V 2 = {ax2 : a ∈ R}).

Przykªad 3

Znajd¹ warto±ci wªasne, wektory wªasne i przestrzenie wªasne przeksztaªcenia F : C → C
zde�niowanego F (z) = z̄.
Rozwi¡zanie. Szukamy takich liczb a, b, λ ∈ R, »e

a− bi = λ(a+ bi) czyli a− bi = (λa) + (λb)i

Porównujemy cz¦±ci rzeczywiste i urojone obu stron równania:{
a = λa

−b = λb

Rozwi¡zuj¡c powy»szy ukªad otrzymujemy:

� wektory wªasne z = a dla warto±ci wªasnej λ = 1 (tzn. V 1 = {a : a ∈ R}),

� wektory wªasne z = ib dla warto±ci wªasnej λ = −1 (tzn. V −1 = {ib : b ∈ R}).
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Fakt 3.2

Niech F : V → V b¦dzie przeksztaªceniem liniowym, a λ warto±ci¡ wªasn¡ F . Wówczas
przestrze« wªasna V λ jest podprzestrzeni¡ V (tzn. V λ < V ).

Dowód. Musimy pokaza¢ zamkni¦to±¢ V λ na dodawanie i mno»enie przez skalar. Dla v1, v2 ∈ V λ:

F (v1) = λv1 oraz F (v2) = λv2

Wówczas z addytywno±ci F :

F (v1 + v2) = F (v1) + F (v2) = λv1 + λv2 = λ(v1 + v2)

czyli v1 + v2 ∈ V λ. Podobnie sprawdzamy zamkni¦to±¢ na mno»enie przez skalar.

Fakt 3.3

Je±li λ1 6= λ2 s¡ warto±ciami wªasnymi przeksztaªcenia liniowego F : V → V , to

V λ1 ∩ V λ2 = {0}

Dowód. Je±li v ∈ V λ1 ∩ V λ2 , to F (v) = λ1v oraz F (v) = λ2v, czyli λ1v = λ2v, sk¡d (wobec
λ1 6= λ2) dostajemy v = 0.

Poni»szy fakt pokazuje praktyczny sposób wyznaczania warto±ci wªasnych przeksztaªcenia.

Fakt 3.4

Warto±ci wªasne przeksztaªcenia liniowego F : V → V to pierwiastki wielomianu charak-
terystycznego tego przeksztaªcenia, czyli wielomianu:

χF (λ) = det(mBB(F )− λI)

gdzie B jest dowoln¡ baz¡ V . Wielomian charakterystyczny nie zale»y od wyboru bazy B.

Dowód. Niech B b¦dzie dowoln¡ baz¡ przestrzeni V (jednakow¡ dla dziedziny i przeciwdziedziny).
Wówczas warunek F (v) = λv mo»emy (zgodnie z Faktem 1.24) zapisa¢ we wspóªrz¦dnych jako:

mBB(F ) · [v]B = [λv]B (3.1)

lub, je±li oznaczmy A = mBB(F ) oraz [v]B =
(
x1
...
xn

)
, w postaci:

A ·

x1
...
xn

 =

λx1
...

λxn

 czyli (A− λI) ·

x1
...
xn

 = 0 (3.2)

Liczba λ jest warto±ci¡ wªasn¡ F wtedy i tylko wtedy, gdy równanie (3.2) ma niezerowe roz-
wi¡zanie. Równanie to zawsze ma rozwi¡zanie zerowe, które zgodnie ze wzorem Cramera jest
jedynym rozwi¡zaniem, gdy det(A−λI) 6= 0. W przeciwnym razie równanie ma wi¦cej ni» jedno
rozwi¡zanie (w szczególno±ci ma rozwi¡zanie niezerowe). Wobec tego warto±ci wªasne F to liczby
λ speªniaj¡ce warunek:

det(A− λI) = 0 czyli det(mBB(F )− λI) = 0
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Z powy»szego rozumowania wynika, »e pierwiastki wielomianu charakterystycznego nie zale»¡
od bazy, ale to jeszcze nie dowodzi, »e sam wielomian nie zale»y od bazy (np. mogªoby si¦
zdarzy¢, »e krotno±ci pierwiastków zale»¡ od bazy). Dlatego przytoczymy dodatkowy argument,
pokazuj¡cy niezale»no±¢ wielomianu charakterystycznego od wyboru bazy. Je±li B i C s¡ ró»nymi
bazami przestrzeni V , to zgodnie ze wzorami (1.4) oraz (1.6) zachodzi:

mCC(F ) = mBC (id) ·mBB(F ) ·mCB(id) = P · (mBB(F )) · P−1

gdzie P = mBC (id). Wobec tego:

det(mCC(F )) = det(P ·mBB(F ) · P−1)

czyli na mocy Wniosku 2.31:

= detP · detmBB(F ) · detP−1 = detP · detmBB(F ) · 1

detP
= detmBB(F )

tzn. wyznacznik nie zale»y od bazy.

Przykªad 4

Wyznaczy¢ warto±ci wªasne i wektory wªasne dla przeksztaªcenia F : R3[x] → R3[x] zde�nio-
wanego F (P ) = P ′.
Rozwi¡zanie. W bazie B = (1, x, x2, x3) przeksztaªcenie F ma macierz:

mBB(F ) =


0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 3
0 0 0 0


Wobec tego wielomian charakterystyczny przeksztaªcenia to:

χF (λ) = det


−λ 1 0 0
0 −λ 2 0
0 0 −λ 3
0 0 0 −λ

 = λ4

St¡d jedyn¡ warto±ci¡ wªasn¡ F jest λ = 0. Wektory wªasne dla λ = 0 to wielomiany
speªniaj¡ce warunek P ′ = 0, czyli wielomiany staªe.

Przykªad 5

Wyznaczy¢ warto±ci wªasne i wektory wªasne dla przeksztaªcenia F : M2×2 →M2×2 zde�nio-
wanego F (A) = 2A+ 3A>.
Rozwi¡zanie. W bazie B = (( 1 0

0 0 ) , ( 0 1
0 0 ) , ( 0 0

1 0 ) , ( 0 0
0 1 )) przeksztaªcenie F ma macierz:

mBB(F ) =


5 0 0 0
0 2 3 0
0 3 2 0
0 0 0 5


Wobec tego wielomian charakterystyczny przeksztaªcenia to:

χF (λ) = det


5− λ 0 0 0

0 2− λ 3 0
0 3 2− λ 0
0 0 0 5− λ

 = (λ− 5)3(λ+ 1)
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czyli warto±ciami wªasnymi F s¡ λ1 = 5 i λ2 = −1. Wektory wªasne dla λ1 to macierze
speªniaj¡ce warunek 2A + 3A> = 5A, czyli A = A> (macierze symetryczne), za± wektory
wªasne dla λ2 = −1 to macierze speªniaj¡ce warunek 2A + 3A> = −A, czyli A = −A>
(macierze antysymetryczne).

Wniosek 3.5

Niech V b¦dzie przestrzeni¡ liniow¡ wymiaru n, za± F : V → V przeksztaªceniem linio-
wym. Wówczas F ma co najwy»ej n rzeczywistych warto±ci wªasnych (licz¡c z krotno-
±ciami).

Dowód. Zgodnie z Faktem 3.4 warto±ci wªasne F to pierwiastki wielomianu charakterystycznego
χF , który jest wielomianem stopnia n = dimV . Zgodnie z Zasadniczym Twierdzeniem Alge-
bry, taki wielomian ma dokªadnie n pierwiastków zespolonych (licz¡c z krotno±ciami), czyli co
najwy»ej n pierwiastków rzeczywistych.

Fakt 3.6

Je±li v1, . . . , vk s¡ niezerowymi wektorami wªasnymi przeksztaªcenia F : V → V dla parami
ró»nych warto±ci wªasnych λ1, . . . , λk ∈ R, to wektory v1, . . . , vk s¡ liniowo niezale»ne.

Dowód. Rozwa»my zeruj¡c¡ si¦ kombinacj¦ liniow¡ wektorów v1, . . . , vk:

α1v1 + · · ·+ αkvk = 0

Chcemy udowodni¢, »e α1 = · · · = αk = 0. Poniewa» F jest odwzorowaniem liniowym, za±
v1, . . . , vk jego wektorami wªasnymi dla warto±ci wªasnych λ1, . . . , λk, wi¦c:

0 = F (0) = F (α1v1 + · · ·+ αkvk) = α1F (v1) + · · ·+ αkF (vk) = α1λ1v1 + · · ·+ αkλkvk

czyli
α1λ1v1 + · · ·+ αkλkvk = 0

Podobnie:

0 = F (0) = F (α1λ1v1 + · · ·+ αkλkvk) = α1λ1F (v1) + · · ·+ αkλkF (vk) = α1λ
2
1v1 + · · ·+ αkλ

2
kvk

Kontynuuj¡c to post¦powanie dostajemy ukªad równa« (wektorowych):

α1v1 + · · ·+ αkvk = 0

λ1α1v1 + · · ·+ λkαkvk = 0

λ2
1α1v1 + · · ·+ λ2

kαkvk = 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

λk−1
1 α1v1 + · · ·+ λk−1

k αkvk = 0

(3.3)

Je±li zapiszemy wspóªrz¦dne wektorów v1, . . . , vk w dowolnie wybranej bazie B:

[v1]B =

v11
...
vn1

 , [v2]B =

v12
...
vn2

 , . . . [vk]B =

v1k
...
vnk


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to ukªad (3.3) w wersji macierzowej b¦dzie miaª posta¢:
α1v11 α2v12 · · · αkv1k

α1v21 α2v22 · · · αkv2k
...

...
. . .

...
α1vn1 α2vn2 · · · αkvnk

 ·


1 λ1 λ2
1 · · · λk−1

1

1 λ2 λ2
2 · · · λk−1

2

1 λ3 λ2
3 · · · λk−1

3
...

...
...

. . .
...

1 λk λ2
k · · · λk−1

k

 = 0

Poniewa» druga macierz jest kwadratow¡ macierz¡ odwracaln¡ (jest to transponowana macierz
Vandermonde'a), wi¦c:


α1v11 α2v12 · · · αkv1k

α1v21 α2v22 · · · αkv2k
...

...
. . .

...
α1vn1 α2vn2 · · · αkvnk

 = 0 ·


1 λ1 λ2

1 · · · λk−1
1

1 λ2 λ2
2 · · · λk−1

2

1 λ3 λ2
3 · · · λk−1

3
...

...
...

. . .
...

1 λk λ2
k · · · λk−1

k



−1

= 0

sk¡d (wobec tego, »e wektory v1, . . . , vk s¡ niezerowe) otrzymujemy α1 = . . . = αk = 0.

Twierdzenie 3.7: o diagonalizacji macierzy (wersja 1)

Je±li macierz A ∈ Mn×n ma (parami ró»ne) warto±ci wªasne λ1, . . . , λn, za± v1, . . . , vn s¡
niezerowymi wektorami wªasnymi, odpowiednio, dla λ1, . . . , λn, to:

A = PDP−1, gdzie P = (v1, . . . , vn), D =

λ1

. . .
λn



Dowód. Oznaczmy wspóªrz¦dne wektorów wªasnych jako

v1 =


v11

v21
...
vn1

 , v2 =


v12

v22
...
vn2

 , . . . , vn =


v1n

v2n
...
vnn


Wówczas

P =

v11 · · · v1n
...

. . .
...

vn1 · · · vnn


Sprawdzamy rachunkowo, »e macierze AP i PD maj¡ jednakowe pierwsze kolumny:

AP


1
0
...
0

 = A


v11

v21
...
vn1

 = Av1 = λ1v1 = P


λ1

0
...
0

 = PD


1
0
...
0


Podobnie sprawdzamy, »e drugie, trzecie itd. kolumny macierzy AP i PD s¡ jednakowe. St¡d

AP = PD

Na mocy Faktu 3.6 wektory v1, . . . , vn s¡ liniowo niezale»ne, czyli macierz P jest odwracalna.
St¡d

A = PDP−1
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Twierdzenie 3.8: o diagonalizacji macierzy (wersja 2)

Macierz A ∈Mn×n mo»na zapisa¢ w postaci diagonalnej:

A = PDP−1, gdzie P = (v1, . . . , vn), D =

λ1

. . .
λn


wtedy i tylko wtedy, gdy wektory v1, . . . , vn tworz¡ baz¦ Rn zªo»on¡ z wektorów wªasnych
macierzy A (gdzie λ1, . . . , λn to odpowiadaj¡ce tym wektorom warto±ci wªasne). Macierz
tak¡ nazywamy diagonalizowaln¡.

Dowód. Jedyne miejsce w dowodzie wersji 1 twierdzenia, gdzie korzystali±my z zaªo»enia o tym, »e
v1, . . . , vn s¡ parami ró»ne byªa uwaga, »e wektory v1, . . . , vn s¡ liniowo niezale»ne (co implikowaªo
odwracalno±¢ macierzy P ). W zwi¡zku z tym przy zaªo»eniu, »e v1, . . . , vn tworz¡ baz¦ Rn,
poprzedni dowód przepisuje si¦ bez »adnych zmian.

Sprawdzanie, »e ci¡g wektorów wªasnych jest baz¡ znacznie uªatwia nast¦puj¡ce uogólnienie
Faktu 3.6. Dowód tego faktu wykracza poza ramy niniejszego skryptu.

Fakt 3.9

Je±li λ1, . . . , λk to parami ró»ne warto±ci wªasne macierzy A, za± Bi to baza przestrzeni V λi

(oczywi±cie zªo»ona z wektorów wªasnych), to zbiór B1 ∪ . . .∪Bk jest liniowo niezale»nym
zbiorem wektorów.

Przykªad 6

Zdiagonalizowa¢ nast¦puj¡ce macierze:−1 1 3
−4 3 4
−2 1 4

 3 0 0
0 5 2
0 2 5


Rozwi¡zanie. Wielomian charakterystyczny pierwszej macierzy to −(λ−1)(λ−2)(λ−3). Dla
warto±ci wªasnych λ1 = 1, λ2 = 2 i λ3 = 3 wyznaczamy przestrzenie wektorów wªasnych �

s¡ to jednowymiarowe przestrzenie rozpinane przez wektory v1 =
(

1
2
0

)
, v2 =

(
1
0
1

)
, v3 =

(
1
1
1

)
.

St¡d dostajemy diagonalizacj¦:−1 1 3
−4 3 4
−2 1 4

 =

1 1 1
2 0 1
0 1 1

1 0 0
0 2 0
0 0 3

1 1 1
2 0 1
0 1 1

−1

Dla drugiej macierzy wyznaczamy wielomian charakterystyczny −(λ−3)2(λ−7). Wyznaczamy

przestrzenie wªasne: V 3 = Lin{
(

1
0
0

)
,
(

0
−1
1

)
} oraz V 7 = Lin{

(
0
1
1

)
}. Zgodnie z Faktem 3.9

dostajemy diagonalizacj¦:3 0 0
0 5 2
0 2 5

 =

1 0 0
0 −1 1
0 1 1

3 0 0
0 3 0
0 0 7

1 0 0
0 −1 1
0 1 1

−1

Gªównym celem zapisu macierzy w postaci diagonalnej jest uªatwienie pot¦gowania macierzy,
co rozwija poni»szy fakt.
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Fakt 3.10

Je±li macierz A ∈ Mn×n diagonalizuje si¦, tzn. A = PDP−1 dla pewnej odwracalnej

macierzy P oraz diagonalnej macierzy D =

(
λ1

. . .
λn

)
, to dla dowolnej liczby naturalnej

k zachodzi wzór:

Ak = P

λ
k
1

. . .
λkn

P−1

Dowód. Dla dowolnej macierzy D (nawet nie diagonalnej) zachodzi wzór:

(PDP−1)k = PDP−1 · PDP−1 · . . . · PDP−1︸ ︷︷ ︸
k

= P D ·D · . . . ·D︸ ︷︷ ︸
k

P−1 = PDkP−1

Reszta wynika ze wzoru na pot¦gowanie macierzy diagonalnej.

Przykªad 7

Obliczy¢ pot¦gi macierzy: −1 1 3
−4 3 4
−2 1 4

n 3 0 0
0 5 2
0 2 5

10

Rozwi¡zanie. Wykorzystuj¡c diagonalizacj¦ z poprzedniego przykªadu otrzymujemy:−1 1 3
−4 3 4
−2 1 4

n

=

1 1 1
2 0 1
0 1 1

1n 0 0
0 2n 0
0 0 3n

1 1 1
2 0 1
0 1 1

−1

=

1 + 2n+1 − 2 · 3n 3n − 2n 2 · 3n − 2n − 1
2− 2 · 3n 3n 2 · 3n − 2

2n+1 − 2 · 3n 3n − 2n 2 · 3n − 2n


3 0 0

0 5 2
0 2 5

10

=

1 0 0
0 −1 1
0 1 1

310 0 0
0 310 0
0 0 710

1 0 0
0 −1 1
0 1 1

−1

=

310 0 0
0 310 + 710 −310 + 710

0 −310 + 710 310 + 710


Zauwa»my, »e wyrazy macierzy An s¡ kombinacjami liniowymi n-tych pot¦g warto±ci wªa-

snych macierzy A.

Fakt 3.11

Je±li macierz A ∈Mn×n jest diagonalizowalna, a jej warto±ciami wªasnymi (niekoniecznie
ró»nymi) s¡ λ1, . . . , λn, to ka»dy wyraz macierzy Ak jest postaci:

α1λ
k
1 + · · ·+ αnλ

k
n

przy czym wspóªczynniki α1, . . . , αn nie zale»¡ od wykªadnika k.
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Dowód. Zgodnie z Faktem 3.10:

Ak = P

λ
k
1

. . .
λkn

P−1

Wymna»aj¡c powy»sze trzy macierze otrzymujemy macierz o wyrazach postaci α1λ
k
1 +· · ·+αnλkn,

przy czym wspóªczynniki α1, . . . , αn zale»¡ wyª¡cznie od wyrazów macierzy P i P−1, które s¡
niezale»ne od wykªadnika k.

De�nicja 3.12

Krotno±ci¡ warto±ci wªasnej λ przeksztaªcenia liniowego F : V → V nazywamy krotno±¢
pierwiastka λ jako pierwiastka wielomianu charakterystycznego χF (λ).

Fakt 3.13

Niech V b¦dzie sko«czenie wymiarow¡ przestrzeni¡ liniow¡. Je±li λ jest warto±ci¡ wªasn¡
przeksztaªcenia liniowego F : V → V , to:

1 ≤ dimV λ ≤ krotno±¢ warto±ci wªasnej λ

W szczególno±ci, je±li λ jest jednokrotn¡ warto±ci¡ wªasn¡, to dimV λ = 1.

Dowód. Niech B = (b1, . . . , bk) b¦dzie baz¡ przestrzeni V λ. Zatem b1, . . . , bk to wektory liniowo
niezale»ne w V , czyli mo»na je uzupeªni¢ do bazy B′ = (b1, . . . , bk, bk+1, . . . , bn) przestrzeni V .
W bazie B′ przeksztaªcenie F ma macierz skªadaj¡c¡ si¦ z nast¦puj¡cych klatek:

mB
′
B′(F ) =

(
λI A
0 B

)
gdzie λI ∈Mk×k oraz B ∈M(n−k)×(n−k) to macierze kwadratowe. Wielomian charakterystyczny
powy»szej macierzy ma (co najmniej) k-krotny pierwiastek λ, wi¦c krotno±¢ λ jest równa przy-
najmniej k = dimV λ.

Wniosek 3.14

Niech V b¦dzie sko«czenie wymiarow¡ przestrzeni¡ liniow¡. Wówczas przeksztaªcenie
liniowe F : V → V jest diagonalizowalne (nad liczbami rzeczywistymi) wtedy i tylko
wtedy, gdy dla wszystkie pierwiastki wielomianu charakterystycznego χF s¡ rzeczywiste
oraz dla ka»dego z nich zachodzi:

krotno±¢ pierwiastka (warto±ci wªasnej) λ = dimV λ

Dowód. Niech λ1, . . . , λk b¦d¡ warto±ciami wªasnymi F . Wielomian charakterystyczny χF ma
stopie« n = dimV , wi¦c

n =
∑
i

(krotno±¢ λi)

Poniewa», zgodnie z Faktem 3.13 dla ka»dego i zachodzi (krotno±¢ λi) ≥ dimV λi wi¦c

n ≥
∑
i

dimV λi
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Zgodnie z Twierdzeniem 3.8 przeksztaªcenie F jest diagonalizowalne wtedy i tylko wtedy, gdy V
ma baz¦ zªo»on¡ z wektorów wªasnych, czyli:

n = dimV =
∑
i

dimV λi

Wobec tego przeksztaªcenie jest diagonalizowalne wtedy i tylko wtedy, gdy we wszystkich wcze-
±niejszych nierówno±ciach zachodzi równo±¢, czyli (krotno±¢ λi) = dimV λi dla i = 1, . . . , k.

Przykªad 8

Wyznaczy¢ krotno±ci warto±ci wªasnych oraz wymiary przestrzeni wªasnych macierzy
3 2 2 −1
0 5 2 −1
0 0 3 1
0 0 0 5




3 2 2 −1
0 5 2 1
0 0 3 1
0 0 0 5


oraz ustali¢ czy macierze te s¡ diagonalizowalne.
Rozwi¡zanie. W obu przypadkach wielomian charakterystyczy macierzy to (λ − 3)2(λ − 5)2,
czyli ka»da z warto±ci wªasnych λ1 = 3 i λ2 = 5 jest podwójn¡ warto±ci¡ wªasn¡. W pierwszym
przypadku otrzymujemy:

dimV 3 = 2 = krotno±¢ warto±ci 3 oraz dimV 5 = 2 = krotno±¢ warto±ci 5

czyli macierz jest diagonalizowalna. W drugim przypadku otrzymujemy:

dimV 3 = 2 = krotno±¢ warto±ci 3 oraz dimV 5 = 1 < krotno±¢ warto±ci 5

czyli macierz nie jest diagonalizowalna.

Twierdzenie 3.15: o diagonalizacji przeksztaªcenia

Niech B = (v1, . . . , vn) b¦dzie baz¡ sko«czenie wymiarowej przestrzeni V . Macierz mBB(F )
przeksztaªcenia liniowego F : V → V w bazie B jest diagonalna wtedy i tylko wtedy, gdy B
jest zªo»ona z wektorów wªasnych F . Przeksztaªcenie takie nazywamy diagonalizowalnym.
Ponadto dla dowolnej bazy C zachodzi:

mCC(F ) = PDP−1

dla D =

(
λ1

. . .
λn

)
oraz P = ([v1]C , . . . , [vn]C), gdzie λ1, . . . , λn ∈ R to warto±ci wªasne

F odpowiadaj¡ce wektorom wªasnym v1, . . . , vn ∈ V .

Dowód. Skoro wektory bazy B s¡ wektorami wªasnymi, to F (vi) = λivi, sk¡d:

mBB(F ) =

λ1

. . .
λn

 = D

Zgodnie ze wzorem (1.7) zachodzi:

mCC(F ) = mBC (id) ·mBB(F ) ·mCB(id) = PDP−1

gdzie P = mBC (id) = ([v1]C , . . . , [vn]C).
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Przykªad 9

Zdiagonalizuj macierz przeksztaªcenia F : M2×2 →M2×2 zde�niowanego F (A) = A>, w bazie
C = (( 1 0

0 0 ) , ( 0 1
0 0 ) , ( 0 0

1 0 ) , ( 0 0
0 1 )).

Rozwi¡zanie. Przeksztaªcenie to byªo ju» analizowane w poprzednich przykªadach. Ustalili-
±my, »e ma dwie warto±ci wªasne λ1 = 1 i λ2 = −1, a ponadto

V 1 = Lin{
(

1 0
0 0

)
,

(
0 0
0 1

)
,

(
0 1
1 0

)
} oraz V −1 = Lin{

(
0 1
−1 0

)
}

Poniewa» dimV 1 +dimV −1 = dimM2×2, wi¦c przeksztaªcenie jest diagonalizowalne. Zgodnie
z Twierdzeniem 3.15:

mCC(F ) =


1 0 0 0
0 0 1 1
0 0 1 −1
0 1 0 0




1
1

1
−1




1 0 0 0
0 0 1 1
0 0 1 −1
0 1 0 0


−1

Przykªad 10

Ustal czy przeksztaªcenie F : R3[x]→ R3[x] zde�niowane F (P ) = P ′ jest diagonalizowalne.
Rozwi¡zanie. Przeksztaªcenie to byªo ju» analizowane w poprzednich przykªadach. Poniewa»
ma ono 4-krotn¡ warto±¢ wªasn¡ 0, ale dimV 0 = 1 < 4, wi¦c nie jest ono diagonalizowalne.

3.2 Warto±ci i wektory wªasne (zespolone)

W poprzednim semestrze wykorzystywali±my liczby zespolone do diagonalizacji takich macierzy
A o wyrazach rzeczywistych, których wielomian charakterystyczny χA miaª pierwiastki nierze-
czywiste. Przeprowadzone rozumowania byªy poprawne rachunkowo, ale nie byªo jasne sk¡d ta
poprawno±¢ si¦ bierze � otrzymywane nierzeczywiste wektory wªasne nie byªy elementami rozwa-
»anych przestrzeni liniowych R2 i R3 (z formalnego punktu widzenia nie byªy to zatem wektory
wªasne). Rozwi¡zanie tej kwestii wymaga wprowadzenia poj¦cia zespolonej przestrzeni liniowej.

De�nicja 3.16

Zespolon¡ przestrzeni¡ liniow¡ lub przestrzeni¡ liniow¡ nad C nazywamy zbiór V z dwoma
dziaªaniami:

� dodawaniem elementów V ,

� mno»eniem elementów V przez liczby zespolone (które b¦dziemy nazywa¢ skalarami)

oraz wyró»nionym elementem 0 (elementem neutralnym dodawania) i przypisaniem ka»-
demu elementowi v ∈ V elementu −v ∈ V (element przeciwny) tak, »e dla dowolnych
wektorów u, v, w ∈ V oraz skalarów s, t ∈ C zachodz¡ warunki (1)�(7) z De�nicji 1.1.

Przykªad 1

Przestrze« Cn ukªadów n liczb zespolonych
(
z1
...
zn

)
wraz z dodawaniem i mno»eniem przez skalar
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okre±lonymi nast¦puj¡co:z1
...
zn

+

z
′
1
...
z′n

 =

z1 + z′1
. . .

zn + z′n

 α ·

z1
...
zn

 =

α · z1
...

α · zn


to zespolona przestrze« liniowa. Element 0 to

(
0
...
0

)
, a element przeciwny do

(
z1
...
zn

)
to
( −z1

...
−zn

)
.

Przykªad 2

Przestrze« Mm×n(C) macierzy rozmiaru m × n o wyrazach zespolonych wraz z dodawaniem
macierzy i mno»eniem macierzy przez skalar jest zespolon¡ przestrzeni¡ liniow¡. Elementem

0 jest macierz
( 0 ... 0
...
. . .

...
0 ... 0

)
, a elementem przeciwnym do

( a11 ··· a1n
...

. . .
...

am1 ··· amn

)
jest

(
−a11 ··· −a1n
...

. . .
...

−am1 ··· −amn

)
.

Przykªad 3

Przestrze« Cn[x] wielomianów stopnia co najwy»ej n o wspóªczynnikach zespolonych z dzia-
ªaniami dodawania wielomianów i mno»enia wielomianów przez skalar oraz przestrze« C[x]
wszystkich wielomianów o wspóªczynnikach zespolonych. Elementem 0 jest wielomian zerowy
(tzn. wielomian o wszystkich wspóªczynnikach równych zero), a elementem przeciwnym do
wielomianu akxk + · · ·+ a1x+ a0 jest wielomian −akxk − · · · − a1x− a0.

Przykªad 4

Przestrze« funkcji zespolonych, czyli wszystkich funkcji f : C → C z dziaªaniem dodawania
funkcji i mno»enia funkcji przez skalar:

(f + g)(x) = f(x) + g(x) (α · f)(x) = α · f(x)

Elementem 0 jest funkcja zerowa, tj. funkcja f taka, »e f(x) = 0 dla ka»dego x ∈ C. Elemen-
tem przeciwnym do funkcji f jest funkcja −f , gdzie (−f)(x) = −f(x).

Przykªad 5

Przestrze« wszystkich ci¡gów o wyrazach zespolonych z dodawaniem ci¡gów i mno»eniem
ci¡gów przez skalar.

Podobnie w miejsce poj¦cia przeksztaªcenie liniowe wprowadzamy poj¦cie zespolone prze-
ksztaªcenie liniowe.

De�nicja 3.17

Niech V i W b¦d¡ zespolonymi przeksztaªceniami liniowymi. Odwzorowanie F : V → W
nazywamy zespolonym przeksztaªceniem liniowym, je±li dla dowolnych u, v ∈ V oraz t ∈ C
speªnione s¡ warunki:

1. F (u+ v) = F (u) + F (v) (addytywno±¢)
2. F (t · u) = t · F (u) (jednorodno±¢)

Przykªad 6

Dane s¡ dwa przeksztaªcenia:

� F : C2 → C, gdzie F (( z1z2 )) = z1 + z2,

� G : C2 → C, gdzie G(( z1z2 )) = z1 + z̄2.
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Ustal czy s¡ to: (a) rzeczywiste przeksztaªcenia liniowe, (b) zespolone przeksztaªcenia liniowe.

Rozwi¡zanie. Nietrudno sprawdzi¢ addytywno±¢ obu przeksztaªce«:

F (

(
z1

z2

)
+

(
w1

w2

)
) = F (

(
z1 + w1

z2 + w2

)
) = z1 + w1 + z2 + w2 = F (

(
z1

z2

)
) + F (

(
w1

w2

)
)

G(

(
z1

z2

)
+

(
w1

w2

)
) = G(

(
z1 + w1

z2 + w2

)
) = z1 + w1 + z̄2 + w̄2 = G(

(
z1

z2

)
) +G(

(
w1

w2

)
)

Przeksztaªcenie F speªnia warunek jednorodno±ci zarówno dla skalarów rzeczywistych, jak i
zespolonych, bo dla dowolnego α ∈ C zachodzi:

F (α

(
z1

z2

)
) = F (

(
αz1

αz2

)
) = αz1 + αz2 = α(z1 + z2) = αF (

(
z1

z2

)
)

Natomiast przeksztaªcenie G speªnia warunek jednorodno±ci dla skalarów rzeczywistych, ale
nie dla skalarów zespolonych, bo dla dowolnego a ∈ R zachodzi:

G(α

(
z1

z2

)
) = G(

(
αz1

αz2

)
) = αz1 + ᾱz̄2 = αz1 + αz̄2 = αG(

(
z1

z2

)
)

ale np. dla α = i, z1 = 0, z2 = 2 + i dostajemy:

G(i

(
0

2 + i

)
) = G(

(
0

−1 + 2i

)
) = −1− 2i 6= 1 + 2i = iG(

(
0

2 + i

)
)

Wobec tego oba przeksztaªcenia s¡ rzeczywistymi przeksztaªceniami liniowymi, ale jedynie F
jest zespolonym przeksztaªceniem liniowym.

Wszystkie fakty, wnioski i twierdzenia z poprzednich rozdziaªów pozostaj¡ prawdziwe (a
ich dowody nie ulegaj¡ istotnym zmianom), je±li w ich sformuªowaniach oraz we wszystkich
de�nicjach:

� poj¦cie przestrzeni liniowej zamienimy na poj¦cie zespolonej przestrzeni liniowej,

� poj¦cie przeksztaªcenia liniowego zamienimy na poj¦cie zespolonego przeksztaªcenia linio-
wego,

� zbiór R oraz przestrze« Rn zamienimy, odpowiednio, na zbiór C oraz przestrze« Cn,

� przestrze« Mm×n(R) (oznaczan¡ dotychczas Mm×n) zamienimy na przestrze« Mm×n(C).

Przykªad 7

Zbiór C3 jest zespolon¡ przestrzeni¡ liniow¡ wymiaru 3. Jej baza to:1
0
0

 ,

0
1
0

 ,

0
0
1


bo ka»dy element

(
z1
z2
z3

)
, z1, z2, z3 ∈ C mo»na przedstawi¢ jednoznacznie w postaci kombinacji

liniowej powy»szych elementów ze wspóªczynnikami zespolonymi:z1

z2

z3

 = z1 ·

1
0
0

+ z2 ·

0
1
0

+ z3 ·

0
0
1


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Ten sam zbiór mo»emy równie» traktowa¢ jako rzeczywist¡ przestrze« liniow¡ i wówczas ma
ona wymiar 6, a jej baz¡ jest:1

0
0

 ,

i0
0

 ,

0
1
0

 ,

0
i
0

 ,

0
0
1

 ,

0
0
i


bo ka»dy element

(
a1+ib1
a2+ib2
a3+ib3

)
mo»na przedstawi¢ jednoznacznie w postaci kombinacji liniowej

powy»szych elementów ze wspóªczynnikami rzeczywistymi:a1 + ib1
a2 + ib2
a3 + ib3

 = a1 ·

1
0
0

+ b1 ·

i0
0

+ a2 ·

0
1
0

+ b2 ·

0
i
0

+ a3 ·

0
0
1

+ b3 ·

0
0
i


Ogólnie: zbiór Cn mo»na traktowa¢ jako zespolon¡ przestrze« liniow¡ wymiaru n lub jako
rzeczywist¡ przestrze« liniow¡ wymiaru 2n.

W szczególno±ci prawdziwa jest zespolona wersja Twierdzenia 3.8 oraz Wniosku 3.14:

Twierdzenie 3.18: o diagonalizacji macierzy (wersja zespolona)

Macierz A ∈Mn×n(C) mo»na zapisa¢ w postaci diagonalnej:

A = PDP−1, gdzie P = (v1, . . . , vn), D =

λ1

. . .
λn


wtedy i tylko wtedy, gdy wektory v1, . . . , vn tworz¡ baz¦ Cn zªo»on¡ z wektorów wªasnych
macierzy A, a λ1, . . . , λn to odpowiadaj¡ce tym wektorom warto±ci wªasne. Taka baza
istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»dej warto±ci wªasnej macierzy A zachodzi warunek:

krotno±¢ warto±ci wªasnej λ = dimV λ

Zwró¢my uwag¦, »e ka»d¡ macierz A ∈ Mn×n(R) (o wyrazach rzeczywistych) mo»emy trak-
towa¢ jako macierz A ∈ Mn×n(C) (o wyrazach zespolonych) co uzasadnia rachunki z ubiegªego
semestru dotycz¡ce diagonalizacji macierzy rzeczywistych z wykorzystaniem liczb zespolonych.
Poniewa» b¦dzie to sytuacja cz¦sto spotykana w praktyce, nasza uwaga b¦dzie si¦ koncentro-
wa¢ przede wszystkich na diagonalizacji (w zespolonej przestrzeni liniowej) macierzy o wyrazach
rzeczywistych.

Fakt 3.19

Je»eli macierz A ∈Mn×n(R) potraktujemy jako macierz o wyrazach zespolonych, to:

1) je±li λ 6∈ R jest warto±ci¡ wªasn¡ A, to λ̄ te» jest warto±ci¡ wªasn¡ A oraz krotno±ci
i λ̄ s¡ jednakowe;

2) je±li v ∈ Cn jest wektorem wªasnym dla λ, to v̄ ∈ Cn jest wektorem wªasnym dla λ̄
(w szczególno±ci dimV λ = dimV λ̄).

Dowód. Zgodnie z faktem z ubiegªego semestru, wielomian charakterystyczny χA(x) jako wielo-
mian o wspóªczynnikach rzeczywistych, rozkªada si¦ na iloczyn wielomianów pierwszego i dru-
giego stopnia:

χA(λ) = ±(λ− α1) · . . . · (λ− αk) · (λ2 + b1λ+ c1) · . . . · (λ2 + blλ+ cl)
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gdzie αi ∈ R, i = 1, . . . , k oraz bi, ci ∈ R, i = 1, . . . , l. Mo»emy zaªo»y¢, »e czynniki drugiego
stopnia nie maj¡ pierwiastków rzeczywistych. Wówczas ka»dy czynnik λ2 + biλ + ci ma dwa
nierzeczywiste sprz¦»one pierwiastki:

λ = −bi
2

+ i

√
|∆i|
2

oraz λ̄ = −bi
2
− i
√
|∆i|
2

gdzie ∆i = b2i −4ci < 0. St¡d dla ka»dego pierwiastka λ istnieje pierwiastek λ̄ tej samej krotno±ci.
Niech teraz v b¦dzie wektorem wªasnym dla warto±ci wªasnej λ, czyli:

Av = λv

Sprz¦gaj¡c równanie stronami i wykorzystuj¡c wªasno±ci sprz¦»enia otrzymujemy:

Āv̄ = λ̄v̄

gdzie Ā powstaje z macierzy A przez zamian¦ ka»dego wyrazu na jego sprz¦»enie. Poniewa» A
ma wszystkie wyrazy rzeczywiste, wi¦c Ā = A, czyli

Av̄ = λ̄v̄

co oznacza, »e v̄ jest wektorem wªasnym dla λ̄

Przykªad 8

Wyznaczy¢ pot¦g¦ macierzy: 
1 −5 0 0
1 3 0 0
0 0 2 −2
0 0 2 2


20

Rozwi¡zanie. Macierz ma wielomian charakterystyczny χ(λ) = (λ2 − 4λ+ 8)2, czyli warto±ci
wªasne λ1 = λ2 = 2 + 2i oraz λ3 = λ4 = 2− 2i. Przestrzenie wªasne to:

V 2+2i = Lin{


0
0
i
1

 ,


−1 + 2i

1
0
0

} oraz V 2−2i = Lin{


0
0
−i
1

 ,


−1− 2i

1
0
0

}
Zwró¢my uwag¦, »e zgodnie z Faktem 3.19 wystarczy wyliczy¢ przestrze« wªasn¡ dla warto±ci
wªasnej 2 + 2i. Wektory przestrzeni wªasnej V 2−2i to sprz¦»enia wektorów przestrzeni wªasnej
V 2+2i. St¡d otrzymujemy diagonalizacj¦ badanej macierzy:

0 −1 + 2i 0 −1− 2i
0 1 0 1
i 0 −i 0
1 0 1 0




2 + 2i
2 + 2i

2− 2i
2− 2i




0 −1 + 2i 0 −1− 2i
0 1 0 1
i 0 −i 0
1 0 1 0


−1

Poniewa»

(2 + 2i)20 = (2
√

2(cos π4 + i sin π
4 ))20 = (2

√
2)20(cos 20π

4 + i sin 20π
4 ) = −230

(2− 2i)20 = (2 + 2i)20 = (2 + 2i)30 = −230

wi¦c szukana pot¦ga macierzy to:
0 −1 + 2i 0 −1− 2i
0 1 0 1
i 0 −i 0
1 0 1 0



−230

−230

−230

−230




0 −1 + 2i 0 −1− 2i
0 1 0 1
i 0 −i 0
1 0 1 0


−1
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=


−230 0 0 0

0 −230 0 0
0 0 −230 0
0 0 0 −230


Zwró¢my uwag¦, »e pomimo rachunków wykorzystuj¡cych liczby zespolone, ostateczny wynik
jest macierz¡ o wyrazach rzeczywistych. Jest to spodziewana przez nas sytuacja, skoro jest to
pot¦ga macierzy, której wszystkie wyrazy s¡ rzeczywiste.

Przykªad 9

Dane jest przeksztaªcenie liniowe F : R3 → R3 o macierzy 0 2 2
−1 3 −1
−1 1 1


Wyznacz macierz przeksztaªcenia F 10 = F ◦ . . . ◦ F︸ ︷︷ ︸

10

.

Rozwi¡zanie. Wielomian charakterystyczny przeksztaªcenia to χF (λ) = −(λ− 2)(λ− 2λ+ 4),
czyli warto±ci wªasne to λ1 = 2, λ2 = 1 + i

√
3, λ3 = 1 − i

√
3. Wyznaczamy wektory wªasne:

v1 =
(

1
1
0

)
, v2 =

(
1+i
√

3
1
1

)
oraz v3 = v2 =

(
1−i
√

3
1
1

)
. Macierz przeksztaªcenia F (w bazie

standardowej E) ma zatem posta¢:

mEE(F ) =

1 1 + i
√

3 1− i
√

3
1 1 1
0 1 1

2 0 0

0 1 + i
√

3 0

0 0 1−
√

3

1 1 + i
√

3 1− i
√

3
1 1 1
0 1 1

−1

za± macierz przeksztaªcenia F 10 ma posta¢:

mEE(F
10) =

1 1 + i
√

3 1− i
√

3
1 1 1
0 1 1

210 0 0

0 (1 + i
√

3)10 0

0 0 (1− i
√

3)10

1 1 + i
√

3 1− i
√

3
1 1 1
0 1 1

−1

Uwzgl¦dniaj¡c, »e:

(1 + i
√

3)10 = (2(cos π3 + i sin π
3 ))10 = 210(cos 10π

3 + i sin 10π
3 ) = −29(1 + i

√
3)

(1− i
√

3)10 = (1− i
√

3)10 = (1− i
√

3)10 = −29(1− i
√

3)

otrzymujemy

mEE(F
10) = 29

0 2 −6
1 1 −3
1 −1 −1



Diagonalizacja macierzy rzeczywistych przy pomocy liczb zespolonych ma t¦ wad¦, »e otrzy-
mywane wektory wªasne s¡ elementami przestrzeni Cn, a nie Rn. O ile wi¦c liczby zespolone
pozwalaj¡ wyznaczy¢ pot¦g¦ macierzy lub zªo»enie przeksztaªcenia F : Rn → Rn (jak w po-
wy»szych przykªadach), to nie pomagaj¡ w zrozumieniu dziaªania pojedynczego przeksztaªcenia
F (otrzymane zespolone wektory wªasne nie s¡ elementami dziedziny Rn przeksztaªcenia F ).
Kolejne twierdzenie ma na celu zaradzenie temu problemowi.
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Twierdzenie 3.20: klatkowa diagonalizacja nad R

Je±li macierz A ∈Mn×n(R), traktowana jako macierz o wyrazach zespolonych, jest diago-
nalizowalna, to mo»na j¡ przedstawi¢ w postaci:

A = PDP−1 dla D =

(
D1

. . .
Dk

)
(3.4)

gdzie klatki Di s¡ dwojakiego rodzaju:

� ka»dej rzeczywistej warto±ci wªasnej λ macierzy A odpowiada klatka Di = (λ) (roz-
miaru 1× 1), a odpowiadaj¡ca jej kolumna macierzy P to wektor wªasny dla λ,

� ka»dej parze sprz¦»onych warto±ci wªasnych λ = a+ bi, λ̄ = a− bi odpowiada klatka

Di =

(
a b
−b a

)
(rozmiaru 2× 2), a odpowiadaj¡ce jej dwie kolumny macierzy P to

wektory u,w ∈ Rn, gdzie u+wi oraz u−wi to wektory wªasne, odpowiednio, dla λ
i λ̄.

Dowód. Poka»emy dowód dla sytuacji n = 2. Dowód w ogólnej sytuacji jest analogiczny. Macierz
A ma wówczas 2 zespolone warto±ci wªasne: λ1 i λ2. Je±li λ1, λ2 ∈ R, to przedstawienie (3.4)
jest to»same z diagonalizacj¡ macierzy. W przeciwnym przypadku, zgodnie z Faktem 3.19,
warto±ci wªasne to λ1 = a + bi oraz λ2 = λ̄1 = a − bi, za± wektory wªasne to v1 = u + iw oraz
v2 = v̄1 = u− iw, gdzie u,w ∈ R2. Zgodnie z de�nicj¡ wektorów wªasnych:

Av1 = λ1v1 czyli A(u+ iw) = (a+ ib)(u+ iw) = (au− bw) + i(bu+ aw)

Av2 = λ2v2 czyli A(u− iw) = (a− ib)(u− iw) = (au− bw)− i(bu+ aw)

St¡d otrzymujemy:
Au = A(1

2v1 + 1
2v2) = 1

2Av1 + 1
2Av2 = au− bw

Aw = A( 1
2iv1 − 1

2iv2) = 1
2iAv1 − 1

2iAv2 = bu+ aw

Wobec, traktuj¡c macierz A jako macierz przeksztaªcenia FA : R2 → R2, w bazie B = (u,w)
dostajemy macierz przeksztaªcenie:

mBB(FA) =

(
a b
−b a

)
czyli w bazie standardowej otrzymujemy:

A = mEE(FA) = mBE (id) ·mBB(FA) ·mEB(id) = P ·
(
a b
−b a

)
· P−1

gdzie

P = mBE (id) = ([b1]E , [b2]E) =

(
u1 w1

u2 w2

)

Przykªad 10

Napisa¢ klatkow¡ rzeczywist¡ posta¢ diagonaln¡ macierzy obrotu o k¡t θ wokóª punktu O:

R =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
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Rozwi¡zanie. Zauwa»my, »e macierz R jest ju» w postaci
(
a b
−b a

)
, dla a = cos θ, b = − sin θ,

wi¦c przedstawienie (3.4) powinno przyj¡¢ posta¢:

R =

(
1 0
0 1

)(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)(
1 0
0 1

)−1

Sprawdzimy, »e algorytm z Twierdzenia 3.20 faktycznie prowadzi do takiego przedstawienia.
Wielomian charakterystyczny macierzy R to χR(λ) = λ2 − 2λ cos θ + 1, a jego pierwiastkami
s¡:

λ = 1
2(2 cos θ±

√
4 cos2 θ − 4) = 1

2(2 cos θ±
√
−4 sin2 θ) = 1

2(2 cos θ± 2i sin θ) = cos θ± i sin θ

Wobec tego warto±ci wªasne macierzy R to:

λ1 = cos θ − i sin θ λ2 = cos θ + i sin θ

Nietrudno wyliczy¢, »e odpowiadaj¡ce im wektory wªasne to (z dokªadno±ci¡ do skalowania):

v1 =

(
1
i

)
=

(
1
0

)
+ i

(
0
1

)
v2 =

(
1
−i

)
=

(
1
0

)
− i
(

0
1

)
St¡d:

R =

(
1 0
0 1

)(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)(
1 0
0 1

)−1

Zauwa»my, »e je±li zamienimy kolejno±¢ warto±ci (i równocze±nie wektorów) wªasnych, otrzy-
mamy posta¢:

R =

(
1 0
0 −1

)(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)(
1 0
0 −1

)−1

która równie» wypeªnia polecenie z przykªadu.

Przykªad 11

Napisa¢ klatkow¡ rzeczywist¡ posta¢ diagonaln¡ macierzy:

A =


1 −5 0 0
1 3 0 0
0 0 2 −2
0 0 2 2

 oraz B =

 0 2 2
−1 3 −1
−1 1 1


Rozwi¡zanie. Wyznaczone w Przykªadzie 8 zespolone warto±ci wªasne i wektory wªasne ma-
cierzy A tworz¡ dwie pary sprz¦»onych warto±ci i wektorów wªasnych:

λ = 2± 2i wraz z v1 =


0
0
±i
1

 =


0
0
0
1

± i


0
0
1
0



λ = 2± 2i wraz z v1 =


−1± 2i

1
0
0

 =


−1
1
0
0

± i


2
0
0
0


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St¡d klatkowa rzeczywista posta¢ diagonalna to:

A =


0 0 −1 2
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0




2 2
−2 2

2 2
−2 2




0 0 −1 2
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0


−1

Wyznaczone w Przykªadzie 9 zespolone warto±ci wªasne i wektory wªasne macierzy B s¡ na-
st¦puj¡ce:

λ1 = 2, λ2 = 1 + i
√

3, λ3 = λ̄2 = 1− i
√

3

v1 =

1
1
0

 , v2 =

1 + i
√

3
1
1

 =

1
1
1

+ i

√3
0
0

 , v3 = v̄2 =

1
1
1

− i
√3

0
0


St¡d dostajemy klatkow¡ rzeczywist¡ posta¢ diagonaln¡:

B =

1 1
√

3
1 1 0
0 1 0

2

1
√

3

−
√

3 1

1 1
√

3
1 1 0
0 1 0

−1

Zamian¦ postaci zespolonej diagonalizacji na posta¢ rzeczywist¡ mo»na ªatwiej zrozumie¢,
je±li zauwa»ymy, »e bazuje on na uto»samieniu liczby zespolonej a + ib ∈ C z macierz¡ po-
staci

(
a b
−b a

)
, gdzie dodawanie i mno»enie liczb zespolonych odpowiada dodawaniu i mno»eniu

macierzy:

(a+ ib) + (c+ id) = (a+ c) + i(b+ d) oraz
(
a b
−b a

)
+

(
c d
−d c

)
=

(
a+ c b+ d
−(b+ d) a+ c

)
(a+ ib) · (c+ id) = (ac− bd) + i(bc+ad) oraz

(
a b
−b a

)
·
(
c d
−d c

)
=

(
ac− bd bc+ ad
−(bc+ ad) ac− bd

)
Klatkowa rzeczywista posta¢ diagonalna nie b¦dzie bardzo przydatna przy pot¦gowaniu ma-

cierzy (do tego celu znacznie lepiej nadaje si¦ stosowana dotychczas diagonalizacja zespolona),
ale pozwoli lepiej opisa¢ i zrozumie¢ pojedyncze odwzorowanie F : V → V . Do tego przydatne
b¦d¡ poj¦cia podprzestrzeni niezmienniczych oraz sumy prostej podprzestrzeni.

De�nicja 3.21

Dana jest (rzeczywista lub zespolona) przestrze« liniowa V oraz (rzeczywiste lub zespo-
lone) przeksztaªcenie liniowe F : V → V . Podprzestrze« W < V nazywamy podprzestrze-
ni¡ F -niezmiennicz¡, je±li F (w) ∈ W dla ka»dego w ∈ W (tzn. podprzestrze« W jest
zamkni¦ta na dziaªanie przeksztaªcenia F ).
Je±li w powy»szej sytuacji ograniczymy dziedzin¦ przeksztaªcenia F do podprzestrzeni
W , to otrzymamy przeksztaªcenie F |W : W → W , które b¦dziemy nazywa¢ obci¦ciem
przeksztaªcenia F do podprzestrzeni W .

W sytuacji, gdy z kontekstu b¦dzie jasno wynika¢ o jakie przeksztaªcenie liniowe chodzi,
zamiast podprzestrze« F -niezmiennicza b¦dziemy mówi¢ po prostu podprzestrze« niezmiennicza.

Przykªad 12

Je±li λ jest warto±ci¡ wªasn¡ przeksztaªcenia liniowego F : V → V , to przestrze« wªasna V λ

jest podprzestrzeni¡ F -niezmiennicz¡. Dla sprawdzenia tego faktu zauwa»my, »e je±li v ∈ V λ,
to F (v) = λv, czyli F (v) ∈ V λ (bo V λ, jako podprzestrze«, jest zamkni¦ta na mno»enie przez
skalar).
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Przykªad 13

Dla ka»dego przeksztaªcenia liniowego F : V → V podprzestrzenie {0} i V s¡ podprzestrze-
niami niezmienniczymi.

Przykªad 14

Znajd¹ podprzestrzenie niezmiennicze dla przeksztaªcenia liniowego F : R3 → R3, które jest
obrotem wokóª prostej ` przechodz¡cej przez 0.
Rozwi¡zanie. Podprzestrzeni¡ niezmiennicz¡ jest oczywi±cie prosta ` (jest to przestrze« wªa-
sna V 1) oraz pªaszczyzna π prostopadªa do ` i przechodz¡ca przez punkt 0. Oczywistymi
przykªadami podprzestrzeni niezmienniczych (jak dla ka»dego przeksztaªcenia liniowego) s¡
oczywi±cie podprzestrze« zerowa oraz caªa przestrze« R3.

Przykªad 15

Dane jest przeksztaªcenie liniowe F : R4 → R4 zadane (w bazie standardowej) macierz¡:

A =


2 3 0 0
1 5 0 0
0 0 7 3
0 0 1 1


Wyznacz (nietrywialne) podprzestrzenie niezmiennicze R4, a nast¦pnie wyznacz macierze ob-
ci¦¢ tych przeksztaªce« do wyznaczonych podprzestrzeni (w odpowiednio dobranych bazach).
Rozwi¡zanie. Nietrudno zauwa»y¢, »e podprzestrzeni¡ niezmiennicz¡ jest ka»da z podprze-
strzeni:

U = {
( x
y
0
0

)
: x, y ∈ R} oraz W = {

(
0
0
z
t

)
: z, t ∈ R}

Dla wyznaczenia macierzy przeksztaªce« F |U : U → U oraz F |W : W → W potrzebujemy
wybra¢ bazy U i W . Je±li wybierzemy odpowiednie elementy bazy standardowej R4, tzn.
B = (e1, e2) dla U oraz C = (e3, e4) dla W , to:

mBB(F |U ) =

(
2 3
1 5

)
oraz mCC(F |W ) =

(
7 3
1 1

)
Zauwa»my, »e s¡ to dokªadnie klatki macierzy A.

Powy»szy przykªad pokazuje, »e je±li przestrze« V rozªo»ymy na podprzestrzenie niezmien-
nicze V1, . . . , Vn, to analiz¦ przeksztaªcenia liniowego F : V → V mo»emy przeprowadza¢ osobno
dla ka»dej podprzestrzeni Vi, za± macierz przeksztaªcenia F (w odpowiednio dobranej bazie)
b¦dzie macierz¡ klatkow¡ zªo»on¡ z klatek � macierzy przeksztaªce« F |Vi . Poni»sza de�nicja
formalizuje co znaczy �rozªo»y¢� przestrze« na podprzestrzenie.

De�nicja 3.22

Przestrze« liniowa V jest sum¡ prost¡ swoich podprzestrzeni V1, . . . , Vn < V , co ozna-
czamy:

V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vn
je±li ka»dy wektor v ∈ V przedstawia si¦ jednoznacznie w postaci

v = v1 + · · ·+ vn, gdzie vi ∈ Vi, dla i = 1, . . . , n (3.5)

Poj¦cie sumy prostej (ozn. ⊕) nale»y odró»nia¢ od poj¦cia sumy kompleksowej (ozn. +)
zde�niowanej poni»ej:
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De�nicja 3.23

Sum¡ kompleksow¡ podzbiorów A,B ⊂ V nazywamy zbiór:

A+B = {a+ b : a ∈ A, b ∈ B}

Przykªadem sumy kompleksowej jest poznana wcze±niej warstwa podprzestrzeni. Warstwa
v + W to formalnie suma kompleksowa {v} + W . Suma kompleksowa V1 + V2 podprzestrzeni
V1, V2 < V to podprzestrze« generowana przez V1 i V2. Suma prosta to taka suma kompleksowa,
w której skªadniki speªniaj¡ pewne dodatkowe zaªo»enia (innymi sªowy: je±li V = V1 ⊕ V2, to
V = V1 + V2, ale nie na odwrót).

Przykªad 16

Pokaza¢, »e je±li (b1, . . . , bn) jest baz¡ przestrzeni liniowej V , to V rozkªada si¦ na sum¦ prost¡
jednowymiarowych podprzestrzeni:

V = Lin{b1} ⊕ · · · ⊕ Lin{bn}

Rozwi¡zanie. Zgodnie z de�nicj¡ bazy ka»dy element v ∈ V przedstawia si¦ jednoznacznie w
postaci kombinacji liniowej:

v = α1b1 + · · ·+ αnbn

gdzie αibi ∈ Lin{bi}, i = 1, . . . , n.

Przykªad 17

Pokaza¢, »e przestrze« R3 mo»na rozªo»y¢ na sum¦ prost¡ w nast¦puj¡cy sposób:

R3 = V1 ⊕ V2, gdzie V1 = {
( x
y
0

)
: x, y ∈ R}, V2 = {

(
0
0
z

)
: z ∈ R}

Rozwi¡zanie. Nietrudno zauwa»y¢, »e ka»dy wektor
(
x
y
z

)
∈ R3 przedstawia si¦ jednoznacznie

w postaci: (
x
y
z

)
=
( x
y
0

)
+
(

0
0
z

)

Przykªad 16 stanowi motywacj¦ do nast¦puj¡cej charakteryzacji sumy prostej podprzestrzeni:

Fakt 3.24

Dane jest (sko«czenie wymiarowa) przestrze« liniowa V oraz podprzestrzenie V1, . . . , Vn <
V , za± B1, . . . ,Bn niech b¦d¡ bazami odpowiednio V1, . . . , Vn. Wówczas V = V1⊕· · ·⊕Vn
wtedy i tylko wtedy, gdy B1 ∪ · · · ∪ Bn jest baz¡ V .

Dowód. Rozpatrzmy przypadek n = 2 (przypadek n ≥ 3 jest analogiczny). Je±li B1 = (b1, . . . , bk)
oraz B2 = (b′1, . . . , b

′
l) to bazy odpowiednio V1 i V2, to przedstawienie wektora v ∈ V w postaci

v = v1 + v2, gdzie v1 ∈ V1, v2 ∈ V2 oznacza przedstawienie:

v = (α1b1 + · · ·+ αkbk) + (α′1b
′
1 + · · ·+ α′lb

′
l)

które jest jednoznaczne wtedy i tylko wtedy, gdy (b1, . . . , bk, b
′
1, . . . , b

′
l) jest baz¡ V .
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Przykªad 18

Pokaza¢, »e R3 = V1 ⊕ V2, je±li V1 < R3 jest 1-wymiarow¡ podprzestrzeni¡ (tzn. prost¡
przechodz¡c¡ przez 0), za± V2 < R3 jest 2-wymiarow¡ podprzestrzeni¡ (tzn. pªaszczyzn¡
przechodz¡c¡ przez 0) tak¡, »e prosta V1 nie le»y na pªaszczy¹nie V2.
Rozwi¡zanie. Je±li b1 jest wektorem kierunkowym prostej V1, za± wektory b2 i b3 rozpinaj¡
pªaszczyzn¦ V2, to ukªad (b1, b2, b3) jest baz¡ R3.

Przykªad 19

Pokaza¢, »e przestrze« M2×2(R) mo»na rozªo»y¢ na sum¡ prost¡:

M2×2(R) = {
(
a b
b d

)
: a, b, d ∈ R} ⊕ {

(
0 c
−c 0

)
: c ∈ R}

Rozwi¡zanie. Baz¡ pierwszej przestrzeni jest (( 1 0
0 0 ) , ( 0 1

1 0 ) , ( 0 0
0 1 )), za± baz¡ drugiej przestrzeni

jest (
(

0 1
−1 0

)
). Nietrudno sprawdzi¢, »e (( 1 0

0 0 ) , ( 0 1
1 0 ) , ( 0 0

0 1 ) ,
(

0 1
−1 0

)
) jest baz¡ przestrzeniM2×2.

Fakt 3.25

Niech V b¦dzie sko«czenie wymiarow¡ przestrzeni¡ liniow¡, za± F : V → V � przeksztaªce-
niem liniowym. Je»eli dla pewnych F -niezmienniczych podprzestrzeni V1, . . . , Vn zachodzi:

V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vn

to macierz F ma posta¢ klatkow¡:

mBB(F ) =

M1

. . .
M2

 , gdzie Mi = mBiBi(F |Vi)

dla baz B1, . . . ,Bn przestrzeni (odpowiednio) V1, . . . , Vn oraz bazy B = B1 ∪ · · · ∪ Bn
przestrzeni V .

Dowód. Przedstawimy dowód jedynie w szczególnym przypadku, gdy V = V1⊕V2 oraz dimV1 =
dimV2 = 2. Dowód w przypadku ogólnym jest analogiczny.

Niech B1 = (b1, b2) oraz B2 = (b3, b4) b¦d¡ bazami, odpowiednio, V1 i V2. Wówczas B =
(b1, b2, b3, b4) jest baz¡ V . Poniewa» V1 jest przestrzeni¡ F -niezmiennicz¡, wi¦c F (b1), F (b2) ∈ V1,
czyli

F (b1) = a11b1 + a21b2 oraz F (b2) = a12b1 + a22b2

Podobnie, poniewa» V2 jest przestrzeni¡ F -niezmiennicz¡, wi¦c F (b3), F (b4) ∈ V2, czyli

F (b3) = a′11b3 + a′21b4 oraz F (b4) = a′12b3 + a′22b4

W tej sytuacji:

mB1B1(F |V1) =

(
a11 a12

a21 a22

)
oraz mB2B2(F |V2) =

(
a′11 a′12

a′21 a′22

)
natomiast

mBB(F ) =


a11 a12 0 0
a21 a22 0 0
0 0 a′11 a′12

0 0 a′21 a′22


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Przykªad 20

Napisa¢ macierz przeksztaªcenia F : R3[x] → R3[x] takiego, »e F (x2 + 1) = x2 + x + 1,
F (x) = 3x oraz F (x3 + 1) = F (1) = x3:

1) w dowolnie wybranej bazie,

2) w bazie C = (1, x, x2, x3).

Rozwi¡zanie. Zauwa»my, »e podprzestrzenie U = Lin{x, x2 + 1} oraz W = Lin{x3 + 1, 1} s¡
F -niezmiennicze. Wybierzmy baz¦ B1 = (x, x2 +1) dla przestrzeni U oraz baz¦ B2 = (x3 +1, 1)
dla przestrzeni W . Zauwa»my, »e B = (x, x2 + 1, x3 + 1, 1) jest baz¡ przestrzeni R3[x]. Wobec
tego:

R3[x] = U ⊕W

oraz

mB1B1(F |U ) =

(
3 1
0 1

)
i mB2B2(F |W ) =

(
1 1
−1 −1

)
Wobec tego:

mBB(F ) =


3 1
0 1

1 1
−1 −1


Macierz przeksztaªcenia F w bazie C otrzymujemy z nast¦puj¡cego wzoru:

mCC(F ) = mBC (id)mBB(F )mCB(id) =


0 1 1 1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0




3 1
0 1

1 1
−1 −1




0 1 1 1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0


−1

Fakt 3.26

Niech V b¦dzie sko«czenie wymiarow¡ przestrzeni¡ liniow¡. Wówczas dla dowolnej pod-
przestrzeni W < V istnieje podprzestrze« W ′ < V (zwana podprzestrzeni¡ dopeªnicz¡ do
W ), dla której

V = W ⊕W ′

Zazwyczaj jest wiele ró»nych podprzestrzeni dopeªniczych do ustalonej podprzestrzeni.

Dowód. Wybierzmy baz¦ B = (b1, . . . , bk) przestrzeni W . Jest to zbiór liniowo niezale»ny w
V , wi¦c mo»na go uzupeªni¢ do bazy B′ = (b1, . . . , bk, bk+1, . . . , bn) przestrzeni V . Wówczas
przestrze« W ′ = Lin{bk+1, . . . , bn} jest, zgodnie z Faktem 3.24, podprzestrzeni¡ dopeªnicz¡ do
W . Poniewa» uzupeªnienie bazy W do bazy V mo»na wykona¢ na wiele ró»nych sposobów, wi¦c
podprzestrzeni dopeªniczych równie» (zazwyczaj) jest wiele.

3.3 Twierdzenie Jordana

Jak wiemy, efektywne wyliczanie pot¦g macierzy, wymaga zapisania macierzy w postaci diago-
nalnej. Niestety, nie wszystkie macierze s¡ diagonalizowalne, nawet przy u»yciu liczb zespolonych
(pami¦tamy, »e dzieje si¦ tak zawsze w przypadku, gdy wymiar jakiejkolwiek przestrzeni wªasnej
V λ jest mniejszy od krotno±ci warto±ci wªasnej λ). Niniejszy rozdziaª po±wi¦cony b¦dzie po-
st¦powaniu z takimi wªa±nie macierzami. Rozpoczniemy od pewnych szczególnych przykªadów
macierzy niediagonalizowalnych.
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Przykªad 1

Znajd¹ warto±ci i wektory wªasne macierzy:

(
3 1
0 3

) (
5 1
0 5

) 2 1 0
0 2 1
0 0 2




7 1 0 0
0 7 1 0
0 0 7 1
0 0 0 7


Rozwi¡zanie. Wszystkie rozwa»ane macierze s¡ macierzami górnotrójk¡tnymi, wi¦c ka»da z
nich ma tylko jedn¡ warto±¢ wªasn¡ (odpowiednio: 3, 5, 2 i 7). Nietrudno sprawdzi¢, »e ka»da

z nich ma 1-wymiarow¡ przestrze« wªasn¡ (generowan¡ odpowiednio przez: ( 1
0 ), ( 1

0 ),
(

1
0
0

)
,(

1
0
0
0

)
).

Przykªad 2

Niech λ b¦dzie pewn¡ liczb¡ rzeczywist¡. Znajd¹ pot¦gi macierzy:

A =

(
λ 1
0 λ

)
B =

λ 1 0
0 λ 1
0 0 λ

 C =


λ 1 0 0
0 λ 1 0
0 0 λ 1
0 0 0 λ


Rozwi¡zanie. Ka»da z tych macierzy ma jedn¡ warto±¢ wªasn¡ λ i 1-wymiarow¡ przestrze«
wªasn¡, nie jest wi¦c diagonalizowalna. Wyliczaj¡c kolejne potegi:

A2 =

(
λ2 2λ
0 λ2

)
B2 =

λ2 2λ 1
0 λ2 2λ
0 0 λ2

 C2 =


λ2 2λ 1 0
0 λ2 2λ 1
0 0 λ2 2λ
0 0 0 λ2



A3 =

(
λ3 3λ2

0 λ3

)
B3 =

λ3 3λ2 3λ
0 λ3 3λ2

0 0 λ3

 C3 =


λ3 3λ2 3λ 1
0 λ3 3λ2 3λ
0 0 λ3 3λ2

0 0 0 λ3



A4 =

(
λ4 4λ3

0 λ4

)
B4 =

λ4 4λ3 6λ2

0 λ4 4λ3

0 0 λ4

 C4 =


λ4 4λ3 6λ2 4λ
0 λ4 4λ3 6λ2

0 0 λ4 4λ3

0 0 0 λ4


nietrudno znale¹¢ ogólny wzór:

An =

(
λn nλn−1

0 λn

)
Bn =

λn nλn−1
(
n
2

)
λn−2

0 λn nλn−1

0 0 λn

 Cn =


λn nλn−1

(
n
2

)
λn−2

(
n
3

)
λn−3

0 λn nλn−1
(
n
2

)
λn−2

0 0 λn nλn−1

0 0 0 λn


który nast¦pnie mo»na udowodni¢ indukcyjnie. Przeprowadzenie dowodu indukcyjnego pozo-
stawiamy czytelnikowi.

Mo»na zauwa»y¢, »e wyrazy pojawiaj¡ce si¦ w pot¦gach powy»szych macierzy, to kolejne
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skªadniki rozwini¦cia dwumianu Newtona:

(λ+ 1)n = λn + nλn−1 +

(
n

2

)
λn−2 +

(
n

3

)
λn−3 + · · ·+ nλ+ 1

W zwi¡zku z tym nietrudno uogólni¢ powy»sze wzory na macierze rozmiaru 5 × 5 i wi¦ksze.
Macierze z powy»szego przykªadu nazywane s¡ klatkami Jordana. Dzi¦ki temu, »e istnieje prosty
wzór na n-t¡ pot¦g¦ macierzy b¦d¡cej klatk¡ Jordana, b¦dzie ona dobrym substytutem macierzy
diagonalnej, wykorzystywanym w nast¦puj¡cym twierdzeniu:

Twierdzenie 3.27: Twierdzenie Jordana (wersja macierzowa)

Ka»d¡ macierz A ∈Mn×n(C) mo»emy przedstawi¢ w postaci (tzw. postaci Jordana):

A = P

J1

. . .
Jn

P−1, gdzie Ji =


λi 1

λi
. . .
. . . 1

λi


Macierze Ji nazywamy klatkami Jordana.

Twierdzenie 3.28: Twierdzenie Jordana (wersja przeksztaªceniowa)

Niech V b¦dzie sko«czenie wymiarow¡ zespolon¡ przestrzeni¡ liniow¡, za± F : V → V
przeksztaªceniem liniowym. Wówczas istnieje baza B przestrzeni V taka, »e:

mBB(F ) =

J1

. . .
Jn

 , gdzie Ji =


λi 1

λi
. . .
. . . 1

λi


Macierze Ji nazywamy klatkami Jordana, a baz¦ B � baz¡ jordanowsk¡. Wówczas dla
dowolnej bazy C zachodzi:

mCC(F ) = P

J1

. . .
Jn

P−1, gdzie P = mBC (id)

Dowód Twierdzenia Jordana jest skomplikowany i wykracza poza ramy niniejszego skryptu.

Przykªad 3

Przykªady postaci Jordana to:

P


2 1
0 2

3 1
0 3

P−1 P


3 1
0 3

3 1
0 3

P−1 P


5 1
0 5

5
7

P−1

Zauwa»my, »e posta¢ diagonalna macierzy PDP−1, gdzie D jest macierz¡ diagonaln¡, jest
bardzo szczególn¡ postaci¡ Jordana (wszystkie klatki Jordana maj¡ rozmiar 1×1). Z tego powodu
Twierdzenie Jordana mo»na traktowa¢ jako uogólnienie twierdzenia o diagonalizacji macierzy.

Dalsza cz¦±¢ tego rozdziaªu b¦dzie po±wi¦cona sposobom wyznaczania postaci Jordana macie-
rzy, które nie s¡ diagonalizowalne. Wyznaczanie przedstawienia Jordana PJP−1 rozpoczniemy
od macierzy J :
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Fakt 3.29

Je±li A = PJP−1 jest przedstawieniem Jordana macierzy A, to dla dowolnej warto±ci
wªasnej λ macierzy A:

1) liczba wyst¡pie« λ na przek¡tnej macierzy J jest równa krotno±ci warto±ci wªasnej
λ (innymi sªowy: wyrazy na przek¡tnej macierzy J to pierwiastki wielomianu cha-
rakterystycznego χA liczone z krotno±ciami);

2) liczba klatek Jordana dla λ (wliczaj¡c w to ewentualne klatki rozmiaru 1 × 1) jest
równa dimV λ.

Dowód. Zauwa»my, »e:

A− λI = PJP−1 − P (λI)P−1 = P (J − λI)P−1

czyli

χA(λ) = det(A−λI) = det(P (J−λI)P−1) = detP ·det(J−λI)·(detP )−1 = det(J−λI) = χJ(λ)

Wobec tego wielomian charakterystyczny macierzy A jest identyczny z wielomianem charakte-
rystycznym macierzy J . Z kolei macierz J jest macierz¡ górnotrójk¡tn¡, a wyrazy na przek¡tnej
to dokªadnie pierwiastki jego wielomianu charakterystycznego (z krotno±ciami), co dowodzi (1).

Dla dowodu (2) zauwa»my, »e ka»da klatka Jordana dla λ wyznacza jeden (z dokªadno±ci¡
do skalowania) wektor wªasny dla λ. St¡d liczba klatek dla λ to wymiar przestrzeni wªasnej dla
λ.

Fakt 3.30

Dla danej macierzy A, macierz J w przedstawieniu Jordana A = PJP−1 jest wyznaczona
jednoznacznie z dokªadno±ci¡ do zamiany kolejno±ci klatek Jordana.

Z Faktu 3.29 wynika, »e wyrazy na przek¡tnej macierzy J oraz liczba klatek dla λ jest nie-
zale»na wyboru przedstawienia. To jest pierwszy krok w kierunku dowodu powy»szego faktu,
aczkolwiek niewystarczaj¡cy, co pokazuje poni»szy przykªad (obie macierze maj¡ jednakowe prze-
k¡tne i jednakow¡ liczb¦ klatek Jordana dla 2):

2
2 1 0
0 2 1
0 0 2




2 1
0 2

2 1
0 2


Peªny dowód powy»szego faktu wykracza poza ramy niniejszego skryptu.

Przykªad 4

Wyznacz wszystkie mo»liwe macierze J z przedstawienia Jordana macierzy A, której wielomian
charakterystyczny to:

χA(λ) = −(λ− 2)2(λ− 3)3(λ− 5)

Rozwi¡zanie. Przek¡tna macierzy J zawiera pierwiastki wielomianu charakterystycznego A,
czyli dwie 2, trzy 3 i jedn¡ 5. Liczba klatek Jordana dla 2 i dla 3 zale»y od dimV 2 oraz
dimV 3. Dla 5 mamy jedn¡ klatk¦ Jordana (gdy» dimV 5 = 1 to jedyna mo»liwo±¢). Zatem
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macierz J jest (z dokªadno±ci¡ do zamiany kolejno±ci klatek) jedn¡ z nast¦puj¡cych macierzy:

2
2

3
3

3
5





2 1
0 2

3
3

3
5





2
2

3 1
0 3

3
5




2 1
0 2

3 1
0 3

3
5





2
2

3 1 0
0 3 1
0 0 3

5





2 1
0 2

3 1 0
0 3 1
0 0 3

5



Przykªad 5

Wyznacz macierz J z przedstawienia Jordana macierzy A, której wielomian charakterystyczny
to: χA(λ) = −(λ−2)3(λ−5)2, a przestrzenie wªasne maj¡ wymiary: dimV 2 = 2 i dimV 3 = 1.
Rozwi¡zanie. Przek¡tna macierzy J zawiera pierwiastki wielomianu charakterystycznego A,
czyli trzy 2 i dwie 5. Liczba klatek Jordana dla 2 wynosi 2 = dimV 2, natomiast liczba klatek
dla 5 wynosi 1 = dimV 3. St¡d J (z dokªadno±ci¡ do zamiany kolejno±ci klatek) jest równa:

2 1
0 2

2
5 1
0 5



Przykªad 6

Wyznacz macierz J z przedstawienia Jordana ka»dej z nast¦puj¡cych macierzy:

A =

(
1 1
−1 3

)
B =

 1 1 2
−2 4 3
0 0 3


Rozwi¡zanie. Dla macierzy A wyznaczamy wielomian charakterystyczny χA(λ) = (λ − 2)2

oraz warto±ci wªasne dla jedynej warto±ci wªasnej:

V 2 = {
(
x
x

)
, x ∈ R}

Poniewa» dimV 2 = 1, wi¦c macierz J skªada si¦ z jednej klatki Jordana, sk¡d J =

(
2 1
0 2

)
.

Dla macierzy B wielomian charakterystyczny wynosi χB(λ) = −(λ− 3)2(λ− 2). Wymiaru
V 2 nie potrzeba wylicza¢ (wiadomo, »e dla jednokrotnej warto±ci wªasnej mamy dimV 2 = 1).
Wyliczaj¡c wymiar V 3 otrzymujemy:

V 3 = {

 x
2x
0

 , x ∈ R}
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czyli dimV 3 = 1. St¡d macierz J ma jedn¡ klatk¦ Jordana dla 3 i jedn¡ klatk¦ dla 2, czyli

J =

3 1
0 3

2



Trudniejsz¡ kwesti¡ od wyznaczania macierzy J jest wyznaczanie macierzy P z postaci
PJP−1. W ogólnym przypadku algorytm wyznaczania P (czyli bazy jordanowskiej) jest trudny.
W niniejszym skrypcie ograniczymy si¦ do sytuacji, gdy dla ka»dej warto±ci λ mamy tylko jedn¡
klatk¦ Jordana i ma ona rozmiar najwy»ej 3× 3.

Przykªad 7

Przeksztaªcenie FA : R3 → R3 zadanie macierz¡ A =

 2 1 0
−1 3 1
1 0 1

 ma w pewnej bazie macierz

mBB(F ) =

2 1 0
0 2 1
0 0 2

. Wyznacz baz¦ B o takiej wªasno±ci (tzn. baz¦ jordanowsk¡).

Rozwi¡zanie. Je±li B = (b1, b2, b3) to podan¡ macierz mBB(F ) mo»na zinterpretowa¢ jako:

FA(b1) = 2b1 + 0b2 + 0b3 = 2b1

FA(b2) = 1b1 + 2b2 + 0b3 = b1 + 2b2

FA(b3) = 0b1 + 1b2 + 2b3 = b2 + 2b3

Wyznaczanie bazy B rozpoczniemy od wektora b1 (wektora wªasnego). Nietrudno wyliczy¢

V 2 = {

x0
x

 : x ∈ R}

sk¡d mo»emy przyj¡¢ np. b1 =
(

1
0
1

)
. Uwzgl¦dniaj¡c ten wybór, z drugiego równania wyzna-

czamy b2 =
(
x2
y2
z2

)
:  2 1 0

−1 3 1
1 0 1

x2

y2

z2

 =

1
0
1

+ 2

x2

y2

z2


sk¡d otrzymujemy b2 =

( x2
1

x2−1

)
. Mo»emy przyj¡¢ np. b2 =

(
1
1
0

)
. Uwzgl¦dniaj¡c ten wybór, z

trzeciego równania wyznaczamy b3 =
(
x3
y3
z3

)
: 2 1 0

−1 3 1
1 0 1

x3

y3

z3

 =

1
1
0

+ 2

x3

y3

z3


sk¡d otrzymujemy b3 =

( x3
1
x3

)
. Mo»emy przyj¡¢ np. b3 =

(
0
1
0

)
. St¡d (przykªadow¡) baz¡

speªniaj¡c¡ warunki zadania (baz¡ jordanowsk¡) jest baza B = (
(

1
0
1

)
,
(

1
1
0

)
,
(

0
1
0

)
).
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Przykªad 8

Wyznacz posta¢ Jordana i baz¦ jordanowsk¡ ka»dej z nast¦puj¡cych macierzy:

A =

(
1 1
−1 3

)
B =

 1 1 2
−2 4 3
0 0 3


Rozwi¡zanie. Zgodnie z wyliczeniami z Przykªadu 6:

A = P

(
2 1
0 2

)
P−1

Potraktujmy macierz A jako macierz przeksztaªcenia FA : R2 → R2. Wówczas dla bazy jor-

danowskiej B = (b1, b2) mamy (podobnie jak w poprzednim przykªadzie) mBB(FA) =

(
2 1
0 2

)
.

Wobec tego:
Ab1 = 2b1

Ab2 = b1 + 2b2

Wektor b1 jest wektorem wªasnym dla λ = 2, wi¦c mo»emy przyj¡¢ (zgodnie z wyliczeniem z
Przykªadu 6) b1 = ( 1

1 ). Wówczas z drugiego równania wyliczamy b2 = ( xy ):(
1 1
−1 3

)(
x
y

)
=

(
1
1

)
+ 2

(
x
y

)
, sk¡d

(
x
y

)
=

(
x

x+ 1

)
Mo»emy wi¦c przyj¡¢ b2 = ( 0

1 ), co daje nam przedstawienie Jordana:

A =

(
1 0
1 1

)(
2 1
0 2

)(
1 0
1 1

)−1

Zgodnie z wyliczeniami z Przykªadu 6:

B = P

3 1
0 3

2

P−1

Potraktujmy macierz B jako macierz przeksztaªcenia FB : R3 → R3. Wówczas dla bazy
jordanowskiej C = (c1, c2, c3) mamy (podobnie jak w poprzednim przykªadzie) mCC(FA) =3 1

0 3
2

. Wobec tego:

Bc1 = 3c1

Bc2 = c1 + 3c2

Bc3 = 2c3

Zatem c1 i c3 to wektory wªasne. Zgodnie z wyliczeniami z Przykªadu 6 mo»emy przyj¡¢

c1 =
(

1
2
0

)
. Nietrudno wyliczy¢, »e c3 =

(
x
x
0

)
, np. c3 =

(
1
1
0

)
. Wektor c2 =

(
x
y
z

)
wyliczamy z

drugiego równania: 1 1 2
−2 4 3
0 0 3

xy
z

 =

1
2
0

+ 3

xy
z

 , czyli

xy
z

 =

 x
2x− 1

1


St¡d mo»emy przyj¡¢ np. c2 =

(
1
1
1

)
, co daje przedstawienie Jordana:

B =

1 1 1
2 1 1
0 1 0

3 1
0 3

2

1 1 1
2 1 1
0 1 0

−1
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Fakt 3.31

Je±li A = PJP−1, gdzie A, J, P ∈ Mn×n(C), to Ak = PJkP−1 dla dowolnej liczby
naturalnej k.

Dowód. Dla dowolnej macierzy J zachodzi wzór:

(PJP−1)k = PJP−1 · PJP−1 · . . . · PJP−1︸ ︷︷ ︸
k

= P J · J · . . . · J︸ ︷︷ ︸
k

P−1 = PJkP−1

Przykªad 9

Oblicz: (
1 1
−1 3

)n  1 1 2
−2 4 3
0 0 3

10

Rozwi¡zanie. Korzystaj¡c z przedstawie« Jordana z poprzedniego przykªadu dostajemy:(
1 1
−1 3

)n
=

(
1 0
1 1

)(
2 1
0 2

)n(
1 0
1 1

)−1

=

(
1 0
1 1

)(
2n n2n−1

0 2n

)(
1 0
1 1

)−1

=

(
2n − n2n−1 n2n−1

−n2n−1 2n + n2n−1

)
 1 1 2
−2 4 3
0 0 3

20

=

1 1 1
2 1 1
0 1 0

3 1
0 3

2

101 1 1
2 1 1
0 1 0

−1

=

1 1 1
2 1 1
0 1 0

310 10 · 39

0 310

210

1 1 1
2 1 1
0 1 0

−1

=

 −310 + 211 310 − 210 310 + 10 · 39 − 210

−2 · 310 + 211 2 · 310 − 210 310 + 20 · 39 − 210

0 0 310



3.4 Zastosowania diagonalizacji

Przykªad 1

Wyznacz zwarty wzór ci¡gu an danego wzorem rekurencyjnym:
a0 = 2

a1 = 3

an+1 = 5an − 6an−1, n ≥ 1

Rozwi¡zanie. Rekurencj¦ t¦ mo»emy zapisa¢ w postaci:(
an+1

an

)
=

(
5 −6
1 0

)(
an
an−1

)

Copyright © Tomasz Elsner, 2020



3.4. ZASTOSOWANIA DIAGONALIZACJI 87

Stosuj¡c wielokrotnie powy»szy wzór otrzymujemy:(
an+1

an

)
=

(
5 −6
1 0

)n(
a1

a0

)
=

(
5 −6
1 0

)n(
3
2

)
Wyznaczamy diagonalizacj¦ macierzy:(

5 −6
1 0

)
=

(
2 3
1 1

)(
2 0
0 3

)(
2 3
1 1

)−1

Sk¡d (
an+1

an

)
=

(
2 3
1 1

)(
2n 0
0 3n

)(
2 3
1 1

)−1(
3
2

)
=

(
3 · 2n+1 − 3n+1

3 · 2n − 3n

)
czyli an = 3 · 2n − 3n. Zwró¢my uwag¦, »e powy»szy algorytm dla dowolnych warto±ci a0 i a1

prowadzi do wzoru postaci an = α · 2n + β · 3n.

Przykªad 2

Wyznacz zwarty wzór ci¡gu bn danego wzorem rekurencyjnym:
b0 = 3

b1 = 8

bn+1 = 4bn − 4bn−1, n ≥ 1

Rozwi¡zanie. Rekurencj¦ t¦ mo»emy zapisa¢ w postaci:(
bn+1

bn

)
=

(
4 −4
1 0

)(
bn
bn−1

)
Stosuj¡c wielokrotnie powy»szy wzór otrzymujemy:(

bn+1

bn

)
=

(
4 −4
1 0

)n(
b1
b0

)
=

(
4 −4
1 0

)n(
8
3

)
Tym razem macierz nie jest diagonalizowalna, ale mo»emy wyznaczy¢ jej posta¢ Jordana:(

4 −4
1 0

)
=

(
2 3
1 1

)(
2 1
0 2

)(
2 3
1 1

)−1

Sk¡d (
bn+1

bn

)
=

(
2 3
1 1

)(
2n n2n−1

0 2n

)(
2 3
1 1

)−1(
8
3

)
=

(
(n+ 4) · 2n+1

(n+ 3) · 2n
)

czyli bn = (n+ 3) · 2n. Zwró¢my uwag¦, »e powy»szy algorytm dla dowolnych warto±ci b0 i b1
prowadzi do wzoru postaci bn = α · 2n + β · n2n.

Przykªad 3

Wyznacz zwarty wzór ci¡gu cn danego wzorem rekurencyjnym:
c0 = 2

c1 = 5

c2 = 15

cn+1 = 5cn − 8cn−1 + 4cn−2, n ≥ 2
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Rozwi¡zanie. Rekurencj¦ t¦ mo»emy zapisa¢ w postaci:cn+1

cn
cn−1

 =

5 −8 4
1 0 0
0 1 0

 cn
cn−1

cn−2


Stosuj¡c wielokrotnie powy»szy wzór otrzymujemy:cn+1

cn
cn−1

 =

5 −8 4
1 0 0
0 1 0

n−1c2

c1

c0

 =

5 −8 4
1 0 0
0 1 0

n−115
5
2


Powy»sza macierz nie jest diagonalizowalna, ale mo»emy wyznaczy¢ jej posta¢ Jordana:5 −8 4

1 0 0
0 1 0

 =

4 4 1
2 1 1
1 0 1

2 1
0 2

1

4 4 1
2 1 1
1 0 1

−1

Sk¡dcn+1

cn
cn−1

 =

4 4 1
2 1 1
1 0 1

2n n2n−1

0 2n

1n

4 4 1
2 1 1
1 0 1

−115
5
2

 =

(2n+ 1) · 2n+1 + 3
(2n− 1) · 2n + 3

(2n− 3) · 2n−1 + 3


czyli cn = (2n − 1) · 2n + 3. Zwró¢my uwag¦, »e powy»szy algorytm dla dowolnych warto±ci
c0, c1 i c2 prowadzi do wzoru postaci cn = α · 2n + β · n2n + γ · 1n.

Przykªad 4

Wyznacz zwarty wzór ci¡gu dn danego wzorem rekurencyjnym:
d0 = 2

d1 = 0

d2 = 0

dn+1 = 6dn − 12dn−1 + 8dn−2, n ≥ 2

Rozwi¡zanie. Rekurencj¦ t¦ mo»emy zapisa¢ w postaci:dn+1

dn
dn−1

 =

6 −12 8
1 0 0
0 1 0

 dn
dn−1

dn−2


Stosuj¡c wielokrotnie powy»szy wzór otrzymujemy:dn+1

dn
dn−1

 =

6 −12 8
1 0 0
0 1 0

n−1d2

d1

d0

 =

6 −12 8
1 0 0
0 1 0

n−10
0
2


Powy»sza macierz nie jest diagonalizowalna, ale mo»emy wyznaczy¢ jej posta¢ Jordana:6 −12 8

1 0 0
0 1 0

 =

4 4 1
2 1 0
1 0 0

2 1 0
0 2 1
0 0 2

4 4 1
2 1 0
1 0 0

−1

Sk¡ddn+1

dn
dn−1

 =

4 4 1
2 1 0
1 0 0

2n n2n−1
(
n
2

)
2n−2

0 2n n2n−1

0 0 2n

4 4 1
2 1 0
1 0 0

−10
0
2

 =

 (n2 − n) · 2n+1

(n2 − 3n+ 2) · 2n
(n2 − 5n+ 6) · 2n−1


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czyli dn = (n2 − 3n+ 2) · 2n. Zwró¢my uwag¦, »e powy»szy algorytm dla dowolnych warto±ci
d0, d1 i d2 prowadzi do wzoru postaci dn = α · 2n + β · n2n + γ · n22n.

Kolejne dwa przykªady pokazuj¡ zadania z rachunku prawdopodobie«stwa, które prowadz¡
najpierw do ukªadu rekurencji liniowych, a nast¦pnie do potegowania macierzy. Schematy tego
typu jak w tych przykªadach nazywamy ªa«cuchami Markowa albo procesami Markowa z czasem
dyskretnym.

Przykªad 5

Na planszy s¡ trzy pola: A, B i C, b¦d¡ce wierzchoªkami trójk¡ta równobocznego. Pocz¡tkowo
pionek stoi na polu A. W ka»dym ruchu rzucamy kostk¡ i przesuwamy pionek o jedno pole
w kierunku zgodnym z ruchem wskazówek zegara, gdy wypadnie 6, a w kierunku przeciwnym
do ruchy wskazówek zegara, gdy wypadnie inna liczba. Jakie jest prawdopodobie«stwo, »e po
dokªadnie 10 ruchach pionek znajdzie si¦ znów na polu A?
Rozwi¡zanie. Powy»sz¡ sytuacj¦ mo»na zobrazowa¢ na nast¦puj¡cym diagramie:

Astart C

B

5
6

1
6

5
6

1
6

5
6

1
6

gdzie ka»dy ruch oznaczony jest strzaªk¡ opisan¡ prawdopodobie«stwem jego wykonania.
Niech an, bn, cn b¦d¡ prawdopodobie«stwami znalezienia si¦ na, odpowiednio, na polach A,
B, C po n rzutach. Wówczas: 

an+1 = 5
6bn + 1

6cn

bn+1 = 1
6an + 5

6cn

cn+1 = 5
6an + 1

6bn

co mo»na zapisa¢ w postaci wektorowej:an+1

bn+1

cn+1

 =

0 5
6

1
6

1
6 0 5

6
5
6

1
6 0

anbn
cn


Pytanie z zadania dotyczy prawdopodobie«stwa a10. Mo»na je wyliczy¢ przy pomocy pot¦go-
wania macierzy:a10

b10

c10

 =

0 5
6

1
6

1
6 0 5

6
5
6

1
6 0

10a0

b0
c0

 =

0 5
6

1
6

1
6 0 5

6
5
6

1
6 0

101
0
0

 ≈
0.30

0.38
0.32


St¡d szukane prawdopodobie«stwo wynosi a10 ≈ 30%.

Przykªad 6

Jakie jest prawdopodobie«stwo, »e w 20 rzutach monet¡ wyrzucimy (przynajmniej raz) 3 orªy
pod rz¡d?
Rozwi¡zanie. Po ka»dym rzucie monet¡ znajdujemy si¦ w jednej z nast¦puj¡cych sytuacji:

(A) w ostatnim rzucie wypadªa reszka (lub nie rzucili±my jeszcze ani razu),
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(B) w ostatnim rzucie wypadª orzeª, a w przedostatnim � reszka,
(C) w ostatnich dwóch rzutach wypadªy orªy, a przed nimi � reszka,
(D) wyrzucili±my ju» (kiedykolwiek) trzy orªy pod rz¡d.

Na pocz¡tku znajdujemy si¦ w sytuacji A, naszym celem jest dotarcie do sytuacji D, a ka»dy
rzut przenosi nas do kolejnej sytuacji (w zale»no±ci od wyniku). Mo»emy to zobrazowa¢ na
nast¦puj¡cym rysunku:

Astart B C D

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1

gdzie ka»dy rzut monet¡ oznaczony jest strzaªk¡ opisan¡ odpowiednim prawdopodobie«stwem.
Oznaczmy przez an, bn, cn ,dn prawdopodobie«stwo znalezienia si¦ po n rzutach, odpowiednio,
w stanie A, B, C, D. Wówczas:

an+1 = 1
2an + 1

2bn + 1
2cn

bn+1 = 1
2an

cn+1 = 1
2bn

dn+1 = 1
2cn + dn

co mo»na zapisa¢ w postaci wektorowej:
an+1

bn+1

cn+1

dn+1

 =


1
2

1
2

1
2 0

1
2 0 0 0
0 1

2 0 0
0 0 1

2 1



an
bn
cn
dn


Pytanie z zadania dotyczy prawdopodobie«stwa d20. Mo»na je wyliczy¢ przy pomocy pot¦gi
macierzy: 

a20

b20

c20

d20

 =


1
2

1
2

1
2 0

1
2 0 0 0
0 1

2 0 0
0 0 1

2 1


20

a0

b0
c0

d0

 =


1
2

1
2

1
2 0

1
2 0 0 0
0 1

2 0 0
0 0 1

2 1


20

1
0
0
0

 ≈


0.115
0.062
0.034
0.787


jako »e przed wykonaniem jakiegokolwiek rzutu znajdujemy si¦ (z prawdopodobie«stwem 1)
w sytuacji A. Zatem szukane prawdopodobie«stwo to d20 ≈ 78.7%.

Macierze, które pojawiaj¡ si¦ w powy»szych dwóch przykªadach to tzw. (lewe) macierze
stochastyczne. Zauwa»my, »e takie macierze maj¡ wyrazy nieujemne (wyrazy oznaczaj¡ prawdo-
podobie«stwa przej±cia), za± suma wyrazów w ka»dej kolumnie wynosi 1 (jest to ª¡czne prawdo-
podobie«stwo �wyj±cia� z ustalonego stanu).

Ostatni przykªad zastosowa« diagonalizacji macierzy (w tym twierdzenia Jordana) dotyczy
rozwi¡zywania ukªadów liniowych równa« ró»niczkowych. Zacznijmy od przypomnienia nast¦-
puj¡cego faktu z analizy matematycznej:
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Fakt 3.32

Dla dowolnego x ∈ R zachodzi równo±¢:

ex =
∞∑
n=0

1

n!
xn

Nazwi¡zuj¡c do tego faktu zde�niujemy exponens macierzy:

De�nicja 3.33

Exponensem macierzy kwadratowej A ∈ Mn×n (oznaczanym expA lub eA) nazywamy
nast¦puj¡c¡ macierz:

eA =
∞∑
n=0

1

n!
An

Przykªad 7

Obliczy¢ eA oraz eB dla nast¦puj¡cych macierzy:

A =

(
2 0
0 3

)
B =

(
2 1
0 2

)
Rozwi¡zanie.

eA =
∞∑
n=0

1

n!
An =

∞∑
n=0

1

n!

(
2n 0
0 3n

)
=


∞∑
n=0

2n

n!

∞∑
n=0

0
n!

∞∑
n=0

0
n!

∞∑
n=0

3n

n!

 =

(
e2 0
0 e3

)

eB =

∞∑
n=0

1

n!
Bn =

∞∑
n=0

1

n!

(
2n n2n−1

0 2n

)
=


∞∑
n=0

2n

n!

∞∑
n=0

n2n−1

n!

∞∑
n=0

0
n!

∞∑
n=0

2n

n!

 =


∞∑
n=0

2n

n!

∞∑
n=1

2n−1

(n−1)!

∞∑
n=0

0
n!

∞∑
n=0

2n

n!


=

(
e2 e2

0 e2

)

Fakt 3.34

Je±li A ∈Mn×n oraz A = PJP−1, gdzie P, J ∈Mn×n, to:

eA = ePJP
−1

= P · eJ · P−1

Dowód.

eA =

∞∑
n=0

1

n!
An =

∞∑
n=0

1

n!
(PJP−1)n =

∞∑
n=0

1

n!
PJnP−1 = P ·

( ∞∑
n=0

1

n!
Jn

)
· P−1 = P · eJ · P−1
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Przykªad 8

Wyznaczy¢ exponens nast¦puj¡cych macierzy:

A =

(
4 −1
2 1

)
B =

(
3 −1
1 1

)

Rozwi¡zanie. Poniewa» A =

(
1 1
2 1

)(
2 0
0 3

)(
1 1
2 1

)−1

oraz B =

(
1 1
1 0

)(
2 1
0 2

)(
1 1
1 0

)−1

,

wi¦c zgodnie z Faktem 3.34 oraz Przykªadem 7:

eA =

(
1 1
2 1

)
e(

2 0
0 3 )

(
1 1
2 1

)−1

=

(
1 1
2 1

)(
e2 0
0 e3

)(
1 1
2 1

)−1

=

(
2e3 − e2 e2 − e3

2e3 − 2e2 2e2 − e3

)

eB =

(
1 1
1 0

)
e(

2 1
0 2 )

(
1 1
1 0

)−1

=

(
1 1
1 0

)(
e2 e2

0 e2

)(
1 1
1 0

)−1

=

(
2e2 −e2

e2 0

)

Poj¦cie exponensa macierzy gra istotn¡ rol¦ przy rozwi¡zywaniu równa« ró»niczkowych. Zro-
zumienie poni»szego przykªadu nie jest wymagane w ramach kursu algebry liniowej, nale»y go
traktowa¢ jedynie jako motywacj¦ dla zajmowania si¦ tak nietypow¡ operacj¡ na macierzach jak
exponens.

Najprostsze równanie ró»niczkowe to równanie postaci:

f ′(x) = 2f(x)

a jego rozwi¡zanie to (nietrudno zgadn¡¢) f(x) = e2x·C (gdzie C jest dowoln¡ liczb¡ rzeczywist¡).
W podobny sposób rozwi¡zujemy liniowe ukªady równa« ró»niczkowych:

Przykªad 9

Rozwi¡za¢ ukªad równa« ró»niczkowych:{
f ′(x) = 4f(x)− g(x)

g′(x) = 2f(x) + g(x)

(tzn. wyznaczy¢ funkcje f i g speªniaj¡ce to równanie).
Rozwi¡zanie. Powy»szy ukªad mo»na zapisa¢ w postaci wektorowej:(

f(x)
g(x)

)′
=

(
4 −1
2 1

)(
f(x)
g(x)

)
gdzie pochodn¡ wektora obliczamy licz¡c pochodn¡ ka»dej wspóªrz¦dnej z osobna. Wówczas
rozwi¡zanie dane jest wzorem:(

f(x)
g(x)

)
= e

x·
(

4 −1
2 1

)
· C = e

(
4x −x
2x x

)
· C

gdzie C jest dowolnym wektorem z R2 (tak, by powy»sze mno»enie miaªo sens). Diagonalizuj¡c
macierz A =

(
4x −x
2x x

)
otrzymujemy:(

4x −x
2x x

)
=

(
1 1
2 1

)(
2x 0
0 3x

)(
1 1
2 1

)−1

sk¡d, zgodnie z Faktem 3.34, dostajemy:

e

(
4x −x
2x x

)
=

(
1 1
2 1

)
· e(

2x 0
0 3x ) ·

(
1 1
2 1

)−1

=

(
1 1
2 1

)
·
(
e2x 0
0 e3x

)
·
(

1 1
2 1

)−1
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=

(
2e3x − e2x e2x − e3x

2e3x − 2e2x 2e2x − e3x

)
czyli (przyjmuj¡c C = ( αβ )):(

f(x)
g(x)

)
=

(
α(2e3x − e2x) + β(e2x − e3x)
α(2e3x − 2e2x) + β(2e2x − e3x)

)
Nietrudno sprawdzi¢, »e tak okre±lone funkcje f i g speªniaj¡ badany ukªad równa« ró»nicz-
kowych.
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Rozdziaª 4

Przestrze« euklidesowa

4.1 Iloczyn skalarny

De�nicja 4.1

Przestrzeni¡ euklidesow¡ nazywamy (rzeczywist¡) przestrze« liniow¡ V z dodatkow¡ ope-
racj¡ zwan¡ iloczynem skalarnym, przypisuj¡c¡ (uporz¡dkowanej) parze wektorów (u, v)
liczb¦ 〈u, v〉 ∈ R speªniaj¡c¡ dla dowolnych u, v, w ∈ V oraz dowolnego t ∈ R nast¦puj¡ce
warunki:

1) 〈u, v〉 = 〈v, u〉 (symetryczno±¢)
2) 〈u+ v, w〉 = 〈u,w〉+ 〈v, w〉
〈u, v + w〉 = 〈u, v〉+ 〈u,w〉
〈tu, v〉 = 〈u, tv〉 = t〈u, v〉 (liniowo±¢ wzgl¦dem ka»dej wspóªrz¦dnej)

3) 〈v, v〉 ≥ 0, przy czym 〈v, v〉 = 0 ⇐⇒ v = 0 (dodania okre±lono±¢)

Liniowo±¢ wzgl¦dem ka»dej z dwóch wspóªrz¦dnych nazywamy równie» dwuliniowo±ci¡. In-
nymi sªowy: iloczyn skalarny to funkcja dwuliniowa.

Przykªad 1

Sprawd¹, »e przestrze« Rn z dodatkow¡ operacj¡:

〈

x1
...
xn

 ,

y1
...
yn

〉 = x1y1 + · · ·+ xnyn

(nazywanym standardowym iloczynem skalarnym na Rn) jest przestrzeni¡ euklidesow¡.
Rozwi¡zanie. Sprawdzenie symetryczno±ci i dwuliniowo±ci pozostawiamy czytelnikowi. Do-
datnia okre±lono±¢ wynika z faktu, »e:

x2
1 + · · ·+ x2

n ≥ 0

dla dowolnych x1, . . . , xn ∈ R, przy czym równo±¢ zachodzi jedynie gdy x1 = · · · = xn = 0.

Przykªad 2

Sprawd¹, »e operacja na przestrzeni R2 zde�niowana nast¦puj¡co:

〈
(
x1

x2

)
,

(
y1

y2

)
〉 = x1y1 + x1y2 + x2y1 + 2x2y2

jest iloczynem skalarnym (i tym samym wyznacza na R2 struktur¦ przestrzeni euklidesowej).
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Rozwi¡zanie. Sprawdzenie symetryczno±ci i dwuliniowo±ci pozostawiamy czytelnikowi. Do-
datnia okre±lono±¢ wynika z faktu, »e:

x2
1 + 2x1x2 + 2x2

2 = (x1 + x2)2 + x2
2 ≥ 0

dla dowolnych x1, x2 ∈ R, przy czym równo±¢ zachodzi jedynie gdy x1 + x2 = x2 = 0, czyli
x1 = x2 = 0.

Przykªad 3

Zde�niowana na przestrzeni Rn dwuargumentowa funkcja:

〈

x1
...
xn

 ,

y1
...
yn

〉 =
∑

1≤i,j≤n
aijxiyj

inaczej zapisywana jako:

〈

x1
...
xn

 ,

y1
...
yn

〉 =
(
x1 . . . xn

)
·

a11 · · · a1n
...

. . .
...

an1 · · · ann

 ·
y1

...
yn

 = XTAY

speªnia warunki (1) i (2) De�nicji 4.49 dla dowolnych aij ∈ R takich, »e aij = aji (tzn. dla
dowolnej macierzy symetrycznej A). Funkcja ta jest zatem iloczynem skalarnym na Rn wtedy
i tylko wtedy, gdy macierz A jest symetryczna oraz dodatnio okre±lona (tzn. speªniony jest
warunek (3) De�nicji 4.49). Metod¦ szybkiego ustalania czy macierz jest dodatnio okre±lona
poznamy w kolejnych rozdziaªach.

Przykªad 4

Sprawd¹, »e funkcja:

〈P,Q〉 =

1∫
0

P (x)Q(x)dx

jest iloczynem skalarnym na przestrzeni Rn[x].
Rozwi¡zanie. Symetryczno±¢ jest oczywista. Addytywno±¢ wzgl¦dem pierwszej wspóªrz¦dnej
wynika z wªasno±ci caªki:

〈P +P ′, Q〉 =

1∫
0

(P (x)+P ′(x))Q(x)dx =

1∫
0

P (x)Q(x)dx+

1∫
0

P ′(x)Q(x)dx = 〈P,Q〉+ 〈P ′, Q〉

Podobnie dowodzimy addytywno±ci wzgl¦dem drugiej wspóªrz¦dnej oraz jednorodno±ci wzgl¦-
dem ka»dej wspóªrz¦dnej. Dla sprawdzenia dodatniej okre±lono±ci zauwa»my, »e:

〈P, P 〉 =

1∫
0

P 2(x)dx ≥ 0

gdy» caªka z nieujemnej funkcji zawsze jest nieujemna. Ponadto powy»sza caªka jest równa zero
wtedy i tylko wtedy, gdy caªkujemy funkcj¦ zerow¡, czyli P (x) = 0 dla ka»dego x ∈ [0, 1], ale
jedyny wielomian, który przyjmuje warto±¢ 0 w ka»dym punkcie przedziaªu [0, 1] to wielomian
zerowy.
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Przykªad 5

Sprawd¹, »e funkcja:

〈P,Q〉 =

1∫
−1

P (x)Q(x)dx

jest iloczynem skalarnym na przestrzeni Rn[x].
Rozwi¡zanie. Rozumowanie jest analogiczne jak w poprzednim przykªadzie.

Przykªad 6

Sprawd¹, »e funkcja:

〈f, g〉 =

b∫
a

f(x)g(x)dx

jest iloczynem skalarnym na przestrzeni C[a, b].
Rozwi¡zanie. Rozumowanie jest takie jak w poprzednim przykªadzie. Jedyna ró»nica polega
na tym, »e w odró»nieniu od niezerowego wielomianu, niezerowa funkcja mo»e przyjmowa¢
warto±¢ 0 na caªym przedziale. St¡d nale»y osobno uzasadni¢ speªnienie warunku:

〈v, v〉 = 0 ⇐⇒ v = 0

Dla funkcji ci¡gªej f równo±¢
∫ b
a f

2(x)dx = 0 zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy f(x) = 0 dla
ka»dego x ∈ [a, b]. W przestrzeni C[a, b] oznacza to, »e f jest funkcj¡ zerow¡.

Przykªad 7

Sprawd¹, »e funkcja:

〈f, g〉 =

1∫
0

f(x)g(x)dx

nie jest iloczynem skalarnym na przestrzeni C(R).
Rozwi¡zanie. Jedyny warunek iloczynu skalarnego, który nie jest speªniony, to warunek

〈v, v〉 = 0 ⇐⇒ v = 0

Nietrudno wskaza¢ ci¡gª¡ funkcj¦ f : R → R, która na caªym przedziale [0, 1] przyjmuje
warto±¢ 0, a poza tym przedziaªem warto±ci niezerowe. Wówczas

∫ 1
0 f

2(x)dx = 0, ale f 6= 0.

Iloczyn skalarny pozwala zde�niowa¢ takie poj¦cia jak k¡t mi¦dzy wektorami, prostopadªo±¢
(ortogonalno±¢) wektorów oraz dªugo±¢ wektora.

De�nicja 4.2

Dana jest przestrze« euklidesowa V . Dªugo±ci¡ wektora v ∈ V nazywamy liczb¦ nie-
ujemn¡:

|v| =
√
〈v, v〉

Odlegªo±ci¡ punktów u, v ∈ V nazywamy liczb¦ nieujemn¡:

d(v, u) = |u− v| =
√
〈u− v, u− v〉

Zwró¢my uwag¦, »e dªugo±¢ wektora jest dobrze zde�niowana dzi¦ki wªasno±ci dodatniej
okre±lono±ci iloczynu skalarnego. Zauwa»my te», »e powy»sza de�nicja jest motywowana analo-
gicznym faktem dotycz¡cym przestrzeni R2 i R3. Podobnie motywacj¡ dla de�nicji miary k¡ta
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mi¦dzy (niezerowymi) wektorami dowolnej przestrzeni euklidesowej jest znany nam fakt doty-
cz¡cy przestrzeni R2 i R3:

cos∠(u, v) · |u| · |v| = 〈u, v〉
Powy»szy wzór mo»na przyj¡¢ za de�nicj¦ miary k¡ta mi¦dzy wektorami dowolnej przestrzeni
euklidesowej, o ile sprawdzimy, »e iloczyn skalarny speªnia nast¦puj¡cy warunek (w przeciw-
nym razie powy»szy wzór prowadziªby do sprzeczno±ci, gdy» cos∠(u, v) miaªby warto±¢ spoza
przedziaªu [−1, 1]):

Fakt 4.3: Nierówno±¢ Schwarza

Dla dowolnych wektorów u, v ∈ V przestrzeni euklidesowej V zachodzi:

|〈u, v〉| ≤ |u| · |v|

przy czym równo±¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy u i v s¡ wspóªliniowe.

Dowód. Iloczyn skalarny jest dodatnio okre±lony, wi¦c dla dowolnego t ∈ R zachodzi:

0 ≤ 〈u− tv, u− tv〉 = 〈u, u〉 − 2t〈u, v〉+ t2〈v, v〉

Podstawiaj¡c t = 〈u,v〉
〈v,v〉 otrzymujemy:

0 ≤ 〈u, u〉 − 2
〈u, v〉2

〈v, v〉
+
〈u, v〉2

〈v, v〉
czyli po przeksztaªceniu

〈u, v〉2 ≤ 〈u, u〉 · 〈v, v〉
a wi¦c

|〈u, v〉| ≤ |u| · |v|
Równo±¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy w wyj±ciowej nierówno±ci zachodzi równo±¢, tzn.
0 = 〈u − tv, u − tv〉. Z uwagi na dodatni¡ okre±lono±¢ iloczynu skalarnego zachodzi to wtedy i
tylko wtedy, gdy u− tv = 0, tzn. wektory u i v s¡ wspóªliniowe.

De�nicja 4.4

Dana jest przestrze« euklidesowa V . K¡tem mi¦dzy niezerowymi wektorami u, v ∈ V
nazywamy liczb¦ θ z przedziaªu [0, π] dan¡ wzorem:

θ = arccos
〈u, v〉
|u| · |v|

Wektory u i v nazywamy ortogonalnymi (lub prostopadªymi) je±li θ = π
2 , czyli 〈u, v〉 = 0.

Nierówno±¢ Schwarza zapewnia, »e jest to poprawna de�nicja (tzn. 〈u,v〉|u|·|v| jest liczb¡ z prze-
dziaªu [−1, 1]). Drugim wnioskiem z nierówno±ci Schwarza jest nierówno±¢ trójk¡ta (której rów-
nie» oczekiwaliby±my od ka»dej sensownej de�nicji dªugo±ci):

Fakt 4.5: Nierówno±¢ trójk¡ta

Dla dowolnych wektorów u, v ∈ V przestrzeni euklidesowej V zachodzi:

|u+ v| ≤ |u|+ |v|

przy czym równo±¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy u = tv lub v = tu dla pewnego
t ≥ 0.
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Dowód.

(|u+ v|)2 = 〈u+ v, u+ v〉 = 〈u, u〉+ 2〈u, v〉+ 〈v, v〉 = |u|2 + 2〈u, v〉+ |v|2

≤ |u|2 + 2|u| · |v|+ |v|2 = (|u|+ |v|)2

sk¡d
|u+ v| ≤ |u|+ |v|

W dowolnej przestrzeni euklidesowej prawdziwe jest równie» Twierdzenia Pitagorasa. Jego
sformuªowanie jest motywowane nast¦puj¡c¡ sytuacj¡ z R2 i R3:

u

u
+
v v

·

Fakt 4.6: Twierdzenie Pitagorasa

W przestrzeni euklidesowej V dla dowolnych wektorów u, v ∈ V takich, »e u ⊥ v, zachodzi:

|u+ v|2 = |u|2 + |v|2

Dowód. Korzystaj¡c z liniowo±ci iloczynu skalarnego wzgl¦dem ka»dej wspóªrz¦dnej oraz faktu
〈u, v〉 = 0 otrzymujemy:

|u+ v|2 = 〈u+ v, u+ v〉 = 〈u, u〉+ 2〈u, v〉+ 〈v, v〉 = 〈u, u〉+ 〈v, v〉 = |u|2 + |v|2

Przykªad 8

Wyznacz dªugo±ci boków AB i AC oraz miar¦ k¡ta przy wierzchoªku A trójk¡ta w przestrzeni

R4 (ze standardowym iloczynem skalarnym) o wierzchoªkach A =

(
1
0
1
0

)
, B =

(
1
1
1
1

)
, C =

(
2
4
0
2

)
.

Rozwi¡zanie. Boki trójk¡ta wyznaczone s¡ przez wektory:

−−→
AB = B −A =

(
0
1
0
1

)
oraz

−→
AC = C −A =

(
1
3
−1
1

)
Dªugo±ci tych boków to:

|AB| =

√
〈
(

0
1
0
1

)
,

(
0
1
0
1

)
〉 =

√
02 + 12 + 02 + 12 =

√
2

|AC| =

√
〈
(

1
3
−1
1

)
,

(
1
3
−1
1

)
〉 =

√
12 + 32 + (−1)2 + 12 =

√
12

Miara k¡ta przy wierzchoªku A wynosi:

arccos
〈
−−→
AB,

−→
AC〉

|
−−→
AB| · |

−→
AC|

= arccos
0 · 1 + 1 · 3 + 0 · (−1) + 1 · 1√

2 ·
√

12
= arccos

√
6

3
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Przykªad 9

Wprzestrzeni euklidesowej R[x] z iloczynem skalarnym danym wzorem 〈P,Q〉 =
∫ 1

0 P (x)Q(x)dx
dane s¡ wektory P (x) = x oraz Q(x) = x2−1. Wyznacz dªugo±ci tych wektorów oraz sprawd¹,
czy s¡ one prostopadªe.
Rozwi¡zanie.

|P | =
√
〈P, P 〉 =

√∫ 1

0
x2dx =

√
3

3

|Q| =
√
〈Q,Q〉 =

√∫ 1

0
(x2 − 1)2dx =

2
√

30

15

Wektory te nie s¡ prostopadªe, gdy»:

〈P,Q〉 =

∫ 1

0
x(x2 − 1)dx = −1

4
6= 0

Przykªad 10

Rozwa»my te same pytania co w poprzednim przykªadzie, ale tym razem w odniesieniu do
R[x] z iloczynem skalarnym danym wzorem 〈P,Q〉 =

∫ 1
−1 P (x)Q(x)dx.

Rozwi¡zanie.

|P | =
√
〈P, P 〉 =

√∫ 1

−1
x2dx =

2
√

3

3

|Q| =
√
〈Q,Q〉 =

√∫ 1

−1
(x2 − 1)2dx =

2
√

30

15

Wektory te s¡ prostopadªe, gdy»:

〈P,Q〉 =

∫ 1

−1
x(x2 − 1)dx = 0

Przykªad 11

W przestrzeni euklidesowej C[0, 2π] z iloczynem skalarnym danym wzorem

〈f, g〉 =

2π∫
0

f(x)g(x)dx

dane s¡ wektory fn(x) = cosnx oraz gn(x) = sinnx (w tym f0(x) = 1). Wyznacz dªugo±ci
tych wektorów oraz uzasadnij, »e s¡ one parami prostopadªe.
Rozwi¡zanie. Dla n > 0 mamy:

|fn| =
√
〈cosnx, cosnx〉 =

√∫ 2π

0
cos2 nxdx =

√∫ 2π

0

1
2(1 + cos 2nx)dx =

√
π

|gn| =
√
〈sinnx, sinnx〉 =

√∫ 2π

0
sin2 nxdx =

√∫ 2π

0

1
2(1− cos 2nx)dx =

√
π

Natomiast dla n = 0:

|f0| =
√
〈1, 1〉 =

√∫ 2π

0
1dx =

√
2π
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Prostopadªo±¢ (ortogonalno±¢) wynika z nast¦puj¡cego rachunku (gdzie n 6= m):

〈fn, fm〉 =
√
〈cosnx, cosmx〉 =

√∫ 2π

0

1
2(cos(n−m)x+ cos(n+m)x)dx = 0

〈gn, gm〉 =
√
〈sinnx, sinmx〉 =

√∫ 2π

0

1
2(cos(n−m)x− cos(n+m)x)dx = 0

〈fn, gm〉 =
√
〈cosnx, sinmx〉 =

√∫ 2π

0

1
2(sin(n+m)x− sin(n−m)x)dx = 0

Dysponuj¡c poj¦ciem ortogonalno±ci (prostopadªo±ci), mo»emy zde�niowa¢ rzut ortogonalny
(prostopadªy) wektora na wektor. De�nicja poni»sza motywowana jest znan¡ nam sytuacj¡ z
przestrzeni R2 i R3, któr¡ przypominamy na poni»szym rysunku:

v

u

tv

u− tv

·

De�nicja 4.7

Dana jest przestrze« euklidesowa V . Rzutem ortogonalnym (prostopadªym) wektora u ∈ V
na wektor v ∈ V (albo na podprzestrze« Lin{v} < V ) nazywamy taki wektor tv »e
u− tv ⊥ v. Rzut wektora u na wektor v oznaczamy pv(u).

Fakt 4.8

Je±li v ∈ V jest niezerowym wektorem przestrzeni euklidesowej V , to dla ka»dego wektora
u ∈ V istnieje dokªadnie jeden wektor pv(u) i dany jest on wzorem:

pv(u) =
〈u, v〉
〈v, v〉

v

Ponadto przeksztaªcenie pv : V → V jest przeksztaªceniem liniowym

Dowód. Poniewa» u− tv ⊥ v, wi¦c:

0 = 〈u− tv, v〉 = 〈u, v〉 − t〈v, v〉

sk¡d

t =
〈u, v〉
〈v, v〉

Z powy»szego wzoru wynika addytywno±¢ pv:

pv(u+ u′) =
〈u+ u′, v〉
〈v, v〉

v =
〈u, v〉+ 〈u′, v〉
〈v, v〉

v =
〈u, v〉
〈v, v〉

v +
〈u′, v〉
〈v, v〉

v

Podobnie sprawdzamy jednorodno±¢ pv, co ª¡cznie dowodzi liniowo±ci przeksztaªcenia pv.
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Fakt 4.9

Dana jest przestrze« euklidesowa V . Rzut wektora u ∈ V na niezerowy wektor v ∈ V to
(jedyny) taki punkt podprzestrzeni Lin{v} < V , który jest najbli»szy punktowi u.

Dowód. Dla uªatwienia rachunków, zamiast znajdowa¢ minimimum odlegªo±ci, mo»emy znale¹¢
minimum kwadratu odlegªo±ci:

d(u, tv)2 = 〈u− tv, u− tv〉 = 〈u, u〉 − 2t〈u, v〉+ t2〈v, v〉

Powy»sza funkcja jest funkcj¡ kwadratow¡ zmiennej t ∈ R i ma dodatni wspóªczynnik przy t2,
wi¦c minimum przyjmuje w dokªadnie jednym punkcie:

t =
〈u, v〉
〈v, v〉

Otrzymany punkt (najbli»szy punktowi u punkt podprzestrzeni Lin{v}) pokrywa si¦ z pv(u).

De�nicja 4.10

Niech V b¦dzie przestrzeni¡ euklidesow¡, za± A ⊂ V . Wówczas dopeªnieniem ortogonal-
nym zbioru A nazywamy:

A⊥ = {v ∈ V : ∀a ∈ A 〈v, a〉 = 0}

Fakt 4.11

Dla dowolnego podzbioru A ⊂ V przestrzeni euklidesowej zachodzi

A⊥ = (LinA)⊥

W szczególno±ci dopeªnienie ortogonalne podprzestrzeni W < V pokrywa si¦ z dopeªnie-
niem ortogonalnym bazy W .

Dowód. Oczywistym jest, »e A⊥ ⊃ (LinA)⊥. Dla udowodnienia zawierania w drug¡ stron¦
zauwa»my, »e ka»dy element v ∈ LinA jest postaci v = α1v1 + · · ·+ αnvn, gdzie v1, . . . , vn ∈ A.
Je±li w ∈ A⊥ to w szczególno±ci 〈w, vi〉 = 0 dla ka»dego vi ∈ A, czyli

〈w, v〉 = 〈w,α1v1 + · · ·+ αnvn〉 = α1〈w, v1〉+ . . .+ αn〈w, vn〉 = 0

czyli w ∈ (LinA)⊥.

Fakt 4.12

Niech V b¦dzie sko«czenie wymiarow¡ przestrzeni¡ euklidesow¡. Wówczas:

1) dla dowolnych A ⊂ B ⊂ V zachodzi A⊥ ⊃ B⊥;
2) dla dowolnego podzbioru A ⊂ V zbiór A⊥ jest podprzestrzeni¡ V ;
3) dla dowolnej podprzestrzeni W < V zachodzi V = W ⊕W⊥.

Dowód. (1) Je±li v ∈ V jest ortogonalny do ka»dego wektora z B, to tym bardziej jest ortogonalny
do ka»dego wektora z A ⊂ B, czyli B⊥ ⊂ A⊥.
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(2) Potrzebujemy sprawdzi¢ zamkni¦to±¢ na dodawanie i na mno»enie przez skalar. Je±li
v, w ∈ A⊥, to dla ka»dego a ∈ A zachodzi:

0 = 〈v, a〉+ 〈w, a〉 = 〈v + w, a〉

czyli v + w ∈ A⊥. Podobnie sprawdzamy zamkni¦to±¢ na mno»enie przez skalar.
(3) Niech (w1, . . . , wk) b¦dzie baz¡ przestrzeni W , za± (b1, . . . , bl) baz¡ przestrzeni W⊥. Aby

pokaza¢, »e V = W ⊕W⊥ musimy pokaza¢, »e ukªad (w1, . . . , wk, b1, . . . , bl) jest baz¡ V . Ukªad
ten jest zbiorem liniowo niezale»nym w V , gdy» dla dowolnej zeruj¡cej si¦ kombinacji liniowej:

α1w1 + · · ·+ αkwk + β1b1 + · · ·+ βlbl = 0

otrzymujemy:
α1w1 + · · ·+ αkwk = −β1b1 − · · · − βlbl

Lewa strona tej nierówno±ci nale»y do W , a prawa do W⊥. Poniewa» W ∩W⊥ = {0}, wi¦c obie
strony s¡ równe 0, sk¡d α1 = · · · = αk = 0 (bo w1, . . . , wk jest lnz) oraz β1 = · · · = βl = 0
(bo b1, . . . , bl jest lnz). Pozostaje wykaza¢, »e dimV = k + l. Przeksztaªcenie F : V → Rk
zde�niowane

F (v) =

〈v, w1〉
. . .
〈v, wk〉


jest liniowe oraz kerF = W⊥. Wobec tego z twierdzenia o indeksie otrzymujemy:

dimV = dim kerF + dim ImF = dimW⊥ + dim ImF ≤ k + l

Poniewa» w V znale¹li±my ukªad k + l wektorów lnz, wi¦c dimV ≥ k + l, co ª¡cznie daje
dimV = k + l.

W De�nicji 4.7 rozwa»ali±my rzut ortogonalny na 1-wymiarow¡ podprzestrze« przestrzeni
euklidesowej. Kolejna de�nicja opisuje rzut ortogonalny na podprzestrze« dowolnego wymiaru.
Motywacj¡ dla tej de�nicji jest obrazek zwi¡zany z rzutem ortogonalnym na pªaszczyzn¦ w R3:

u

w

w⊥ ·

·

u
−
w

De�nicja 4.13

Niech V b¦dzie sko«czenie wymiarow¡ przestrzeni¡ euklidesow¡, zas W < V jej pod-
przestrzeni¡. Rzutem ortogonalnym (prostopadªym) wektora u ∈ V na podprzestrze« W
nazywamy taki wektor w ∈ W , »e u − w ∈ W⊥. Rzut wektora u na podprzestrze« W
oznaczamy pW (u).

Inny sposób okre±lenia rzutu na podprzestrze« W (równie» motywowany powy»szym rysun-
kiem) jest nast¦puj¡cy: poniewa» V = W ⊕W⊥ (Fakt 4.12), wi¦c wektor u ∈ V rozkªada si¦
jednoznacznie na sum¦:

u = w + w⊥, gdzie w ∈W, w⊥ ∈W⊥

Przy takim przedstawieniu PW (u) = w.
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Fakt 4.14

NiechW < V jest podprzestrzeni¡ sko«czenie wymiarowej przestrzeni euklidesowej. Wów-
czas dla ka»dego wektora u istnieje dokªadnie jeden wektor pW (u). Co wi¦cej, rzut orto-
gonalny na podprzestrze« pW : V → V jest odwzorowaniem liniowym.

Dowód. De�nicja rzutu ortogonalnego na W sprowadza si¦ do znajdowania rozkªadu wektora u
na sum¦:

u = w + w⊥, gdzie w ∈W, w⊥ ∈W⊥

Skoro V = W ⊕W⊥, to dla danego wektora u, taki rozkªad jest dokªadnie jeden, co oznacza, »e
wektor w = pW (u) jest jednoznacznie wyznaczony.

Dla dowodu addytywno±ci odwzorowania pW zaªó»my, »e pW (u1) = w1 oraz pW (u2) = w2.
Oznacza to, »e:

u1 = w1 + w⊥1 oraz u2 = w2 + w⊥2

St¡d
(u1 + u2) = (w1 + w2) + (w⊥1 + w⊥2 )

Poniewa» w1, w2 ∈W , wi¦c w1 +w2 ∈W (jako »eW jest podprzestrzeni¡). Podobnie w⊥1 +w⊥2 ∈
W⊥. Zatem powy»sze równanie oznacza:

pW (u1 + u2) = w1 + w2 = pW (u1) + pW (u2)

Podobnie sprawdzamy jednorodno±¢ pW .

Fakt 4.15

Je±li W < V jest podprzestrzeni¡ przestrzeni euklidesowej V , za± v ∈ V dowolnym wek-
torem, to PW (v) jest punktem W najbli»szym punktowi v.

Dowód. Zgodnie z de�nicj¡ rzutu ortogonalnego PW (v) ∈ W oraz v − PW (v) ∈ W⊥. Poniewa»
dla dowolnego w ∈W zachodzi PW (v)−w ∈W , wi¦c (v−PW (v)) ⊥ (PW (v)−w). St¡d, zgodnie
z Twierdzeniem Pitagorasa, dostajemy:

|v − w|2 = |(v − PW (v)) + (PW (v)− w)|2 = |v − PW (v)|2 + |PW (v)− w|2 ≥ |v − PW (v)|2

przy czym równo±¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy w = PW (v). Oznacza to, »e PW (v) to
punkt podprzestrzeni W najbli»szy punktowi v.

Najwygodniejszym sposobem wyznaczania rzutu na podprzestrze« jest sumowanie rzutów na
wektory bazy podprzestrzeni. Jest to jednak mo»liwe wyª¡cznie wówczas, gdy wektory bazowe
s¡ parami prostopadªe:

De�nicja 4.16

Baz¦ B = (b1, . . . , bn) przestrzeni euklidesowej nazywamy:

� ortogonaln¡, je±li wektory b1, . . . , bn s¡ parami prostopadªe,
� ortonormaln¡, je±li wektory b1, . . . , bn s¡ parami prostopadªe oraz ka»dy z nich ma
dªugo±¢ 1.

Copyright © Tomasz Elsner, 2020



4.1. ILOCZYN SKALARNY 105

Fakt 4.17

Niech V b¦dzie przestrzeni¡ euklidesow¡, W < V jej podprzestrzeni¡, a (b1, . . . , bk) baz¡
ortogonaln¡ W . Wówczas:

PW (v) =

k∑
i=1

pbi(v) =

k∑
i=1

〈v, bi〉
〈bi, bi〉

bi (4.1)

Je±li, dodatkowo, baza (b1, . . . , bk) jest ortonormalna, to:

PW (v) =
k∑
i=1

〈v, bi〉bi (4.2)

Dowód. Oznaczmy

v′ =

k∑
i=1

〈v, bi〉
〈bi, bi〉

bi

Zgodnie z De�nicj¡ 4.13 wystarczy sprawdzi¢, »e v′ ∈ W oraz v − v′ ∈ W⊥. Pierwszy z tych
warunków jest natychmiastowy (v′ to kombinacja liniowa bazy W ). Dla sprawdzenia drugiego
warunku musimy pokaza¢, »e dla dowolnego w ∈ W zachodzi 〈v − v′, w〉 = 0. Zaczniemy
od pomocniczego rachunku wyliczaj¡cego 〈v′, bj〉. Z uwagi na liniowo±¢ iloczynu skalarnego
wzgl¦dem pierwszej wspóªrz¦dnej oraz ortogonalno±¢ bazy (b1, . . . , bk) otrzymujemy:

〈v′, bj〉 = 〈
k∑
i=1

〈v, bi〉
〈bi, bi〉

bi, bj〉 =

k∑
i=1

〈v, bi〉
〈bi, bi〉

〈bi, bj〉 =
〈v, bj〉
〈bj , bj〉

〈bj , bj〉 = 〈v, bj〉

Ka»dy element w ∈ W jest postaci w = α1b1 + · · · + αkbk, wi¦c z uwagi na liniowo±¢ iloczynu
skalarnego wzgl¦dem ka»dej wspóªrz¦dnej, uwzgl¦dniaj¡c powy»szy rachunek, otrzymujemy:

〈v−v′, w〉 = 〈v−v′, α1b1+· · ·+αkbk〉 = (α1〈v, b1〉+· · ·+αk〈v, bk〉)−(α1〈v′, b1〉+· · ·+αk〈v′, bk〉) = 0

co dowodzi (4.1). Wzór (4.2) jest szczególnym przypadkiem wzoru (4.1) w sytuacji, gdy 〈bi, bi〉 =
1 dla i = 1, . . . , k.

Sprawdzenie, »e podany ukªad parami ortogonalnych wektorów to baza jest wyj¡tkowo proste
dzi¦ki nast¦puj¡cej obserwacji:

Fakt 4.18

Je±li v1, . . . , vn ∈ V to parami ortogonalne niezerowe wektory przestrzeni euklidesowej V ,
to s¡ one liniowo niezale»ne.

Dowód. Rozwa»my zeruj¡c¡ si¦ kombinacj¦ liniow¡ wektorów v1, . . . , vn:

α1v1 + · · ·+ αnvn = 0

Korzystaj¡c z wªasno±ci iloczynu skalarnego oraz wzajemnej ortogonalno±ci rozwa»anych wekto-
rów otrzymujemy:

0 = 〈0, v1〉 = 〈α1v1+· · ·+αnvn, v1〉 = α1〈v1, v1〉+α2〈v2, v1〉+· · ·+αn〈vn, v1〉 = α1〈v1, v1〉 = α1|v1|2

Poniewa» v1 jest niezerowy, wi¦c α1 = 0. Podobnie dowodzimy, »e α2 = · · · = αn = 0, co dowodzi
liniowej niezale»no±ci v1, v2, . . . , vn.
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Przykªad 12

W przestrzeni euklidesowej C[0, 2π] z iloczynem skalarnym danym wzorem

〈f, g〉 =
1

π

2π∫
0

f(x)g(x)dx

dane s¡ wektory 1√
2
, cosx, sinx, cos 2x, sin 2x, . . . , cosnx, sinnx. Uzasadnij, »e wektory te

stanowi¡ baz¦ ortonormaln¡ pewnej podprzestrzeni W < C[0, 2π].
Rozwi¡zanie. Rozwa»any iloczyn skalarny ró»ni si¦ od iloczynu rozwa»anego w Przykªadzie 11
jedynie wspóªczynnikiem 1

π . Wobec tego wszystkie iloczyny skalarne w bie»¡cym przykªadzie
b¦d¡ π razy mniejsze od iloczynów skalarnych z Przykªadu 11 (w szczególno±ci wszystkie
dªugo±ci b¦d¡

√
π razy mniejsze. St¡d rozwa»ane wektory s¡ parami ortogonalne i maj¡

dªugo±ci 1. Stanowi¡ wobec tego baz¦ ortonormaln¡ pewnej podprzestrzeni W < C[0, 2π].

Przykªad 13 (Szeregi Fouriera)

W przestrzeni euklidesowej C[0, 2π] z iloczynem skalarnym danym wzorem

〈f, g〉 =
1

π

2π∫
0

f(x)g(x)dx

wyznacz rzut ortogonalny wektora f ∈ C[0, 2π] na podprzestrze«

W = Lin{ 1√
2
, cosx, sinx, cos 2x, sin 2x, . . . , cosnx, sinnx}

Rozwi¡zanie. Zgodnie z poprzednim przykªadem, wektory 1√
2
, cosx, sinx, cos 2x, sin 2x, . . . ,

cosnx, sinnx stanowi¡ baz¦ ortonormaln¡ W . Wówczas dla dowolnego f ∈ C[0, 2π], zgodnie
ze wzorem (4.2):

pW (f)(x) =
a0√

2
+ a1 cosx+ b1 sinx+ · · ·+ an cosnx+ bn sinnx

gdzie

a0 = 〈f, 1√
2
〉 =

1

π

2π∫
0

1√
2
f(x)dx

ak = 〈f, cos kx〉 =
1

π

2π∫
0

f(x) cos kxdx, k = 1, 2, . . . , n

bk = 〈f, sin kx〉 =
1

π

2π∫
0

f(x) sin kxdx, k = 1, 2, . . . , n

Co jest dobrze znanym wzorem z analizy (przybli»eniem funkcji f zwanym szeregiem Fouriera).

Ukªad 1√
2
, cosx, sinx, cos 2x, sin 2x, . . . nie stanowi bazy przestrzeni C[0, 2π], gdy» wymiar

tej przestrzeni jest nieprzeliczalny. Rozwa»ania dotycz¡ce baz przestrzeni niesko«czenie wymia-
rowych wykraczaj¡ jednak poza zakres niniejszego skryptu.
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Fakt 4.19: Ortogonalizacja Grama�Schmidta

Ka»da sko«czenie wymiarowa przestrze« euklidesowa V ma baz¦ ortonormaln¡. Baz¦
tak¡ mo»na wyznaczy¢ wedªug nast¦puj¡cej procedury (zwanej ortogonalizacj¡ Grama�
Schmidta):

1. wyznaczamy dowoln¡ baz¦ (b1, . . . , bn);
2. wyznaczamy baz¦ ortogonaln¡ (b′1, . . . , b

′
n) wedªug nast¦puj¡cego wzoru:

b′1 = b1

b′2 = b2 − pb′1(b2)

b′3 = b3 − pb′1(b3)− pb′2(b3)

. . .

b′n = bn − pb′1(bn)− pb′2(bn)− . . .− pb′n−1
(bn)

czyli (rozwijaj¡c wzór na rzut wektora na wektor):

b′1 = b1

b′2 = b2 −
〈b2,b′1〉
〈b′1,b′1〉

b′1

b′3 = b3 −
〈b3,b′1〉
〈b′1,b′1〉

b′1 −
〈b3,b′2〉
〈b′2,b′2〉

b′2

. . .

b′n = bn −
〈bn,b′1〉
〈b′1,b′1〉

b′1 −
〈bn,b′2〉
〈b′2,b′2〉

b′2 − . . .−
〈bn,b′n−1〉
〈b′n−1,b

′
n−1〉

b′n−1

3. wyznaczamy baz¦ ortonormaln¡ (b′′1, . . . , b
′′
n) wedªug nast¦puj¡cego wzoru:

b′′1 =
b′1
|b′1|

b′′2 =
b′2
|b′2|

. . . b′′n =
b′n
|b′n|

Dowód. Oznaczmy

W1 = Lin{b1}, W2 = Lin{b1, b2}, . . . , Wn = Lin{b1, b2, . . . , bn} = V

Poniewa» wektor b′k jest kombinacj¡ liniow¡ wektorów b′1, . . . , b
′
k−1, bk, wi¦c wybór wektorów

b′1, . . . , b
′
n prowadzi do nowych baz przestrzeni W1, . . . ,Wn:

W1 = Lin{b′1}, W2 = Lin{b′1, b′2}, . . . , Wn = Lin{b′1, b′2, . . . , b′n} = V

Pozostaje sprawdzenie, »e wektory b′1, . . . , b
′
n s¡ parami ortogonalne. Przy pomocy indukcji

wzgl¦dem k dowodzimy, »e b′1, . . . , b
′
k s¡ parami ortogonalne:

1) Dla k = 1 jest to oczywiste.
2) Je±li b′1, . . . , b

′
k s¡ parami ortogonalne, to zgodnie z Faktem 4.17 mamy b′k+1 = bk+1 −

pWk
(bk+1), wi¦c b′k+1 ∈W⊥k , czyli b′k+1 jest ortogonalny do ka»dego z wektorów b′1, . . . , b

′
k.

Przykªad 14

W przestrzeni euklidesowej R4 ze standardowym iloczynem skalarnym dana jest podprzestrze«

W = {
(
x1
x2
x3
x4

)
∈ R4 : x1 + 2x2 + x3 − x4 = 0}. Wyznacz:

a) baz¦ ortogonaln¡ przestrzeni W .

b) baz¦ ortonormaln¡ przestrzeni W .
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Rozwi¡zanie. Zaczynamy od wyznaczenia jakiejkolwiek bazy, np.

b1 =

(
1
0
0
1

)
, b2 =

(
0
1
0
2

)
, b3 =

(
0
0
1
1

)
Zgodnie z metod¡ Grama-Schmidta wyznaczamy:

b′1 = b1 =

(
1
0
0
1

)
b′2 = b2 −

〈b2,b′1〉
〈b′1,b′1〉

b′1 =

(
0
1
0
2

)
− 2

2

(
1
0
0
1

)
=

(−1
1
0
1

)
b′3 = b3 −

〈b3,b′1〉
〈b′1,b′1〉

b′1 −
〈b3,b′2〉
〈b′2,b′2〉

b′2 =

(
0
0
1
1

)
− 1

2

(
1
0
0
1

)
− 1

3

(−1
1
0
1

)
=

− 1
6

− 1
3

1
1
6


Otrzymuj¡c w ten sposób baz¦ ortogonaln¡. Dla wyznaczenia bazy ortonormalnej, normalizu-
jemy otrzymane wektory:

b′′1 =
b′1
|b′1|

=
1√
2

(
1
0
0
1

)
b′′2 =

b′2
|b′2|

=
1√
3

(−1
1
0
1

)
b′′3 =

b′3
|b′3|

=
1√

7
6

− 1
6

− 1
3

1
1
6



Przykªad 15

Wyznacz (a) baz¦ ortogonaln¡, (b) baz¦ ortonormaln¡, przestrzeni euklidesowej R2[x] z ilo-
czynem skalarnym 〈P,Q〉 =

∫ 1
0 P (x)Q(x)dx.

Rozwi¡zanie. Zaczynamy od wyznaczenia jakiejkolwiek bazy, np. b1 = 1, b2 = x, b3 = x2.
Zgodnie z metod¡ Grama-Schmidta wyznaczamy:

b′1 = b1 = 1

b′2 = b2 −
〈b2,b′1〉
〈b′1,b′1〉

b′1 = x−
∫ 1
0 x·1dx∫ 1
0 12dx

· 1 = x− 1
2

b′3 = b3 −
〈b3,b′1〉
〈b′1,b′1〉

b′1 −
〈b3,b′2〉
〈b′2,b′2〉

b′2 = x2 −
∫ 1
0 x

2·1dx∫ 1
0 12dx

· 1−
∫ 1
0 x

2·(x− 1
2

)dx∫ 1
0 (x− 1

2
)2dx

· (x− 1
2) = x2 − x+ 1

6

Otrzymuj¡c w ten sposób baz¦ ortogonaln¡. Dla wyznaczenia bazy ortonormalnej, normalizu-
jemy otrzymane wektory:

b′′1 =
b′1
|b′1|

= 1√∫ 1
0 12dx

· 1 = 1

b′′2 =
b′2
|b′2|

= 1√∫ 1
0 (x− 1

2
)2dx
· (x− 1

2) =
√

3(2x− 1)

b′′3 =
b′3
|b′3|

= 1√∫ 1
0 (x2−x+ 1

6
)2dx
· (x2 − x+ 1

6) =
√

5(6x2 − 6x+ 1)

4.2 Forma kwadratowa

W niniejszym rozdziale zajmiemy si¦ (nietypowo dla algebry liniowej) funkcjami kwadratowymi,
a dokªadnie wielomianami kwadratowymi wielu zmiennych. Zaczniemy od zde�niowania wielo-
mianu wielu zmiennych.
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De�nicja 4.20

(Rzeczywistym) wielomianem zmiennnych x1, . . . , xn nazywamy funkcj¦ P : Rn → R,
gdzie P (x1, . . . , xn) jest kombinacj¡ liniow¡ jednomianów, tzn. funkcji postaci

α · xk11 x
k2
2 · . . . · x

kn
n

gdzie k1, . . . , kn ∈ N oraz α ∈ R. Stopniem wielomianu wielu zmiennych nazywamy
najwy»szy ze stopni tworz¡cych go jednomianów, gdzie stopie« jednomianu to k1+· · ·+kn.

Przykªad 1

Ustal stopnie ka»dego z nast¦puj¡cych wielomianów wielu zmiennych:

P (x, y, z) = −2x3+3x2yz−5x2z3, Q(x, y) = x4+7x3y2−y3, R(x, y, z, t) = 2xyzt−x−y−z

Rozwi¡zanie. Wielomian P ma stopie« 5 (jednomian najwy»szego stopnia to −5x2z3). Wie-
lomian Q ma stopie« 5 (jednomian najwy»szego stopnia to 7x3y2). Wielomian R ma stopie«
4 (jednomian najwy»szego stopnia to 2xyzt).

Przykªad 2

Ogólna posta¢ wielomianu stopnia pierwszego dwóch zmiennych to:

P (x, y) = ax+ by + c, a, b, c ∈ R

Ogólna posta¢ wielomianu stopnia drugiego dwóch zmiennych to:

P (x, y) = ax2 + bxy + cy2 + dx+ ey + f, a, b, c, d, e, f ∈ R

De�nicja 4.21

Wielomian wielu zmiennych nazywamy wielomianem jednorodnym, je±li jest sum¡ wyª¡cz-
nie jednomianów tego samego stopnia.

Przykªad 3

Ogólna posta¢ jednorodnego wielomianu stopnia pierwszego trzech zmiennych to:

P (x, y, z) = ax+ by + cz, a, b, c ∈ R

Ogólna posta¢ jednorodnego wielomianu stopnia drugiego trzech zmiennych to:

P (x, y, z) = ax2 + by2 + cz2 + dxy + eyz + fzx, a, b, c, d, e, f ∈ R

Poni»szy warunek jest uogólnieniem wªasno±ci jednorodno±ci (odnoszonej do przeksztaªce«
liniowych) na wielomiany wy»szych stopni:

Fakt 4.22

Je±li P (x1, . . . , xn) jest wielomianem jednorodnym stopnia k zmiennych x1, . . . , xn, to dla
dowolnej liczby rzeczywistej t zachodzi:

P (tx1, . . . , txn) = tk · P (x1, . . . , xn)

W niniejszym rozdziale b¦dziemy zajmowa¢ si¦ jednorodnymi wielomianami wielu zmiennych
stopnia drugiego. Zauwa»my, »e:
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Fakt 4.23

Je±li P : Rn → R jest jednorodnym wielomianem stopnia drugiego zmiennych x1, . . . , xn,
to jest on postaci:

P (X) = X> ·A ·X

dla pewnej symetrycznej macierzy A. Macierz A jest przy tym wyznaczona jednoznacznie
przez wielomian P .

Dowód. Ogólna posta¢ wielomianu jednorodnego stopnia drugiego to:

P (x1, . . . , xn) =
∑

1≤i,j≤n
aijxixj

który to warunek mo»na zapisa¢ jako:

P (x1, . . . , xn) =
(
x1 . . . xn

)a11 · · · a1n
...

. . .
...

an1 · · · ann


x1

...
xn


przy czym wspóªczynniki aij nie s¡ wyznaczone jednoznacznie przez wielomian P , gdy» wyrazy
aijxixj oraz ajixjxi s¡ nierozró»nialne z uwagi na przemienno±¢ mno»enia liczb rzeczywistych.
Niemniej sumy wspóªczynników aij + aji (dla i 6= j) oraz wspóªczynniki aii s¡ ju» wyznaczone
jednoznacznie. St¡d przy dodatkowym zaªo»eniu, »e macierz A = (aij) jest macierz¡ symetryczn¡
(tzn. aij = aji) macierz ta jest wyznaczona jednoznacznie.

Przykªad 4

Zapisz wielomian P (x, y, z) = 2x2 − 6xy + 8yz + y2 + 3z2 w postaci macierzowej.
Rozwi¡zanie.

P (x, y, z) =
(
x y z

)
·

 2 −3 0
−3 1 4
0 4 3

 ·
xy
z



Powy»sza posta¢ stanowi motywacj¦ do nast¦puj¡cej de�nicji formy kwadratowej na dowolnej
przestrzeni liniowej.

De�nicja 4.24

Form¡ kwadratow¡ na (sko«czenie wymiarowej) przestrzeni liniowej V nazywamy funkcj¦
Q : V → R, która dla pewnej bazy B przestrzeni V ma posta¢:

Q(v) = [v]>B ·A · [v]B

dla pewnej symetrycznej macierzy A ∈Mn×n(R), gdzie n = dimV . Macierz A nazywamy
macierz¡ formy Q w bazie B i oznaczamy mBB(Q) = A.

Powy»sz¡ de�nicj¦ mo»na przeformuªowa¢ w nast¦puj¡cy sposób: forma kwadratowa to jed-
norodny wielomian drugiego stopnia, którego zmiennymi s¡ wspóªrz¦dne w pewnej bazie. Z
tego te» powodu b¦dziemy (dla uproszczenia) posªugiwa¢ si¦ równie» zapisem Q(x1, . . . , xn) dla
oznaczenia Q(x1b1 + · · ·+ xnbn), gdzie B = (b1, . . . , bn) b¦dzie ustalon¡ baz¡ przestrzeni V .
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Przykªad 5

Sprawd¹, »e odwzorowanie Q : R2[x] → R zde�niowane Q(P ) = (P (2))2 jest form¡ kwadra-
tow¡.
Rozwi¡zanie. Przeksztaªcenie Q jest zde�niowane nast¦puj¡co:

Q(ax2 + bx+ c) = (4a+ 2b+ c)2 = 16a2 + 4b2 + c2 + 16ab+ 4bc+ 8ca

czyli jest jednorodnym wielomianem kwadratowym zmiennych a, b, c, które s¡ wspóªrz¦dnymi
w bazie B = (1, x, x2). Inaczej:

Q(ax2 +bx+c) =
(
a b c

)
·

16 8 4
8 4 2
4 2 1

 ·
ab
c

 = [ax2 +bx+c]>B ·

16 8 4
8 4 2
4 2 1

 · [ax2 +bx+c]B

Przykªad 6

Sprawd¹, »e odwzorowanie Q : M2×2(R) → R zde�niowane Q(A) = detA jest form¡ kwadra-
tow¡.
Rozwi¡zanie. Przeksztaªcenie Q jest zde�niowane nast¦puj¡co:

Q(

(
a b
c d

)
) = ad− bc

czyli jest jednorodnym wielomianem kwadratowym zmiennych a, b, c, d które s¡ wspóªrz¦dnymi
w bazie B = (( 1 0

0 0 ) , ( 0 1
0 0 ) , ( 0 0

1 0 ) , ( 0 0
0 1 )). Inaczej:

Q(

(
a b
c d

)
) =


a
b
c
d

 ·
 0 0 0 1

2

0 0 − 1
2

0

0 − 1
2

0 0
1
2

0 0 0

 ·

a
b
c
d

 = [

(
a b
c d

)
]>B ·

 0 0 0 1
2

0 0 − 1
2

0

0 − 1
2

0 0
1
2

0 0 0

 · [(a b
c d

)
]B

Fakt 4.25

Niech B b¦dzie baz¡ (sko«czenie wymiarowej) przestrzeni liniowej V , za± Q : V → R
form¡ kwadratow¡. Wówczas macierz A = mBB(Q) formy Q w bazie B jest jednoznacznie
wyznaczona przez Q.

Dowód. Oznaczmy A = (aij). Wówczas:

Q(bi) = [bi]
>
B ·A · [bi] = ( 0 ... 0 1 0... 0 ) ·A ·


0
...
0
1
0
...
0

 = aii
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co jednoznacznie wyznacza wyrazy na przek¡tnej macierzy A. Ponadto dla i 6= j:

Q(bi + bj) = [bi + bj ]
>
B ·A · [bi + bj ] = ( 0 ... 0 1 0 ... 0 1 0... 0 ) ·A ·



0
...
0
1
0
...
0
1
0
...
0


= aii + ajj + aij + aji

co wobec wcze±niejszego wyznaczenia wyrazów na przek¡tnej macierzy A, jednoznacznie wyzna-
cza sum¦ aij + aji. Dzi¦ki zaªo»eniu o symetryczno±ci macierzy A (które oznacza aij = aji) to
jednoznacznie wyznacza wyrazy aij = aji.

Wygodniejszym sposobem de�niowania formy kwadratowej oraz badania jej macierzy jest
odwoªanie si¦ do poj¦cia formy dwuliniowej.

De�nicja 4.26

Form¡ dwuliniow¡ na przestrzeni liniowej V nazywamy odwzorowanie Φ : V × V → R,
które jest liniowe wzgl¦dem ka»dej wspóªrz¦dnej. Form¦ tak¡ nazywamy symetryczn¡, je±li
Φ(v, w) = Φ(w, v) dla dowolnych v, w ∈ V .

Fakt 4.27

Je±li Φ : V ×V → R jest form¡ dwuliniow¡ na przestrzeni liniowej V , za± B = (b1, . . . , bn)
baz¡ przestrzeni V , to:

Φ(v, w) = [v]>B ·A · [w]B

dla macierzy A = (aij) ∈Mn×n(R), gdzie aij = Φ(bi, bj).

Dowód. Niech B = (b1, . . . , bn). Je±li v = x1b1 + · · ·+xnbn oraz w = y1b1 + · · ·+ynbn, to z uwagi
na dwuliniowo±¢ (liniowo±¢ wzgl¦dem ka»dej wspóªrz¦dnej) otrzymujemy:

Φ(v, w) = Φ(x1b1 + · · ·+ xnbn, y1b1 + · · ·+ ynbn) =
∑

1≤i,j≤n
Φ(bi, bj)xiyj

co, przyjmuj¡c oznaczenia A = (aij), gdzie aij = Φ(bi, bj), mo»na zapisa¢ jako:

Φ(v, w) = [v]>B ·A · [w]B

Wniosek 4.28

Forma dwuliniowa Φ : V × V → R jest symetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy jej macierz
mBB(Φ) jest symetryczna.

Wniosek 4.29

Je±li Φ : V × V → R jest symetryczn¡ form¡ dwuliniow¡ na przestrzeni liniowej V , to
Q : V → R zde�niowane Q(v) = Φ(v, v) jest form¡ kwadratow¡. Form¦ dwuliniow¡ Φ
nazywamy stowarzyszon¡ z form¡ kwadratow¡ Q.
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Symetryczne formy dwuliniowe oraz formy kwadratowe s¡ na tyle mocno zwi¡zane ze sob¡,
»e cz¦sto u»ywamy tego samego oznaczenia na form¦ kwadratow¡ oraz stowarzyszon¡ z ni¡
form¦ kwadratow¡, stosuj¡c równocze±nie zapis Q(v) (w odniesieniu do formy kwadratowej)
oraz Q(v, w) (w odniesieniu do stowarzyszonej z ni¡ formy dwuliniowej).

Przykªad 7

Dana jest przestrze« euklidesowa R2[x], gdzie iloczyn skalarny to 〈P1, P2〉 =
∫ 1

0 P1(x)P2(x)dx.
Sprawd¹, »e odwzorowanie Q : R2[x]→ R zde�niowane Q(P ) = |P |2 jest form¡ kwadratow¡.
Rozwi¡zanie. Odwzorowanie Q : R2[x] × R2[x] → R zde�niowane Q(P1, P2) = 〈P1, P2〉 jest
symetryczn¡ form¡ dwuliniow¡. Wobec tego Q(P ) = 〈P, P 〉 = |P |2 jest stowarzyszon¡ z ni¡
form¡ kwadratow¡.

Przykªad 8

Wyznacz symetrycz¡ form¦ dwuliniow¡ Φ : R2 × R2 → R stowarzyszon¡ z form¡ kwadratow¡
Q : R2 → R zde�niowan¡:

Q(( x1x2 )) = ax2
1 + bx2

2 + cx1x2

Rozwi¡zanie. Forma kwadratowa oraz stowarzyszona z ni¡ symetryczna forma dwuliniowa
maj¡ tak¡ sam¡ macierz. Macierz¡ formy kwadratowej Q jest:(

a c
2

c
2 b

)
Symetryczna forma dwuliniowa stowarzyszona z Q ma tak¡ sam¡ macierz, czyli:

Φ(( x1x2 ) , ( y1y2 )) =
(
x1 x2

)(a c
2

c
2 b

)(
y1

y2

)
= ax1y1 + bx2y2 +

c

2
x1y2 +

c

2
x2y1

Fakt 4.30

Dla dowolnej formy kwadratowej Q : V → R istnieje dokªadnie jedna symetryczna forma
dwuliniowa Φ : V × V → R stowarzyszona z Q, tzn Q(v) = Φ(v, v) dla ka»dego v ∈ V .

Dowód. Niech B = (b1, . . . , bn) b¦dzie baz¡ przestrzeni V . Je±li:

Q(v) = [v]>B ·A · [v]B

dla pewnej symetrycznej macierzy A ∈Mn×n(R), to

Φ(v, w) = [v]>B ·A · [w]B

jest szukan¡ symetryczn¡ form¡ dwuliniow¡.

Fakt 4.31

Niech B i C b¦d¡ bazami przestrzeni liniowej V , za± Q : V → R form¡ dwuliniow¡.
Wówczas:

mCC(Q) = (mCB(id))> ·mBB(Q) ·mCB(id)

Dowód. Zauwa»my, »e:

Q(v) = [v]>B ·mBB(Q) · [v]B = (mCB(id) · [v]C)
> ·mBB(Q) · (mCB(id) · [v]C)
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= ([v]C)
>((mCB(id))>mBB(Q) ·mCB(id) · [v]C

Porówuj¡c ten wzór ze wzorem na macierz formy Q w bazie C:

Q(v) = [v]>C ·mCC(Q) · [v]C

otrzymujemy:
mCC(Q) = (mCB(id))> ·mBB(Q) ·mCB(id)

Twierdzenie 4.32: Diagonalizacja formy kwadratowej metod¡ Lagrange'a

Niech V b¦dzie sko«czenie wymiarow¡ przestrzeni¡ liniow¡, za± Q : V → R form¡ kwa-
dratow¡. Wówczas istnieje taka baza B = (b1, . . . , bn), w której forma Q diagonalizuje si¦,
tzn. mBB(Q) jest macierz¡ diagonaln¡. Innymi sªowy:

Q(x1b1 + · · ·+ xnbn) = α1x
2
1 + · · ·+ αnx

2
n

Zgodnie ze wcze±niejszymy uwagami dotycz¡cymi oznacze«, powy»szy wzór b¦dziemy równie»
zapisywa¢ jako:

Q(x1, . . . , xn) = α1x
2
1 + · · ·+ αnx

2
n

Zamiast formalnego dowodu poka»emy na przykªadzie dziaªanie metody Lagrange'a. Dana
jest forma kwadratowa Q : R3 → R, która w bazie standardowej B ma wzór:

Q(x, y, z) = 2x2 + 3y2 − z2+4xy + 6yz+8zx

Zaczynamy od �zwini¦cia w kwadrat� wszystkich skªadników zawieraj¡cych x:

= 2(x+ y + 2z)2 − 2y2 − 8z2 − 8yz + 3y2 − z2 + 6yz = 2(x+ y + 2z)2 + y2 − 9z2 − 2yz

wprowadzamy now¡ wspóªrz¦dn¡ x′ = x+ y + 2z:

= 2(x′)2 + y2 − z2−2yz

Nast¦pnie powtarzamy t¦ sam¡ procedur¦ ze zmienn¡ y:

= 2(x′)2 + (y − z)2 − z2 − 9z2 = 2(x′)2 + (y′)2 − 10(z′)2

gdzie y′ = y − z oraz z′ = z. W ten sposób znale¹li±my nowe wspóªrz¦dne (x′, y′, z′), w których
forma Q ma posta¢ diagonaln¡. Pozostaje pytanie jak przetªumaczy¢ zamian¦ wspóªrz¦dnych
na zamian¦ bazy. Zauwa»my, »e nowe wspóªrz¦dne mo»na wyrazi¢ przy pomocy starych w
nast¦puj¡cy sposób:

x′ = x+ y + 2z

y′ = y − z
z′ = z

czyli

x′y′
z′

 =

1 1 2
0 1 −1
0 0 1

xy
z


Powy»sz¡ równo±¢ mo»na w nast¦puj¡cy sposób zapisa¢ przy u»yciu baz:

[v]B′ =

1 1 2
0 1 −1
0 0 1

 · [v]B czyli [v]B =

1 1 2
0 1 −1
0 0 1

−1

· [v]B′ =

1 −1 −3
0 1 1
0 0 1

 · [v]B′
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Wektory nowej bazy b′1, b
′
2, b
′
3 maj¡ zatem wspóªrz¦dne:

[b′1]B =

1 −1 −3
0 1 1
0 0 1

 ·
1

0
0

 =

1
0
0

 czyli b′1 = b1

[b′2]B =

1 −1 −3
0 1 1
0 0 1

 ·
0

1
0

 =

−1
1
0

 czyli b′2 = −b1 + b2

[b′3]B =

1 −1 −3
0 1 1
0 0 1

 ·
0

0
1

 =

−3
1
1

 czyli b′1 = −3b1 + b2 + b3

Przedstawion¡ powy»ej metod¦ Lagrange'a mo»na podsumowa¢ jako wielokrotne powtarzanie
nast¦puj¡cego kroku:

(1) Zwijamy w kwadrat wszystkie skªadniki zawieraj¡ce xi, po czym wprowadzamy now¡
wspóªrz¦dn¡ x′i (która wyst¦puje ju» tylko w jednym skªadniku � skªadniku (x′i)

2).
Krok ten powtarzamy dla kolejnych wspóªrz¦dnych a» do momentu, gdy pozb¦dziemy si¦

wszystkich wyrazów mieszanych. Jedynym problemem mo»e by¢ sytuacja, gdy w pewnym mo-
mencie zmienna xi nie wyst¦puje w wyrazie kwadratowym x2

i , natomiast wyst¦puje w wyrazach
mieszanych. W takiej sytuacji wykonujemy drugi krok metody Lagrange'a:

(2) Je±li xi ani xj nie wyst¦puj¡ w wyrazach kwaratowych, natomiast wyst¦puj¡ w wyrazie
mieszanym xixj , wykonujemy podstawienie:{

xi = x′i + x′j
xj = x′i − x′j

czyli

{
x′i = 1

2xi + 1
2xj

x′j = 1
2xi −

1
2xj

St¡d dostajemy xixj = (x′i)
2 − (x′j)

2 i wracamy do kroku (1).
Diagonalizacj¦ formy z u»yciem drugiego kroku pokazuje poni»szy przykªad.

Przykªad 9

Zdiagonalizuj form¦ kwadratow¡Q : R3 → R, która w bazie standardowej ma wzórQ(x, y, z) =
xy + yz i podaj baz¦, w której przyjmuje wyznaczon¡ posta¢ diagonaln¡.
Rozwi¡zanie. Poniewa» krok (1) metody Lagrange'a jest niewykonalny z uwagi na brak skªad-
ników kwadratowych, wykonujemy podstawienie z drugiego kroku, tzn. x = x′+y′, y = x′−y′,
czyli x′ = 1

2x+ 1
2y, y

′ = 1
2x−

1
2y:

Q(x, y, z) = xy + yz = (x′ + y′)(x′ − y′) + (x′ − y′)z = (x′)2 − (y′)2 + x′z − y′z

Nast¦pnie wykonujemy krok (1) metody Lagrange'a, tzn. zwijamy w kwadrat wyrazy zawie-
raj¡ce x′:

= (x′ +
1

2
z)2 − 1

4
z2 − (y′)2 − y′z

wykonujemy podstawienie x′′ = x′ + 1
2z:

= (x′′)2 − 1

4
z2 − (y′)2 − y′z

i ponownie wykonujemy krok (1), podstawiaj¡c y′′ = y′ + 1
2z:

= (x′′)2 − (y′ +
1

2
z)2 = (x′′)2 − (y′′)2

Nowe wspóªrz¦dne mo»na w nast¦puj¡cy sposób wyrazi¢ przy pomocy starych (przyjmujemy
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z′′ = z′ = z):x′′y′′
z′′

 =

1 0 1
2

0 1 1
2

0 0 1

x′y′
z′

 =

1 0 1
2

0 1 1
2

0 0 1

 ·
1

2
1
2 0

1
2 −1

2 0
0 0 1

xy
z

 =

1
2

1
2

1
2

1
2 −1

2
1
2

0 0 1

xy
z


Wobec tego: xy

z

 =

1
2

1
2

1
2

1
2 −1

2
1
2

0 0 1

−1x′′y′′
z′′

 =

1 1 −1
1 −1 0
0 0 1

x′′y′′
z′′


Wobec tego wektory nowej bazy b′′1, b

′′
2, b
′′
3 to:

b′′1 = b1 + b2

b′′2 = b1 − b2
b′′3 = −b1 + b3

De�nicja 4.33

Niech V b¦dzie (sko«czenie wymiarow¡) przestrzeni¡ liniow¡. Form¦ kwadratow¡ Q : V →
R nazywamy:

� dodatnio okre±lon¡, je±li Q(v) > 0 dla ka»dego v 6= 0,
� ujemnie okre±lon¡, je±li Q(v) < 0 dla ka»dego v 6= 0,
� dodatnio póªokre±lon¡, je±li Q(v) ≥ 0 dla ka»dego v,
� ujemnie póªokre±lon¡, je±li Q(v) ≤ 0 dla ka»dego v.

Macierz A ∈Mn×n(R) nazywamymacierz¡ dodatnio/ujemnie okre±lon¡/póªokre±lon¡, je±li
odpowiedni¡ wªasno±¢ ma forma kwadratowa Q : Rn → R, dla której A jest macierz¡ w
bazie standardowej.

Przykªad 10

Sprawd¹ czy forma kwadratowa Q : R2[x] → R zde�niowana Q(P ) = (P (2))2 jest dodatnio
okre±lona.
Rozwi¡zanie. Zauwa»my, »e Φ : R2[x] × R2[x] → R zde�niowane Φ(P1, P2) = P1(2) · P2(2)
jest symetryczn¡ form¡ dwuliniow¡, a zatem Q(P ) = Φ(P, P ) jest form¡ kwadratow¡. Dla
dowolnego P zachodzi Q(P ) ≥ 0, ale warunek Q(P ) = 0 zachodzi dla niektórych niezerowych
wielomianów. Wobec tego forma Q nie jest dodatnio okre±lona, ale jest dodatnio póªokre±lona.
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Fakt 4.34

Niech V b¦dzie (sko«czenie wymiarow¡) przestrzeni¡ liniow¡, za± Q : V → R form¡
kwadratow¡. Je±li B jest tak¡ baz¡, »e:

mBB(Q) =

λ1

. . .
λn


to forma Q jest:

� dodatnio okre±lona ⇐⇒ λ1, . . . , λn > 0,
� ujemnie okre±lona ⇐⇒ λ1, . . . , λn < 0,
� dodatnio póªokre±lona ⇐⇒ λ1, . . . , λn ≥ 0,
� ujemnie póªokre±lona ⇐⇒ λ1, . . . , λn ≤ 0.

Dowód. Niech B = (b1, . . . , bn). Wówczas dla dowolnego wektora v = α1b1 + · · · + αnbn otrzy-
mujemy:

Q(v) = [v]>B ·mBB(Q) · [v]B =
(
α1 . . . αn

)
·

λ1

. . .
λn

 ·
α1

...
αn

 = λ1α
2
1 + · · ·+ λnα

2
n

Forma Q jest dodatnio okre±lona wtedy i tylko wtedy, gdy Q(v) > 0 dla dowolnego niezerowego
wektora v, czyli

λ1α
2
1 + · · ·+ λnα

2
n > 0

dla dowolnych α1, . . . , αn ∈ R, które nie s¡ jednocze±nie równe 0. To jest prawd¡ wtedy i tylko
wtedy, gdy λ1, . . . , λn > 0. Podobnie dowodzimy pozostaªych warunków.

Wygodn¡ metod¡ sprawdzania dodatniej/ujemnej okre±lono±ci macierzy jest kryterium Sy-
lvestera, opieraj¡ce si¦ na wyznaczeniu minorów gªównych macierzy formy (w dowolnie wybranej
bazie).

De�nicja 4.35

Minorem gªównym stopnia k macierzy A nazywamy minor powstaªy przez wybranie pierw-
szych k wierszy i pierwszych k kolumn macierzy A.

Przykªad 11

Wyznacz wszystkie minory gªówne macierzy


1 2 0 3
1 4 9 −1
2 4 3 1
5 7 1 0

.

Rozwi¡zanie. Minory gªówne powy»szej macierzy to:

det
(
1
)

= 1, det

(
1 2
1 4

)
= 2, det

1 2 0
1 4 9
2 4 3

 = 6, det


1 2 0 3
1 4 9 −1
2 4 3 1
5 7 1 0

 = 19
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Fakt 4.36: kryterium Sylvestera

Macierz A ∈Mn×n(R) jest:

1) dodatnio okre±lona ⇐⇒ wszystkie minory gªówne macierzy A s¡ dodatnie,

2) ujemnie okre±lona ⇐⇒ minory gªówne stopni 1, 3, 5, . . . macierzy A s¡ ujemne,
natomiast minory gªówne stopni 2, 4, 6, . . . s¡ dodatnie.

Fakt 4.37

Niech V b¦dzie przestrzeni¡ liniow¡. Wówczas forma kwadratowaQ : V → R jest dodatnio
(ujemnie) okre±lona, je±li jej macierz mBB(Q) w dowolnie wybranej bazie B jest dodatnio
(ujemnie) okre±lona.

Kryterium Sylvestera jest natychmiastowe dla bazy B, w której forma kwadratowa Q si¦
diagonalizuje (tzn. macierz mBB(Q) jest diagonalna). Dowód kryterium dla dowolnej bazy jest
trudniejszy i pominiemy go.

Przykªad 12

Sprawd¹, które z poni»szych macierzy s¡ dodatnio okre±lone, a które s¡ ujemnie okre±lone:1 2 1
2 5 0
1 0 7

 −2 3 0
3 −5 1
0 1 −6

 7 3 2
3 1 0
2 0 1


Rozwi¡zanie. Stosujemy kryterium Sylwestera Dla pierwszej macierzy otrzymujemy:

det(1) = 1 > 0 det

(
1 2
2 5

)
= 1 > 0 det

1 2 1
2 5 0
1 0 7

 = 2 > 0

czyli jest to macierz dodatnio okre±lona.
Dla drugiej macierzy otrzymujemy:

det(−2) = −2 < 0 det

(
−2 3
3 −5

)
= 1 > 0 det

−2 3 0
3 −5 1
0 1 −6

 = −4 < 0

czyli jest to macierz ujemnie okre±lona.
Dla trzeciej macierzy otrzymujemy:

det(7) = 7 < 0 det

(
7 3
3 1

)
= −2 < 0

czyli nie jest to ani macierz dodatnio okre±lona, ani ujemnie okre±lona.
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De�nicja 4.38

Niech V b¦dzie sko«czenie wymiarow¡ przestrzeni¡ liniow¡ oraz n = dimV . Sygnatur¡
formy kwadratowej Q : V → R nazywamy par¦ liczb naturalnych (p, q), gdzie p i q to
odpowiednio liczba dodatnich i ujemnych wyrazów na przek¡tnej macierzy formy mBB(Q)
w takiej bazie B, »e macierz ta jest diagonalna, tzn.

mBB(Q) =

λ1

. . .
λn


gdzie λ1, . . . , λp > 0, λp+1, . . . , λp+q < 0 oraz λp+q+1 = · · · = λn = 0.

Fakt 4.39

Sygnatura formy kwadratowej nie zale»y od wyboru bazy.

Przykªad 13

Wyznacz sygnatur¦ nast¦puj¡cych form kwadratowych:

Q1(x, y, z) = 2x2 + 3y2 − z2 + 4xy + 6yz + 8zx

Q2(x, y, z) = xy + yz

Rozwi¡zanie. W poprzednich przykªadach znale¹li±my bazy w których formy Q1 i Q2 s¡ dia-
gonalne:

Q1(x′, y′, z′) = 2(x′)2 + (y′)2 − 10(z′)2

Q2(x′′, y′′, z′′) = (x′′)2 − (y′′)2

St¡d sygnatura formy Q1 to (2, 1), za± sygnatura formy Q2 to (1, 1).

4.3 Twierdzenie spektralne

De�nicja 4.40

Izometri¡ liniow¡ przestrzeni euklidesowej V nazywamy przeksztaªcenie liniowe F : V →
V , które zachowuje odlegªo±ci, tzn. dla dowolnych u, v ∈ V zachodzi:

d(u, v) = d(F (u), F (v))

Fakt 4.41

Przeksztaªcenie liniowe F : V → V jest izometri¡ wtedy i tylko wtedy, gdy zachowuje
dªugo±ci wektorów, tzn.

|v| = |F (v)|

dla dowolnego wektora v ∈ V .

Dowód. Izometria liniowa (jak ka»de przeksztaªcenie liniowe) speªnia warunek F (0) = 0, wi¦c:

|F (v)| = d(F (v), 0) = d(F (v), F (0)) = d(v, 0) = |v|
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czyli F zachowuje dªugo±ci wektorów.
Z drugiej strony, je±li F jest liniowe i zachowuje dªugo±ci wektorów, to:

d(u, v) = |u− v| = |F (u− v)| = |F (u)− F (v)| = d(F (u), F (v))

czyli jest izometri¡.

Fakt 4.42

Dla dowolnych wektorów u, v ∈ V przestrzeni euklidesowej V zachodzi warunek:

〈u, v〉 = 1
4(|u+ v|2 − |u− v|2)

Dowód. Korzystaj¡c z wªasno±ci iloczynu skalarnego otrzymujemy:

|u+ v|2 − |u− v|2 = 〈u+ v, u+ v〉 − 〈u− v, u− v〉

= (〈u, u〉+ 2〈u, v〉+ 〈v, v〉)− (〈u, u〉 − 2〈u, v〉+ 〈v, v〉) = 4〈u, v〉

Fakt 4.43

Izometria liniowa F : V → V zachowuje iloczyn skalarny oraz zachowuje miary k¡tów.

Dowód. Skoro F zachowuje dªugo±ci wektorów, to zachowuje równie» iloczyn skalarny, gdy»
zgodnie z Faktem 4.42:

〈F (u), F (v)〉 = 1
4(|F (u) + F (v)|2 − |F (u)− F (v)|2)

= 1
4(|F (u+ v)|2 − |F (u− v)|2) = 1

4(|u+ v|2 − |u− v|2) = 〈u, v〉

Skoro F zachowuje dªugo±ci wektorów oraz iloczyn skalarny, to zachowuje równie» miary k¡tów
(w szczególno±ci ortogonalno±¢ wektorów), gdy»:

∠(F (u), F (v)) = arccos
〈F (u), F (v)〉
|F (u)| · |F (v)|

= arccos
〈u, v〉
|u| · |v|

= ∠(u, v)

Przykªad 1

Dana jest przestrze« euklidesowa R4 ze standardowym iloczynem skalarnym. Sprawd¹, czy
przeksztaªcenie liniowe F : R4 → R4 zde�niowane:

F (

(
x
y
z
t

)
) =

(
y
z
t
x

)
jest izometri¡.

Rozwi¡zanie. Dla dowolnego wektora v =

(
x
y
z
t

)
zachodzi:

|v| =
√
x2 + y2 + z2 + t2 = |F (v)|

Wobec tego przeksztaªcenie F zachowuje dªugo±ci wektorów, czyli jest izometri¡.
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Przykªad 2

Dana jest przestrze« euklidesowa R3[x] z iloczynem skalarnym 〈P,Q〉 =
∫ 1

0 P (x)Q(x)dx.
Sprawd¹, czy przeksztaªcenie liniowe F : R3[x]→ R3[x] zde�niowane:

F (ax2 + bx+ c) = bx2 + cx+ a

jest izometri¡.
Rozwi¡zanie. Zauwa»my np. »e dla P (x) = x2 mamy |P | =

∫ 1
0 x

4dx = 1
5 , ale |F (P )| =∫ 1

0 1dx = 1, czyli F nie zachowuje dªugo±ci wektorów. Nie jest zatem izometri¡.

De�nicja 4.44

Macierz¡ izometrii albo macierz¡ ortogonaln¡ nazywamy tak¡ macierz A ∈Mn×n(R), »e
przeksztaªcenie FA : Rn → Rn (przestrzeni Rn ze standardowym iloczynem skalarnym)
jest izometri¡.

Fakt 4.45

Dla dowolnej macierzy kwadratowej A ∈Mn×n(R) nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

1) A jest macierz¡ ortogonaln¡ (macierz¡ izometrii),
2) kolumny macierzy A tworz¡ baz¦ ortonormaln¡ Rn,
3) wiersze macierzy A tworz¡ baz¦ ortonormaln¡ Rn,
4) A jest odwracalna i A−1 = A>.

Dowód. Oznaczmy A1, . . . , An kolumny macierzy A. Zauwa»my, »e warunek (4) mo»na zapisa¢
jako A>A = I. Poniewa» ka»dy wyraz macierzy A>A jest postaci A>i · Aj = 〈Ai, Aj〉, wi¦c
warunek A>A = I jest równowa»ny stwierdzeniu:

〈Ai, Aj〉 =

{
0, gdy i 6= j

1, gdy i = j

czyli (4) ⇐⇒ (2). Analogicznie (przeksztaªcaj¡c warunek (4) do postaci AA> = I) dowodzimy
(4) ⇐⇒ (3).

Pozostaje udowodni¢ (1) ⇐⇒ (4). Je±li macierz A jest macierz¡ izometrii, to zachowuje
dªugo±ci wektorów (Fakt 4.41) i miary k¡tów (Fakt 4.43), czyli jej kolumny (jako obrazy wektorów
bazy standardowej) s¡ dªugo±ci 1 i parami prostopadªe (bo takie warunki speªniaj¡ wektory bazy
standardowej). To dowodzi (1) ⇒ (4). Z drugiej strony, je±li kolumny macierzy A tworz¡ baz¦

ortonormaln¡, to dla ka»dego wektora
(
x1
...
xn

)
zachodzi:

〈A
(
x1
...
xn

)
, A
(
x1
...
xn

)
〉 = 〈x1A1 + · · ·+ xnAn, x1A1 + · · ·+ xnAn〉

=
∑

1≤i,j≤n
xixj〈Ai, Aj〉 =

∑
1≤i≤n

x2
i = 〈

(
x1
...
xn

)
,
(
x1
...
xn

)
〉

czyli A zachowuje dªugo±ci wektorów, a zatem jest macierz¡ izometrii. To dowodzi (4)⇒ (1).
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Przykªad 3

Uzupeªnij nast¦puj¡c¡ macierz do macierzy ortogonalnej:
1
2 −1

2
1
2 a

1
2 −1

2 −1
2 b

1
2

1
2 −1

2 c
1
2

1
2

1
2 d


Rozwi¡zanie. Pierwsze trzy kolumny macierzy maj¡ dªugo±ci 1 oraz s¡ parami ortogonalne.
Macierz b¦dzie zatem ortogonalna, je±li czwarta kolumna b¦dzie miaªa dªugo±¢ 1 i b¦dzie
ortogonalna do ka»dej z trzech pierwszych kolumn. Wobec tego:

1
2a+ 1

2b+ 1
2c+ 1

2d = 0

−1
2a−

1
2b+ 1

2c+ 1
2d = 0

1
2a−

1
2b−

1
2c+ 1

2d = 0

a2 + b2 + c2 + d2 = 1

Rozwi¡zuj¡c powy»szy ukªad równa« dostajemy nast¦puj¡ce rozwi¡zania:
a = 1

2

b = −1
2

c = 1
2

d = −1
2

lub


a = −1

2

b = 1
2

c = −1
2

d = 1
2

Fakt 4.46

Dla dowolnej macierzy A ∈Mn×n(R) oraz dowolnych wektorów u, v ∈ Rn zachodzi:

〈Au, v〉 = 〈u,A>v〉

gdzie 〈·, ·〉 oznacza standardowy iloczyn skalarny w przestrzeni euklidesowej Rn.

Dowód. Zauwa»my, »e standardowy iloczyn skalarny mo»na zapisa¢ w postaci:

〈

x1
...
xn

 ,

y1
...
yn

〉 =
(
x1 · · · xn

)
·

y1
...
yn

 =

x1
...
xn


>

·

y1
...
yn


gdzie mno»enie po prawej stronie oznacza mno»enie macierzy. Wobec tego:

〈Au, v〉 = (Au)> · v = (u> ·A>) · v = u> · (A> · v) = 〈u,A>v〉

Wniosek 4.47

Dla macierzy symetrycznej A ∈Mn×n(R) oraz wektorów u, v ∈ Rn zachodzi:

〈Au, v〉 = 〈u,Av〉

gdzie 〈·, ·〉 oznacza standardowy iloczyn skalarny w przestrzeni euklidesowej Rn.
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Fakt 4.48

Je±li λ i µ s¡ ró»nymi warto±ciami wªasnymi symetrycznej macierzy A ∈ Mn×n(R), za±
v i w s¡ wektorami wªasnymi, odpowiednio dla λ i µ, to v ⊥ w (wzgl¦dem standardowego
iloczynu skalarnego na Rn).

Dowód. Poniewa» v i w s¡ wektorami wªasnymi, wi¦c Av = λv oraz Aw = µw. Z Wniosku 4.47
otrzymujemy:

λ〈v, w〉 = 〈λv,w〉 = 〈Av,w〉 = 〈v,Aw〉 = 〈v, µw〉 = µ〈v, w〉

Poniewa» λ〈v, w〉 = µ〈v, w〉 oraz λ 6= µ, wi¦c 〈v, w〉 = 0, czyli v ⊥ w.

De�nicja 4.49

Zespolon¡ przestrzeni¡ euklidesow¡ nazywamy zespolon¡ przestrze« liniow¡ V z dodatkow¡
operacj¡ zwan¡ zespolonym iloczynem skalarnym, przypisuj¡c¡ (uporz¡dkowanej) parze
wektorów (u, v) liczb¦ 〈u, v〉 ∈ C speªniaj¡c¡ dla dowolnych u, v, w ∈ V oraz dowolnego
t ∈ C nast¦puj¡ce warunki:

1) 〈u, v〉 = 〈v, u〉 (symetryczno±¢)
2a) 〈u+ v, w〉 = 〈u,w〉+ 〈v, w〉

2b) 〈u, v + w〉 = 〈u, v〉+ 〈u,w〉

2c) 〈tu, v〉 = t〈u, v〉
2d) 〈u, tv〉 = t̄〈u, v〉 (póªtoraliniowo±¢)
3) 〈v, v〉 ≥ 0, przy czym 〈v, v〉 = 0 ⇐⇒ v = 0 (dodania okre±lono±¢)

Zwró¢my uwag¦ na sprz¦»enie we wªasno±ci (2d):

〈u, tv〉 = t̄〈u, v〉 (4.3)

które odró»nia de�nicj¦ zespolonego iloczynu skalarnego od rzeczywistego iloczynu skalarnego.
W zwi¡zku z t¡ mody�kacj¡ zespolony iloczyn skalarny nie jest dwuliniowy (bo nie jest jedno-
rodny wzgl¦dem drugiej wspóªrz¦dnej). Poniewa» z czterech warunków dwuliniowo±ci speªnia
on trzy warunki, mówimy czasem, »e jest on póªtoraliniowy. Powodem mody�kacji (4.3) jest
wymóg (3), który ma zapewnia¢, »e dªugo±¢ wektora w zespolonej przestrzeni euklidesowej byªa
(nieujemn¡) liczb¡ rzeczywist¡ (podobnie jak moduª liczby zespolonej). Gdyby warunek (2d)
byª sformuªowany tak jak dla rzeczywistej przestrzeni euklidesowej, mieliby±my dla dowolnego
z ∈ C:

|zv|2 = 〈zv, zv〉 = z2〈v, v〉 = z2 · |v|2

co staªoby w sprzeczno±ci z zaªo»eniem, »e zarówno |v|, jak i |zv| s¡ dodatnimi liczbami rzeczy-
wistymi. Dzi¦ki sprz¦»eniu w warunku (2d) otrzymujemy:

|zv|2 = 〈zv, zv〉 = z · z̄〈v, v〉 = |z|2 · |v|2

co pozostaje w zgodzie z zaªo»eniem, »e |v| i |zv| s¡ dodatnimi liczbami rzeczywistymi.

Przykªad 4

Sprawd¹, »e zde�niowana na przestrzeni Cn funkcja:

〈
(
x1
...
xn

)
,
(
y1
...
yn

)
〉 =

n∑
i=1

xiȳi
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jest zespolonym iloczynem skalarnym.
Rozwi¡zanie. Symetryczno±¢ oraz liniowo±¢ wzgl¦dem pierwszej wspóªrz¦dnej jest oczywista.
Sprawdzimy pozostaªe warunki:

〈
(
x1
...
xn

)
,

(
y1+y′1...
yn+y′n

)
〉 =

n∑
i=1

xi · yi + y′i =

n∑
i=1

xiyi +

n∑
i=1

xiyi = 〈
(
x1
...
xn

)
,
(
y1
...
yn

)
〉+ 〈

(
x1
...
xn

)
,

(
y′1...
y′n

)
〉

〈
(
x1
...
xn

)
,
(
ty1
...
tyn

)
〉 =

n∑
i=1

xityi = t̄ ·
n∑
i=1

xiȳi = t̄ · 〈
(
x1
...
xn

)
,
(
y1
...
yn

)
〉

Dodatnia okre±lono±¢ wynika z faktu, »e z · z̄ = |z|2 jest dodatni¡ liczb¡ rzeczywist¡ dla ka»dej
liczby zespolonej z 6= 0 oraz jest równa zero dla z = 0:

〈
(
x1
...
xn

)
,
(
x1
...
xn

)
〉 =

n∑
i=1

xix̄i =

n∑
i=1

|xi|2

Przykªad 5

Sprawd¹, »e zde�niowana na przestrzeni Cn[x] funkcja:

〈P,Q〉 =

1∫
0

P (x)Q(x)dx

jest zespolonym iloczynem skalarnym.
Rozwi¡zanie. Sprawdzenie warunków (1) i (2) De�nicji 4.49 pozostawiamy czytelnikowi. Spraw-
dzimy warunek dodatniej okre±lono±ci (3):

〈P, P 〉 =

1∫
0

P (x)P (x)dx =

1∫
0

|P (x)|2dx

Powy»sza caªka to caªka z nieujemnej funkcji rzeczywistej, jest wi¦c ona zawsze nieujemn¡
liczb¡ rzeczywist¡, przy czym jest równa 0 wtedy i tylko wtedy, gdy P (x) = 0 dla ka»dego
0 ≤ x ≤ 1. W przypadku wielomianu jest to równowa»ne stwierdzeniu, »e P jest wielomianem
zerowym.

W poprzednich rozdziaªach zauwa»ali±my, »e diagonalizuj¡c macierz A ∈ Mn×n(R), której
wielomian ma nierzeczywiste pierwiastki mo»emy j¡ potraktowa¢ jako macierz A ∈ Mn×n(C),
zamieniaj¡c rzeczywist¡ przestrze« liniow¡ Rn na zespolon¡ przestrze« liniow¡ Cn. Podobne
udogólnienie jest mo»liwe równie» w odniesieniu do przestrzeni euklidesowych. Aby si¦ o tym
przekona¢ wystarczy sprawdzi¢, »e rzeczywisty iloczyn skalarny wektorów u, v ∈ Rn jest taki sam
jak zespolony iloczyn skalarny wektorów u i v traktowanych jako elementy zespolonej przestrzeni
euklidesowej Cn. W tym celu zauwa»amy, »e de�nicja zespolonego iloczynu skalarnego (De�nicja
4.49) poktywa si¦ z de�nicj¡ rzeczywistego iloczynu skalarnego, je±li tylko t ∈ R oraz u, v ∈ Rn.
Jest to prawd¡, gdy» jedyna ró»nica dotyczy warunku (2d), w którym t̄ = t dla liczb rzeczywistych
t ∈ R. Podej±cie take b¦dzie istotne przy dowodzeniu poni»szego twierdzenia.

Copyright © Tomasz Elsner, 2020



4.3. TWIERDZENIE SPEKTRALNE 125

Twierdzenie 4.50: Twierdzenie spektralne (wersja macierzowa)

Je±li A ∈Mn×n(R) jest macierz¡ symetryczn¡, to

A = UDU−1 = UDU>

gdzie D ∈Mn×n(R) jest macierz¡ diagonaln¡, a U ∈Mn×n(R) jest macierz¡ ortogonaln¡.

Dowód. Niech λ ∈ C b¦dzie warto±ci¡ wªasn¡ macierzy A ∈Mn×n(R) (traktowanej jako macierz
o wyrazach zespolonych), za± v ∈ Cn wektorem wªasnym dla λ. Wówczas Av = λv, sk¡d na
mocy Wniosku 4.47 (macierz A jest symetryczn¡ macierz¡ o wyrazach rzeczywistych):

λ〈v, v〉 = 〈λv, v〉 = 〈Av, v〉 = 〈v,Av〉 = 〈v, λv〉 = λ̄〈v, v〉

Poniewa» 〈v, v〉 6= 0 (wektor v jest niezerowy), wi¦c λ = λ̄, czyli λ ∈ R. Oznacza to, »e wszystkie
warto±ci wªasne macierzy A s¡ rzeczywiste, czyli A diagonalizuje si¦ nad R. Zgodnie z Faktem
4.48 baza zªo»ona z wektorów wªasnych A jest baz¡ ortogonaln¡ (w przypadku wielokrotnych
warto±ci wªasnych wymaga to dodatkowego argumentu, który pomijamy). Odpowiednio skaluj¡c
wektory z tej bazy otrzymujemy ortonormaln¡ baz¦ wektorów wªasnych, co doprowadza A do
postaci:

A = UDU−1

gdzie U jest macierz¡ ortogonaln¡ (macierz¡ izometrii). Poniewa» dla macierzy ortogonalnych
U−1 = U>, wi¦c

A = UDU>

Twierdzenie 4.51: Twierdzenie spektralne (wersja przeksztaªceniowa)

Je±li A ∈Mn×n(R) jest macierz¡ symetryczn¡, to przeksztaªcenie FA : Rn → Rn diagona-
lizuje si¦ nad R w pewnej bazie ortonormalnej, tzn. mBB(F ) jest macierz¡ diagonaln¡ dla
pewnej bazy ortonormalnej B.

Dowód. Jest to bezpo±redni wniosek z Twierdzenia 4.50, gdzie elementami bazy B s¡ kolumny
U1, . . . , Un macierzy U .

Przed sformuªowaniem trzeciej wersji twierdzenia spektralnego, musimy przyjrze¢ si¦ mno»e-
niu �pionowych� i �poziomych� wektorów:

Fakt 4.52

Niech u, v ∈ Rn. Wówczas:

1) u> · v = 〈u, v〉 jest liczb¡ rzeczywist¡,

2) u ·v> jest macierz¡ rozmiaru n×n, która to macierz ma rz¡d 1 (o ile u 6= 0 i v 6= 0).

Dowód. Niech u =
(
x1
...
xn

)
oraz v =

(
y1
...
yn

)
. Wówczas:

u> · v =
(
x1 · · · xn

)
·

y1
...
yn

 = x1y1 + · · ·+ xnyn = 〈u, v〉 ∈ R
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u · v> =

x1
...
xn

 · (y1 · · · yn
)

=

x1y1 · · · x1yn
...

. . .
...

xny1 · · · xnyn


Zwró¢my uwag¦, »e w tym ostatnim przypadku ka»da kolumna otrzymanej macierzy jest skalarn¡
krotno±ci¡ wektora u, co oznacza, »e rz¡d tej macierzy to 1 (przy zaªo»eniu u 6= 0 i v 6= 0).

Fakt 4.53

Niech A,B ∈Mn×n(R) oraz A = (A1, . . . , An) i B = (B1, . . . , Bn) b¦d¡ przedstawieniami
macierzy w postaci ci¡gu kolumn (tzn. Ai, Bi ∈ Rn). Wówczas:

A ·B> =
n∑
i=1

Ai ·B>i

Dowód. Oznaczmy przez e1, . . . , en ∈ Rn wektory bazy standardowej Rn. Zauwa»my, »e Ai · e>i
jest macierz¡ n× n, której i-t¡ kolumn¡ jest A, natomiast pozostaªe kolumny s¡ zerowe. Wobec
tego:

A = A1 · e>1 + · · ·+An · e>n =
n∑
i=1

Ai · e>i

Analogicznie:
B = B1 · e>1 + · · ·+Bn · e>n

sk¡d dostajemy:

B> = (B1 · e>1 )> + · · ·+ (Bn · e>n )> = e1 ·B>1 + · · ·+ en ·B>n =
n∑
j=1

ej ·B>j

Wobec tego:

A ·B =

n∑
i=1

Aie
>
i ·

n∑
j=1

ejB
>
j =

∑
1≤i,j≤n

Ai · e>i ej ·B>j

Z uwagi na to, »e e>i ej = 0, gdy i 6= j oraz e>i ei = 1, otrzymujemy:

A ·B =
n∑
i=1

Ai ·B>i

Przykªad 6

Niech A =

(
1 2
3 4

)
i B =

(
5 1
2 6

)
. Zapisz iloczyn AB> w takiej postaci jak w powy»szym

fakcie.
Rozwi¡zanie.

A = (A1, A2), gdzie A1 =

(
1
3

)
, A2 =

(
2
4

)
B = (B1, B2), gdzie B1 =

(
5
2

)
, B2 =

(
1
6

)
Zgodnie z Faktem 3.13:(

1 2
3 4

)
·
(

5 2
1 6

)
= AB> = A1B

>
1 +A2B

>
2 =

(
1
3

)
·
(
5 2

)
+

(
2
4

)
·
(
1 6

)
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Twierdzenie 4.54: Twierdzenie spektralne (trzecia wersja)

Je±li A ∈Mn×n(R) jest macierz¡ symetryczn¡, to:

A = λ1u1u
>
1 + · · ·+ λnunu

>
n

gdzie λ1, . . . , λn to warto±ci wªasne A (z krotno±ciami), za± u1, . . . , un ∈ Rn to odpowia-
daj¡ce im wektory wªasne z pewnej ortonormalnej bazy.

Dowód. Zgodnie z pierwsz¡ wersj¡ Twierdzenia spektralnego (Twierdzenie 4.50) mamy:

A = UDU> = (UD) · U> = (λ1u1, . . . , λnun) · (u1, . . . , un)>

dla D =

(
λ1

. . .
λn

)
oraz U = (u1, . . . , un), gdzie u1, . . . , un ∈ Rn stanowi¡ baz¦ ortonormaln¡.

Wobec tego, zgodnie z Faktem 3.13:

A = λ1u1 · u>1 + · · ·+ λnun · u>n

Twierdzenie 4.55: Diagonalizacja formy kwadratowej w bazie ortonormalnej

Niech V b¦dzie sko«czenie wymiarow¡ przestrzeni¡ euklidesow¡, za± Q : V → R form¡
kwadratow¡. Wówczas istnieje taka ortonormalna baza B = (b1, . . . , bn), w której forma
Q diagonalizuje si¦, tzn. mBB(Q) jest macierz¡ diagonaln¡.

Dowód. Niech C b¦dzie dowoln¡ baz¡ przestrzeniQ. Wówczas macierz A = mCC(Q) jest macierz¡
symetryczn¡. Zgodnie z twierdzeniem spektralnym:

A = UDU−1 czyli D = U−1AU

dla pewnej macierzy ortogonalnej U . Poniewa» U jest ortogonalna, wi¦c U> = U−1, czyli macierz
U>AU jest macierz¡ diagonaln¡. Niech B b¦dzie tak¡ baz¡, »e mBC (id) = U (tzn. kolumny
macierzy U wyznaczaj¡ wspóªrz¦dne nowej bazy B w starej bazie C). Wówczas macierz:

U−1AU = U>AU = (mBC (id))> ·mCC(Q) ·mBC (id) = mBB(Q)

jest macierz¡ diagonaln¡, czyli forma kwadratowa Q diagonalizuje si¦ w bazie ortonormalnej
B.

4.4 Rozkªad SVD

Dotychczas zajmowali±my si¦ przede wszystkim badaniem macierzy kwadratowych, jako »e nasze
gªówne narz¦dzie � diagonalizacja � stosowaªo si¦ jedynie do takich macierzy. Niniejszy rozdziaª
pokazuje jak wykorzysta¢ diagonalizacj¦ oraz twierdzenie spektralne do analizy macierzy prosto-
k¡tnych. Pierwszym krokiem w tym kierunku jest zamiana analizowanej macierzy prostok¡tnej
na pewn¡ macierz kwadratow¡ (najlepiej symetryczn¡), któr¡ umiemy diagonalizowa¢.

Fakt 4.56

Dla dowolnej macierzy A ∈Mm×n(R) macierze AA> ∈Mm×m(R) oraz A>A ∈Mn×n(R)
s¡ macierzami symetrycznymi i wszystkie ich warto±ci wªasne s¡ nieujemne. Co wi¦cej,
niezerowe warto±ci wªasne (uzwzgl¦dniaj¡c krotno±ci) s¡ takie same dla obu tych macierzy.
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W kolejnych rozdziaªach macierz o takich wªasno±ciach (symetryczna o nieujemnych warto-
±ciach wªasnych) b¦dziemy nazywa¢ macierz¡ nieujemnie okre±lon¡.

Dowód. Symeryczno±¢ macierzy wynika z nast¦puj¡cego rachunku:

(AA>)> = (A>)> ·A> = AA>

(A>A)> = A> · (A>)> = A>A

W zwi¡zku z tym, »e macierze AA> i A>A s¡ symetryczne, maj¡ one tylko rzeczywiste warto±ci
wªasne. Niech λ ∈ R b¦dzie warto±ci¡ wªasn¡ AA>, a odpowiadaj¡cy jej (niezerowy) wektor
wªasny to v. Wówczas AA>v = λv i zgodnie z Faktem ?? (przyjmuj¡c u = A>v) dostajemy:

λ|v|2 = λ〈v, v〉 = 〈λv, v〉 = 〈AA>v, v〉 = 〈A>v,A>v〉 = |A>v|2

St¡d

λ =
|A>v|2

|v|2
≥ 0

Podobnie uzasadniamy analogiczn¡ wªasno±¢ dla macierzy A>A.
Niech teraz v b¦dzie wektorem wªasnym macierzy AA> dla warto±ci wªasnej λ > 0. Oznacza

to, »e:
AA>v = λv

Wówczas:
(A>A) ·A>v = A>(AA>)v = A> · λv = λ ·A>v

czyli wektor A>v jest wektorem wªasnym macierzy A>A dla warto±ci wªasnej λ. Wektor A>v
jest wektorem niezerowym, gdy» w przeciwnym razie mieliby±my λv = AA>v = A · 0 = 0,
wbrew zaªo»eniu. Wobec tego λ jest warto±ci¡ wªasn¡ dla A>A. Podobnie pokazujemy, »e
ka»da niezerowa warto±¢ wªasna macierzy A>A jest równie» warto±ci¡ wªasn¡ macierzy AA>.
Sprawdzenie, »e ka»da niezerowa warto±¢ wªasna λ ma tak¡ sam¡ krotno±¢ jako warto±¢ wªasna
A>A, co jako warto±¢ wªasna AA>, pomijamy.

Przykªad 1

Dla ka»dej z podanych macierzy A wylicz macierze AA> oraz A>A, a nast¦pnie wyznacz ich
warto±ci wªasne. (

2 1 3
) (

2 2
−1 2

)  2 −6
4 0
−5 3


Rozwi¡zanie. (a) Dla A =

(
2 1 3

)
mamy AA> =

(
14
)
oraz A>A =

4 2 6
2 1 3
6 3 9

 Jedyn¡

warto±ci¡ wªasn¡ macierzy 1 × 1 jest jej jedyny wyraz, czyli λ1 = 14. W przypadku drugiej
macierzy otrzymujemy λ1 = 14, λ2 = λ3 = 0.

(b) dla A =

(
2 2
−1 2

)
mamy AA> =

(
8 2
2 5

)
oraz A>A =

(
5 2
2 8

)
. Obie macierze maj¡

warto±ci wªasne λ1 = 9 i λ2 = 4.

(c) dla A =

 2 −6
4 0
−5 3

 mamy AA> =

 40 8 −28
8 16 −20
−28 −20 −34

 oraz A>A =

(
45 −27
−27 45

)
.

Pierwsza z macierzy ma warto±ci wªasne λ1 = 72, λ2 = 18 i λ3 = 0, za± druga ma warto±ci
wªasne λ1 = 72, λ2 = 18.
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De�nicja 4.57

Prostok¡tn¡ macierz¡ diagonaln¡ nazywamy tak¡ macierz A = (aij) ∈ Mm×n(R), »e
aij = 0 zawsze gdy i 6= j.

Rozwa»an¡ dotychczas (kwadratow¡) macierz diagonaln¡ b¦dziemy traktowa¢ jako szczególny
przypadek prostok¡tnej macierzy diagonalnej. Inne przykªady prostok¡tnych macierzy diagonal-
nych to: (

2 0 0
0 3 0

) 5 0
0 7
0 0

 1 0 0
0 9 0
0 0 3


Niniejszy rozdziaª po±wi¦cony b¦dzie uogólnieniu Twierdze« 4.50, 4.51 i 4.54 na macierze

prostok¡tne. Prostok¡tna macierz diagonalna b¦dzie w tych uogólnieniach peªniªa tak¡ rol¦, jak
macierz diagonalna w przywoªanych twierdzeniach.

Fakt 4.58

Niech Σ ∈ Mm×n(R) b¦dzie prostok¡tn¡ macierz¡ diagonaln¡, a niezerowe wyrazy na jej
przek¡tnej to λ1, . . . , λk. Wówczas ka»da z macierzy ΣΣ> oraz Σ>Σ jest (kwadratow¡)
macierz¡ diagonaln¡, a niezerowe wyrazy na jej przek¡tnej to λ2

1, . . . , λ
2
k.

Dowód. Wykonuj¡c mno»enie otrzymujemy:

λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · λn
0 0 · · · 0
...

...
...

...
0 0 · · · 0


·


λ1 0 · · · 0 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0 0 · · · 0
...

...
. . .

...
...

...
...

0 0 · · · λn 0 · · · 0

 =



λ2
1

λ2
2

. . .
λ2
n

0
. . .

0


Podobna sytuacja ma miejsce, gdy wymno»ymy czynniki w odwrotnej kolejno±ci.

Poni»sze twierdzenie mo»na traktowa¢ jako uogólnienie twierdzenia spectralnego (Twierdzenie
4.50) na przypadek macierzy prostok¡tnych. Rozkªad SVD to skrót od Singular Value Decom-
position, czyli rozkªad wedªug warto±ci osobliwych.

Twierdzenie 4.59: Rozkªad SVD (wersja macierzowa)

Dla dowolnej macierzy (prostok¡tnej) A ∈Mm×n(R) istnieje rozkªad:

A = UΣV >

gdzie Σ to prostok¡tna macierz diagonalna, za± U ∈ Mm×m(R) i V ∈ Mn×n(R) to (kwa-
dratowe) macierze ortogonalne. Co wi¦cej:

� niezerowe wyrazy na przek¡tnej macierzy Σ to pierwiastki z niezerowych warto±ci
wªasnych macierzy AA> (i równocze±nie A>A),

� kolumny macierzy U to wektory wªasne macierzy AA>,

� kolumny macierzy V to wektory wªasne macierzy A>A.

Niezerowe wyrazy na przek¡tnej macierzy Σ nazywamy warto±ciami osobliwymi.
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Dowód. Szczegóªowa konstrukcja rozkªadu SVD dla zadanej macierzy A (w tym dowód istnienia
takiego rozkªadu) wykracza poza ramy niniejszego skryptu. Poka»emy jedynie wymienione wªa-
sno±ci macierzy U , Σ i V , które pozwalaj¡ wyznaczy¢ macierz Σ oraz kandydatów na macierze
U i V . Szczegóªy wyboru macierzy U i V pominiemy.

Zgodnie z Faktem 4.56 macierze AA> i A>A s¡ symetryczne, maj¡ jednakowe niezerwowe
warto±ci wªasne i wszystkie ich warto±ci wªasne s¡ nieujemne. Niech A = UΣV > b¦dzie roz-
kªadem SVD macierzy A. Macierze U i V s¡ macierzami ortogonalnymi, wi¦c U> = U−1 oraz
V > = V −1, sk¡d:

AA> = (UΣV >)(UΣV >)> = UΣ(V >V )Σ>U> = UDU> = UDU−1 (4.4)

A>A = (UΣV >)>(UΣV >) = V Σ>(U>U)ΣV > = V D′V > = V D′V −1 (4.5)

gdzie (zgodnie z Faktem 4.58) macierze D ∈ Mm×m(R) oraz D′ ∈ Mn×n(R) to (kwadratowe)
macierze diagonalne, których niezerowe wyrazy to kwadraty niezerowych wyrazów macierzy Σ.
Wobec tego (4.4) i (4.5) to diagonalizacje odpowiednio macierzy AA> i A>A, w szczególno±ci:

� niezerowe wyrazy na przek¡tnej macierzy Σ to pierwiastki z niezerowych warto±ci wªasnych
macierzy AA> (i równocze±nie A>A),

� kolumny macierzy U to wektory wªasne macierzy AA>,

� kolumny macierzy V to wektory wªasne macierzy A>A.

Przykªad 2

Dla ka»dej z poni»szych macierzy wyznacz macierz Σ z rozkªadu SVD:

(
2 1 3

) (
2 2
−1 2

)  2 −6
4 0
−5 3


Rozwi¡zanie. Je±li A = UΣV > jest rozkª¡dem SVD, to macierz Σ ma ten sam rozmiar co
macierz A, jest prostok¡tn¡ macierz¡ diagonaln¡, a niezerowe wyrazy na jej przek¡tnej to
pierwiastki z warto±ci wªasnych macierzy AA> (a tym samym macierzy A>A). Wobec tego,
zgodnie z wyliczonymi w Przykªadzie 1 warto±ciami wªasnymi dostajemy:(

2 1 3
)

= U1 ·
(√

14 0 0
)
· V >1(

2 2
−1 2

)
= U2 ·

(
3 0
0 2

)
· V >2 2 −6

4 0
−5 3

 = U3 ·

6
√

2 0

0 3
√

2
0 0

 · V >3

Przykªad 3

Sprawd¹, które z poni»szych rozkªadów to rozkªady SVD zadanych macierzy:

A =

1
3

2
3

2
3

2
3 −2

3
1
3

2
3

1
3 −2

3

 ·
2 0

0 5
0 0

 ·(√2
2

√
2

2√
2

2 −
√

2
2

)>
B =

 0 1 0
−1 0 0

1
2

1
2

1
2

 ·(3 0 0
0 1 0

)
·
(

3
5

4
5

−4
5

3
5

)>
Rozwi¡zanie. W ka»dym z podanych rozkªadów mno»enie macierzy jest wykonalne. Ponadto

Copyright © Tomasz Elsner, 2020



4.4. ROZK�AD SVD 131

±rodkowa macierzy (potencjalna macierz Σ) jest prostok¡tn¡ macierz¡ diagonaln¡ o nieujem-
nych wyrazach, a skrajne macierze (potencjalne U i V >) s¡ macierzami kwadratowymi. Po-
zostaje do sprawdzenia, czy skrajne macierze s¡ macierzami ortogonalnymi, tzn. maj¡ ko-
lumny/wiersze parami prostopadªe i dªugo±ci 1. Jest to prawd¡ w odniesieniu do rozkªadu
macierzy A (zatem jest to rozkªad SVD), natomiast nie jest to prawd¡ w odniesieniu do roz-
kªadu macierzy B (zatem nie jest to rozkªad SVD).

Poni»sze twierdzenie jest drug¡ wersj¡ Twierdzenia 4.59, uogólniaj¡c¡ Twierdzenie 4.51.

Twierdzenie 4.60: Rozkªad SVD (wersja przeksztaªceniowa)

Dla dowolnego przeksztaªcenia liniowego F : Rm → Rn istniej¡ bazy ortonormalne B prze-
strzeni Rm oraz C przestrzeni Rn takie, »e mCB(F ) jest prostok¡tn¡ macierz¡ diagonaln¡.

Dowód. Niech A = mEE ′(F ) b¦dzie macierz¡ przeksztaªcenia F w bazach standardowych E prze-
strzeni Rm i E ′ przestrzeni Rn. Zgodnie z Twierdzeniem 4.59 A = UΣV >. Niech B b¦dzie baz¡
Rm zªo»on¡ z kolumn macierzy U , za± C � baz¡ Rn zªo»on¡ z kolumn macierzy V . Wówczas:

mCE ′(id) = U oraz mBE (id) = V

Zgodnie z Faktem ??:

mBC (F ) = mE
′
C (id)mEE ′(F )mBE (id) = U−1 · UΣV > · V = Σ · V −1V = Σ

co oznacza, »e mBC (F ) jest prostok¡tn¡ macierz¡ diagonaln¡.

Fakty 4.52(2) oraz 4.53 mo»na uogólni¢ na macierze prostok¡tne. Dowody tych uogólnie«
jest analogiczny do dowodów tamtych faktów, dlatego je pominiemy:

Fakt 4.61

Niech u ∈ Rm oraz v ∈ Rn. Wówczas u ·v> jest macierz¡ rozmiaru m×n, która to macierz
ma rz¡d 1 (o ile u 6= 0 i v 6= 0).

Fakt 4.62

Niech A ∈ Mm×k oraz B ∈ Mn×k(R) oraz A = (A1, . . . , Ak) i B = (B1, . . . , Bk) b¦d¡
przedstawieniami macierzy w postaci ci¡gu kolumn (tzn. Ai ∈ Rm oraz Bi ∈ Rn). Wów-
czas:

A ·B> =

n∑
i=1

Ai ·B>i

Twierdzenie 4.63: Rozkªad SVD (trzecia wersja)

Dana jest macierz A ∈ Mm×n(R). Niech λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λk > 0 b¦d¡ wszystkimi
niezerowymi warto±ciami wªasnymi AA> (i równocze±nie A>A). Wówczas:

A =
√
λ1u1v

>
1 + · · ·+

√
λkukv

>
k

gdzie u1, . . . , uk oraz v1, . . . , vk s¡ parami prostopadªymi wektorami wªasnymi dªugo±ci 1
macierzy AA> i A>A odpowiadaj¡cymi, odpowiednio, warto±ciom wªasnym λ1, . . . , λk.
Warto±ci

√
λ1, . . . ,

√
λk to (uporz¡dkowane malej¡co) warto±ci osobliwe macierzy A.
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Dowód. Niech A = UΣV > b¦dzie rozkªadem SVD macierzy A. Oznaczmy przez u1, . . . , um
kolumny macierzy U (tzn. U = (u1, . . . , um)), za± przez v1, . . . , vn � kolumny macierzy V (tzn.
V = (v1, . . . , vn)). Wówczas:

UΣ = (
√
λ1u1, . . . ,

√
λkuk, 0, . . . , 0)

a zgodnie z Faktem 4.62 dostajemy:

A = UΣ · V > = (
√
λ1u1, . . . ,

√
λkuk, 0, . . . , 0) · (v1, . . . , vk, . . . , vn)

=
√
λ1u1v

>
1 + · · ·+

√
λkukv

>
k + 0 + · · ·+ 0

Fakt 4.61 mo»na w nast¦puj¡cy sposób uogólni¢:

Fakt 4.64

Je±li u1, . . . , uk ∈ Rm oraz v1, . . . , vk ∈ Rn s¡ dowolnymi wektorami, to:

P = u1v
>
1 + · · ·+ ukv

>
k ∈Mm×n(R)

jest macierz¡ rz¦du co najwy»ej k.

Dowód. Ka»da kolumna macierzy uiv>i jest krotno±ci¡ wektora ui. Wobec tego je±li:

P = u1v
>
1 + · · ·+ ukv

>
k

to ka»da kolumna P jest kombinacj¡ liniow¡ wektorów u1, . . . , uk. Zatem ka»da kolumna macierzy
P jest elementem k-wymiarowej przestrzeni Lin{u1, . . . , uk}, czyli rankP ≤ k.

Powy»szy fakt cz¦±ciowo tªumaczy nast¦puj¡ce twierdzenie (które pozostawimy bez dowodu):

Twierdzenie 4.65: Eckarta�Younga o aproksymacji macierza niskiego rzedu

Dana jest macierz A ∈ Mm×n(R). Niech λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λk > 0 b¦d¡ wszystkimi
niezerowymi warto±ciami wªasnymi AA> (i równocze±nie A>A). Wówczas najlepszym
przybli»eniem macierzy A macierz¡ rz¦du k jest:

A ≈
√
λ1u1v

>
1 + · · ·+

√
λrurv

>
r

gdzie u1, . . . , ur oraz v1, . . . , vr s¡ parami prostopadªymi wektorami wªasnymi dªugo±ci 1
macierzy AA> i A>A odpowiadaj¡cymi, odpowiednio, warto±ciom wªasnym λ1, . . . , λr.
Warto±ci

√
λ1, . . . ,

√
λr to (uporz¡dkowane malej¡co) najwi¦ksze spo±ród warto±ci osobli-

wych macierzy A

Przykªad 4

Dany jest rozkªad SVD macierzy A =


10 8 5
−6 −12 −3
−2 −4 −13
−2 8 11

:

A =


1
2

1
2

1
2

1
2

−1
2 −1

2
1
2

1
2

−1
2

1
2 −1

2
1
2

1
2 −1

2 −1
2

1
2

 ·


24 0 0
0 12 0
0 0 6
0 0 0

 ·
1

3
2
3

2
3

2
3

1
3 −2

3
2
3 −2

3
1
3

>
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4.4. ROZK�AD SVD 133

Znajd¹ najlepsze przybli»enie A macierz¡ rz¦du 2.
Rozwi¡zanie. Powy»szy rozkªad SVD mo»na zapisa¢ w postaci:

A = 24


1
2

− 1
2

− 1
2

1
2

 ·( 1
3
2
3
2
3

)>
+ 12


1
2

− 1
2

1
2

− 1
2

 ·( 2
3
1
3

− 2
3

)>
6


1
2
1
2

− 1
2

− 1
2

 ·( 2
3

− 2
3

1
3

)>

Zgodnie z Faktem ?? otrzymujemy przybli»enie macierz¡ rz¦du 2:

A ≈ 24


1
2

− 1
2

− 1
2

1
2

 ·( 1
3
2
3
2
3

)>
+ 12


1
2

− 1
2

1
2

− 1
2

 ·( 2
3
1
3

− 2
3

)>
=


8 10 4
−8 −10 −4
0 −6 −12
0 6 12


Zauwa»my, »e »aden wyraz otrzymanego przybli»enia nie ró»ni si¦ o wi¦cej ni» 2 od oryginalnej
macierzy A.

Drugim zastosowaniem rozkªadu SVD jest nast¦puj¡cy problem: szukamy takiego wektora,
który jest najbardziej wydªu»any przez przeksztaªcenie FA : Rn → Rm zadane macierz¡ A ∈
Mm×n(R), tzn. szukamy niezerowego wektora v ∈ Rn, dla którego |Av||v| jest najwi¦ksze. Za-
uwa»my, »e wspóªczynnik ten jest jednakowy dla wspóªliniowych wektorów, gdy»:

|A(tv)|
|tv|

=
|t ·Av|
|t · v|

=
|t| · |Av|
|t| · |v|

=
|Av|
|v|

wobec czego tak naprawd¦ szukamy kierunku, w którym wektory wydªu»ane s¡ najbardziej.
Odpowied¹ na to pytanie daje nast¦puj¡cy fakt:

Fakt 4.66

Dana jest macierz A ∈ Mm×n(R). Je±li A = UΣV > jest rozkªadem SVD macierzy A,
to iloraz |Av||v| osi¡ga maksimum dla wektorów wspóªliniowych z wektorem v1 ∈ Rn (tzn.
wektory równolegªe do v1 to wektory najbardziej wydªu»ane przez przeksztaªcenie FA :
Rn → Rm). Co wi¦cej, owo maksimum jest równe najwi¦kszej spo±ród warto±ci osobliwych
macierzy A.

Przykªad 5

Znajd¹ wektor najbardziej wydªu»any przez przeksztaªcenie FA : R3 → R4, gdzie macierz A
jest macierz¡ z Przykªadu 4.
Rozwi¡zanie. Wykorzystuj¡c rozkªad SVD z Przykªadu 4 otrzymujemy, »e szukanym wekto-

rem jest ka»dy wektor równolegªy do v1 =

( 1
3
2
3
2
3

)
(tzn. do wektora macierzy V odpowiadaj¡cy

najwi¦kszej z warto±ci osobliwych), czyli tym samym ka»dy wektor równolegªy do
(

1
2
2

)
. Za-

uwa»my, »e zgodnie z Faktem 4.66:

|A ·
(

1
2
2

)
| = |

(
36
−36
−36
36

)
| = 72 = 24 · |

(
1
2
2

)
|

czyli znaleziony wektor jest wydªu»any przez przez przeksztaªcenie FA dokªadnie 24 razy (gdzie
24 to najwi¦ksza z warto±ci osobliwych macierzy A).

Jako ostatnie zastosowanie SVD w niniejszym skrypcie przedstawimy przybli»one rozwi¡zy-
wanie liniowych ukªadów równa«. Rozwa»my nast¦puj¡cy przykªad: odbiornik GPS próbuje
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wyznaczy¢ swoje poªo»enie w oparciu o sygnaª z satelitów. W pewnym uproszczeniu dziaªa on

w ten sposób, »e znaj¡c poªo»enie
( ai
bi
ci

)
∈ R3 i-tego satelity (i = 1, . . . , n) oraz wyznaczaj¡c (w

oparciu o sygnaª z satelity) odlegªo±¢ di od i-tego satelity, wyznacza swoje poªo»enie
(
x
y
z

)
∈ R3

rozwi¡zuj¡c nast¦puj¡cy ukªad równa«:


(x− a1)2 + (y − b1)2 + (z − c1)2 = d2

1

(x− a2)2 + (y − b2)2 + (z − c2)2 = d2
2

. . .

(x− an)2 + (y − bn)2 + (z − cn)2 = d2
n

Jest to ukªad równa« kwadratowych, ale odejmuj¡c stronami pierwsze równanie od ka»dego z
pozostaªych otrzymujemy ukªad:


(x− a1)2 + (y − b1)2 + (z − c1)2 = d2

1

2(a1 − a2)x+ 2(b1 − b2)y + 2(c1 − c2)z = (d2
2 − a2

2 − b22 − c2
2)− (d2

1 − a2
1 − b21 − c2

1)

. . .

2(a1 − an)x+ 2(b1 − bn)y + 2(c1 − cn)z = (d2
n − a2

n − b2n − c2
n)− (d2

1 − a2
1 − b21 − c2

1)

Pomi«my chwilowo pierwsze równanie i skupmy si¦ na pozostaªym ukªadzie (n− 1) równa«
z 3 niewiadomymi. Zauwa»my, »e o ile dla n − 1 = 3 nasz ukªad (najprawdopodobniej) ma
jednoznaczne rozwi¡zanie, natomiast dla n − 1 > 3 z du»ym prawdopodobie«stwem jest to
ukªad sprzeczny (problemem s¡ niedokªadno±ci pomiarów). Mogliby±my pomin¡¢ �nadmiarowe�
równania, ale oznaczaªoby to pozbycie si¦ cz¦±ci zebranych informacji (podczas gdy oczekujemy,
»e poªo»enie wyznaczone w oparciu o sygnaª z wi¦kszej liczby satelitów b¦dzie dokªadniejsze).
Problem sprowadza si¦ do rozwi¡zania ukªadu równa« liniowych:


a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1

. . .

am1x1 + · · ·+ amnxn = bm

czyli AX = b

w sytuacji, gdy m > n (równa« jest wi¦cej ni» niewiadomych), a równania s¡ prawdziwe �z
pewn¡ dokªadno±ci¡� (co jest typow¡ sytuacj¡ w praktyce). Wobec �przybli»onej� prawdziwo±ci

równa« nie szukamy zmiennych X =
(
x1
...
xn

)
speªniaj¡cych badany ukªad (z uwagi na du»¡ liczb¦

równa« ukªad najpewniej jest sprzeczny), tylko zmiennych �najlepiej pasuj¡cych� do tego ukªadu.
Formalizuj¡c: zamiast szuka¢ X speªniaj¡cego ukªad:

AX − b = 0

szukamy X, dla którego dªugo±¢ |AX − b| jest najmniejsza.
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Fakt 4.67

Dana jest macierz A ∈Mm×n(R) oraz wektor b ∈ Rm. Niech

A = UΣV >, gdzie Σ =



σ1

. . .
σk

0
. . .

0


Wówczas wektor X ∈ Rn, dla którego dªugo±¢ |AX−b| jest najmniejsza, to wektor postaci

X = V Σ+U> · b, gdzie Σ+ =



σ−1
1

. . .
σ−1
k

0
. . .

0


Macier A+ = V Σ+U> nazywamy pseudo-odwrotno±ci¡ macierzy A.

Macierz Σ+ nazywamy pseudo-odwrotno±ci¡ macierzy Σ. Zauwa»my, »e je±li Σ jest odwra-
caln¡ macierz¡ kwadratow¡ (tzn. macierza kwadratow¡ o niezerowych wyrazach na przek¡tnej),
to Σ+ = Σ−1. Zauwa»my równie», »e w przypadku, gdy Σ jest odwracalna, rozwi¡zanie podane
w powy»szym fakcie to:

X = V Σ−1U> · b = V Σ−1U−1 · b = (UΣV −1)−1 · b = (UΣV >)−1 · b = A−1b

co jest rozwi¡zaniem równania AX = b.

Przykªad 6

Traktuj¡c ukªad równa«: 
10x+ 8y + 5z = 9

−6x− 12y − 3z = 0

−2x− 4y − 13z = 0

−2x+ 8y + 11z = −6

jako przybli»ony ukªad równa«, znajd¹ �najlepiej pasuj¡ce� rozwi¡zanie
(
x
y
z

)
.

Rozwi¡zanie. Zauwa»my, »e ukªad jest sprzeczny. Ukªad zªo»ony z pierwszych trzech równa«
ma jedno rozwi¡zanie: x = 1.5, y = −0.75, z = 0, ale rozwi¡zanie to nie speªnia czwartego
równania.

Aby znale¹¢ �najlepiej pasuj¡ce� rozwi¡zanie, wyznaczamy rozkªad SVD macierzy A:

A =


1
2

1
2

1
2

1
2

−1
2 −1

2
1
2

1
2

−1
2

1
2 −1

2
1
2

1
2 −1

2 −1
2

1
2

 ·


24 0 0
0 12 0
0 0 6
0 0 0

 ·
1

3
2
3

2
3

2
3

1
3 −2

3
2
3 −2

3
1
3

>
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oraz pseudo-odwrotno±¢ macierzy A:

A+ =

1
3

2
3

2
3

2
3

1
3 −2

3
2
3 −2

3
1
3

·
 1

24 0 0 0
0 1

12 0 0
0 0 1

6 0

·


1
2

1
2

1
2

1
2

−1
2 −1

2
1
2

1
2

−1
2

1
2 −1

2
1
2

1
2 −1

2 −1
2

1
2


>

=
1

144

13 3 −5 −11
−4 −12 8 8
2 6 −10 2


St¡d otrzymujemy:

X = A+b = A+ ·


9
0
0
18

 ≈
 1.271
−0.583
0.042


Zauwa»my, »e dla x = 1.271, y = −0.583, z = 0.042 otrzymujemy:

10x+ 8y + 5z = 8.25

−6x− 12y − 3z = −0.75

−2x− 4y − 13z = −0.75

−2x+ 8y + 11z = −6.75
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