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Rozdzial 1

Przestrzenie 1 przeksztalcenia

1.1 Przestrzen liniowa

Przestrzen liniowa (inaczej: przestrzen wektorowa) to dowolny zbior obiektow, ktore bedziemy
nazywac elementamsi przestrzeni liniowej lub wektorami (nawet jesli nie beda miaty nic wspolnego
z wektorami na plaszczyznie lub w przestrzeni), wyposazony w dwa dzialania: dodawanie i
mnozenie przez skalar (tj. liczbe rzeczywista), ktore to dzialania maja podobne wlasnosci jak
dodawanie 1 mnozenie liczb rzeczywistych. Precyzyjnie;j:

Definicja 1.1

Przestrzenig liniowg (nad R) nazywamy zbioér V' z dwoma dzialaniami:

o dodawaniem elementoéw V,
e mnozeniem elementéw V' przez skalar (liczbe rzeczywista),

oraz wyr6znionym elementem 0 (elementem neutralnym dodawania) i przypisaniem kaz-
demu elementowi v € V elementu —v € V (element przeciwny) tak, ze dla dowolnych
u,v,w € V oraz s,t € R zachodza nastepujace warunki:

l.u+v=v+u (4 jest przemienne)
2. (u+v)+w=u+ (v+w) (+ jest taczne)
3.0+v=v+0=v (0 jest elementem neutralnym +)
4. v+ (—v)=(-v)+v=0 (—v jest elementem przeciwnym do v)
5. (s+t)-u=s-u+t-u (- jest rozdzielne wzgledem dodawania skalarow)
6. t-(ut+v)=t-u+t-v (- jest rozdzielne wzgledem dodawania wektorow)
7.1 v=v
Przyktlad 1

Przestrzeri R? z dodawaniem wektoréw i mnozeniem wektorow przez skalar jest przestrzenia
liniowa. Elementem neutralnym dodawania jest (J), a elementem przeciwnym do (j) jest

element (:Z) Podobnie pokazujemy strukture przestrzeni liniowej na R3.

Przyktad 2

Przestrzenn R™ uktadéw n liczb rzeczywistych (;61) wraz z dodawaniem i mnozeniem przez
skalar okreslonymi nastepujaco:
T Y1 1+ Y1 T Q- T

In Yn Tn + Yn In Q- Tp
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.. 0 . -
to przestrzen liniowa. Element 0 to <.0‘ ), a element przeciwny do <zl ) to ( o )

—ZIn

Przyktad 3

Przestrzen M, xn(R) macierzy rozmiaru m X n o wyrazach rzeczywistych (bedziemy uzy-

waé tez oznaczenia M, x,) wraz z dodawaniem macierzy i mnozeniem macierzy przez skalar
0.0

jest przestrzenig liniowa. Elementem 0 jest macierz <: : :>, a elementem przeciwnym do

0.0
ail -+ Qin —ail -+ —0ln
( . )jest o : .
am1 ** Amn _dml

—Aamn

Przyklad 4

Przestrzen wielomianow R,,[z] stopnia co najwyzej n o wspolezynnikach rzeczywistych z dzia-
taniami dodawania wielomianéw i mnozenia wielomianoéw przez skalar oraz przestrzen R[z]
wszystkich wielomiandéw o wspoétczynnikach rzeczywistych. Elementem 0 jest wielomian ze-
rowy (tzn. wielomian o wszystkich wspoétczynnikach rownych zero), a elementem przeciwnym

do wielomianu ayz® + - - 4+ a1z + ag jest wielomian —apxk — - — a1z — ag.

Przyklad 5

Przestrzen funkcji ciaglych C(R) o dziedzinie R z dzialaniem dodawania funkcji i mnozenia
funkcji przez skalar:

(f+9)@) = fl@)+9(x) (- f)z) =a-f(z)

Elementem 0 jest funkcja zerowa, tj. funkcja f taka, ze f(x) = 0 dla kazdego = € R. Elemen-
tem przeciwnym do funkcji f jest funkcja — f, gdzie (—f)(z) = —f(x). Podobnie definiujemy:

e przestrzen C(R) funkeji rézniczkowalnych o ciagtej pochodnej,
e przestrzen C?(R) funkcji dwukrotnie rézniczkowalnych o ciagtej drugiej pochodnej,

e przestrzern C°°(R) funkcji rozniczkowalnych dowolna liczbe razy.

Przyktad 6

Przestrzeri wszystkich ciagéw o wyrazach rzeczywistych z dodawaniem ciagbéw i mnozeniem
ciagoéw przez skalar. Podobnie:

e przestrzen £ wszystkich ciagdéw ograniczonych o wyrazach rzeczywistych,
e przestrzen ¢ wszystkich ciggow zbieznych (o wyrazach rzeczywistych),

e przestrzen ¢y wszystkich ciagéw zbieznych do 0 (o wyrazach rzeczywistych).

Przyktad 7

Zbior C mozna traktowaé jako przestrzen liniowa (nad liczbami rzeczywistymi).
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Definicja 1.2

Podprzestrzenig W przestrzeni liniowej V' (ozn. W < V) nazywamy taki niepusty pod-
zbior W C V, ktory jest:

[@x

1) zamkniety na dodawanie, tzn. dla dowolnych u,v € W zachodzi u 4+ v € W oraz

2) zamkniety na mnozenie przez skalar, tzn. dla dowolnych u € W, t € R zachodzi
tuec W.

Podprzestrzen przestrzeni liniowej sama rowniez jest przestrzenia liniowa (z dzialaniami
zdefiniowanymi tak samo jak dla V).

Fakt 1.3

Podprzestrzen W < V zawsze zawiera element 0.

Dowdéd. Wezmy dowolny wektor v € W (z definicji W jest niepusty) oraz skalar 0 € R. Zgodnie
z definicja podprzestrzeni element 0-v =0 ¢€ W. O

Przyklad 8

Kompletna lista podprzestrzeni R? to:
(a) zbiér jednoelementowy {0}, (b) dowolna prosta przechodzaca przez 0, (c) cale R2.

Przyktad 9

Kompletna lista podprzestrzeni R? to:
(a) zbiér jednoelementowy {0}, (b) dowolna prosta przechodzaca przez 0, (¢) dowolna plasz-
czyzna przechodzaca przez 0, (d) cate R3.

Przyklad 10

Dla dowolnego n zachodzi: R,[z] < Rlz]. Podobnie R,,[z] < R,[z], o ile m < n. Natomiast
zbior wielomianow stopnia doktadnie n nie jest podprzestrzenia Ry, [x].

Przyktlad 11
Dla dowolnej przestrzeni liniowej V' zachodzi {0} <V oraz V < V.

Przyktlad 12
Kazdy z nastepujacych podzbioréw zbioru M35 jest podprzestrzenia:

e zbiér macierzy diagonalnych rozmiaru 3 x 3,
e zbiér macierzy symetrycznych rozmiaru 3 x 3,
e zbiér macierzy gérnotrojkatnych rozmiaru 3 x 3,
natomiast zaden z ponizszych podzbioréow nie jest podprzestrzenia Msys:
e zbiér macierzy odwracalnych rozmiaru 3 x 3,

e 7biér macierzy o wyrazach 01 1.
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6 ROZDZIAL 1. PRZESTRZENIE I PRZEKSZTALCENIA

Przyktad 13
Kazdy z nastepujacych podzbiorow zbioru C(R) jest podprzestrzenia:

e CYR), C%(R), ..., C=(R),
e zbidér ograniczonych funkcji ciaglych,
e zbior funkcji ciagltych majacych granice 0 w £oo.
natomiast zaden z ponizszych podzbioréw nie jest podprzestrzenia:
e zbidr nieograniczonych funkcji ciagtych,

e zbioér funkcji ciagltych majacych granice 1 w £oo.

Przyklad 14
Kazdy z nastepujacych podzbiorow zbioru wszystkich ciagéw jest podprzestrzenia:

e zbibér /> ciggdéw ograniczonych,
e zbibr ¢ ciagbébw zbieznych,
e zbibr ¢y ciggoéw zbieznych do 0.
natomiast zaden z ponizszych podzbioréw nie jest podprzestrzenia:
e zbidr ciagéw rozbieznych,

e zbidr ciagdéw zbieznych do 1.

Intuicyjnie, wymiarem przestrzeni liniowej nazywamy liczbe parametréw potrzebnych do opi-
sania elementu tej przestrzeni, np.

e do opisania elementu R3 potrzeba 3 parametréow (wspotrzednych),

e do opisania elementu Msy3 potrzeba 9 elementow (wyrazoéw macierzy),

e do opisania elementu Rj[x] potrzeba 6 parametrow (wspotczynnikow wielomianu),

e do opisania elementu C potrzeba 2 parametrow rzeczywistych (czes¢ rzeczywista i urojona).

Formalna definicja wymiaru wymaga wprowadzenia pojecia bazy.

Definicja 1.4

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa. Kombinacjg liniowg wektoréw vi,...,v, € V ze
wspolczynnikami aq, ..., oy € R nazywamy wektor:

Q1U1 + -+ QpUy

Bazg przestrzeni liniowej nazywamy taki skoriczony ciag wektoréw by, ..., b, € V, ze kazdy
wektor v € V' przedstawia sie jednoznacznie w postaci kombinacji liniowe;j:

v=o1b1 + - + a,b,

lub taki nieskoriczony zbiér wektorow B C V, ze kazdy wektor v € V przedstawia sie
jednoznacznie w postaci kombinacji liniowej skoniczonej liczby elementow z B.

W niniejszym skrypcie bedziemy wykorzystywa¢ pojecie bazy wylacznie w odniesieniu do
przestrzeni skoniczenie wymiarowych (tzn. posiadajacych skonczona baze).

Copyright © Tomasz Elsner, 2020



1.1. PRZESTRZEN LINIOWA 7

Definicja wymiaru wymaga nastepujacego twierdzenia, ktére pozostawiamy bez dowodu:

Twierdzenie 1.5

Kazda przestrzen liniowa ma baze. Ponadto wszystkie bazy ustalonej przestrzeni liniowej
sa rownoliczne.

Definicja 1.6

Wymiarem przestrzeni liniowej V' (ozn. dim V') nazywamy liczbe elementow bazy V.

W $wietle Twierdzenia 1.5 powyzsza definicja ma sens, gdyz pomimo iz przestrzen liniowa
ma bardzo wiele roznych baz, to wszystkie one maja taka sama liczbe elementéw.

Przyklad 15

Standardowa baza R® nazywamy uktad wektoréw (< é ) , ( g ) , ( §>> . Ogolnie: baza R3 bedzie
dowolny ukltad wektorow (b1, be, b3) taki, ze det(by, ba, bg) # 0.

Przyktad 16
01y (00

Przykladem bazy przestrzeni Moy jest uktad ((39),(84),(99),(39)). Nietrudno przekonaé
sie, ze kazdy element przestrzeni Ms.o przedstawia sie jednoznacznie w postaci kombinacji
liniowej tych wektoréw:

ab—a-lo—i—b-Ol—i—c‘OO—l—d‘OO

c d) 0 0 0 0 10 01
Innym przyktadem bazy jest uktad ((39),(98),(26),(89)) (sprawdzenie pozostawiamy
czytelnikowi).

Przyktad 17

Przykladem bazy przestrzeni Rs[x] jest uktad (1,z,22 2%). Nietrudno pokaza¢, ze kazdy
element przestrzeni Rs[x| jest kombinacja liniowa tych wektorow:

ar® +b’+ecx+d=d-1+c-x+b-2°+a-2°

Inny przyktad bazy to (23,22, z,1) (baza jest ciagiem wektoréw, wiec zmiana ich kolejnosci
oznacza zmiane bazy). Jeszcze inny przyktad to uktad (22 +2? + 2+ 1,22 + 2+ 1,2+ 1,1)
(sprawdzenie pozostawiamy czytelnikowi).

Przyktad 18

Przyktadem bazy przestrzeni C jest uktad (1,4). Inne przyktady bazy tej przestrzeni to (1, —i),
(1+i,1—4).

Przyklad 19

Bazg przestrzeni macierzy symetrycznych rozmiaru 2 x 2 jest uktad ((§9),(93).(59)). Nie-
trudno sie przekonaé, ze kazdy element tej przestrzeni przedstawia sie jednoznacznie w postaci
kombinacji liniowej podanych wektoréw:

(o) =G a) (o))

Copyright (© Tomasz Elsner, 2020



8 ROZDZIAL 1. PRZESTRZENIE I PRZEKSZTALCENIA

Przyktad 20
2 .3

Baza przestrzeni (nieskoriczenie wymiarowej) R[z| jest uktad (1,z, 2%, 2°,...). Zauwazmy, ze
(zgodnie z definicja bazy) kazdy element R[x] jest kombinacja liniowa pewnego skoriczonego
podzbioru bazy.

Definicja 1.7

Wspétrzednymi wektora v € V' w bazie B = (by,...,b,) nazywamy ciag wspotczynnikow
ai, ..., 0, gdzie

v=o1b1 + -+ ayb,

Wspotrzedne wektora v w bazie B oznaczamy [v]g = (jl )

Powyzsza definicja wyjasnia dlaczego baza to ciag, a nie zbidr — pozycja wektora w bazie
odpowiada pozycji wspoétczynnika w wektorze wspédtrzednych.

Przyktad 21 (zbior za duzy na baze)
...ale mozna go pomniejszy¢ do bazy (zbiér generujacy).
1 0 1

Dane sa wektory G) , <g> , (%) , <(1)> € R3. Nie stanowia one bazy R3, gdyz kazda

baza R? sklada si¢ z trzech wektoréw. Ale mozna sprawdzi¢, ze kazdy element R? daje sie
przedstawi¢ jako kombinacje liniowa tych czterech wektoréw (tzn. wygenerowaé przy uzyciu
tych czterech wektorow). Najtatwiej uzasadni¢ to w nastepujacy sposob:

. 0 ) . 1 1
e wektor bazy standardowej eg = (é) mozna wygenerowaé jako es = (%) — ((1)>;
. . .. . 1
e wektor e; mozna wygenerowaé (wykorzystujac otrzymany juz eg) jako e; = <(2) ) — 2e9;

. . .. . 0
e wektor e3 mozna wygenerowaé (wykorzystujac otrzymany juz eg) jako ez = <%) — 2e9;

e wygenerowawszy wektory ey, ez, ez mozemy nastepnie wygenerowaé dowolny wektor R3.

Wobec tego dowolny wektor R3 mozna przedstawié¢ w postaci kombinacji liniowej wyjéciowych
czterech wektordow, ale przedstawienie to nie bedzie jednoznaczne. Oznacza to, ze w uktadzie

. . 1 .
tym jest ,za duzo” wektoréw. Na przyklad wektor (%) mozna wygenerowaé z pozostatych

(D=30)+i(H+2(1)

. 1 . .. .
W zwiazku z tym wektor (%) mozna usunaé, a pozostaly uktad trzech wektorow wciaz bedzie

trzech:

generowal caly przestrzen R3. Mozna sprawdzi¢, ze pozostaty ukltad (%) , <(21)> , ((1)) € R?

jest juz baza R3.

Przyktad 22 (zbiér za maly na baze)

...ale mozna go powigkszy¢ do bazy (zbior liniowo niezalezny).
Dane sa wektory 1,1 + x,1 + 22 € Rglx]. Kazdy wektor, ktory przedstawia sie jako
kombinacja liniowa tych wektoréw, przedstawia sie jednoznacznie — jezeli:

ar® + b +er+d=a-1+6-(14z)+~-(1+2?)

toy =10, 8 =c, a =d—b—c— ale nie kazdy wektor z R3[x] daje sie przedstawi¢ w tej postaci
(np. nie jest to mozliwe dla wektora 23). Dotaczajac wektor 22 do poczatkowego ukladu
otrzymujemy uklad 1,1+ z,1 + 22,23 € R3[z], ktory — co tatwo sprawdzi¢ — jest baza.

Copyright © Tomasz Elsner, 2020



1.1. PRZESTRZEN LINIOWA 9

Powyzsze dwa przyklady stanowia motywacje do podzielenia warunku bycia baza (kazdy
element przedstawia sie jednoznacznie w postaci kombinacji liniowej) na dwa warunki:

e kazdy element przedstawia sie (na co najmniej jeden sposéb),

e kazdy element przedstawia sie na co najwyzej jeden sposob.

Definicja 1.8

Zbior wektoréw vy, ..., v, € V nazywamy:

e zbiorem generujgeym V', jesli kazdy element v € V mozna przedstawi¢ (na co naj-
mniej jeden sposob) w postaci kombinacji liniowej elementow vy, ..., v,

o zbiorem liniowo niezaleznym (Inz), jesli kazdy element v € V mozna przedstawic¢ na
co najwyzej jeden sposéb w postaci kombinacji liniowej elementow vy, . .., v,. Zbior,
ktory nie jest liniowo niezalezny, nazwyamy zbiorem liniowo zaleznym (1z).

Poréwnanie Definicji 1.8 z Definicja 1.4 daje natychmiastowy wniosek:

Baza przestrzeni liniowej to zbiér, ktory jest rownoczednie liniowo niezalezny i generujacy.

Sprawdzanie, ze dany zbior wektoréw jest generujacy lub liniowo niezalezny zazwyczaj wy-
konujemy odwotujac sie do nastepujacych charakteryzacji:

Fakt 1.10: Charakteryzacja zbioru generujacego

Zbiér wektoréw vy, ...,v, € V generuje V wtedy i tylko wtedy, gdy mozna z niego wyge-
nerowaé (przy pomocy kombinacji liniowych) pewna baze V.

Dowdd. Ze zbioru generujacego mozna wygenerowaé kazdy wektor, w szczegélnosci wektory do-
wolnej bazy. Jesli natomiast mozna wygenerowa¢ wektory pewnej bazy, to z nich z kolei (przy
uzyciu kombinacji liniowej) mozna juz wygenerowaé dowolny wektor. O

Fakt 1.11: charakteryzacja liniowej niezalezno$ci

Zbior wektorow vy, ..., v, € V jest liniowo niezalezny (Inz) wtedy i tylko wtedy, gdy:
Vag,...,an € Rlaqui + -+ apv, =0= a3 =--- =a, =0) (1.1)

(tzn. jedyna zerujaca sie kombinacja liniowa v, . . ., v, to kombinacja o wszystkich wspot-
czynnikach rownych 0).

Dowdd. Poniewaz wektor 0 daje sie zawsze przedstawié jako kombinacja liniowa dowolnych wek-
torow:

O:Oq)1++0vn

(tzw. kombinacja trywialna), wiec jesli uktad vy,...,v, jest Inz, to innej kombinacji nie ma,
czyli spelniony jest warunek (1.1).

Jedli uktad vy,...,v, jest 1z, to istnieje wektor, ktoéry przedstawia sie na dwa rézne sposoby
w postaci kombinacji liniowej vy, ..., v,, czyli:

aivy + -+ apvy = Brog + -+ Brop

Copyright (© Tomasz Elsner, 2020



10 ROZDZIAL. 1. PRZESTRZENIE I PRZEKSZTALCENIA
gdzie przynajmniej dla jednego indeksu ¢ mamy «; # S;. Stad:

(041 _/Bl)vl+"'+(an_6n)vn =0

czyli istnieje zerujaca sie kombinacja liniowa vy, ..., vy, ktérej nie wszystkie wspétczynniki sa
zerami. O

Fakt 1.12: charakteryzacja liniowej zaleznosci

Zbior wektorow vy, ...,v, € V jest liniowo zalezny (1z) wtedy i tylko wtedy, gdy jeden z
tych wektoréw jest kombinacja liniowa pozostatych.

Dowdd. Zgodnie z Faktem 1.11 uktad vy,...,v, jest liniowo zalezny wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje zerujgca sie kombinacja liniowa vy, . . . , vy, ktéra ma przynajmniej jeden niezerowy wspot-
czynnik:

a1v1 + aova + -+ + apvy, =0

Przyjmijmy, ze oy # 0 (rozumowanie w pozostalych przypadkach jest analogiczne). Wowczas:

(%) Qo
V] = =g = — —
a1 (65}
czyli jeden z wektoréw jest kombinacja liniowa pozostatych. O

Przyktad 23

Sprawdz, czy uktad wektorow 1+ x,1 + 22 — 22,1 + 23 € R3[x] jest liniowo niezalezny.
Rozwigzanie. Rozwazmy zerujaca sie kombinacje liniowa tych wektorow:

a(l4+z)+ (1422 —2*) +y(1+23) =0 czyli yxd — Bz + (28 + )z + (a4 B+7) =0

Powyzsza réwnosé to rownosé wielomiandw, a zero po prawej stronie oznacza wielomian zerowy.
Wielomian jest wielomianem zerowym wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie jego wspo6tczynniki
sa, zerami, czyli:

v=0

—B=0

264+a=0

a+B+v=0

Stad otrzymujemy o = 5 = v = 0, czyli jedyna zerujaca sie kombinacja liniowa to kombinacja
o wszystkich wspoélczynnikach réwnych 0. Badany uktad wektoréw jest wiec liniowo niezalezny.

Opisana w Przyktadach 21 i 22 procedura to dos$¢ typowy sposdéb wyznaczania bazy:

e wez dowolny zbiér generujacy i zmniejsz go do bazy (wyrzucajac, po jednym, elementy,
ktore sa kombinacja liniowa pozostatych) lub

e wez dowolny zbior liniowo niezalezny i powieksz go do bazy (dodajac, po jednym, elementy,
ktore nie sa kombinacja liniowa pozostatych).

Copyright © Tomasz Elsner, 2020



1.1. PRZESTRZEN LINIOWA 1

—

Fakt 1.13

Niech V' bedzie skoticzenie wymiarowa przestrzenia liniowa. Woéwczas:

1) z kazdego (skoriczonego) zbioru generujacego V mozna wybraé baze, usuwajac z
niego (po jednym) elementy bedace kombinacja liniows pozostalych
[tzn. baza to minimalny zbiér generujacy|

2) Kazdy zbior liniowo niezalezny w V' mozna uzupetnié¢ do bazy, dodajac do niego (po
jednym) elementy, ktore nie sa kombinacja liniowg pozostatych
[tzn. baza to maksymalny zbior liniowo niezalezny|

Fakt 1.14

| r

Niech V bedzie skoiiczenie wymiarowa przestrzenia liniowa. Wéwczas kazda podprzestrzen
W < V spelia warunek dimW < dimV, przy czym réwnosé zachodzi wtedy i tylko
wtedy, gdy W = V.

Dowdd. Baza podprzestrzeni W (czyli uktad wektoréw liniowo niezaleznych i generujacych W)
potraktowana jako uktad wektoréw V przestaje juz by¢ zbiorem generujacym (chyba, ze W = V),
ale pozostaje zbiorem liniowo niezaleznym. Zgodnie z Faktem 1.13 mozna go wiec rozszerzy¢
do bazy V, skad dimV > dim W. Roéwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy baza W jest
réwnoczeénie baza V', czyli W = V. O

‘Whniosek 1.15

Jedli V' jest skoniczenie wymiarows przestrzenig liniowa, to uktad wektorow (vi,...,v,)
przestrzeni V', ktory spelnia dowolne dwa z ponizszych warunkéw jest baza V i spelnia
rowniez trzeci z warunkéw:

1) wektory vq,...,v, sa lnz,
2) wektory vi,...,v, generuja V,
3) n=dimV.

Dowdd. Zgodnie z Faktem 1.9 baza to uktad wektoréow spelniajacy warunki (1) i (2). Dla skon-
czenie wymiarowych przestrzeni baza spelnia rowniez warunek (3) (zgodnie z definicja wymiaru).
Pozostaje pokaza¢, ze ukltad spelniajacy warunki (1) i (3) lub spetiajacy warunki (2) i (3) row-
niez jest baza.

Niech uktad (v1,...,v,) generuje V (warunek (2)) oraz n = dim V' (warunek (3)). Zgodnie
z Faktem 1.13 z ukladu tego mozna wybra¢ baze V, ale nie moze to powodowaé zmniejszenia
liczby wektorow (bo n = dim V). Wobec tego uktad ten musi by¢ baza.

Rozwazmy teraz sytuacje, gdy uktad (v, ..., vy,) jest liniowo niezalezny V' (warunek (1)) oraz
n = dimV (warunek (3)). Zgodnie z Faktem 1.13 uktad ten mozna uzupeié¢ do bazy V', ale nie
moze to powodowac¢ zwiekszenia liczby wektoréow (bo n = dim V). Wobec tego uktad ten musi
by¢ baza. O

Jesli Wi, Wy < V s3 podprzestrzeniami liniowymi, to W1 MW, tez jest podprzestrzenia V.

Copyright (© Tomasz Elsner, 2020



12 ROZDZIAL 1. PRZESTRZENIE I PRZEKSZTALCENIA

Dowdd. Wystarczy sprawdzié, ze W1 N Wy jest zamkniety na dodawanie wektoréw i mnozenie
przez skalar. Rozwazmy wektory w,w’ € Wip N Wy, Wobec tego w,w’ € Wi, a poniewaz
W1 jest podprzestrzenia V', wiec w + w' € Wj. Podobnie w + w’ € W, a stad dostajemy
w+w' € Wi N Wa, czyli zamknietos¢é na dodawanie. Analogicznie dowodzimy zamknietosci na
mnozenie przez skalar. O

1.2 Przeksztalcenia liniowe

Definicja 1.17

Niech V' i W beda przestrzeniami liniowymi. Przeksztalcenie F' : V. — W nazywamy
przeksztatceniem liniowym (inaczej: homomorfizmem), jesli dla dowolnych u,v € V oraz
t € R spelnione sa warunki:

1. Flu+v)=F(u)+ F(v) (addytywnosc)
2. F(t-u)=t-F(u) (jednorodnosc)

Zbior wszystkich przeksztatcen liniowych z V' do W oznaczamy Hom(V, W).

Przypominamy, ze terminy funkcja, przeksztotcenie, odwzorowanie, operator to synonimy,
aczkolwiek istnieja pewne ustalone konwencje dotyczace ich uzywania (np. gdy dziedzing jest
R zwykle uzywamy terminu funkcja, a gdy dziedzing jest przestrzen funkcji, jak C(R), to zwy-
kle uzywamy terminu operator). Termin homomorfizm jest synonimem terminu przeksztatcenie
liniowe.

Przyktad 1
Kazde przeksztalcenie F' : R"™ — R"™ zadane wzorem:

X1 aip -+ QAln A
F(X)=AX czyli F =
Tn am1 " QGmn Tn
gdzie A € M,,x, (mnozenie macierzy byto w pierwszym semestrze definiowane dla macierzy
dowolnego rozmiaru) jest przeksztatceniem liniowym. W szczegélnosei, wszystkie przeksztal-
cenia liniowe rozwazane w poprzednim semestrze (gdy m,n < 3) pozostaja przeksztalceniami

liniowymi (cho¢ nowa definicja jest inna niz ta z pierwszego semestru). Sprawdzamy, korzy-
stajac z praw dzialan na macierzach:

FIX+Y)=AX+Y)=AX+AY = F(X)+ F(Y)
FitX)=A@ltX)=t-(AX) =t - F(X)

W szczegélnosci przeksztatcenie F' @ R™ — R postaci: F((;j1 )) = ai1r] + -+ + apxy jest

liniowe.

Przyktad 2

Przeksztalcenie D : C1(R) — C(R) zdefiniowane: D(f) = f’ (tzn. operator pochodnej) jest
liniowe, zgodnie 7 twierdzeniem z analizy matematycznej:

(f+9)=f+gd (@ f)=t-f

Copyright © Tomasz Elsner, 2020
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Przyktad 3

Przeksztalcenie I : C(R) — C(R) zdefiniowane: I(f) = [ f(z)dx (tzn. operator calki
nieoznaczonej) bytoby liniowe, zgodnie z twierdzeniem z analizy matematycznej:

Jt@ +g@nis = [ e+ [ ot

/t-f(m)dx:t-/f(sv)dx

gdyby nie to, ze jest ono zle zdefiniowane (catka nieoznaczona daje w wyniku funkcje z doktad-
noscig do statej, zwana stala catkowania, czyli caty zbior funkeji). Z problemem poprawnego
zdefiniowania operatora catki nieoznaczonej (ktory faktycznie okaze sie operatorem liniowym)
zmierzymy sie ponownie, gdy poznamy pojecie warstwy podprzestrzeni.

Przyktad 4

Niech a i b bedg ustalonymi liczbami rzeczywistymi. Przeksztalcenie I : C(R) — R zdefinio-

wane: I(f) = fab f(z)dz (tzn. operator calki oznaczonej) jest liniowe, zgodnie z twierdzeniem
z analizy matematyczne;j:

/b(f(ﬂc) +g(x))de = /bf(w)der/bg(fv)dx

a

/bt~f(m)dx:t~/f(m)dx

a

Przyktad 5

Przeksztatcenie F' : C(R) — R zdefiniowane F(f) = f(3) (czyli przeksztalcenie przypisujace
kazdej funkcji jej warto$¢ w punkcie 3) jest liniowe, bo:

f+9B3) =rB)+9B3)  (-HB)=t-fB3)

Podobnie przeksztalcenie G : R, [z] — R zdefiniowane G(P) = P(4) (czyli przypisujace kaz-
demu wielomianowi jego warto$¢ w punkcie 4).

Przyktlad 6

Przeksztalcenie F' : Ra[x] — Ry[z] zdefiniowane F(P)(x) = xP(z) (czyli mnozace kazdy
wielomian przez x) jest przeksztalceniem liniowym, bo:

z(P(x) + Q(z)) = xP(x) + zQ(x) z(t- P(z)) =t-xP(x)

Definicja 1.18

Niech V 1 W beda przestrzeniami liniowymi, za§ F' : V — W przeksztatceniem liniowym.
Woéwczas:

e obrazem przeksztalcenia liniowego F' nazywamy zbior ImF = {F(v) :v € V} C W,
e jadrem przeksztalcenia liniowego F' nazywamy zbior ker F' = {v € V : F(v) = 0}.
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14 ROZDZIAL 1. PRZESTRZENIE I PRZEKSZTALCENIA

Fakt 1.19

Niech V 1 W beda przestrzeniami liniowymi, za§ F' : V — W przeksztatceniem liniowym.
Wowczas:

1) ker F' jest podprzestrzenia dziedziny V' (tzn. ker ' < V'),
2) ImF jest podprzestrzenig przeciwdziedziny W (tzn. ImF < W).

Dowdd. Wystarczy sprawdzié, ze ker F' oraz ImF' sa zamkniete na dodawanie wektoréw oraz na
mnozenie przez skalar. Niech v,v" € ker F', czyli F(v) = F(v') = 0. Wowczas, z uwagi na
addytywnosé F'

Flo+v)=F@)+ Flv)=0+0=0

czyli v +v' € ker ', co oznacza zamknieto$¢ na dodawanie. Zamknieto$¢ na mnozenie przez
skalar sprawdzamy podobnie.

Niech teraz w,w’ € ImF. Oznacza to, ze w = F(v) oraz w' = F(v’) dla pewnych wektoréw
v,v' € V. Wowczas, z addytywnosci F:

w+w =F)+ FQ') =F(v+)

czyli w + w' € ImF, co oznacza zamknieto$¢ na dodawanie. Zamknieto$¢ na mnozenie przez
skalar sprawdzamy podobnie. O

Fakt 1.20

Niech V i W beda przestrzeniami liniowymi, za§ F' : V — W przeksztatceniem liniowym.
Woéwcezas:

1) F jest roznowartosciowe < ker F' = {0},
2) F jest na” & ImF =W.

Dowdd. Czesé (2) to przeformutowana definicja funkcji ,na”. Udowodnimy czesé (1).

= Zalozmy, ze F jest roznowartosciowe. Wowczas przeciwobraz kazdego punktu w € W (w
szezegOlnosci przeciwobraz 0 € W, ktory oznaczamy ker F') jest zbiorem pustym lub jednoele-
mentowym. Poniewaz F(0) = 0 (z liniowogci), wiec F~1[0] = ker F = {0}.

< Zalozmy, ze ker F = {0}. Niech v,v" € V beda takimi punktami, ze F(v) = F(v') Wowczas
z liniowodci F":

Flv—1)=F@w)—F@)=0

Zatem v —v' € ker I, czyli v —v' = 0, a zatem v = v'. Dowodzi to réznowartosciowosci F' (rozne
punkty nie moga mie¢ jednakowych obrazow). O

Twierdzenie 1.21: Twierdzenie o indeksie

Niech V i W beda przestrzeniami liniowymi, przy czym dimV < oo, zag F : V — W
przeksztalceniem liniowym. Woéwczas:

dimker F' +dimImF = dimV

Copyright © Tomasz Elsner, 2020
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Whniosek 1.22

Niech V' i W beda skoriczenie wymiarowymi przestrzeniami liniowymi tego samego wy-
miaru (tzn. dimV = dimW < o0), za§ F : V. — W — przeksztalceniem liniowym.
Wowczas nastepujace warunki sa rownowazne:

1) F jest roznowartosciowe
2) F jest ,na”
3) F jest bijekcja

Dowdd. Zauwazmy, ze dimker F' > 0 oraz dimImF < dim V' (gdyz ImF < W, czyli dim ImF <
dim W = dim V). Z twierdzenia o indeksie wiemy, ze:

dimker '+ dimImF = dimV

a wobec tego dimker /' = 0 <= dimImF = dim V. Wynika stad, ze jesli F' jest réznowarto-
gciowe, to jest ,na”, a zatem jest bijekcja oraz, ze jesli F' jest ,na” to jest réznowartosciowe, czyli
tez jest bijekcja. O

Zwr6émy uwage, ze powyzszy wniosek prawdziwy jest wylacznie w przypadku, gdy dziedzina
i przeciwdziedzina sa tego samego (skoriczonego) wymiaru.

Definicja 1.23

Niech F' : V. — W bedzie przeksztalceniem liniowym, a B = (b1,...,b,)1C = (c1,...,Cm)
bazami, odpowiednio V' i W. Wéwczas macierz:

mg (F) = ([F(01)le, - - -, [F(ba)lc) (1.2)

nazywamy macierzq przeksztatcenia F' w bazach B i C.

Fakt 1.24

Dla przeksztalcenia liniowego F': V' — W oraz baz B i C zachodzi:

[F(v)le = mE(F) - [v]s (1.3)

Dowdd. Jesli [v]p = (jl ), to v = a1by + -+ + apb,. Zauwazmy, ze dla dowolnej macierzy

A= (Ay,...,A,) (czyli macierzy o kolumnach A, ..., A,) zachodzi:

I T
A- :(A17-"7An)' =x1 A1+ + 2,4,

In Tn

Zgodnie ze wzorem (1.2) dostajemy zatem:

mé(F) - []s = ([F(b)le, .-, [Fbn)le) - | ¢ | = aalFb)le + -+ + an[F(bn)]c

Qn

=1 F(b1) + - + anF(bp)]e = [F(a1b1 + - + anby)lc = [F(v)]c
]
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Whniosek 1.25

Dla baz B i C przestrzeni V' zachodzi:
[v]le = mg(id) - vl (1.4)

Macierz m5 (id) nazywamy macierzq zmiany bazy.

Dowadd. Jest to szczegoélna wersja Faktu 1.24, dla F' = id. O

Dla przeksztatcen liniowych F : U — Vi G : V — W oraz baz B, C, D odpowiednio U,
V', W zachodzi:

mB(G o F) = m(G) - mE(F) (15)

Dowdd. Zauwazmy, ze zgodnie z Faktem 1.24:
mp(G o F) - [b]s = [(G o F)(b)lp = [G(F(b1))]p

mp(G) - mé(F) - [bi]s = mp(G) - [F(by)le = [G(F(0r))]p
1
Poniewaz [b1]p = ( ; ) , wiec oznacza to, ze pierwsza kolumna macierzy m%(GoF) jest identyczna

0
z pierwsza kolumng macierzy m%(G) - m5(F). Podobnie pokazujemy (zastepujac by przez b;), ze
pozostale kolumny tych macierzy tez sa réwne. O

Dla baz B i C przestrzeni V zachodzi:

mg (id) = (m(id)) (1.6)

Dowdéd. Stosujac Fakt 1.26 dla przeksztalcen FF = G = id, gdzieid : V. — V jest przeksztatceniem
identyczno$ciowym i przyjmujac baze D = B otrzymujemy:

I =mE(id) = mE(id oid) = m$(id) - m5 (id)

Stad macierze m§(id) i m&(id) sa wzajemnie odwrotne. O

Whniosek 1.28

Dla baz B i C przestrzeni V oraz przeksztalcenia F': V — V zachodzi:

me(F) = mg (id) - mg(F) - mz(id) (1.7)

Dowdd. Stosujac dwukrotnie Fakt 1.26 otrzymujemy:

mB(id) - mB(F) - m§(id) = mE (id) - mG(F o id) = m&(id oF oid) = mS(F)
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Definicja 1.29

Przeksztatcenie liniowe F : V. — W nazywamy odwracalnym (lub izomorfizmem), jesli
istnieje przeksztatcenie liniowe G : W — V takie, ze F oG =idy i Go F = idy. Takie G
jest najwyzej jedno i oznaczamy je G = F~! (i nazywamy przeksztatceniem odwrotnym do
F). Przestrzenie liniowe V 1 W nazywamy wowczas izomorficznymi (i oznaczamy V = W).

Fakt 1.30

Przeksztatcenie F' : V — W jest izomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy jest bijekcja.

Dowdd. Zwréémy uwage, ze warunek bijektywnosci F': V' — W oznacza istnienie przeksztalce-
nia odwrotnego F~!' : W — V, ale nie gwarantuje natychmiast, ze F~! jest przeksztatceniem
liniowym. Zatem pozostaje sprawdzi¢, ze F~! jest addytywne i jednorodne. Wezmy dowolne
wektory w,w’ € W. Poniewaz F jest bijekcja, wiec istnieja v,v’ € V takie, ze w = F(v) i
w' = F'), czyli F~Hw) =vi F71(w') = v'. Woéwezas:

Fo+v)=F)+F{')=w+u' czyli Flw+w)=v+v =F Y (w)+ F 1w

czyli F~1 jest addytywne. Podobnie sprawdzamy jednorodnogé F 1. O

Jesli V jest przestrzenia liniowg wymiaru n, to V =2 R"™.

Dowdd. Odwzorowanie F : V — R™ zdefiniowane jako F'(v) = [v]g, gdzie B jest pewna ustalona
baza, jest przeksztalceniem liniowym (dodawania wektorow odpowiada dodawaniu wspotrzed-
nych w bazie B, podobnie mnozenie przez skalar) oraz jest bijekcja. Zatem F' jest izomorfiz-
mem. O
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Rozdziat 2

Macierze 1 uklady réwnan

2.1 Wyznacznik macierzy

Definicja 2.1

Rozstawieniem wyrazéw macierzy n X n nazywamy kazdy taki wyboér zbioru n wyrazow
tej macierzy:
Qirji Qigge  --+ Qipgp
ze w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie znajduje sie doktadnie jeden z wybranych wy-
razéw (tzn. indeksy 41,...,%, sa parami rozne oraz indeksy ji,...,J, sa parami rozne).
Rozstawieniem diagonalnym nazwiemy rozstawienie zawierajace wszystkie wyrazy prze-
katnej macierzy:
ai;p agy PN QApn,

Rozstawienie wyrazéw macierzy n X n jest matematyczng wersja szachowego zadania: ustawic
n wiez na szachownicy n x n w taki sposob, by zadne dwie z nich sie nie atakowaty.

Pojecie rozstawienia zostalo wprowadzone wyltacznie na potrzeby niniejszego skryptu i nie
jest ogodlnie przyjeta terminologia. Klasyczne podreczniki algebry liniowej zamiast postugiwaé
sie pojeciem rozstawienia wyrazéw macierzy uzywaja pojecia permutacji liczb 1,2,...,n, czyli
bijekcji:

o:{1,2,...,n} = {1,2,...,n}

Uzywajac tej terminologii, rozstawienie to zbiér wyrazéw macierzy postaci:

Alo(1) @20(2) -+ Qno(n)

dla pewnej permutacji . Rozstawienie diagonalne odpowiada permutacji identycznoéciowej, tzn.
permutacji o takiej, ze o(k) = k dla dowolnego k.

Dla macierzy n x n istnieje doktadnie n! rozstawieri.

Dowdd. 7 pierwszego wiersza macierzy mozemy wybraé¢ dowolny z n wyrazéw. Z drugiego wiersza
mozemy wybraé¢ dowolny z n — 1 wyrazow (jedna kolumna jest juz ,zajeta” przez wyraz wybrany
z pierwszego wiersza). Z trzeciego wiersza mozemy wybraé dowolny z n — 2 wyrazéow (dwie
kolumny sa juz ,zajete” przez wyrazy wybrane z pierwszego i drugiego wiersza), itd. Stad liczba
mozliwych rozstawienl to:

19
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Fakt 2.3

Kazde rozstawienie wyrazéw macierzy n X n mozemy przeksztatcié w rozstawienie diago-
nalne poprzez wielokrotne powtérzenie operacji zamiany miejscami dwédch kolumn macie-
rzy. Rozstawienie nazywamy:

o parzystym, jesli mozna to zrobi¢ przy uzyciu parzystej liczby zamian,
o nieparzystym, jedli mozna to zrobié przy uzyciu nieparzystej liczby zamian.

Zadne rozstawienie nie moze by¢ rownoczesnie parzyste i nieparzyste.

\. J

Pojecie parzystego/nieparzystego rozstawienia odpowiada pojeciom parzystej/nieparzystej
permutacji.

Dowdd. Fakt, ze kazde rozstawienie mozna przeksztalci¢ w rozstawienie diagonalne przez wielo-
krotne zamiany miejscami dwoch kolumn jest oczywisty, choé przeksztalcenie to moze byé¢ wy-
konywane na wiele réznych sposobow. Gtéwnym elementem powyzszego Faktu jest stwierdzenie,
ze parzystosé liczby zamian jest jednakowa dla kazdego z tych sposobéw. Ponizej przedsta-
wiamy szkic dowodu tego faktu. Dowdd ten nie jest istotny dla dalszego toku wyktadu i mniej
zaawansowany czytelnik moze go pominaé.

Przy ustalonym rozstawieniu laczymy odcinkiem kazde dwa z wyrazéw tego rozstawienia
(otrzymujac (g) odcinkow). Kazdy z tych odcinkéow ma kierunek 7 lub ~\ (nie bedzie odcinkow
pionowych ani poziomych, gdyz zadne dwa wyrazy nie leza w tej samej kolumnie ani wierszu).
Nazwijmy liczbe odcinkéw o kierunku 7 liczbg nieporzqdkéw rozstawienia (np. rozstawienie
diagonalne ma liczbe nieporzadkow 0). Zauwazmy teraz, ze:

e zamiana miejscami dwoch sasiednich kolumn zawsze zmienia liczbe nieporzadkow o 1,

e zamiane miejscami kolumn odlegtych o k mozna przedstawi¢ w postaci sekwencji 2k + 1
zamian miejscami sasiednich kolumn, czyli zmienia ona liczbe nieporzadkow o 2k + 1 (np.
zamiane miejscami kolumny pierwszej i trzecie] mozna przedstawi¢ jako ciag 3 zamian
sasiednich kolumn: pierwsza—druga, druga—trzecia, pierwsza—druga).

Wobec tego zamiana miejscami dowolnych dwoéch kolumn zmienia parzystosé liczby nieporzad-
kéw. Poniewaz rozstawienie diagonalne ma liczbe nieporzadkéw 0, wiec rozstawienie o parzystej
liczbie nieporzadkéw wymaga parzystej liczby zamian kolumn, a rozstawienie o nieparzystej licz-
bie nieporzadkéw wymaga nieparzystej liczby zamian kolumn i nie moze istnie¢ rozstawienie,
ktoére jest réwnoczesnie parzyste i nieparzyste. 0

Dla n > 2, wérod wszystkich n! rozstawien wyrazoéw macierzy n X n, polowa rozstawien

jest parzysta, a potowa — nieparzysta.

Dowdd. Rozstawienia mozemy potaczyé w pary, taczac kazde rozstawienie z rozstawieniem po-
wstalym z niego przez zamiane miejscami pierwszej i drugiej kolumny. W ten sposéb w kazdej
parze mamy jedno rozstawienie parzyste i jedno nieparzyste, czyli rozstawien parzystych i nie-
parzystych jest tyle samo. O

Copyright © Tomasz Elsner, 2020



2.1. WYZNACZNIK MACIERZY 21

Definicja 2.5

Wyznacznik macierzy A = (a;;) rozmiaru n x n to:

detA = Z j:ailjl 0 amz 0coooo ainjn (2.1)

gdzie sumujemy wzgledem wszystkich mozliwych rozstawien wyrazéw macierzy A, a wybor
znaku jest zgodny z parzystoscia rozstawienia (+ dla parzystych, a — dla nieparzystych).

.

Przyktad 1

d

Rozwigzanie. Nietrudno zauwazy¢, ze mozliwe sg tylko dwa rozstawienia:

(e o) (o

+ad —be

Oblicz wyznacznik macierzy <CCL b).

Drugie rozstawienie wymaga jednej zamiany kolumn, by sprowadzi¢ je do diagonalnego (czyli
jest nieparzyste, stad znak —). Pierwsze rozstawienie juz jest diagonalne, czyli parzyste (wy-
maga 0 zamian kolumn), stad znak +. Otrzymujemy wzor:

a b
det (c d) = ad — be

ktory pokrywa sie ze wzorem z ubieglego semestru. Zauwazmy, ze otrzymana suma ma 2!
sktadnikéow, z ktorych kazdy jest iloczynem 2 wyrazéw macierzy oraz ze potowa sktadnikéw
wystepuje ze znakiem +, a potowa ze znakiem —.

Przyktad 2

al b1 C1
Oblicz wyznacznik macierzy | as by ¢
as b3 C3
Rozwigzanie. Nietrudno zauwazy¢, ze mozliwe jest szeéé¢ rozstawien:

aq bl C1 al b1 C1 al b1 (& aq bl C1 aq b] C1 aq bl C1

a9 bg (6] a9 b2 C2 as b2 C2 a9 b2 C2 a9 b2 C2 a9 bz C2

ag by c3 as by c3 ag by c3 az by c3 as by c3 as by c3
+aibacs +b1coag +cragb3 —ciboag —brazcs —aibacs

Pierwsze rozstawienie jest diagonalne (czyli parzyste). Drugie rozstawienie mozna przeksztal-
ci¢ w diagonalne wykonujac dwie zamiany kolumn (zamieniajac pierwsza kolumne z druga,
a nastepnie druga z trzecia), czyli ro6wniez jest parzyste. Czwarte rozstawienie mozna prze-
ksztalci¢ w diagonalne przez jedng zamiane kolumn (zamieniajac pierwsza kolumne z trzecia),
czyli jest nieparzyste. Podobnie sprawdzamy znaki dla pozostatych rozstawieri, otrzymujac
wzor:

ap b1
det a9 bg (&) = a1b203 + b162a3 + 01a2b3 - Clbgag - b1a203 — a1b203
az by c3

ktory pokrywa sie z wzorem z ubieglego semestru. Zauwazmy, ze otrzymana suma ma 3!
sktadnikéw, z ktorych kazdy jest iloczynem 3 wyrazéw macierzy oraz ze potowa sktadnikow
wystepuje ze znakiem 4+, a potowa ze znakiem —.
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22 ROZDZIAL 2. MACIERZE I UKEADY ROWNAN

W praktyce rzadko bedziemy wylicza¢ wyznacznik korzystajac bezposrednio z Definicji 2.5,
ale definicja ta pozwoli nam zrozumieé wiele wlasno$ci wyznacznika, ktore znaczaco utatwia jego
wyliczanie.

Dla dowolnej macierzy A € M,,, zachodzi det AT = det A.

Dowdd. Kazdemu rozstawieniu wyrazéw macierzy A odpowiada identyczne rozstawienie wyrazow
macierzy AT, powstate przez ,odbicie” rozstawienia wzgledem przekatnej macierzy. W zwiagzku
z tym sktadniki sumy (2.1) dla wyznacznika det A i dla wyznacznika det AT sa jednakowe, o ile
tylko kazde rozstawienie ma te sama parzystosé, co jego ,odbicie” wzgledem przekatne;j.

Definicja parzystosci rozstawienia wyrazéw macierzy zawarta w sformutowaniu Faktu 2.3
odwoluje sie do zamian miejscami kolumn macierzy, a dowdd tego faktu bazuje na obserwacji, ze
zamiana miejscami dwoch kolumn zmienia parzystosé liczby nieporzadkéw. Poniewaz zamiana
miejscami dwoch wierszy rowniez zmienia parzystosé liczby nieporzadkow (uzasadnienie jest
analogiczne jak dla kolumn), wiec parzystosé rozstawienia mozna rownie dobrze okreslié przy
pomocy liczby zamian wierszy, ktére prowadza do rozstawienia diagonalnego.

Wobec tego, poniewaz transpozycja zamienia kolumny na wiersze, wiec rozstawienie i jego
,odbicie” wzgledem przekgtnej macierzy majg taka sama parzystosé, co dowodzi, ze det A =
det AT, O

Wyznacznik macierzy A € My «, zmienia znak przy zamianie miejscami dwéch kolumn
lub dwéch wierszy.

Dowdd. Zamiana miejscami dwédch kolumn macierzy zamienia kazde rozstawienie na rozstawienie
o tym samym iloczynie, ale przeciwnej parzystosci, czyli zmienia znak kazdego sktadnika sumy
(2.1), a wobec tego zmienia znak wyznacznika.

Zamiana miejscami dwoch wierszy macierzy A odpowiada zamianie miejscami dwoch kolumny
macierzy A", czyli zmienia znak wyznacznika det AT. Poniewaz, zgodnie z Faktem 2.6, det A =
det AT, wiec zmienia rowniez znak wyznacznika det A. O

Whiosek 2.8

Jesli macierz A € M, x, ma dwie jednakowe kolumny (lub dwa jednakowe wiersze), to
det A = 0.

Dowdd. Jesli zamienimy miejscami dwie jednakowe kolumny macierzy A, to z jednej strony
wyznacznik sie nie zmieni (bo macierz pozostanie niezmieniona), a z drugiej strony wyznacznik
zmieni si¢ na przeciwny (zgodnie z Wnioskiem 2.7). Wobec tego:

det A=—det A czyli det A=0
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Fakt 2.9

Wyznacznik macierzy diagonalnej to iloczyn wyrazéw na przekatnej, tzn.

aq 0 50 0
0 as ... 0
det | . ) =ay-...-ap
: : -0
0O 0 0 ay

Dowdd. Jedyne rozstawienie wyrazéw macierzy diagonalnej, ktore nie zawiera wyrazu 0, to roz-
stawienie ztozone z wyrazow na przekatnej. Stad suma (2.1) dla rozwazanej macierzy diagonalnej
redukuje sie do jednego sktadnika: +aj - ... - ay. O

Fakt 2.10

Wyznacznik macierzy goérnotréjkatnej to iloczyn wyrazéw na przekatnej, tzn.

aq *
0 as ...

det | . . =ay-...-ap
0O 0 0 a,

Dowdd. Jedyne rozstawienie wyrazéw macierzy goérnotréjkatnej, ktére nie zawiera wyrazu 0,
to rozstawienie zlozone z wyrazow na przekatnej. Stad suma (2.1) dla rozwazanej macierzy

goérnotréjkatnej redukuje sie do jednego sktadnika: +ap - ... - an,. O
Przyktad 3
21 -1 0
03 1 2
det 00 1 5 =2-3-1-7T=142
00 o0 7

Fakt 2.11

Wyznacznik macierzy kwadratowej ztozonej z dwoch klatek jest iloczynem wyznacznikéw
obu klatek:

ail ai, 0 0
. : 8 8 ail -+ Qin b11 bim
anl QApn o o . 0 . : .
det 0 0 by o det | : . det | :
o anl Ann bml bmm
0 0
0 0 bml bmm

Powyzszy wzér w uproszczeniu zapisujemy jako:

A 0
det <0 B) =det A-det B

gdzie A1 B to (kwadratowe) klatki.
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24 ROZDZIAL 2. MACIERZE I UKEADY ROWNAN

Dowdd. We wzorze (2.1) wystarczy sumowaé wzgledem tych rozstawien macierzy, ktore nie za-
wieraja zer (rozstawienie zawierajace zero daje zerowy sktadnik sumy). W przypadku rozwazanej
macierzy postaci (6‘ ]%) rozstawienia nie zawierajace zer to doktadnie te rozstawienia, ktore po-

chodza od potaczenia dowolnego rozstawienia macierzy A z dowolnym rozstawieniem macierzy

B. O
Przyklad 4
34000
12 000 3 4 11 2
det |0 0 1 1 2| =det (1 2> cdet {1 0 1] =2-(-1)=-2
00101 1 0 2
001 0 2

Dla wieksze]j czytelnosci w zapisie duzych macierzy czesto pomija sie bloki zer (zostawiajac
puste miejsce), np. powyzsze wyliczenie zapisuje sie w postaci:

3 4
1 2 - 11 2
det 11 2 :det<1 2>~det 10 1]=2(-1)=-2
101 10 2
10 2

Fakt 2.11 mozna uog6lni¢ na macierze kwadratowe ztozone z wiekszej liczby klatek (kwadra-
towych macierzy utozonych wzdtuz przekatnej), jak w nastepujacym przyktadzie:

Przyktad 5
15
3 1
7 2 1 5 7T 2 3 1
det 5 0 = det <3 1) - det <2 0> - det (1 1) =(-14)-(-4)-2=112

— W
_ =

Zauwazmy, ze powyzszy wzOr stanowi uogdlnienie Faktu 2.9, dotyczacego wyznacznika ma-
cierzy diagonalnej (wyrazy na przekatnej macierzy diagonalnej mozna traktowac jako klatki
rozmiaru 1 x 1).

Definicja 2.12

Niech V' i W beda przestrzeniami liniowymi. Odwzorowanie F': V x --- x V — W (prze-
prowadzajace uktad n wektorow (vy, ..., v,) przestrzeni V na jeden wektor przestrzeni W)
nazywamy liniowym wzgledem kazdej wspotrzednej (albo n-liniowym) jesli dla dowolnego
indeksu k:

1) F(vi,...,06 +V,...,0n) = F(v1,..., 0 ...,0n) + F(v1,...,0,...,05)
(addytywnos¢ wzgledem k-tej wspotrzednej)

2) F(vg,e.oyt Vg, vp) =t F(v1,..., V%, ..., 0p)
(jednorodnos¢ wzgledem k-tej wspolrzednej)

Wyznacznik macierzy rozmiaru n X n to odwzorowanie

det : Mpxn — R
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Poniewaz macierz A € M, «, mozemy traktowaé jako uktad n kolumn (czyli uktad n wektorow
przestrzeni R™), co zapisujemy A = (Ay,...,A,), gdzie Ay,..., 4, € R" to kolumny macierzy
A, wiec odwzorowanie det mozemy traktowaé jako odwzorowanie:

det :R" x-- - xR*" =R

Dla takiego odwzorowania mozemy rozwazac¢ pytanie o liniowosé wzgledem kazdej wspotrzednej.

Fakt 2.13

Wyznacznik macierzy, traktowany jako odwzorowanie det : R® x - - - X R” — R jest liniowy
wrzgledem kazdej wspotrzednej, tzn. dla dowolnego indeksu k:

1) det(Al,...,Ak +A;c7 ,An) = det(Al,...,Ak,... ,An) +det(A1,. : .,A?C,...,An)
(addytywnos¢ wzgledem k-tej wspolrzednej)

2) det(Al,...,t'Ak,...,An) =t-det(As,...,Ag,..., A4p)
(jednorodnosé wzgledem k-tej wspolrzednej)

Dowdd. (1) Dla uproszczenia zapisu pokazemy liniowos¢ wzgledem pierwszej wspolrzednej. Do-
wod liniowosci wzgledem pozostalych wspoétrzednych jest analogiczny. WprowadZmy oznaczenia:

A:(Al,AQ,...,An) A/:( ll,AQ,...,An) S:<A1+A/1,A2...,An)

Kazde rozstawienie wyrazéw macierzy mozemy uporzadkowac tak, by wypisywaé wyrazy zgodnie
z kolejnoscia kolumn, z ktorych zostaly wybrane. Kazde rozstawienie wyrazoéw macierzy S ma
wiec postac:

a1+ 0{511 Qiy2 e Qi,n

a skladnik sumy (2.1) zwiazany z tym rozstawieniem to:
/ /
i(aill + aill) * Qg2 et Qyn = :i:aill 7T I/ PP iaill CQjg2 et Qjpn

czyli suma odpowiedniego sktadnika sumy (2.1) dla wyznacznika det A i odpowiedniego sktadnika
sumy (2.1) dla wyznacznika det A’. Stad:

det S = det A + det A’

co nalezato udowodnic.
(2) Pomnozenie wszystkich wyrazow pewnej kolumny przez t powoduje przemnozenie przez
t wszystkich sktadnikow sumy (2.1), czyli przemnozenie przez t wyznacznika. O

Whniosek 2.14

Wyznacznik macierzy:

1) mnozy sie przez t, jesli pomnozymy wybrang kolumne macierzy przez t;
2) nie zmienia sie¢, jesli dodamy krotnoé¢ jednej kolumny macierzy do innej kolumny.

Powyzsze wtasnosci prawdziwe sa réwniez, jedli stowo kolumna zastapimy stowem wiersz.

Dowdd. (1) to inne sformutowanie Faktu 2.13(2).

(2) Oznaczmy macierz A = (Ay, ..., Ay), gdzie Aq,..., A, to kolumny macierzy. Dla uprosz-
czenia zapisu rozwazymy sytuacje, gdy t-krotnosé pierwszej kolumny dodajemy do drugiej ko-
lumny, czyli gdy macierz:

A= (A1,A2,As,..., Ayp)

Copyright (© Tomasz Elsner, 2020



26 ROZDZIAL 2. MACIERZE I UKEADY ROWNAN

przeksztalcamy w macierz:

A = (Al,AQ —i—tAl,Ag, - ,An)

(dowdd w pozostatych przypadkach jest analogiczny). Zgodnie z Faktem 2.13(2) (liniowosé wzgle-
dem drugiej wspoétrzednej) otrzymujemy:

det A’ = det(Al, Ay +1tAq, As, ... ,An) = det(Al, Ay, As, ... ,An) + det(Al,tAl, As, ... ,An)

Zgodnie z udowodnionym punktem (1) oraz Wnioskiem 2.8 (macierz o dwoch jednakowych ko-
lumnach ma zerowy wyznacznik):

= det(Al,Ag,Ag, R ,An) +t- det(Al,Al,Ag, R 7An> =detA+0=detA

co nalezato udowodnié.
7 uwagi na Fakt 2.6 transpozycja macierzy nie zmienia wyznacznika, a poniewaz transpozycja
zamienia kolumny na wiersze, a wiersze na kolumny, wiec punty (1) i (2) sg prawdziwe réwniez

dla wierszy macierzy. O
Przyklad 6
Obliczy¢ wyznacznik macierzy:

11 11

4 2 2 4

0211

3 3 3 2

Rozwigzanie. Zgodnie z Wnioskiem 2.14 dodanie lub odjecie krotnosci jednego wiersza od
innego wiersza nie wpltywa na wyznacznik macierzy. W zwigzku z tym odejmujac 4-krotnosé
pierwszego wiersza od drugiego i 3-krotnos¢ pierwszego wiersza od czwartego, a nastepnie
dodajac drugi wiersz do trzeciego otrzymujemy:

111 1 11 1 1 11 1 1
42 2 4 0 -2 -2 0 0 -2 -2 0

detfg o 7 1| =9t g o 1 1 [T g o 1 1 —2
333 2 00 0 -1 00 0 -1

gdzie ostatni wyznacznik jest prosty do wyliczenia jako wyznacznik macierzy gérnotrojkatne;j.

W tym momencie potrafimy wylicza¢ wyznacznik macierzy n X n:

e wypisujac (zgodnie z definicja) wszystkie n! rozstawierl wyrazéw macierzy (co jest w prak-
tyce bardzo uciazliwe, chyba ze, jak w przypadku macierzy goérnotréjkatnej, niewiele jest
rozstawien nie zawierajacych zera);

e dla pewnych macierzy pewnych specjalnych postaci, jak macierz diagonalna, gbérnotréj-
katna lub macierz sktadajaca sie z klatek;

e sprowadzajac macierz, przy pomocy operacji nie zmieniajacych wyznacznika, do macierzy
gornotrojkatnej (lub innej postaci, dla ktorej wyznacznik tatwo jest obliczy¢).

Weciaz brakuje nam jednak prostego algorytmu pozwalajacego sprawnie wyliczaé wyznacznik

dowolnie skomplikowanej macierzy. Tym algorytmem jest przedstawione ponizej rozwiniecie
wyznacznika wzgledem dowolnie wybranego wiersza lub kolumny (tzw. rozwiniecie Laplace’a).
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Fakt 2.15: Rozwiniecie Laplace’a

Jesli A = (ay;) jest macierza n x n, a przez A;j oznaczymy macierz (n — 1) x (n — 1)
powstala z macierzy A przez usuniecie i-tego wiersza 1 j-tej kolumny, to prawdziwe sg
nastepujace wzory:

1) det A= Zj(—l)”jaij det A;;  (rozwiniecie wyznacznika wzgledem i-tego wiersza)

2) det A=3",(—1)"a;;det A;;  (rozwiniecie wyznacznika wzgledem j-tej kolumny)

W skrécie powyzszy algorytm mozna opisaé nastepujaco:

1. Wybierz dowolny wiersz lub kolumne macierzy.

2. Dla kazdego elementu a;; wybranego wiersza/kolumny pomnoz a;; przez wyznacznik ma-
cierzy powstalej przez usuniecie wiersza i kolumny zawierajacej a;; i dopisz znak odpowia-
dajacy pozycji a;; na ,szachownicy znakéw”

+ -+ -
-+ - +
+ -+ -
-+ - +

3. Dodaj wszystkie sktadniki otrzymane w punkcie 2.

Dowdd. Dla uproszczenia rozumowania udowodnimy wzér dla rozwiniecia wzgledem pierwszego
wiersza. Dowod dla rozwiniecia wzgledem innego wiersza lub wzgledem kolumny jest analogiczny.

Zauwazmy, ze kazde rozstawienie wyrazow macierzy A sklada sie z elementu a1k (wyraz z
pierwszego wiersza) oraz pewnego rozstawienia wyrazow macierzy Aji. odpowiada rozstawienie
dla macierzy A zawierajace wyraz a;j. Stad zaréwno lewa jak i prawa strona réwnosci:

det A = Z(—l)k+1a1k det Ayy,
k

jest sumg iloczynoéw wszystkich rozstawien wyrazéw macierzy A. Do sprawdzenia pozostaje
jedynie, ze znaki sktadnikéw po lewej i po prawej stronie réwnosci sa jednakowe. Te czesdé
dowodu pominiemy. O

Dla uproszczenia zapisu, wyznacznik macierzy A zamiast det A oznaczany jest czasem |A|.
Jest to szczegblnie wygodne przy wyliczaniu wyznacznika metoda Laplace’a.

Przyktad 7
Oblicz nastepujace wyznaczniki:
1 2 5 1 70 5 0
2 01 2 4 1 0 0
detly 31 00 2 2 01
3 21 1 01 0 3

Rozwigzanie. Rozwijajac wzgledem pierwszej kolumny otrzymujemy:

;(2)?; 01 2 2 51 2 51 2 51
1310:310—2310—1—012—3012
3 9 1 1 2 11 2 11 2 11 310
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a nastepnie rozwijajac kazdy z otrzymanych wyznacznikéw 3 x 3 wzgledem pierwszej kolumny
(i pomijajac sktadniki zerowe):

10
11

5 1
11

5 1
10

1 2
11

5 1
1 2

1 2

1 2 1 2 5 1
g Al R R B

=3-4-44244+4-2+18412—-81=-30

Jak widaé¢ obliczenia istotnie upraszczaja sie, ilekro¢ natrafiamy na wyraz 0. Wykorzystamy
to przy obliczaniu drugiego wyznacznika wybierajac rozwiniecie wzgledem trzeciej kolumny
(zawierajacej az trzy zera):

7050
410
4100 2 1 10
2 20 1_5'(2) f ;_5'<4’1 3’_2’1 3‘)‘70
010 3

Zwréémy uwage, ze rozwiniecie Laplace’a zamienia wyznacznik n X n na n wyznacznikdéw
(n—1)x (n—1), ktore z kolei w ten sam sposéb zamienia na n(n—1) wyznacznikéow (n—2) x (n—2)
itd. ostatecznie zamieniajac na n! wyznacznikow 1 x 1 (czyli n! sktadnikow, z ktorych kazdy jest
iloczynem n liczb, podobnie jak we wzorze (2.1)).

Dlatego, aby zmniejszy¢ liczbe sktadnikow (i uprosci¢ obliczenia), warto przed zastosowaniem
rozwiniecia Laplace’a uprosci¢ macierz wielokrotnie dodajac krotnosc jednego wiersza/kolumny
do innego wiersza/kolumny (co zgodnie z Wnioskiem 2.14 nie zmienia wartosci wyznacznika).
Pokazuje to ponizszy przyklad.

Przyklad 8
Obliczmy raz jeszcze wyznacznik:

det

W = N
N WO N
— = = Ot
— O N

Rozwigzanie. Odejmujac ostatnia kolumne od pierwszej, a nastepnie odejmujac podwojony
trzeci wiersz od ostatniego i dodajac podwojony pierwszy wiersz do ostatniego otrzymujemy:

1251 0251 [0 2 5 1 |02 5 1
2012 (0012 Joo 1 2 0012
1310 (1310 |1 3 1 0 |1310
3211 2211 |0 -4 -11 J0oo09 3

Teraz mozemy rozwina¢ wrzgledem pierwszej kolumny:

1 2

9 3‘:_30

I
S o

5 1
1 2:2’
9 3

Poznamy jeszcze spos6b na obliczanie wyznacznika jednej bardzo szczegb6lnej macierzy —
macierzy Vandermonde’a. Jest ona o tyle wazna, ze pojawia sie w wielu zastosowaniach, dlatego
ponizszy wzér zaoszczedzi wielu obliczen:
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Fakt 2.16: Wyznacznik Vandermonde’a

Dla dowolnych liczb rzeczywistych a1, ..., a, zachodzi warunek:
1 1 1
aet| T S - ) (2.2)
a?'_ " ag'_ " ’ a;;; L i<y

gdzie iloczyn po prawej stronie wyliczany jest wzgledem wszystkich par indeksow (i, 7),
gdzie ¢ < j. W szczegblnosci, powyzszy wyznacznik jest niezerowy, o ile liczby aq, ..., an
sa parami rézne.

Dowdd. Zauwazmy, ze dla ustalonych liczb aq, ..., ay—1 rozwijajac wzgledem ostatniej kolumny
wyznacznik:
1 1 ... 1
al as tee X
P(z) = det
a? 1 ag 1 xnfl

otrzymujemy wielomian zmiennej x stopnia n — 1 o wspoélczynniku przy najwyzszej potedze

WYnoszacym:
1 1 1
ai az Op—1
det .
Co wiecej, liczby a1, ..., a,—1 sa pierwiastkami wielomianu P, gdyz P(a;) = 0 jako wyznacznik

macierzy o dwoch jednakowych kolumnach (Wniosek 2.8). W zwiazku z tym:

1 1 1
al a2 PR a 71
P(x):det : : . n: -(x—a1)'~--'($—an—1)
ai ™ ay? ap”}

1 1 1 1 1 1
ai a2 T G al as o P |
det . . ) . = det n . H(an+1 _ a/i)
M . . : ... “ e PR i
n—1 n—1 n—1 an—? an—Q - a”_2
ay as ceeoag 1 2 n—1

Wykorzystujac powyzszy wzor do przeprowadzenia dowodu indukcyjnego (indukcja wzgledem

rozmiaru macierzy), otrzymujemy wzor (2.2). O
Przyktad 9
Oblicz
1 1 1 1
1 2 3 5
detly 4 9 25
1 8 27 125

Rozwigzanie. Powyzszy wyznacznik to wyznacznik Vandermonde’a, ktory zgodnie ze wzorem
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(2.2) jest rowny:

G-1)5-2)(5-3)(3-2)3-1)(2-1)=4-3-2-1-2.1=48

Niech A € My, xp. Wowcezas det A # 0 <= kolumny macierzy A s3 Inz.

Dowdd. Niech kolumny macierzy A beda liniowo zalezne, tzn. jedna z nich (dla ustalenia uwagi
przyjmijmy, ze pierwsza) jest kombinacja liniowa pozostatych. Odejmujac od tej kolumny odpo-
wiednie krotnosci pozostatych kolumn (co zgodnie z Wnioskiem 2.14 nie zmienia wyznacznika),
zamieniamy macierz na macierz z cata kolumna zer, pokazujac ze det A = 0:

det A = det(agAs + azAs + -+ + anAp, Ao, As, ..., Ap) =
det(agAs + -+ + anA,, Ao, Az, ... Ay) =
e = det(anAn, AQ, Ag, e ,An) == det(O, AQ, Ag, e ,An) =0

Niech teraz kolumny macierzy A beda liniowo niezalezne. Wowczas stanowia one baze prze-
1

strzeni R, w szczegdlnodci wektor e = | . | jest ich kombinacja liniowa:
0
e1 = arA + -+ oAy

Przynajmniej jeden ze wspotczynnikow agq, .. ., a;, jest niezerowy. Przyjmijmy, ze jest to oy (ro-
zumowanie w pozostaltych przypadkach jest podobne). Oznacza to, ze mnozac pierwsza kolumne
macierzy A przez a3 # 0 (co mnozy wyznacznik przez ap), a nastepnie dodajac odpowiednie
krotnosci pozostalych kolumn (co nie zmienia wyznacznika) otrzymujemy macierz

AW = (e1, A5, A3, ..., Ap)

ktorej kolumny rowniez sa liniowo niezalezne (bo mozemy z nich wygenerowaé baze A1, ..., A,),
a ponadto det A #£ 0 <= detA # 0. Postepujac analogicznie z wektorami es, ..., en
otrzymujemy ciag macierzy:

A(Z) = (ela -ees € Ai+17 cee An)
ktorych kolumny sg liniowo niezalezne oraz
det A#0 < det AV £0 = ... = det A™ £0

Poniewaz A™ = (e1,...,e,) = I, czyli det A = det I = 1 # 0, wiec det A # 0. O

Przyktad 10

1 1 1
Sprawdz, czy wektory (%), ( >, <(1)>, (11> sa liniowo niezalezne.
1 0 1

Rozwigzanie. Zgodnie z Faktem 2.17 wystarczy sprawdzié, czy nastepujaca macierz ma nieze-

WHN—
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rowy wyznaczunik:

1 11 1
1 2 0 -1
1 11 1
1 3 0 1

Poniewaz macierz ta ma dwa jednakowe wiersze, wiec jej wyznacznik jest zerowy, czyli kolumny
sa liniowo zalezne.

Fakt 2.18: Wzory Cramera

Dany jest uktad n réwnan liniowych z niewiadomymi x1, ..., Ty:

anry + -+ apey, = by
........................ (2.3)

1%L + -+ ApnTn = by

Macierz A = (aij) € My xyn nazywamy macierzq gtdwng uktadu. Wowczas uktad (2.3) ma
jednoznaczne rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy det A # 0. Wtedy rozwiazanie to dane
jest wzorem:

_ det A®

= — =1,2,... 24
Zg detAv 9 &9 y 1 ( )

; b
gdzie A" jest macierza powstaly przez zastapienie i-tej kolumny A przez b = (6'1' )

Dowdd. Zapiszmy uklad (2.3) w postaci:
1AL+ Ay =0 (2.5)
Wowcezas:
det AV = det(b, Ay, ..., Ay) = det(z1 A1 + -+ - + T, An, Aa, ..., Ay)
i zgodnie z Faktem 2.13 (liniowos¢ wzgledem pierwszej wspotrzednej):
det AV = 21 det(A1, A, ..., Ap) + zodet(Ag, Aa, ..., Ap) + - + zp det(Ap, Aa, ..., Ap)
a poniewaz wyznacznik macierzy o dwoch jednakowych kolumnach wynosi 0, wiec
det A = 2, det(Aq, Ag, ..., Ay) = x1det A (2.6)

co w przypadku det A # 0 dowodzi wzoru (2.4) dla ¢ = 1. Podobnie dowodzimy wzoru dla
1=2,...,n. W szczegolnosci dla det A # 0 mamy doktadnie jedno rozwiazanie.

W przypadku det A = 0 kolumny Ay, ..., A, sa, zgodnie z Faktem 2.17, liniowo zalezne. W
zwiazku z tym wektor b albo nie przedstawia sie w postaci kombinacji liniowej Ay, ..., A4, (tzn.
uktad (2.5) jest sprzeczny), albo przedstawia sie na wiecej niz jeden sposéb (tzn. uktad (2.5) jest
nieoznaczony). O

Wrzory Cramera pozwola nam tatwo sprawdzaé liniowg niezaleznosé¢ uktadu wektoréw w prze-
strzeni C*°(R) (umiejetnosé ta bedzie regularnie wykorzystywana w ramach przedmiotu Rowna-
nia rozniczkowe 1, dla ktorego przestrzen liniowa C*°(R) jest glownym obiektem zainteresowa-
nia).
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Lemat 2.19: Lemat Wrornskiego

Dane sa funkcje fi,..., fn, € C*°(R). Obliczmy pochodne tych funkcji (do rzedu n — 1
wlacznie) 1 utworzmy nastepujacy wyznacznik (zwany wronskianem funkcji fq,..., fn):

fi(x) fa(x) e fn(x)

f@) B . fil)

W(x) = : : y : (2.7)
—il 1 -1
0@ 570 )

Wowczas, jesli W(z) # 0 dla przynajmniej jednej liczby rzeczywistej z, to funkcje
fi,--., fn sa liniowo niezalezne.

Dowdd. Cheemy pokazaé, ze wektory fi,..., f, € C°(R) sa liniowo niezalezne. W tym celu,
zgodnie 7z Faktem 1.11, musimy pokazaé, ze dla zerujacej sie kombinacji liniowej o wspdlczynni-
kach aq,...,a, € R:

a1 fi(z) + asfa(z) + -+ anfa(z) =0 (2.8)

zachodzi a; = - -+ = ay, = 0. Rozniczkujac obie strony réwnania (jednokrotnie, dwukrotnie, .. .,
(n — 1)-krotnie) otrzymujemy uktad réwnan:

arfi(z) + azfa(x) + -+ apfol
a1 fi(z) + aafy(z) + -+ anfp(x
a1 f1'(z) + aafy (x) + -+ anfi(z) =0

ktéry w wersji macierzowej ma postaé:

fi(z) fo(x) - fulo) o
fi(x) f5(x) fo() ) o
@) @ o @ |aes |20 e ww). | | =0
: : : : a,

n—1 n—1 n—1

M@ 5@ @) \aw
Niech z € R bedzie taka liczba, dla ktorej W(x) # 0. Powyzszy uktad ma przynajmniej jedno
rozwigzanie (a1 = --- = «, = 0), a zgodnie z Faktem 2.18 (wzory Cramera) jest to jedyne
rozwigzanie. Wobec tego a; = --- =, = 0, czyli fi,..., fn sa liniowo niezalezne. Ul

Przyktad 11

Uzasadnij, ze funkcje sin x, sin 2z, sin 3z sa liniowo niezaleznymi elementami C*°(R).
Rozwigzanie. Policzmy wronskian tego uktadu funkcji:

sinx sin 2x sin 3x
W(z)=| cosx  2cos2x  3cos3x
—sinz —4sin2x —-9sin3x

Mamy wykazac¢, ze W(z) # 0 dla pewnego = € R. Zauwazmy, ze:

1 0 -1
WEm) =10 -2 0] =20#0
-1 0 9

co na mocy Lematu 2.19 dowodzi liniowej niezaleznosci badanych funkcji.
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2.2 Macierz odwrotna

Definicja 2.20

Macierzq odwrotng do macierzy A € M, «, nazywamy taka macierz B € M, xp, 7€
AB=BA=1

Macierz odwrotng do A oznaczamy A~'. Macierz, dla ktorej istnieje macierz odwrotna
nazywamy macierzg odwracalng.

Tylko macierze kwadratowe (i to nie wszystkie) sg odwracalne.

Fakt 2.21

Dla sprawdzenia, ze macierz B € M, «, jest odwrotna do macierzy A € M, x, Wystarczy
sprawdzi¢ tylko jeden z warunkdw

AB =1 oraz BA=1T

(tzn. spelnienie jednego z warunkoéw pociaga spelnienie drugiego).

Dowdd. Zatézmy, ze spelniony jest warunek AB = I. Oznaczmy przez Fy : R" — R" prze-
ksztalcenie o macierzy A, tzn. Fu(X) = AX. Podobnie oznaczmy Fg. Wowczas

FAOFB:id

gdyz A(BX) = (AB)X = IX = X. Wobec tego F4 jest ,na”, czyli zgodnie z Wnioskiem 1.22 jest
bijekcja, a wiec jest odwracalne. Skoro F4 jest odwracalne, to macierz A jest odwracalna. Mno-
zac rownanie AB = I z lewej strony przez A~! otrzymujemy B = A~!'. Podobnie rozumujemy
w przypadku, gdy BA = I. O

Powyzszy fakt mozna wystowi¢ w terminach odwzorowan: jesli V' jest skoficzenie wymia-
rowa przestrzenia, zas F : V — V oraz G : V — V sa przeksztalceniami liniowymi takimi,
ze FFoG =1id, to F'i G sa wzajemnie odwrotne. Dlaczego wazne jest zatozenie o skonczonym
wymiarze V pokazuje ponizszy przyktad.

Przyktad 1
Rozwazmy przeksztalcenie F' : Rlx] — R|z] zdefiniowane:

Flapz™ + -+ a1x + ag) = apz™ 1+ -+ ay
oraz przeksztalcenie G : R[z] — R[x] zdefiniowane:
G(anz" + -+ a1z + ag) = anz" ™ 4+ - + a12? + apx
Nietrudno zauwazy¢, ze F o G =id, ale G o F' # id, w szczegdlnosci F' i G nie sg odwracalne.

Fakt 2.22

Niech V' i W beda skoniczenie wymiarowymi przestrzeniami liniowymi, za$ B i C ich bazami.

Wowczas przeksztatcenie liniowe F' : V. — W jest odwracalne wtedy i tylko wtedy, gdy

macierz mg (F) jest odwracalna. Ponadto dla odwracalnego F' zachodzi wzor:
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Dowdd. Zgodnie z Faktem 1.26 mamy
mB(F) omG(F™Y) =m&(Fo F~™Y) =mi(d) = I

Wobec tego macierze (kwadratowe) m%(F~!) oraz m5(F) sa wzajemnie odwrotne. O

Fakt 2.23: Macierz odwrotna (podejscie pierwsze)

Macierz A € M« jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy det A # 0. Ponadto, jezeli:
ail - Qip
A=
Gpl  °° Qnp
to =
+det A17 —det A1 +det A3 ... Ldet Ay,
—det Ag;  +det Ays —det Asg ... Fdet Ay,
Al = 1 +det Az; —det Azy +det Azz ... £detAs,
det A :
+detA,7 FdetA,s *detAd,s ... +detA,,
gdzie A;; to macierz powstata z macierzy A przez usuniecie wiersza i kolumny zawieraja-
cych wyraz a;;.

Powyzszy wzoér mozna przestawi¢ w postaci 4-krokowego algorytmu:

1. Oblicz wyznacznik det A macierzy n X n.

2. Policz wszystkie wyznaczniki det A;; macierzy (n—1) x (n—1) powstale z A przez usuniecie
jednego wiersza i jednej kolumny i napisz macierz tych wyznacznikéw.

3. Dopisz znaki, zgodnie z ,szachownicg znakow”:

+ - + -
-+ - 4+
+ - + -
-+ - 4+

4. Transponuj otrzymang macierz.

Dowdd. Szukamy macierzy B = (b;;) takiej, ze A- B = I, czyli

10 0
ail - aip bir -+ bin 0 1 0
apl  +°° Qnn bn1 bnn O 0 1
Wobec tego:
ain - Qin b1 1
Gpl - Qnn bn1 0
Traktujac to réwnanie macierzowe jako uktad réwnan z niewiadomymi b1y, ..., b,1, zgodnie z

wzorami Cramera otrzymujemy

~det A

bﬂ —1)1+i det Ali
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co mieliémy uzasadni¢. Podobnie wyliczenia dla kolejnych kolumn macierzy B pozwalajg wyliczy¢

porzostale wyrazy. O
Przyktad 2
21 01
. . . 0 410
Wyznaczy¢ macierz odwrotnag do macierzy A = 00 3 0
00 01
Rozwigzanie.
12 -0 40 -0\ /i -1 L _1
+ + 2 T8 2 2
Al 11 -3 +6 -0 +0 _ |10 7 -1 0
24 +1 -2 48 -0 0o 0 L+ 0
=12 +0 -0 +24 0 0 0 1

Drugi sposoéb wyliczania macierzy odwrotnej bedzie odwolywal sie do tzw. operacji elemen-
tarnych. Operacje elementarne beda réwniez wazne przy rozwiazywaniu dowolnych uktadéw
rownan liniowych, dlatego definiujemy je od razu dla wszystkich macierzy prostokatnych.

Definicja 2.24

Operacjg elementarng wierszowg na macierzy prostokatnej A nazywamy kazdg z nastepu-
jacych operagcji:

1) zamiana miejscami dwoch wierszy,
2) przemnozenie wybranego wiersza przez niezerowa liczbe,
3) dodanie do wybranego wiersza niezerowej krotnosci innego wiersza.

Fakt 2.25

Kazda operacja elementarna wierszowa zamienia macierz A na iloczyn E - A, gdzie E jest
pewna macierzg kwadratowa. Macierz E nazywamy macierzg elementarng.

Pominiemy formalny dowdd tego faktu, zamiast tego pokazujac jego dziatanie dla trzech
przyktadéw operacji elementarnych na nastepujacej macierzy A:

@11 a2 a3z a4
A= G21 Q22 Aa23 0G24
a31 az2 a3z a34
a41 Q42 Q43 Q44

1. Zamiana miejscami drugiego i czwartego wiersza macierzy A jest realizowana przy po-
mocy macierzy elementarnej, ktéra powstaje z macierzy identycznosciowej I przez zmiane
potozenia drugiej i czwartej jedynki na przekatnej:

1000 a1 a2 a3 a4 a1 a2 a3 a4
0 0 0 1] [a21 azx a3 a| _ | au a2 a3 aw
00 10 a1 aszp azz as | |as1 as azz ax
01 00 a41 Q42 Q43 Q44 ag) a2 a3 A4

2. Przemnozenie drugiego wiersza macierzy A przez 3 jest realizowane przy pomocy macierzy
elementarnej, ktéra powstaje z macierzy identycznosciowej I przez zamiane drugiej jedynki
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na przekatnej na 3:

1000 ail a2 a3 aiq aip a2 a1y ayy
03 0O az1 22 a3 a4 . 3a21 3(122 3&23 3(124
00 10 az1 azp asz as | | az;  azx  asy  a
0 001 (41  A42 Q43 Q44 aq1  G42  A43 Q44

3. Dodanie do trzeciego wiersza macierzy A 4-krotnosci drugiego wiersza jest realizowane
przy pomocy macierzy elementarnej, ktéra powstaje z macierzy identycznosciowej I przez
zamiane zera na przecieciu trzeciego wiersza i drugiej kolumny na 4:

1000 ailz a2 a3 a4 an a2 ais a4
0100 agy a a3 a4 | agy ag2 ags3 agy
0 410 az1 aszp aszz aza | | asi+4ax aza+4asy azz+4dass  ass +4das
0 001 a41 Q42 Q43 Q44 aq1 a42 a43 ayq

Fakt 2.26: Wyznaczanie macierzy odwrotnej

Jesli ciag operacji elementarnych wierszowych przeprowadza macierz kwadratowsg A na
macierz identycznoéciows I, to ten sam cigg operacji przeprowadza I na AL

Dowadd. Wykonujac kolejne operacje elementarne wierszowe, ktérym odpowiadaja macierze ele-
mentarne E1, ..., F,, otrzymujemy kolejno macierze:

A, FEiA, EyFq A, EsFEsFE1 A, cee E,...EsFEyFE1A
Jedli powyzszy ciag operacji elementarnych prowadzi do macierzy identycznosciowej I, czyli:
E,...EsEsF1A=(E,...EsEyFE))-A=1
to macierz F, ... E3sFoEq jest macierzg odwrotng do A, czyli:
AV =F,...E3E3F1 = E,, ... EsEsEy - I

Oznacza to, ze macierz A~ powstaje przez zastosowanie tego samego ciggu operacji do macierzy
identycznosciowej 1. O

Whiosek 2.27: Macierz odwrotna (podejscie drugie)

Jedli z prawej strony macierzy A € My, «, dopiszemy macierz identycznodciows I € M«
otrzymujac macierz rozmiaru 2n X n:

(A[T)

a nastepnie przy pomocy elementarnych operacji wierszowych wykonywanych na powstatej
macierzy 2n X n zamienimy lewa polowe macierzy na macierz identycznosciowa I, to prawa
polowa macierzy zamieni sie na A~

Dowdd. Wykonywanie elementarnych operacji wierszowych na macierzy (A|I) oznacza réwno-
czesne wykonywanie tych samych operacji na macierzy A i na macierzy I. Zgodnie z Faktem
2.26 te same elementarne operacje wierszowe, ktore prowadzacg do zamiany A na I, prowadzg
tez do zamiany I na A™!, czyli:

(A — (1147
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Przyktad 3
1 2 0 3
. . . 11 1 2
Wyznaczy¢ macierz odwrotna do macierzy A = 9 1 1 2
31 11

Rozwigzanie. Zgodnie z Wnioskiem 2.27 dopisujemy z prawej strony rozwazanej macierzy ma-
cierz identycznosciowa, a nastepnie wykonujemy serie operacji wierszowych. Najpierw odej-
mujemy odpowiednie krotnoéci pierwszego wiersza od pozostatych wierszy:

12 0 31 00O
—w; [1 1 1 2(0 1 0 O
2w |2 1 1 20 01 0
—3wi \3 1 1 1/0 0 0 1

Nastepnie odejmujemy krotnosci drugiego wiersza od wierszy trzeciego i czwartego:

1 2 0 31 00O

0 -1 1 -1(-1 1 0 O
3wz |0 -3 1 —4/-2 0 1 O
—dwa \0 -5 1 —-8|-3 0 0 1

Nastepnie odejmujemy krotnosé trzeciego wiersza do ostatniego wiersza:

12 0 3|1 0 0O
0 -1 1 —-1j-1 1 0 0
0o 0 -2 -111 -3 10
—2w3\0 0 -4 -3]2 -5 01

W ten sposob sprowadziliémy wyjsciowa macierz do postaci macierzy gornotrojkatnej (tzn.
wyzerowaliémy wszystkie wyrazy ponizej przekatnej). Teraz wyzerujemy wszystkie wyrazy
powyzej przekatnej. Najpierw odejmujemy odpowiednie krotnosci ostatniego wiersza od po-
zostatych wierszy:

e (Y20 31 0 0 0
Tl 11 —1f-1 1 0 0
Plo o0 2 —1f1 -3 1 0
g

o 0 o0 -1/0 1 =21

Nastepnie dodajemy odpowiednie krotnosci trzeciego wiersza do wierszy drugiego i pierwszego:

12 0 o001 3 -6 3
o -1 1 O0|-1 0 2 -1
o 0 -2 o1 -4 3 -1
0 0 0 -—-1]0 1 -2 1

1

Wreszcie dodajemy odpowiednig krotnosé drugiego wiersza do pierwszego wiersza:

1 2 0 011 3 -6 3
0 -1 0 0 |-
o 0 -2 0|1 -4 3 -1
0 0 0 1|0 1 -2 1

+2wo

W ten spos6b otrzymaliémy macierz diagonalna. Na koticu mnozymy kazdy z wierszy przez
odpowiednia (niezerowa) liczbe tak, by otrzymac¢ macierz identycznosciowa.

1 0 0 0l0O -1 1 o0
7
(-1)1o0 -1 0 o0|-%1 -2 I -3
(-Hlo o -2 o1 -4 3 -1
(-n\0o o0 0o -1]0 1 -2 1
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co prowadzi do macierzy odwrotnej:

10000 -1 1 0
o1o00/5 2 -1 3
0010[-3 2 —35 3
0001/ 0 -1 ~1
czyli

0 -1 1 0
. 1 9 _7 3
AT=14 5 3d

2 2 2

0o -1 2 -1

Pionowa kreska w powyzszym zapisie nie ma zadnego formalnego znaczenia, pomaga je-
dynie oddzieli¢ obie czedci powstatej macierzy. Zwrdéémy uwage, ze operacje wierszowe nalezy
wykonywaé¢ pojedynczo, aczkolwiek czesto na jednym diagramie zobrazowad kilka kolejnych
operacji.

Jak wida¢ sposdb postepowania w powyzszym przykladzie jest dosé algorytmiczny:

1. Sprowadzamy macierz do macierzy gornotréjkatnej z niezerowymi wyrazami na przekatnej,
zerujac wyrazy w kolejnych kolumnach (od pierwszej do ostatniej).

2. Sprowadzamy macierz do macierz diagonalnej z niezerowymi wyrazami na przekatnej, ze-
rujac wyrazy w kolejnych kolumnach (od ostatniej do pierwszej).

3. Mnozac kazdy wiersz przez odpowiednig liczbe otrzymujemy macierz identycznodciows.
W trakcie wykonywania powyzszego algorytmu moga pojawi¢ sie dwa problemy:

(A) Natrafimy na macierz, ktorej jeden z wyrazow na przekatnej jest zerem.

(B) Natrafimy na macierz, ktora ma caty wiersz zer.

Z problemem (A) tatwo sobie poradzi¢ wykonujac zamiane miejscami wierszy (jedna z operacji
wierszowych), jak pokazuje kolejny przyktad.

Przyklad 4
10
Wyznaczy¢ macierz odwrotng do macierzy A= |1 1 1
1 01

Rozwigzanie.
11 1 00
—wi 11 10
—wp \1 0 1|0 0 1
1 1 01 00O
0 0 1/—-1 1 0
0 -1 1|-1 0 1

W tym miejscu pojawia si¢ problem (A), ktéry rozwiazujemy zamieniajac miejscami drugi i
trzeci wiersz:

1 1 01 00
0 -1 1]—-1 0 1
-1 0

"W \o o0 1 1
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o (1L 0100
“21lo -1 0|0 -1 1
0 0 1|-1 1 0
1 0 0/1 -1 1
0 -1 0/0 -1 1
Do 0 121 1 0
100/1 -1 1
0100 1 -1
00 1|-1 1 0
czyli
1 -1 1
Al = 1 -1
-1 1 0

Problem (B) jest wiekszym problemem i oznacza, ze macierz, ktora badamy nie jest odwra-
calna, co pokazemy w nastepnych faktach.

Jesli macierze A, B € M, «, sa odwracalne, to macierz AB tez jest odracalna oraz:

(AB)"' =B ta™!

Dowdd. Korzystajac z prawa tacznosci mnozenia macierzy. Zauwazmy, ze:
(AB) - (B'A™Y)=A-(B-BY)- Al =A-T-A'=4-4"=T

czyli macierze AB i B~'A™! s3 wzajemnie odwrotne. O

Whniosek 2.29

Macierz kwadratowa A € M,,x, mozna przy pomocy operacji elementarnych wierszowych
sprowadzi¢:

1) do macierzy identycznosciowej <= A jest odwracalna,
2) do macierzy zawierajacej wiersz samych zer <= A nie jest odwracalna.

Dowdd. Opisany wczedniej algorytm pozwala sprowadzi¢ dowolng macierz A do macierzy iden-
tycznosciowej albo do macierzy zawierajacej wiersz samych zer. W pierwszym przypadku (zgod-
nie z Wnioskiem 2.27) macierz A jest odwracalna. W drugim wypadku mamy:

B=E, ...-FEy-FE- A

gdzie E; to macierze elementarne (w szczegolnosci odwracalne), za§ B to macierz z wierszem
samych zer (w szczegolnosci nieodwracalna). Gdyby macierz A byla odwracalna, to na mocy
Faktu 2.28 odwracalna bylaby réwniez macierz B (jako iloczyn macierzy odwracalnych), co
prowadzitoby do sprzecznosci. Wobec tego macierz A, ktéra mozna sprowadzi¢ przy pomocy
operacji wierszowych do macierzy z wierszem samych zer nie jest odwracalna. O

Macierz jest odwracalna <= ma niezerowy wyznacznik.
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Dowdd. Operacje elementarne wierszowe zastosowane do macierzy o niezerowym wyznaczniku
daja macierz o niezerowym wyznaczniku, zas zastosowane do macierzy o zerowym wyznaczniku
daja macierz o zerowym wyznaczniku. Poniewaz, zgodnie z Wnioskiem 2.29, macierz odwracalng
mozna w ten sposéb sprowadzi¢ do macierzy I (o niezerowym wyznaczniku), zag macierz nieod-
wracalna — do macierzy o wierszu samych zer (czyli o zerowym wyznaczniku), wiec macierz jest
odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy ma niezerowy wyznacznik. O

Dla macierzy A, B € M« zachodzi:

1) det(AB) = det A - det B,
2) det(A™!) = 1

Dowdd. Nietrudno sprawdzi¢, ze (1) jest prawda w sytuacji, gdy A jest macierza elementarng.
Jedli A jest odwracalna, to mozna ja przedstawi¢ w postaci iloczynu macierzy elementarnych:

A=F,...EF

Woéwczas:
det(AB) = det(En - EgElB) =det F, det(En_1 - EgElB)

=-.-=det E,det E,_;...det Eydet E1det B =det(E, ... EyE;)det B = det Adet B

Dowéd w przypadku, gdy A nie jest odwracalna pomijamy.
Wzor (2) jest szczegélnym przypadkiem wzoru (1), dla B = A1 O]

Analogicznie do operacji elementarnych wierszowych mozna zdefiniowaé operacje elementarne
kolumnowe.

Definicja 2.32

Operacjami elementarnymi kolumnowyms na macierzy prostokatnej A nazywamy kazda z
nastepujacych operacji:

1) zamiana miejscami dwoch kolumn,
2) przemnozenie wybranej kolumny przez niezerows liczbe,
3) dodanie do wybranej kolumny niezerowej krotnosci innej kolumny.

Fakt 2.33

Kazda operacja elementarna kolumnowa zamienia macierz A na iloczyn macierzy A - F,
gdzie E jest pewna macierza kwadratowa. Macierz F nazywamy mactierzg elementarng.

Pominiemy formalny dowdd tego faktu, zamiast tego pokazujac jego dziatanie na trzech
przyktadach zwigzanych z macierza

1. Zamiana miejscami drugiej i czwartej kolumny jest realizowana przez macierz elementarna,
ktora powstaje z macierzy identycznodciowej przez zmiane polozenia drugiej i czwartej
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jedynki na przekatnej:

41

a1 a2 a3 a4 1.0 00 a1 a4 a3 a12
a1 G2 G23 (24 0 0 0 L|_ a2z a2 azs a2
asy azz asz asq 0010 asy ass a3z ase
(41 Q42 Q43 (44 0100 a41 Qa4 Q43 Q42

2. Przemnozenie drugiej kolumny przez 3 jest realizowane przez macierz elementarna, ktoéra
powstaje z macierzy identycznosciowej przez zamiane drugiej jedynki na przekatnej na 3:

a1l a2 a3 a4 1000 ail 3a12 a1z auy
a1 G2 a23 G24 0 3 0 0] a2 3azx a3 axy
asy asy as3 as4 00 1 0 [|a3 3az azz axn
a41 Q42 Q43 Q44 00 01 aq1 3a42 43 Q44

3. Dodanie do trzeciej kolumny 4-krotnosci drugiej kolumny jest realizowane przez macierz
elementarna, ktéra powstaje z macierzy identycznosciowej przez zamiang zera na przecieciu
drugiego wiersza i trzeciej kolumny na 4:

ai; a2 a1z a4 1 000 a1 a2 aiz+4aiz an
agy @22 Q23 (24 0 1 4 0]  |a21 ag agg+4ax ay
asy asy asy asq 0 01 0| |an asx asz+4asy axn
a41 42 Q43 Q44 0 001 aq1 Q42 Q43 +4aso  agq

Jak wida¢ macierze elementarne w Fakcie 2.33 (operacje kolumnowe) i macierze elementarne
w Fakcie 2.33 (operacje wierszowe) to te same macierze. Mnozenie przez macierz elementarna z
lewej strony prowadzi do operacji wierszowej, natomiast mnozenie z prawej strony — do operacji
kolumnowej.

Operacje elementarne (zar6wno wierszowe, jak i kolumnowe) nie wptywaja na zerowanie
sie wyznacznika.

W kolejnym rozdziale bedziemy stosowali operacje elementarne (zaréwno wierszowe, jak i
kolumnowe) nie tylko do macierzy kwadratowych, ale réwniez do prostokatnych. Bedziemy po-
trzebowali nastepujacego pojecia:

Dla dowolnych odwracalnych macierzy kwadratowych A i B (niekoniecznie tego samego
rozmiaru) zachodzi:
A o\ ' /A1 o
o BJ) ~\0 B!
Dowdd. Nietrudno zauwazy¢, ze jesli A, A’ € My,«m oraz B, B' € M, xn, to
A 0 A0\ [AA 0O
0 B 0 B) \0 BB
A 0 A7t 0\ [T 0 I
0 B o B')\0 1)

Stad

O
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Definicja 2.36

Rzedem (kolumnowym) macierzy A € My, x, nazywamy wymiar podprzestrzeni R" roz-
pietej przez kolumny A.

Rzedem (wierszowym) macierzy A nazywamy wymiar podprzestrzeni R™ rozpietej przez
wiersze A.

Powyzsza definicje mozna wyrazi¢ rowniez nastepujaco: rzad wierszowy (kolumnowy) macie-
rzy to maksymalna liczba liniowo niezaleznych wierszy (kolumn) tej macierzy. Okazuje sie, ze
rzad wierszowy jest tym samym co rzad kolumnowy (ktory to fakt zostawimy bez dowodu):

Fakt 2.37

Dla kazdej macierzy prostokatnej A, rzad wierszowy i rzad kolumnowy sg réwne. Kazda
z tych liczb nazywamy rzedem macierzy A i oznaczamy: rank A.

Whniosek 2.38

Jesli A € My,xn, to rank A < m oraz rank A < n.

Dowdd. Rzad macierzy jest rowny zaréwno jej rzedowi kolumnowemu, jak i rzedowi wierszowemu,
czyli nie przekraca liczby jej wierszy, ani liczby jej kolumn. O

Definicja 2.39

Minorem stopnia k macierzy A nazywamy wyznacznik dowolnej macierzy k X k powstatej
przez usuniecie pewnej liczby wierszy i kolumn A.

Przyktad 5
Jednym z minoréw stopnia 3 macierzy
3 710 2
2 81 0 2
11 5 1 2
8 2 4 1 3
jest minor
7T 0 2
8 0 2|=2
21 3

Rzad macierzy (prostokatnej) A to najwiekszy stopieri niezerowego minora tej macierzy.

Dowdd. Wystarczy pokazad, ze:
rank A > k <= macierz A ma niezerowy minor stopnia k

Poniewaz rzad macierzy to maksymalna liczba liniowo niezaleznych kolumn, wiec rank A >
k wtedy i tylko wtedy, gdy macierz A ma k liniowo niezaleznych kolumn A;,...,A;,, tzn.
rank(A;,, ..., A, ) = k. Z kolei macierz (A;,, ..., A;,) ma rzad k wtedy i tylko wtedy, gdy ma k
liniowo niezaleznych wierszy, czyli mozna z niej wybraé¢ niezerowy minor stopnia k. Otrzymany
minor jest rownoczesnie minorem macierzy A, co konczy dowod. O
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Wektory vy, ...,vr € R™ sg liniowo niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje niezerowy
minor stopnia k macierzy (vi, ..., vg).

Dowdd. Wektory v, ..., v, sa liniowo niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy rank(vy,...,vx) = k,
co w §wietle Faktu 2.40 oznacza istnienie niezerowego minora stopnia k. O

Whniosek 2.41 ma wersje dotyczaca wektoréw dowolnej przestrzeni liniowej:

Niech V' bedzie skoniczenie wymiarowa przestrzenia liniowa, zas B jej dowolna bazg. Wow-
czas wektory vy, ...,vx € V sa liniowo niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje nieze-
rowy minor stopnia k macierzy ([v1]s, ..., [vk]|B)-

Dowdd. Wektory vy, ...,v, sa liniowo niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy ich wektory wspoét-
rzednych w bazie B sa liniowo niezalezne, tzn. wektory [vi]g,..., [vx]s sa liniowo niezalezne.
Reszta wynika z Wniosku 2.41. O

Operacje elementarne (zar6wno wierszowe jak i kolumnowe) nie zmieniaja rzedu macierzy.

Dowdd. Operacje wierszowe nie zmieniajg liczby liniowo niezaleznych wierszy, a operacje ko-
lumnowe nie zmieniaja liczby liniowo niezaleznych kolumn. Poniewaz rzad wierszowy i rzad
kolumnowy sg réwne rzedowi macierzy, wiec zadna z tych operacji nie zmienia rzedu macie-
rZy. O

2.3 Uktady réwnan liniowych

Definicja 2.44

Jednorodnym uktadem m réwnan liniowych z niewiadomymi x1,...,x, nazywamy naste-
pujacy uklad (gdzie a;; to dowolne liczby rzeczywiste):

a11r1+ -+ apr, =0

........................ (2.9)
Am1T1 + -+ GpnTn =0
Niejednorodnym uktadem m réwnarn lintowych z niewiadomymi 1, ..., T, nazywamy na-
stepujacy uktad (gdzie a;; oraz b; to dowolne liczby rzeczywiste):
anz1 + -+ apTn = by
.......................... (2.10)

Uktad (2.9) nazywamy ukladem jednorodnym zwigzanym z uktadem niejednorodnym
(2.10). W obu przypadkach macierz A = (a;;) nazywamy macierzq gtowng uktadu. Ma-
cierz (Alb) (macierz A z dopisana kolumna wyrazéw wolnych) nazywamy macierzq roz-
szerzong uktadu (2.10).
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Zauwazmy, ze jednorodny uktad réwnairi liniowych jest szczegdlnym przyktadem niejedorod-
nego uktadu réwnari liniowych, gdy by =--- = b,,, = 0.
Uktad niejednorodny (2.10) mozna zapisa¢ w postaci macierzowej:
ail v aip x1 by
=1 : czyli AX =b
Al * Qmn Tn bm
wobec czego rozwiazywanie uktadu sprowadza sie do wyznaczania przeciwobrazu Fgl[b] wektora
b € R™ przez przeksztalcenie Fy : R” — R™ zadane wzorem F4(X) = AX. W szczegolnosei

zbior rozwiazan uktadu jednorodnego (2.9) to F;'[0] = ker F4. Dla uproszczenia notacji jadro
przeksztalcenia F)y zadanego macierza A bedziemy nazywadé jgdrem macierzy A i oznaczac ker A.

Fakt 2.45

Zbiér rozwiazan jednorodnego uktadu m réwnan liniowych z niewiadomymi zi,..., 2, 0
macierzy glownej A = (a;;):

a1171 + -+ a1pxy =0

jest podprzestrzenia ker A < R™. W szczegblnosci uktad jednorodny zawsze ma rozwigza-
nie (rozwiazanie zerowe: x; = --- = x, = 0).

Przed sformutowaniem analogicznego faktu dla uktadu niejednorodnego, rozszerzymy poje-
cie wymiaru. Dotychczas wymiar okreslaliémy jedynie dla przestrzeni liniowych, a wiec np.
dla prostej lub plaszczyzny w R3 przechodzacej przez 0, ale juz nie dla pozostalych prostych i
plaszczyzn.

Definicja 2.46

Niech W < V bedzie podprzestrzenig przestrzeni liniowej V', a v € V dowolnym wektorem.
Warstwg podprzestrzeni W < V (ozn. v + W) nazywamy' zbiér wszystkich elementow
postaci v +w € V, dla wszystkich mozliwych wyboréw w € W, tzn.

v+W={v+w:weW}cCcV

O warstwie podprzestrzeni W mysdlimy jako o ,przesunieciu réwnolegtym” podprzestrzeni W
o wektor v. Takie rozumienie utrwalaja ponizsze przyktady.

Przyktad 1
Opisa¢ warstwy podprzestrzeni W = {(3) € R?: 22 + 3y = 0} < R%
Rozwigzanie. Przestrzen W to prosta o réwnaniu parametrycznym (y) = t ( _32) Kazda

warstwa tej podprzestrzeni to zbiér punktéw postaci

() =(%)+ ()

czyli przesuniecie rownolegle prostej W o wektor v = () ). Zamieniajac na réwnanie ogolne
otrzymujemy prosta o rownaniu 2z + 3y + C' = 0 (dla kazdej wartosci C' otrzymujemy inna
warstwe).

"Warstwa elementu v € V podprzestrzeni W < V to inaczej klasa abstrakcji elementu v dla relacji réwnowaz-
nosci zdefiniowanej jako v ~ v < v —v € W.
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Przyktad 2
Opisa¢ warstwy podprzestrzeni W = {(§> ER3: 3z —4y+2=0} <R3

. ‘ . 4 0
Rozwigzanie. Przestrzen W to ptaszczyzna o réwnaniu parametrycznym (:7;) =t (g) +s (}1) .
Kazda warstwa tej podprzestrzeni to zbiér punktéw postaci

T 4 0 U1
y|l=t[3]+s|1]+|wv
z 0 4 U3

: o v1 oo ) .
czyli przesuniecie réwnoleglte ptaszczyzny W o wektor v = (gQ ) Zamieniajac na réwnanie
3

ogolne otrzymujemy plaszczyzne o réwnaniu 3z — 4y + z + D = 0 (dla kazdej wartosci D
otrzymujemy inna warstwe).

Przyktad 3

Opisa¢ warstwy podprzestrzeni W = {(g) eER*:2=¥%=2=0} <R3

Rozwigzanie. Przestrzen W to prosta o réwnaniu kierunkowym (g) =t (é) Kazda warstwa
tej podprzestrzeni to zbiér punktéow postaci (g) =t (§> + (E), czyli przesuniecie rownolegte
prostej W o wektor v = (lé . Zamieniajac na posta¢ kierunkowsg otrzymujemy prosta 5% =
y—b

_z—c _
- =5 =0.

Przyklad 4

Opisa¢ warstwy podprzestrzeni W = {f : R — R : f stala} < C(R)

Rozwigzanie. Kazda warstwa przestrzeni funkcji stalych jest postaci f(x) + C (tzn. ustalona
funkcja f + dowolna funkcja stata). Jest to dobrze znany przyktad z analizy, gdzie catka nie-
oznaczona funkcji nie jest funkcja, tylko warstwa podprzestrzeni funkcji stalych (tzn.
funkcja z doktadnoscia do dodania stalej). Zmienna C' uzywana przy wyliczaniu catki nie-
oznaczonej nalezy w tym kontekscie interpretowaé nie jako liczbe, ale jako przestrzen liniowa
(przestrzen funkcji statych).

Przyklad 5

Szczegbdlnym przypadkiem warstwy podprzestrzeni W < V' jest sama podprzestrzen W, ktora
traktujemy jako warstwe 0 + W (czyli W przesunieta o wektor zerowy).

Przyktad 6

Opisa¢ warstwy podprzestrzeni {0} < V oraz V < V.

Rozwigzanie. Warstwa v + {0} to zbior {v + 0}, czyli zbiér jednopunktowy. Dla kazdego
elementu v € V otrzymujemy zatem warstwe {v}. Warstwa podprzestrzeni V' jest tylko jedna
1 jest nig V.

Interpretacja warstw podprzestrzeni W < V jako ,réwnolegltych przesunie¢” podprzestrzeni
W wyjasnia dlaczego warstwy sa parami roztaczne i tacznie pokrywaja cala przestrzen V. For-

malizuje to ponizszy fakt:

Kazdy element v € V nalezy do doktadnie jednej warstwy W (jest to warstwa v + W).
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Dowdd. Kazdy element v € V nalezy do przynajmniej jednej warstwy W (do warstwy v + W,
ktora zgodnie z definicja zawiera element v + 0 = v). Pokazemy, ze zaden element nie nalezy
do dwoch réznych warstw. Zatozmy, ze v € v/ + W (druga warstwa zawierajaca v). Wowczas
v =1"+w dla pewnego w € W, czyli v — v’ € W. Zatem:

e kazdy element warstwy v’ + W jest postaci v/ + w = v+ (v —v) +w € v+ W, gdyz
(v —v) € W oraz w € W,

e kazdy element warstwy v + W jest postaci v + w = v + (v — V') + w € v + W, gdyz
(v—2")e W oraz w e W.

Wobec tego v + W = v’ + W tzn. obie rozwazane warstwy sa rowne. O

Pojecie warstwy pozwala opisa¢ zbiér rozwiazan uktadu niejednorodnego w sposéb analo-
giczny do opisu zbioru rozwiazan uktadu jednorodnego podanego w Fakcie 2.45:

Fakt 2.48

Zbiér rozwiazan niejednorodnego uktadu m réwnan liniowych z niewiadomymi z1,...,z,
o macierzy glownej A = (a;;):

111 + -+ a1y = by
.......................... (2.11)

jest warstwa v + ker A, gdzie ker A to przestrzen rozwigzan uktadu jednorodnego z nim

o . U1 9 9 o .
zwigzanego, zas v = ( ) to dowolne rozwiazanie uktadu niejednorodnego (zwane roz-

n

wigzaniem szczegdlnym).

Dowdd. Zauwazmy, ze jesli v = (Zl) jest rozwiazaniem uktadu niejednorodnego (2.11), za$
w = (Z)}l) jest rozwiazaniem zwigzanego z nim ukladu jednorodnego, to dodajac stronami

odpowiadajace sobie réwnania obu uktadéw otrzymujemy:

aj1(vi +w1) + -+ arp(vy +wy) = b1 +0

aml(vl +w1) +-+ amn(vn +wn) =by+0

v1+wi
czyliv+w = ( > jest rozwigzaniem ukladu niejednorodnego. Poniewaz, zgodnie z Faktem
Un+Wn

2.45, zbioér rozwigzan uktadu jednorodnego zwiazanego z (2.11) to ker A, wiec kazdy element
warstwy v + ker A jest rozwiazaniem ukladu niejednorodnego (2.11).

!
U1

7 drugiej strony, jesli v = (Zl> oraz v/ = < -+ | sa dwoma rozwigzaniami uktadu niejedno-

/
n

rodnego (2.11), to odejmujac stonami odpowiadajace sobie rownania otrzymujemy:

czyli v’ —v jest rozwiazaniem ukltadu jednorodnego zwigzanego z (2.11), a wiec v'—v € ker A. Stad
v € v+ ker A, czyli uktad (2.11) nie ma zadnych rozwiazan poza znalezionymi juz elementami
warstwy v + ker A. O
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Fakty 2.45 i 2.48 pokazuja, ze niejednorodny uktad réwnar liniowych mozna rozwigzywaé
wedlug nastepujacego algorytmu:

1. Znalez¢ przestrzeni ker A rozwigzan uktadu jednorodnego zwigzanego z badanym ukltadem
niejednorodnym.

2. Znalez¢ jakiekolwiek (jedno) rozwiazanie v badanego uktadu niejednorodnego.
3. Zbiorem rozwigzan badanego uktadu niejednorodnego bedzie warstwa v + ker A.

Algorytm ten bywa wygodny w sytuacji, gdy mamy rozwiaza¢ duza liczbe uktadéw réwnan
liniowych rézniacych sie jedynie prawymi stronami.

Przyktad 7
Rozwiaza¢ nastepujace uktady réwnan:

201+ 320 —x3+ 124 =1 2¢1+ 32 —x3+ 24 =3 201+ 310 —x3 + 14 =2
{3x1+x2—x3+2x4:2 {3x1+m2—x3+2x4 =1 {3x1+x2—x3+2x4:2
Rozwigzanie. Rozwiazujemy uktad jednorodny zwiazany z powyzszymi uktadami niejednorod-
nymi:
201+ 3x0 —x3+24 =0
{3x1+x2—a:3+2a:4 =0

otrzymujac rozwiazanie:

I t
T2 . S
x3| | bs+t
Ty 2s —1t

Zgadujemy jakiekolwiek rozwigzanie szczegolne kazdego z uktadéw réwnan, np. (odpowiednio)

0 0 1
<8> , <(1)> , < 1 > . Stad dostajemy rozwiazania ogolne kazdego z uktadow (jako r6zne warstwy
1 0 1

tej samej podprzestrzeni):

1 t T t xr1 t+1
T2 | s o | | s+1 T2 | s+1
x3 | 5s+t 23| | Bs+t xz3| | Bs+t+1
T4 2s —t+1 Ty 2s —t T4 2s —t+1

Fakt 2.49

Dana jest przestrzen liniowa V oraz jej podprzestrzen W < V. Na zbiorze wszystkich
wartstw podprzestrzeni W mozemy wprowadzi¢ dziatania:

(W+W)+ @0 +W)=(@w+2)+W oraz alv+W)=av+W

(tzn. dodanie dwoch warstw to dodanie ich dowolnie wybranych reprezentantéw, a mno-
zenie warstwy przez skalar, to mnozenie przez skalar dowolnego reprezentanta). Zbior
warstw z tak okreslonymi dziataniami tworzy przestrzen liniows zwana przestrzeniq ilora-
zowg 1 oznaczang V/W. Wektorem zerowym przestrzeni ilorazowej jest warstwa 0 + W,
czyli W.

Powyzsze stwierdzenie podajemy jako fakt, a nie jako definicje, gdyz sprawdzenia wymagaja
dwie rzeczy:
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e podane dzialania sa dobrze okredlone, tzn. wynik dodawania dwoch warstw (mnozenia
warstwy przez skalar) nie zalezy od wyboru reprezentantéw (reprezentanta);
e dziatania spelniaja aksjomaty przestrzeni liniowej z Definicji 1.1.

Sprawdzenie powyzszych elementéw pozostawimy czytelnikowi.

Przyktad 8

Opisa¢ przestrzen ilorazows R? /W, gdzie W = {( v) € R? : 22 + 3y = 0}.
Rozwigzanie. Elementy przestrzeni ilorazowej to warstwy podprzestrzeni W, czyli zgodnie z

Przyktadem 1 proste o réwnaniach parametrycznych (3) = ¢(3) 4+ (35). Suma warstw

! +/ .
(g)=t(2)+(h)oraz (y)=t(23)+ (Zé) to warstwa (y) =t (%) + (Z;Zé), a iloczyn
warstwy (y) =1t (2) + (vi) przez liczbe a to () =t (%) + (auh).

Przyktad 9

Catka nieoznaczona to przeksztalcenie liniowe: F : C(R) — C(R)/C, gdzie C < C(R) to
podprzestrzen funkcji statych. Innymi stowy, catka nieoznaczona kazdej funkcji ciaglej f przy-
porzadkowuje warstwe podprzestrzeni funkcji statych, np. F(cosx) = sinz + C, gdzie C to
podprzestrzen (a nie liczba).

Niech W < V bedzie podprzestrzenia przestrzeni liniowej V. Wéwczas wymiar przestrzeni
ilorazowej V/W wynosi:

dim V/W = dim V — dim W (2.12)

Dowdd. Zauwazmy, ze przeksztatcenie F' : V. — V /W zdefiniowane jako F(v) = v+ W (przypisu-
jace wektorowi v € V warstwe podprzestrzeni W zawierajaca v) jest przeksztalceniem liniowym.
Przeksztatcenie F jest ,na” (czyli InF = V/W) oraz ker F = W, wiec zgodnie z twierdzeniem o
indeksie:

dimV = dimker F + dimImF = dim W + dim V/W

co dowodzi wzoru (2.12) O

Niniejszy rozdzial pokazuje metode rozwiazywania dowolnego uktadu réwnan liniowych. Po-
niewaz w praktyce czesto nie jest potrzebne pelne rozwigzanie, a jedynie informacja o istnieniu
i liczbie rozwiazan, podzielimy zadanie na trzy problemy:

Pytanie 1 Czy uklad jest niesprzeczny (tzn. ma przynajmniej jedno rozwiazanie)?

Pytanie 2 lle rozwiazan ma uktad? Poniewaz niesprzeczny uktad réwnan liniowych ma albo 1
albo oo rozwiazan, wiec precyzyjniejsze pytanie brzmi: Jaki jest wymiar przestrzeni (lub
warstwy) wszystkich rozwiazan?

Pytanie 3 Jakie wyglada rozwiazanie ogélne uktadu?

Dotychczasowy rezultat (wzory Cramera) daje czesciowsa odpowiedZ w odniesieniu do ukta-
déw n réwnan z n niewiadomymi. Oznaczajac macierz gtéwna takiego uktadu przez A, wiemy,
ze:

1. uklad jest niesprzeczny <= det A # 0 (nie wiemy co w przypadku det A = 0);

2. uklad ma 1 rozwiazanie (0-wymiarowa przestrzen/warstwa), gdy det A # 0 (w przypadku
det A = 0 uktad jest sprzeczny lub ma oo rozwiazan);

Copyright © Tomasz Elsner, 2020



2.3. UKEADY ROWNAN LINIOWYCH 49

3. rozwiazanie ukladu w sytuacji det A # 0 jest dane wzorem (2.4) (wzory Cramera).

Odpowiedz na Pytanie 1 jest rowniez oczywista w odniesieniu do dowolnego uktadu jedno-
0

rodnego — taki uktad jest zawsze niesprzeczny, gdyz () jest jego rozwiazaniem. W ogélnym

0
przypadku odpowiedz daje nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 2.51: Twierdzenie Kroneckera—Capellego

Uktad réwnan liniowych z niewiadomymi 1, ..., 2z, o macierzy gtéwnej A = (a;;) i ma-
cierzy rozszerzonej (A|b):

111 + -+ a1y = by
.......................... (2.13)

ma rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy

rank(A) = rank(A|b)

\

Dowdd. Uklad (2.13) mozna zapisa¢ w postaci wektorowej:

ai a1n by
T 4+ 4z, =
am1 Amn bm,

Rozwigzywanie tego uktadu mozna zatem zinterpretowaé jako przedstawianie wektora b w po-
staci kombinacji liniowej kolumn macierzy A (rozwigzanie uktadu to wspolczynniki otrzymanej
kombinacji liniowej). Taka kombinacja liniowa istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy b jest kombina-
cja liniowa kolumn macierzy A, czyli rzad macierzy gltownej uktadu jest réwny rzedowi macierzy
rozszerzonej uktadu:

rank A = rank(A|b)
O

Podobnie jak przy wyznaczaniu macierzy odwrotnej, pionowa kreska oddzielajaca macierz
gtéwna od kolumny wyrazéw wolnych stosowana jest wytacznie dla wiekszej czytelnosci zapisu.

W odniesieniu do uktadu (2.13) mozliwe sg tylko dwie sytuacje:

e rank(A|b) = rank A (wowczas uktad jest niesprzeczny)
e rank(A|b) = rank A 4+ 1 (woéwczas uklad jest sprzeczny)

Dowdd. Jesli do macierzy A dotaczymy jedng kolumne, to maksymalna liczba liniowo niezalez-
nych kolumn albo sie nie zmieni, albo zwiekszy sie o jeden. O

Przyklad 10
Ustalié¢, czy ponizszy uklad rownan jest niesprzeczny:

201 +3x9 —4dxz + x4+ 25 =1
r1 4+ 2x9 + 23+ 224 + 325 =3
1+ 29 +2x3+ x4 +25 =4
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Rozwigzanie. Operacje wierszowe i kolumnowe nie zmieniaja rzedu macierzy, stad dla macierzy
gltéwnej otrzymujemy:

2 3 —4 1 1 01 -8 -1 -1 01 -8 -1 -1
rank [1 2 1 2 3] =rank|0 1 -1 1 2 =rank [0 O 7 2 3 1=3
11 2 11 1 1 2 1 1 1 1 2 1 1

Rzad macierzy gléwnej wynosi 3, bo maksymalny niezerowy minor jest stopnia 3. Rzad
macierzy rozszerzonej, zgodnie z Faktem 2.52, wynosi przynajmniej 3, ale skoro macierz ma
trzy wiersze, to jej rzad nie moze by¢ wickszy niz 3. Wobec tego zaréwno macierz gtéwna jak
i rozszerzona maja rzad 3, czyli uktad jest niesprzeczny.

Przyktad 11
Ustalié¢, czy ponizszy uklad réownan jest niesprzeczny:

T1 + 29+ 223+ 34+ 325 =1
221 + 3x9 + 313 + dx4 + 625 = 2
2x1 + dxo + x3 + 314 + 625 = 4

Rozwigzanie. Operacje wierszowe i kolumnowe nie zmieniaja rzedu macierzy, stad dla macierzy
gltownej otrzymujemy:

11 2 3 3 1 1 2 3 3 1 1 2 3 3
rank[2 3 3 5 6] =rank|{0 1 -1 -1 O] =rank|{O0O 1 -1 -1 0| =2
2 51 3 6 0 3 -3 -3 0 0 0 O 0 0

Rzad macierzy glownej wynosi 2, bo maksymalny niezerowy minor jest stopnia 2. Podobne
rachunki dla macierzy rozszerzonej daja rzad 3:

1 1 2 3 3|1 1 1 2 3 31 1 1 2 3 3|1
rank [2 3 3 5 6|2 =rank|{0 1 -1 -1 0|0} =rank|{O0O 1 -1 -1 0|0 =3
2 51 3 6|4 0 3 -3 -3 0]|2 0O 0 O 0 02

Wobec tego, zgodnie z Twierdzeniem 2.51 uktad jest sprzeczny.

Intuicja zwiazana z odpowiedzig na Pytanie 2 jest nastepujaca: wymiar zbioru (warstwy)
rozwigzan to minimalna liczba parametré6w potrzebna do opisania tego zbioru rozwiazan. Roz-
wiazujac uktad metoda podstawiania, kazde réwnanie wykorzystujemy do zmniejszenia liczby
niewiadomych o jede. Ostatecznie (zazwyczaj) rozwiazanie zawiera liczbe parametréw wyno-
$73Ca;:

liczba niewiadomych — liczba réwnan
Jest to prawidtowy wynik, o ile liczba réwnan nie przekracza liczby niewiadomych oraz wszystkie
réwnania sg liniowo niezalezne. Ponizsze twierdzenie formalizuje i uogélnia ten rezultat:

Twierdzenie 2.53

Jesli uktad m réwnan liniowych z n niewiadomymi 1, . . ., z,, 0 macierzy gtownej A = (a;;):

111 + -+ a1y = by
.......................... (2.14)

jest niesprzeczny, to zbidr jego rozwiazan jest warstwa podprzestrzeni wymiaru n—rank A.
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Dowdd. Zgodnie z Faktem 2.48 zbiér rozwiazan jest warstwa przestrzeni ker A. Zgodnie z twier-
dzeniem o indeksie zastosowanym do przeksztalcenia Flq : R” — R™:

n = dimker F4y + dimImF4 = dimker A + rank A

czyli
dimker A =n —rank A

Zbiér rozwigzan uktadu jest warstwa przestrzeni ker A, ktora, jak wynika z powyzszego rachunku,
jest przestrzenig wymiaru n — rank A. O

Zwroémy uwage, ze powyzszy rachunek odnosi sie wylacznie do uktadu, o ktérym uprzed-
nio przekonaliSmy si¢ (np. przez zastosowanie Twierdzenia Kroneckera-Capellego), ze jest nie-
sprzeczny.

Przyktad 12
Wyznacz wymiar zbioru rozwiazan nastepujacego uktadu réwnan liniowych:

1+ 2o+ 223+ 324+ 325 =1
2x1 + 3x9 + 323 + x4 + 625 = 2
2x1 + d5x9 + 3 + 34 + 625 = 2

Rozwigzanie. Zaczynamy od ustalenia rzeddéw macierzy gltéwnej i macierzy rozszerzonej uktadu,
aby ustali¢ czy uktad jest niesprzeczny:

11 2 3 3 1 1 2 3 3 1 1 2 3 3
rank [ 2 5 6] =rank|{0 1 -1 -1 O] =rank|{O0 1 -1 -1 0] =2
2 51 3 6 0 3 -3 -3 0 0O 0 O 0 0
1 1 2 3 3|1 1 1 2 3 3|1 1 1 2 3 3|1
rank [2 3 3 5 6|2 =rank[{0 1 -1 -1 0|0) =rank|O0O 1 -1 -1 0|0] =2
2 51 3 6|2 03 -3 =3 0|0 00 O 0 0|0

Poniewaz rank A = rank(A|b) = 2, wiec zgodnie z Twierdzeniem 2.51 uktad jest niesprzeczny.
Wobec tego zgodnie z Twierdzeniem 2.53 wymiar zbioru (warstwy) rozwiazan wynosi:

5—rankA=5-2=3

Odpowiedzi na Pytanie 3 dostarczy metoda eliminacji Gaussa, opisana w kolejnym twierdze-
niu. Przed jej wprowadzeniem potrzebujemy opisa¢ macierze pewnej szczegblnej postaci.

Definicja 2.54

Macierz (prostokatna) nazywamy macierzqg schodkowg, jesli kazdy wiersz tej macierzy
zaczyna sie wieksza liczba zer niz wiersz poprzedni (za wyjatkiem pierwszego wiersza,
ktéry nie ma poprzednika oraz wierszy ztozonych z samych zer, ktérych dowolna liczba
moze znajdowac sie na koncu macierzy). Pierwszy niezerowy wyraz w kazdym niezerowym
wierszu nazywamy wyrazem wiodgcym.
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Przyktad 13
W kazdej ponizszej macierzy schodkowej zaznaczono na czerwono wyrazy wiodace:

6 2 1 4
31 76 1 2 4 5
031117
) 0 21 3 0 3 7 2
0003 41
0 015 0 001
000001 0 006 0 00O
000O0O0O@ O

Macierza schodkowa jest takze kazda (kwadratowa) macierz gornotrojkatna, ktorej wszystkie
wyrazy na przekatnej sa niezerowe (beda one wyrazami wiodacymi).

Twierdzenie 2.55: Metoda eliminacji Gaussa

Rozwiazanie ogblne uktadu m réwnan liniowych z n niewiadomymi x1, ..., x, 0 macierzy
gtownej A = (a;j) oraz macierzy rozszerzonej (A|b):

111 + -+ a1y = by
.......................... (2.15)

otrzymujemy postepujac w nastepujacy sposob:

1. Przy pomocy elementarnych operacji wierszowych sprowadzamy macierz rozszerzona
(A]b) uktadu do postaci macierzy schodkowej (A’|b').

2. Zapisujemy uktad rownan o macierzy rozszerzonej (A’[b/). Zmienne odpowiadajace
kolumnom A’ zawierajacym wyrazy wiodace nazywamy zmiennymi zaleznymi (zwig-
zanymi), a pozostale zmienne — zmiennymi niezaleznymi (wolnymi).

3. Wyrazamy zmienne zwigzane przy pomocy zmiennych wolnych, otrzymujac w ten
sposob rozwigzanie ogdlne uktadu.

Dowdd. Elementarne operacje wierszowe odpowiadaja nastepujacym przeksztatceniom uktadu
réwnan, ktére nie zmieniaja zbioru rozwiazan:

1. zamiana miejscami dwéch réwnan;
2. przemnozenie rownania (stronami) przez pewna niezerowg liczbe;
3. dodanie krotnosci jednego réwnania do innego rownania.

W zwiazku z tym uktad réwnan otrzymany po wykonaniu kroku 2 ma ten sam zbiér rozwiazan co
pierwotny uktad. Poniewaz macierz gtéwna A’ ukladu otrzymanego w kroku 2 ma posta¢ schod-
kowa, wiec mozliwe jest wyeliminowanie (metoda podstawiania) wszystkich zmiennych zaleznych,
co prowadzi do rozwiazania ogélnego, ktore zawiera wszystkie zmienne wolne jako parametry. [

Przyklad 14

Znalez¢ rozwiazanie ogolne nastepujacego uktadu réwnan:

T+ x2 + 223+ 314 + 325 =1
2x1 + 3x9 + 3x3 + by + 65 = 2
2x1 + dxo + x3 + 314 + 65 = 2

Rozwigzanie. Zgodnie z metoda elimnacji Gaussa zaczynamy od sprowadzenia macierzy roz-
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szerzonej uktadu do postaci schodkowej. Zaznaczone na czerwono wyrazy, to wyrazy wiodace:

p
3 3|1 11 2 3 3|1 11 2 3 3|1

5 6/2]—-(0 1 -1 -1 0|0)]—>|0 1 -1 =1 0]0

3 6|2 03 -3 =3 0]0 00 0 0 0f0
Nastepnie zapisujemy nowy uktad réownari, dla ktérego otrzymana macierz to macierz rozsze-
rzona uktadu:

1+ xo+ 223+ 314+ 325 =1

1?2—373—1‘4:0

0=0

Z kazdego z rownan wyliczamy zaznaczona zmienng zalezna (poczynajac od ostatniej, a kon-
czac na pierwszej):

To = XT3+ T4
ry=—x9 —2x3 —3x4 —3x5 +1=—-3x3 —4ry — 35+ 1

Stad (przyjmujac zmienne wolne xs3, x4 i x5 za parametry s, ¢, v) otrzymujemy rozwiazanie
ogblne:

T —3s—4t—3v+1 -3 —4 -3 1
To s+t 1 1 0 0
z3 | = s =s| 1 |+t] O |+v] O |+1]0
T4 t 0 1 0 0
T5 v 0 0 1 0

Zwréémy uwage, ze do zastosowania metody eliminacji Gaussa nie trzeba wczesniej sprawdzaé
czy uktad jest niesprzeczny. Gdyby uktad byt niesprzeczny, podana metoda wykaze to w kroku
2, tak jak w ponizszym przyktadzie:

Przyktad 15
Znalez¢ rozwiazanie ogdlne nastepujacego uktadu réwnan:

T1 + 29+ 223+ 34 + 325 =1
221 + 3x9 + 313 + dx4 + 625 = 2
2x1 + 5x9 + x3 + 314 + 625 = 4

Rozwigzanie. Zgodnie z metoda eliminacji Gaussa zaczynamy od sprowadzenia macierzy roz-
szerzonej uktadu do postaci schodkowej:

11 2 3 3|1 11 2 3 3|1 11 2 3 3|1
233 56/2]—-]01 -1 -1 0/0)]—={0 1 -1 -1 0]0
2 51 3 6|4 03 -3 -3 0|2 00 0 0 02

Nastepnie zapisujemy nowy uklad réwnari, dla ktérego otrzymana macierz to macierz rozsze-
rzona uktadu:

T1 4+ x0 + 223 + 314 + 325 =1

To—x3—x4 =0

0=2

Otrzymaliémy uktad sprzeczny, a zatem wyjsciowy uktad rownan roéwniez jest sprzeczny.
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Definicja 2.56

Fundamentalnym uktadem rozwigzan ukladu jednorodnego nazywamy baze przestrzeni
rozwigzan tego uktadu (tzn. baze ker A, gdzie A jest macierza gtowng uktadu).

Przyktlad 16

Znalez¢ fundamentalny uktad rozwiazan nastepujacego jednorodnego uktadu réwnan:

1+ 22+ 223+ 324+ 325 =0
2x1 4+ 3x2 + 323 + 524 + 625 =0
2x1 + 5x2 + 23 + 314 + 625 =0

Rozwigzanie. Postepujac podobnie jak w poprzednich przyktadach wyznaczamy:

T —3s — 4t — 3v -3 —4 -3
T s+t 1 1 0
x3 | = s =s| 1 |+t] O | +v] O
T4 t 0 1 0
T5 v 0 0 1

czyli fundamentalny uktad rozwiazan stanowia wektory:

-3 —4 -3
1 1 0
1, 0|, 0
0 1 0
0 0 1

Kazda k-wymiarowa podprzestrzern R™ mozna opisaé¢ przy pomocy jednorodnego uktadu
n — k réwnan liniowych.

Pominiemy dowdd powyzszego faktu, pokazujac zamiast tego jego dziatanie na konkretnym
przyktadzie. Zwroémy jedynie uwage, ze w przypadku uktadu z n niewiadomymi, sktadajacego
sie z n — k liniowo niezaleznych réwnan przestrzen rozwiazan ma wymiar n — (n — k) = k.

Definicja 2.58

Podprzestrzen W < V przestrzeni liniowej V' generowang przez wektory wi,...,wp € W
0zZnaczamy:

W = Lin{wy, ..., wg}

(tzn. Lin{ws,...,wk} to zbior wszystkich kombinacji liniowych wektorow wy, ..., wg).

Przyktad 17

1 1 0
. . . 2 1 1
Opisz przy pomocy uktadu réwnan liniowych podprzestrzen W = L1n{<%> , (—11) , <%>}
3 1 1
przestrzeni RS.

Rozwigzanie. Podane wektory sa liniowo niezalezne (co mozna sprawdzi¢ znajdujac dla poniz-
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szej macierzy niezerowy minor stopnia 3):

1 1 0
2 1 1
1 -1 3
1 1 2
3 1 1

wobec czego dim W = 3. Zgodnie z Faktem 2.57 podprzestrzeit W mozna opisaé¢ przy pomocy
jednorodnego uktadu 5 — 3 = 2 réwnan liniowych. Kazde z tych réwnan jest postaci:

a121 + aoxs + azxs + aqxy + asxs =0

1 musi byé spetnione przez kazdy z wektoréw:

0 ()0

Wspblczynniki kazdego szukanego réwnania spetniajg zatem warunki:

a1 + 2a9 + a3 +aq + 3a5 =0
a1 +ax—az+as+as =0
as + 3as + 2a4 +a5 =0
Potrzebujemy znalezé¢ 2 (liniowo niezalezne) rozwigzania powyzszego uktadu — otrzymamy

w ten sposéb wspoétczynniki 2 szukanych réwnan. Rozwiazujemy powyzszy uktad metoda
eliminacji Gaussa:

1 2 1 1 3|0 1 2 1 1 3]0 1 2 1 1 3]0
11 -111/10l—-(0 -1 -2 0 =20 —>([0 -1 =2 0 =210
01 3 2 1|0 0 1 3 2 1|0 0 0 1 2 —-1]0
Otrzymujemy uktad:
a1+ 2as +az + ag + 3a5 =0 a3 = —2a4 + as
—ay — 2a3 — 2a5 = 0 czyli as = —2a3 — 2a5 = 4a4 — 4as
as + 2a4 —as =0 a1 = —2a9 — az — aq — 3as = —Tay + 4as
Stad
al —Ts + 4t =7 4
as 4s — 4t 4 —4
as | = | 2s+t | =s| 2| +¢t] 1
ay s 1 0
as t 0 1

W~

-7 4
. 4 -
Fundamentalnym ukltadem rozwiazan sa wektory (—12> oraz <

! ), ktére daja szukane dwa
0 1

réwnania opisujace podprzestrzen W:

—Tx1 4+ 4x9 — 223+ 24 =0
dry —4dxo+ 23+ 25 =0

25

Copyright (© Tomasz Elsner, 2020



56 ROZDZIAL 2. MACIERZE I UKEADY ROWNAN

Copyright © Tomasz Elsner, 2020



Rozdzial 3

Diagonalizacja macierzy

W tym rozdziale bedziemy zajmowaé sie wylacznie przeksztalceniami liniowymi F' : V — V
(dla ktorych dziedzina i przeciwdziedzina sa jednakowe). Przeksztalcenia takie nazywamy en-
domorfizmami (przypomnijmy, ze dowolne przeksztalcenie liniowe nazywamy homomorfizmem).
Odwracalny endomorfizm nazywamy automorfizmem (przypomnijmy, ze dowolne odwracalne
przeksztalcenie liniowe nazywamy izomorfizmem,).

3.1 Wartosci i wektory wlasne (rzeczywiste)

W niniejszym podrozdziale bedziemy rozpatrywadé jedynie przypadek rzeczywistych wartosci wta-
snych. Przypadek zespolonych wartosci wtasnych rozpatrzymy w kolejnym podrozdziale.

Definicja 3.1

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa. Wektor wtasny przeksztatcenia liniowego F': V — V
to wektor v spelniajacy warunek:
Flv)=X-v

dla pewnej liczby rzeczywiste] A. Jedli v # 0, to liczbe A nazywamy wartoscig wtasng
przeksztatcenia F', zas v wektorem wtasnym dla wartos$ci wtasnej \. Wektor v = 0 jest
wektorem wlasnym dla kazdej wartosci wlasnej A. Zbiér wszystkich wektoréw wlasnych
dla wartosci wlasnej \ nazywamy przestrzenig wtasng dla X i oznaczamy VA

Kazda macierz A € M, «,, wyznacza przeksztalcenie liniowe
Fp:R" - R" gdzie Fy(X)=A-X

Dla uproszczenia zapisu, wartodci wlasne i wektory wlasne przeksztalcenia F4 bedziemy nazywaé
wartodciami wlasnymi i wektorami wtasnymi macierzy A.

Przyktad 1

Znajdz wartodci wlasne, wektory wlasne i przestrzenie wlasne przeksztalcenia liniowego F' :
Moyo — Mayo zdefiniowanego F(A) = AT,

Rozwigzanie. Szukamy takich macierzy A = (Z Z), ze dla pewnego A € R zachodzi warunek
AT = \A, czyli

a=\a
a ¢ a b b= X
I I
d=X\d

Rozwiazujac powyzszy uktad rownan otrzymujemy:

o7
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e wektory whasne <Z Z) dla wartosci wtasnej A = 1 (tzn. V1 = {<Z Z) ta,b,d € R},

e wektory wlasne <_Ob 3) dla wartogci wtasnej A = —1 (tzn. V! = {<_Ob 8) ‘b ER)).

Przyklad 2

Znajdz wartodci wtasne, wektory wtasne i przestrzenie wtasne przeksztalcenia liniowego F' :
Ro[z] — Ro[z] zdefiniowanego F(P)(z) = xP'(z).

Rozwigzanie. Jedli oznaczymy P(z) = ax® + bz + ¢, to F(P)(z) = 2az? + br. Wektorem
wlasnym jest wielomian spelniajacy dla pewnej niezerowej liczby \ warunek:

F(az® + bz + ¢) = Maz? + bz + ¢) czyli 2az® + bx = Aaz® + \bx + Ac

Powyzsza réwnosé to réwnosé wielomianéw, skad

2a = A\a
b=M\b
0= Xc

Rozwiazujac powyzszy uklad otrzymujemy:
e wektory wlasne P(z) = ¢ dla wartoéci wlasnej A = 0 (tzn. VO = {c: c € R}),
e wektory wlasne P(x) = bx dla wartoéci whasnej A =1 (tzn. V! = {bz : b € R}),

e wektory wlasne P(z) = ax? dla wartosci wlasnej A = 2 (tzn. V2 = {az? : a € R}).

Przyktad 3

Znajdz wartosci wtasne, wektory wtasne i przestrzenie wtasne przeksztatcenia F' : C — C
zdefiniowanego F(z) = Z.

Rozwigzanie. Szukamy takich liczb a,b, A € R, ze

a—bi = \a + bi) czyli a —bi = (Aa) + (A\b)i

Poréwnujemy czedci rzeczywiste i urojone obu stron réwnania:

a=\a
—-b=MXb

Rozwiazujac powyzszy uklad otrzymujemy:
e wektory wlasne z = a dla wartosci wtasnej A = 1 (tzn. V! = {a : a € R}),

e wektory wlasne 2 = ib dla wartodci wlasnej A = —1 (tzn. V1 = {ib: b € R}).
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Niech F' : V' — V bedzie przeksztalceniem liniowym, a A wartoscia wtasna F. Wowczas
przestrzen wlasna V?* jest podprzestrzenia V (tzn. V* < V).

Dowdd. Musimy pokaza¢ zamknietosé V> na dodawanie i mnozenie przez skalar. Dla vy, vy € V:
F(v1) = Ay oraz F(vg) = Aug
Wowczas z addytywnosci F':
F(v1 4+ v2) = F(v1) + F(va) = vy + Ava = A(vg + v2)

czyli v1 + vy € V. Podobnie sprawdzamy zamknieto$é na mnozenie przez skalar. O

Jesli A1 # Ao s wartosciami wlasnymi przeksztatcenia liniowego F': V — V| to

VM v = {0}

Dowdd. Jesli v € VM NV*2 to F(v) = A\ oraz F(v) = v, czyli Ajv = Agv, skad (wobec
A1 # A2) dostajemy v = 0. O

Ponizszy fakt pokazuje praktyczny sposéb wyznaczania wartosci wlasnych przeksztalcenia.

Fakt 3.4

Wartosci wlasne przeksztalcenia liniowego F' : V' — V to pierwiastki wielomianu charak-
terystycznego tego przeksztatcenia, czyli wielomianu:

XF() = det(mg(F) — Al)

gdzie B jest dowolng baza V. Wielomian charakterystyczny nie zalezy od wyboru bazy B.

Dowdd. Niech B bedzie dowolna baza przestrzeni V' (jednakows dla dziedziny i przeciwdziedziny).
Wowczas warunek F(v) = Av mozemy (zgodnie z Faktem 1.24) zapisa¢ we wspotrzednych jako:

mg(F) - [v]s = [Mols (3.1)

lub, jesli oznaczmy A = mg(F) oraz [v]g = (il )7 W postaci:

x1 Az I
Al | =1 : czyli (A=XI)-| : | =0 (3.2)
Tn, ATy, Tn,
Liczba A jest wartoscig wlasna F wtedy i tylko wtedy, gdy réwnanie (3.2) ma niezerowe roz-
wigzanie. Rownanie to zawsze ma rozwiazanie zerowe, ktore zgodnie ze wzorem Cramera jest
jedynym rozwiazaniem, gdy det(A — AI) # 0. W przeciwnym razie rownanie ma wiecej niz jedno
rozwigzanie (w szczegolnosci ma rozwigzanie niezerowe). Wobec tego wartosci wtasne F' to liczby
A speliajace warunek:

det(A—X)=0  czyli  det(mB(F)—\)=0
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7 powyzszego rozumowania wynika, ze pierwiastki wielomianu charakterystycznego nie zaleza
od bazy, ale to jeszcze nie dowodzi, ze sam wielomian nie zalezy od bazy (np. mogloby sie
zdarzy¢, ze krotnosci pierwiastkow zaleza od bazy). Dlatego przytoczymy dodatkowy argument,
pokazujacy niezaleznosé wielomianu charakterystycznego od wyboru bazy. Jedli B i C sa réznymi
bazami przestrzeni V, to zgodnie ze wzorami (1.4) oraz (1.6) zachodzi:

mg(F) =mg (i) - mg(F) - mig(id) = P (mg(F)) - P~"
gdzie P = m5(id). Wobec tego:
det(m&(F)) = det(P - mB(F) - P~1)

czyli na mocy Wniosku 2.31:

1
= det P - det mB(F) - det P~! = det P - det mi(F) - o p = det mB(F)

tzn. wyznacznik nie zalezy od bazy. O

Przyklad 4

Wyznaczy¢ wartosci wlasne 1 wektory wlasne dla przeksztalcenia F' : R3[x] — Rs[z]| zdefinio-
wanego F(P) = P'.
Rozwigzanie. W bazie B = (1, x, 22, 2®) przeksztalcenie F' ma macierz:

mg(F) =

o O O O
o O O
O O N O
o W o o

Wobec tego wielomian charakterystyczny przeksztalcenia to:

A 1 0 0
0 A 2 0| 4
0 —x 3|~
0 0 0 =

Stad jedyna wartodcia wltasna F' jest A = 0. Wektory wtasne dla A = 0 to wielomiany
spelniajace warunek P’ = 0, czyli wielomiany state.

Przyklad 5

Wyznaczyé wartosci wlasne i wektory wlasne dla przeksztatcenia F' : Moyo — Moyxo zdefinio-
wanego F'(A) = 24+ 3AT.
Rozwigzanie. W bazie B= ((39),(85),(99),(3Y)) przeksztalcenie F ma macierz:

T O O O

Wobec tego wielomian charakterystyczny przeksztalcenia to:

5—A 0 0 0
0 2—-A 3 0
0 3 2-X 0
0 0 0 5—A

xr(A) = det =A=53\+1)
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czyli wartosciami wiasnymi F' sg Ay = 51 Ay = —1. Wektory witasne dla A; to macierze
spetniajace warunek 2A + 3A"T = 5A, czyli A = AT (macierze symetryczne), zag wektory
wlasne dla Ao = —1 to macierze spelniajace warunek 24 + 3AT = —A, czyli A = —AT

(macierze antysymetryczne).

Niech V bedzie przestrzenia liniowa wymiaru n, zas F : V — V przeksztatceniem linio-
wym. Wowczas F' ma co najwyzej n rzeczywistych wartosci wlasnych (liczac z krotno-
$ciami).

Dowdd. Zgodnie z Faktem 3.4 wartosci wlasne F' to pierwiastki wielomianu charakterystycznego
XF, ktory jest wielomianem stopnia n = dim V. Zgodnie z Zasadniczym Twierdzeniem Alge-
bry, taki wielomian ma doktadnie n pierwiastkow zespolonych (liczac z krotnosciami), czyli co
najwyzej n pierwiastkow rzeczywistych. O

Jesli vy, ..., v s3 niezerowymi wektorami wtasnymi przeksztalcenia F' : V' — V dla parami
réznych wartoéci wlasnych A1,..., A\ € R, to wektory vy,..., v sa liniowo niezalezne.

Dowdd. Rozwazmy zerujaca sie kombinacje liniowag wektorow vy, ..., vg:
arvy + -+ o =0

Chcemy udowodnié, ze a3 = --- = a = 0. Poniewaz F' jest odwzorowaniem liniowym, zag
V1, ...,V jego wektorami wiasnymi dla wartoéci wtasnych A1, ..., \g, wiec:

0=F(0) = F(ajv1 + -+ agvg) = arF'(v1) + - + apF(vg) = arAdvr + -+ - + Aoy,

czyli
aiAv1 4+ -+ apgAgup =0

Podobnie:
0= F(0) = Flaihv + -+ apdpop) = ax M F(v1) 4 -+ - + ap o F () = a1 3vp + - + agp A foy,
Kontynuujac to postepowanie dostajemy uktad réwnan (wektorowych):

'a1v1+~-—|—akvk:0
Araqvy + -+ Apagvg =0
Majvr + -+ Magv =0 (3.3)

\)\’f_lozlvl + 4 )\z_lakvk =

Jedli zapiszemy wspotrzedne wektoréow vy, ..., vr w dowolnie wybranej bazie B:
V11 V12 Uik
[v1]g = : [vls=1| 1 |, [vk]s =
Un1 Un2 Unk
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to uklad (3.3) w wersji macierzowej bedzie miat postac:

A\ )\% )\’f—l
a1v1ir QU2 - QgULE Ao A2 )\k—l
a1v21 QU2 - QUL 2 2 %1

2 —

1 A3 A3 - /\3 =0
Q1Upl  Q2Up2  **+ QpUng N ' -
LA A2t

Poniewaz druga macierz jest kwadratowa macierza odwracalng (jest to transponowana macierz
Vandermonde’a), wiec:
-1

NP VNP VAP L

a1v11 QeU12 - QUL 2 k—1
I X2 A5 - A5

a1v21 QU222 - QUL 2 k—1

Q1Up1  Q2Up2  *°+  QUng 0
L A AL - AL

skad (wobec tego, ze wektory v1,..., v sa niezerowe) otrzymujemy a3 = ... = ap = 0. O
) y ) ? y y

Twierdzenie 3.7: o diagonalizacji macierzy (wersja 1)

Jesli macierz A € M, »,, ma (parami rozne) wartosci wlasne \q,..., Ay, zag vi,...,v, sa
niezerowymi wektorami wlasnymi, odpowiednio, dla Aq,..., Ay, to:
A1
—1 a
A=PDP ", gdzie P = (vy,...,v), D=
An
Dowdéd. Oznaczmy wspotrzedne wektoréw wtasnych jako
11 V12 Vln
V21 V22 U2p
U1 = . ) V2 = . ) ) Un =
Un1 Un2 Unn
Woéwcezas
Vil ot Vln
P =
Unl " Unn

Sprawdzamy rachunkowo, ze macierze AP i PD maja jednakowe pierwsze kolumny:

1 V11 A1 1
0 V21 0 0
AP N :A . :Ai}l:)\l’vl:P . = PD )

0 Unl 0 0

Podobnie sprawdzamy, ze drugie, trzecie itd. kolumny macierzy AP i PD sa jednakowe. Stad
AP =PD
Na mocy Faktu 3.6 wektory vy, ..., v, sa liniowo niezalezne, czyli macierz P jest odwracalna.
Stad
A=PDP!
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Twierdzenie 3.8: o diagonalizacji macierzy (wersja 2)

Macierz A € M, x, mozna zapisa¢ w postaci diagonalnej:

A= PDP™! gdzie P = (vy,...,v,), D=
An

wtedy i tylko wtedy, gdy wektory vy, ..., v, tworza baze R" zlozona z wektoré6w witasnych
macierzy A (gdzie \1,..., A, to odpowiadajace tym wektorom wartosci wtasne). Macierz
taka nazywamy diagonalizowalng.

\

Dowdd. Jedyne miejsce w dowodzie wersji 1 twierdzenia, gdzie korzystaliSmy z zatozenia o tym, ze

v1,..., U sa parami rozne byta uwaga, ze wektory vy, .. ., v, sa liniowo niezalezne (co implikowato
odwracalno$¢ macierzy P). W zwiazku z tym przy zalozeniu, ze vi,...,v, tworza baze R",
poprzedni dow6d przepisuje sie bez zadnych zmian. O

Sprawdzanie, ze ciagg wektoréw wlasnych jest baza znacznie utatwia nastepujace uogdlnienie
Faktu 3.6. Dowdéd tego faktu wykracza poza ramy niniejszego skryptu.

Jesli i, ..., A\, to parami rézne wartosci wtasne macierzy A, za$ B; to baza przestrzeni V>
(oczywiscie ztozona z wektorow wtasnych), to zbior By U. ..U By jest liniowo niezaleznym
zbiorem wektordw.

Przyktad 6

Zdiagonalizowac nastepujace macierze:
-1 1 3 300
-4 3 4 0 5 2
-2 1 4 0 25

Rozwigzanie. Wielomian charakterystyczny pierwszej macierzy to —(A—1)(A—2)(A—3). Dla

wartosci wlasnych A\ = 1, Aa = 2 i A3 = 3 wyznaczamy przestrzenie wektoré6w wlasnych —

. . . . 1 1 1
s3 to jednowymiarowe przestrzenie rozpinane przez wektory vy = (%), Vg = ((IJ), V3 = (%)
Stad dostajemy diagonalizacje:

-1

-1 1 3 1 11 1 00 1 11
-4 3 4]=12 01 0 20 2 01
-2 1 4 011 0 0 3 011

Dla drugiej macierzy wyznaczamy wielomian charakterystyczny —(A—3)?(A—7). Wyznaczamy
przestrzenie wlasne: V3 = Lin{(é) , (—?1)} oraz V' = Lin{(?)}. Zgodnie z Faktem 3.9
dostajemy diagonalizacje:

-1

3 00 1 0 0 3 00 1 0 0
05 2|=10 -1 1 0 3 0 0 -1 1
0 2 5 0 1 1 0 0 7 0 1 1

Gtownym celem zapisu macierzy w postaci diagonalnej jest utatwienie potegowania macierzy,
co rozwija ponizszy fakt.
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Fakt 3.10

Jesli macierz A € M, y, diagonalizuje sie, tzn. A = PDP~! dla pewnej odwracalnej

A1
macierzy P oraz diagonalnej macierzy D = ( ) , to dla dowolnej liczby naturalnej
An

k zachodzi wzor:
)\k
1
Ak —-p . P*l
)\k

n

Dowdd. Dla dowolnej macierzy D (nawet nie diagonalnej) zachodzi wzor:

(pDP~Ye=ppp~t.PDP'.....PDP'=PD.-D.....DP ! = PDFP!

k k
Reszta wynika ze wzoru na potegowanie macierzy diagonalne;j. O
Przyklad 7
Obliczy¢ potegi macierzy:
-1 1 3\" 3.0 0\ "
-4 3 4 0 5 2
-2 1 4 0 25

Rozwigzanie. Wykorzystujac diagonalizacje z poprzedniego przyktadu otrzymujemy:

-1

-1 1 3\" 11 1 ™ 0 0 111
4 3 4| =(2 0 1 0 2" 0 2 0 1
-2 1 4 01 1 0 0 3»/\0 1 1

1420t —9.3n 3n_9on 9.3n _9n_ |
= 2-2.3n 3n 2.37 9
ontl _9.3n  gn_9n  9.3n_9n
10

300 1 0 0\ /39 0 0 1 0 0\ "

05 2] =0 -1 1 0 39 ¢ 0 -1 1

0 2 5 0 1 1 o o 7/ \o 1 1
310 0 0

— 0 310 4 710 —310 4 710
0 —3l10 4 710 310 + 710

Zauwazmy, ze wyrazy macierzy A" sa kombinacjami liniowymi n-tych poteg wartosci wta-
snych macierzy A.

Fakt 3.11

Jesli macierz A € My, jest diagonalizowalna, a jej warto$ciami wlasnymi (niekoniecznie
réznymi) s3 A1, ..., An, to kazdy wyraz macierzy A¥ jest postaci:

A+ ok

przy czym wspoétczynniki aq, ..., a, nie zaleza od wyktadnika k.
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Dowdd. Zgodnie z Faktem 3.10:

k
A
Ak - P L P*l
A
Wymnazajac powyzsze trzy macierze otrzymujemy macierz o wyrazach postaci oy )\]f +-- -+an>\f;,
przy czym wspolczynniki o, ..., o, zaleza wylacznie od wyrazéw macierzy P i P~!, ktore sa
niezalezne od wyktadnika k. O

Definicja 3.12

Krotnoscig wartosci wlasnej A przeksztalcenia liniowego F' : V — V nazywamy krotnogc¢
pierwiastka A jako pierwiastka wielomianu charakterystycznego xr()\).

Fakt 3.13

Niech V bedzie skoiiczenie wymiarowa przestrzenig liniowa. Jesdli A jest wartoscia wtasna
przeksztatcenia liniowego F' : V — V| to:

1 < dim V* < krotnosé¢ wartosci wlasnej A

W szczegolnosei, jesli A jest jednokrotna wartoscia wlasna, to dim VA = 1.

Dowdd. Niech B = (by,...,b;) bedzie baza przestrzeni V. Zatem by, ..., by to wektory liniowo
niezalezne w V', czyli mozna je uzupemic¢ do bazy B’ = (by,...,bg, bky1, ..., b,) przestrzeni V.
W bazie B’ przeksztalcenie F' ma macierz sktadajaca sie z nastepujacych klatek:

mB.(F) (AOI g)

gdzie AI € My oraz B € M(;,_g)x (n—k) t0 macierze kwadratowe. Wielomian charakterystyczny
powyzsze] macierzy ma (co najmniej) k-krotny pierwiastek A\, wiec krotnosé \ jest rowna przy-
najmniej k = dim V. O

Whniosek 3.14

Niech V' bedzie skonczenie wymiarows przestrzenia liniowa. Wowczas przeksztalcenie
liniowe F' : V — V jest diagonalizowalne (nad liczbami rzeczywistymi) wtedy i tylko
wtedy, gdy dla wszystkie pierwiastki wielomianu charakterystycznego xr sa rzeczywiste
oraz dla kazdego z nich zachodzi:

krotnoé¢ pierwiastka (wartosci wlasnej) A = dim V*

Dowdd. Niech Aq,..., Ay beda wartodciami wtasnymi F. Wielomian charakterystyczny xr ma
stopiert n = dim V', wiec

n= Z (krotnosc A;)

i
Poniewaz, zgodnie z Faktem 3.13 dla kazdego i zachodzi (krotnogé¢ \;) > dim V> wiec

n > Zdim Vi

)
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Zgodnie z Twierdzeniem 3.8 przeksztalcenie F' jest diagonalizowalne wtedy i tylko wtedy, gdy V'
ma baze ztozong z wektoréw wlasnych, czyli:

n:dimV:ZdimV’\i

Wobec tego przeksztalcenie jest diagonalizowalne wtedy i tylko wtedy, gdy we wszystkich wcze-

éniejszych nieréwnosciach zachodzi rownosé, czyli (krotnosé \;) = dim V> dlai =1,..., k. O
Przyktad 8
Wyznaczy¢ krotnosci wartodci witasnych oraz wymiary przestrzeni wlasnych macierzy

3 2 2 -1 3 2 2 -1

0 5 2 —1 05 2 1

0 03 1 00 3 1

000 5 000 5

oraz ustali¢ czy macierze te sa diagonalizowalne.
Rozwigzanie. W obu przypadkach wielomian charakterystyczy macierzy to (A — 3)2(\ — 5)2,
czyli kazda z wartosci wtasnych A\; = 31 Ay = 5 jest podwdjna wartoscia wlasna. W pierwszym
przypadku otrzymujemy:

dim V? = 2 = krotnos¢ wartosci 3 oraz dim V® = 2 = krotnos¢ wartosci 5
czyli macierz jest diagonalizowalna. W drugim przypadku otrzymujemy:

dim V3 = 2 = krotno$¢ wartosci 3 oraz dim V° = 1 < krotno$¢ wartosci 5

czyli macierz nie jest diagonalizowalna.

Twierdzenie 3.15: o diagonalizacji przeksztalcenia

Niech B = (v1,...,v,) bedzie baza skoticzenie wymiarowej przestrzeni V. Macierz m&(F)

przeksztatcenia liniowego F' : V' — V w bazie B jest diagonalna wtedy i tylko wtedy, gdy B
jest ztozona z wektoréw witasnych F'. Przeksztalcenie takie nazywamy diagonalizowalnym.
Ponadto dla dowolnej bazy C zachodzi:

m&(F) = PDP™!

A1
dla D = ) oraz P = ([vi]e, ..., [vnlc), gdzie A1, ..., A, € R to wartosci whasne
An
F odpowiadajace wektorom wtasnym vy,...,v, € V.

\.

Dowdd. Skoro wektory bazy B sa wektorami wlasnymi, to F'(v;) = A\v;, skad:
A1
mgey=| . |=b
An
Zgodnie ze wzorem (1.7) zachodzi:
m&(F) = mB(id) - mB(F) - m§(id) = PDP ™1
gdzie P =m5(id) = ([vile, - - -, [vnlc)- O
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Przyktad 9

Zdiagonalizuj macierz przeksztalcenia F' : Mayo — Maxo zdefiniowanego F'(A) = AT, w bazie

C=((56),(66)(86), (8-
Rozwigzanie. Przeksztalcenie to bylto juz analizowane w poprzednich przyktadach. Ustalili-
$my, ze ma dwie wartosci wlasne Ay =11 Ao = —1, a ponadto

Vl_Lin{<(1] 8),(8 ?)(g é)} oraz V—l_Lin{<_01 é)}

Poniewaz dim V' 4 dim V! = dim Msy9, wiec przeksztalcenie jest diagonalizowalne. Zgodnie
z Twierdzeniem 3.15:

100 0\ /1 100 0
001 1 1 001 1

Crrm\

me(F) =10 o 1 _1 1 00 1 —1
010 0 1/ \o 10 o0

Przyktad 10

Ustal czy przeksztalcenie F' : Rg[z] — Rg[z] zdefiniowane F(P) = P’ jest diagonalizowalne.
Rozwigzanie. Przeksztalcenie to bylo juz analizowane w poprzednich przyktadach. Poniewaz
ma ono 4-krotna warto$¢ whasng 0, ale dim V° = 1 < 4, wiec nie jest ono diagonalizowalne.

3.2 Wartosci i wektory wlasne (zespolone)

W poprzednim semestrze wykorzystywalismy liczby zespolone do diagonalizacji takich macierzy
A o wyrazach rzeczywistych, ktorych wielomian charakterystyczny x4 mial pierwiastki nierze-
czywiste. Przeprowadzone rozumowania byly poprawne rachunkowo, ale nie byto jasne skad ta
poprawnosé sie bierze — otrzymywane nierzeczywiste wektory wlasne nie byty elementami rozwa-
zanych przestrzeni liniowych R? i R? (z formalnego punktu widzenia nie byly to zatem wektory
wlasne). Rozwiazanie tej kwestii wymaga wprowadzenia pojecia zespolonej przestrzeni liniowej.

Definicja 3.16

Zespolong przestrzeniq lintowg lub przestrzenig liniowg nad C nazywamy zbior V z dwoma
dziataniami:

o dodawaniem elementéow V,
e mnozeniem elementéw V przez liczby zespolone (ktore bedziemy nazywacé skalarami)

oraz wyr6znionym elementem 0 (elementem neutralnym dodawania) i przypisaniem kaz-
demu elementowi v € V elementu —v € V (element przeciwny) tak, ze dla dowolnych
wektorow u,v,w € V oraz skalarow s,t € C zachodza warunki (1)—(7) z Definicji 1.1.

Przyktad 1
Przestrzern C™ uktadéw n liczb zespolonych (? ) wraz z dodawaniem i mnozeniem przez skalar

n
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68 ROZDZIAL 3. DIAGONALIZACJA MACIERZY
okreslonymi nastepujaco:
z1 2] 2+ 7, 21 a-z
Zn, z! zn + 2y, Zn, o zZn

. 0 . -
to zespolona przestrzen liniowa. Element 0 to ('(')' ), a element przeciwny do <:1 ) to (7.;1 >

Przyktad 2

Przestrzenn My, «,(C) macierzy rozmiaru m x n o wyrazach zespolonych wraz z dodawaniem
macierzy i mnozeniem macierzy przez skalar jest zespolona przestrzenia liniowa. Elementem

0 ..0 ail -+ Qln —ail - —Qaln
0 jest macierz (: :>, a elementem przeciwnym do ( Do > jest Do .
0 ..0

Gm1l ** Amn —am1l ** —Qmn

Przyklad 3

Przestrzen C,[x| wielomianéw stopnia co najwyzej n o wspotczynnikach zespolonych z dzia-
taniami dodawania wielomianéw i mnozenia wielomianow przez skalar oraz przestrzen C[z]
wszystkich wielomianéw o wspétezynnikach zespolonych. Elementem 0 jest wielomian zerowy
(tzn. wielomian o wszystkich wspotczynnikach rownych zero), a elementem przeciwnym do

wielomianu ayz® + - - 4+ a1z + ag jest wielomian —apxk — - — a1z — ay.

Przyktad 4

Przestrzeri funkeji zespolonych, czyli wszystkich funkcji f : C — C z dziatlaniem dodawania
funkcji i mnozenia funkcji przez skalar:

(f+9)@) = fl)+9(x) (- f)z) =a-f(z)

Elementem 0 jest funkcja zerowa, tj. funkcja f taka, ze f(x) = 0 dla kazdego = € C. Elemen-
tem przeciwnym do funkeji f jest funkcja —f, gdzie (—f)(z) = — f(z).

Przyktlad 5

Przestrzent wszystkich ciagéw o wyrazach zespolonych z dodawaniem ciagéw i mnozeniem
ciagdéw przez skalar.

Podobnie w miejsce pojecia przeksztatcenie liniowe wprowadzamy pojecie zespolone prze-
ksztatcenie liniowe.

Definicja 3.17

Niech V' i W beda zespolonymi przeksztatceniami liniowymi. Odwzorowanie F': V — W
nazywamy zespolonym przeksztatceniem liniowym, jesli dla dowolnych u,v € V oraz t € C
spelnione sa warunki:

1. Flu+v) = F(u) + F(v) (addytywnosé)
2. F(t-u)=t-F(u) (jednorodnosc)
Przyklad 6

Dane sg dwa przeksztatcenia:
o F:C? = C,gdzie F((Z)) = 21 + 29,

e G:C? - C, gdzie G((Z)) = 21 + .
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Ustal czy sg to: (a) rzeczywiste przeksztalcenia liniowe, (b) zespolone przeksztatcenia liniowe.

Rozwigzanie. Nietrudno sprawdzi¢ addytywnosé obu przeksztatceri:

F(<2> + <Z;>) :F(C;j:z;)) = 21 +wy + 29+ Wy :F(<2>)+F(<Z;>)

G((Z) + (L}U;)) :G((Ziﬁ)) = 21 + w1 + Zp + Wy :G(<2))+G((lw“;))

Przeksztalcenie F' spelnia warunek jednorodnosci zaréwno dla skalaréw rzeczywistych, jak i
zespolonych, bo dla dowolnego « € C zachodazi:

F(a <Zl>) — F((‘m)) = az1 +az = a(z1 + 2) = ozF(<21>)

z9 [0%%) Z9

Natomiast przeksztatcenie G spelnia warunek jednorodnosci dla skalaréw rzeczywistych, ale
nie dla skalaréw zespolonych, bo dla dowolnego a € R zachodzi:

G(a (Z1>) el <azl)) — az1 4 a% = az + aZy = aG((Zl>)

Z9 az9 Z9

ale np. dla a =1, 21 =0, 29 = 2 + ¢ dostajemy:

G(i <23i>):G(<_112i>):—1—2i7é1+2i:iG((2?H,>)

Wobec tego oba przeksztalcenia sg rzeczywistymi przeksztalceniami liniowymi, ale jedynie F
jest zespolonym przeksztalceniem liniowym.

Wszystkie fakty, wnioski i twierdzenia z poprzednich rozdzialéw pozostaja prawdziwe (a
ich dowody nie ulegaja istotnym zmianom), jesli w ich sformutowaniach oraz we wszystkich
definicjach:

e pojecie przestrzeni liniowej zamienimy na pojecie zespolonej przestrzeni liniowej,

e pojecie przeksztatcenia liniowego zamienimy na pojecie zespolonego przeksztatcenia linio-
wegqo,

e zbiér R oraz przestrzen R™ zamienimy, odpowiednio, na zbior C oraz przestrzen C™,

e przestrzeni M,,x,(R) (oznaczana dotychczas M,,«,) zamienimy na przestrzeri M, x,(C).

Przyklad 7

Zbior C? jest zespolong przestrzenia liniowa wymiaru 3. Jej baza to:

1 0 0
0], 1], 0
0 0 1

. 21 . e, . . . . ..
bo kazdy element (2 ), 21, 22, 23 € C mozna przedstawié¢ jednoznacznie w postaci kombinacji

liniowej powyzszych elementéw ze wspoétczynnikami zespolonymi:

Z1 1 0 0
29|l =2z1-|0) 4+290-|1)4+23-10
23 0 0 1
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Ten sam zbiér mozemy réowniez traktowaé jako rzeczywista przestrzen liniowa i woéwczas ma
ona wymiar 6, a jej baza jest:

1 i 0 0 0 0
0f, ; 1], il, 0], 0
0 0 0 0 1 i
. a1+iby . o . . T
bo kazdy element a2+i22 mozna przedstawi¢ jednoznacznie w postaci kombinacji liniowe;j
a3+ibs

powyzszych elementéw ze wspdlczynnikami rzeczywistymi:

ay + iby 1 ) 0 0 0 0
as+ibs | =a1- 0| +D1- 10 +as- 1) +bs-|7 )| 4+ag-|{0] +b3-(0
as + ibs 0 0 0 0 1 /)

Ogoélnie: zbiér C™ mozna traktowaé jako zespolong przestrzen liniowa wymiaru n lub jako
rzeczywista przestrzen liniows wymiaru 2n.

W szczegolnodci prawdziwa jest zespolona wersja Twierdzenia 3.8 oraz Wniosku 3.14:

Twierdzenie 3.18: o diagonalizacji macierzy (wersja zespolona)

Macierz A € My, »,(C) mozna zapisa¢ w postaci diagonalnej:
A
A=PDP7! gdzie P = (vq,...,v,), D=
An
wtedy i tylko wtedy, gdy wektory vy, ..., v, tworza baze C" ztozona z wektoréw wtasnych

macierzy A, a A1,..., A\, to odpowiadajace tym wektorom wartosci wtasne. Taka baza
istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej wartosci wtasnej macierzy A zachodzi warunek:

krotnosé¢ wartosci wtasnej A = dim V*

Zwroémy uwage, ze kazda macierz A € My, x,(R) (o wyrazach rzeczywistych) mozemy trak-
towa¢ jako macierz A € My, x,(C) (o wyrazach zespolonych) co uzasadnia rachunki z ubiegtego
semestru dotyczace diagonalizacji macierzy rzeczywistych z wykorzystaniem liczb zespolonych.
Poniewaz bedzie to sytuacja czesto spotykana w praktyce, nasza uwaga bedzie sie koncentro-
waé przede wszystkich na diagonalizacji (w zespolonej przestrzeni liniowej) macierzy o wyrazach
rzeczywistych.

Fakt 3.19

Jezeli macierz A € M, «,(R) potraktujemy jako macierz o wyrazach zespolonych, to:

1) jesli A R jest wartoscia wlasna A, to X tez jest wartoscia whasng A oraz krotnosci
i A s3 jednakowe;

2) jesli v € C™ jest wektorem wiasnym dla A, to o € C" jest wektorem wtasnym dla A
(w szezegolnosci dim VA = dim V?).

\.

Dowdd. Zgodnie z faktem z ubieglego semestru, wielomian charakterystyczny ya(z) jako wielo-
mian o wspoélczynnikach rzeczywistych, rozktada sie na iloczyn wielomianéw pierwszego i dru-
giego stopnia:

xaA) =t —a1)-...- A=) - N Hbd+er) (A FhA+ @)
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gdzie a; € R, ¢ = 1,...,k oraz b;,¢; € R, i = 1,...,l. Mozemy zalozy¢, ze czynniki drugiego
stopnia nie maja pierwiastkéow rzeczywistych. Woéwczas kazdy czynnik A2 + b;\ + ¢; ma dwa
nierzeczywiste sprzezone pierwiastki:

bi 1A bi  VIA

)\:—§+i 5 oraz 5\:—5—2 5

gdzie A; = b? —4c; < 0. Stad dla kazdego pierwiastka \ istnieje pierwiastek )\ tej samej krotnosci.
Niech teraz v bedzie wektorem wtasnym dla wartosci wlasnej A, czyli:

Av=)Xv
Sprzegajac rownanie stronami i wykorzystujac wlasnosci sprzezenia otrzymujemy:
Av = v

gdzie A powstaje z macierzy A przez zamiane kazdego wyrazu na jego sprzezenie. Poniewaz A
ma wszystkie wyrazy rzeczywiste, wiec A = A, czyli

Av = \v

co oznacza, ze ¥ jest wektorem wiasnym dla A OJ
Przyklad 8
Wyznaczyé potege macierzy:

1 -5 0 0\~

1 3 0 O

0 0 2 =2

0o 0 2 2

Rozwigzanie. Macierz ma wielomian charakterystyczny x(A\) = (A2 — 4\ + 8)2, czyli wartosci
wlasne A\y = Ay = 2 + 27 oraz A3 = Ay = 2 — 2i. Przestrzenie wtasne to:

0 —1+42i 0 —1-2
; 0 1 ; 0 1
2421 __ T 2—2% __ 71
174 = Lin{ e 0 } oraz v = Lin{ il 0 }
1 0 1 0

Zwr6émy uwage, ze zgodnie z Faktem 3.19 wystarczy wyliczy¢ przestrzeni wtasna dla wartosci
wlasnej 2 + 2i. Wektory przestrzeni wlasnej V22! to sprzezenia wektoréw przestrzeni wlasnej
V2+2% Stad otrzymujemy diagonalizacje badanej macierzy:

—1

0 -14+2: 0 —-1—2 242 0 —-14+2¢ 0 —-1-2:

0 1 0 1 242 0 1 0 1

7 0 —1 0 2— 24 1 0 —1 0

1 0 1 0 2—2 1 0 1 0
Poniewaz

(24 20)% = (2V2(cos § +isin )% = (2v/2)%(cos 2 + isin 247) = 2%
(220" = @T2)™ = 2+ 2% = 2

wiec szukana potega macierzy to:

0 —14+2 0 —1-2\ [/—2% 0 142 0 —1-—2\""
0 1 0 1 —230 0 1 0 1
i 0 —i 0 —230 i 0 —i 0
1 0 1 0 —230 1 0 1 0
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=230 0 0
o =23 0 0
0 0o -2 0

0 0 0o 2%

Zwr6cémy uwage, ze pomimo rachunkéw wykorzystujacych liczby zespolone, ostateczny wynik
jest macierzg o wyrazach rzeczywistych. Jest to spodziewana przez nas sytuacja, skoro jest to
potega macierzy, ktérej wszystkie wyrazy sa rzeczywiste.

Przyktad 9

Dane jest przeksztalcenie liniowe F : R? — R3 o macierzy

0o 2 2
-1 3 -1
-1 1 1
Wyznacz macierz przeksztalcenia FIO=Fo.. . oF.

——

10
Rozwigzanie. Wielomian charakterystyczny przeksztalcenia to xp(A) = —(A —2)(A — 2\ +4),
czyli wartosci wiasne to A\; = 2, Ao = 1 +iv/3, A\3 = 1 — i/3. Wyznaczamy wektory whasne:
v = (é), vy = (Hi\/g) oraz v3 = Uy = (1_1\/5). Macierz przeksztalcenia F' (w bazie
1 1
standardowej £) ma zatem postac:

1 1+iv3 1-iv3\ /2 0 0 1 1+iv3 1—iv3\ |
mé(F) = |1 1 1 0 1+iv/3 0 1 1 1
0 1 1 0 0 1-+v3/ \0 1 1
za$ macierz przeksztalcenia F'° ma postaé:
1 1+iv3 1—iv3\ /2% 0 0 1 1+44vV3 1—4V3
mé&(F1% = [ 1 1 1 0 (1+iv3)10 0 1 1 1
0 1 1 0 0 (1—4v3)1°/ \0 1 1

Uwzgledniajac, ze:
(14+4V3)1 = (2(cos T +isin T))10 = 2%(cos 197 4 isin 197) = —29(1 + iV/3)

(1—iv3)10 = (1 —iv3)10 = (1 —iv3)10 = —2°(1 — iV/3)

otrzymujemy
0 2 -6
méE(F =291 1 -3
1 -1 -1

Diagonalizacja macierzy rzeczywistych przy pomocy liczb zespolonych ma te wade, ze otrzy-
mywane wektory wtasne sa elementami przestrzeni C™, a nie R". O ile wiec liczby zespolone
pozwalaja wyznaczy¢ potege macierzy lub zlozenie przeksztalcenia F' : R™ — R"™ (jak w po-
wyzszych przykladach), to nie pomagaja w zrozumieniu dzialania pojedynczego przeksztalcenia
F (otrzymane zespolone wektory wtasne nie sa elementami dziedziny R™ przeksztatcenia F').
Kolejne twierdzenie ma na celu zaradzenie temu problemowi.

Copyright © Tomasz Elsner, 2020



3.2. WARTOSCI I WEKTORY WEASNE (ZESPOLONE) 73

Twierdzenie 3.20: klatkowa diagonalizacja nad R

Jesli macierz A € M,,x,(R), traktowana jako macierz o wyrazach zespolonych, jest diago-
nalizowalna, to mozna ja przedstawi¢ w postaci:

Dy
A=PDP 'dlaD= < > (3.4)
Dy,

gdzie klatki D; sa dwojakiego rodzaju:

e kazdej rzeczywistej wartosci wlasnej A\ macierzy A odpowiada klatka D; = (\) (roz-
miaru 1 x 1), a odpowiadajaca jej kolumna macierzy P to wektor wlasny dla A,

e kazdej parze sprzezonych wartosci wtasnych A = a+bi, A = a — b odpowiada klatka

D; = <_ab a> (rozmiaru 2 x 2), a odpowiadajace jej dwie kolumny macierzy P to
wektory u, w € R", gdzie u + wi oraz u — wi to wektory wtasne, odpowiednio, dla A
i\

Dowdd. Pokazemy dowdd dla sytuacji n = 2. Dowdd w ogélnej sytuacji jest analogiczny. Macierz
A ma wowczas 2 zespolone wartosci wlasne: A1 1 Ag. Jesli A\j, Ao € R, to przedstawienie (3.4)
jest tozsame z diagonalizacja macierzy. W przeciwnym przypadku, zgodnie z Faktem 3.19,
wartosci wlasne to A\; = a + bi oraz do = \} = a — bi, zas wektory wtasne to v = u + 1w oraz
Vg = Uy = u — iw, gdzie u,w € R?. Zgodnie z definicja wektoréw wlasnych:

Avy = My czyli A(u +iw) = (a +ib)(u + iw) = (au — bw) + i(bu + aw)

Avg = Mg czyli A(u —iw) = (a — ib)(u — iw) = (au — bw) — i(bu + aw)
Stad otrzymujemy:
Au = A(%vl + %1}2) = %Avl + %Avg =qu — bw

1 1 1 1
Aw = A(5;v1 — 5;02) = 5;Avy — 5: Avg = bu + aw

Wobec, traktujac macierz A jako macierz przeksztalcenia Fq : R? — R2, w bazie B = (u,w)
dostajemy macierz przeksztalcenie:
B a b
Fa) =
mB( A) <—b G,>

czyli w bazie standardowej otrzymujemy:
A =mE(Fs) =mB(d) - mE(Fa) - m§(id) = P- ( “ b) Pl
gdzie

U2 w2

P = mB(id) = ({ble. [bale) = (“ “’1)

Przyklad 10
Napisa¢ klatkowy rzeczywista posta¢ diagonalng macierzy obrotu o kat 6 wokot punktu O:

cos —sinb
k= <sin0 cos 6 >
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b), dla a = cosf, b = —sin 6,
—b a

. . : : . S . [ a
Rozwigzanie. Zauwazmy, ze macierz R jest juz w postaci (

wiec przedstawienie (3.4) powinno przyja¢ postac:

R 1 0\ fcos® —sinB\ (1 0\ '
~\0 1/ \sinf cos® 0 1
Sprawdzimy, ze algorytm z Twierdzenia 3.20 faktycznie prowadzi do takiego przedstawienia.
Wielomian charakterystyczny macierzy R to xg(A\) = A2 — 2\ cosf + 1, a jego pierwiastkami

sa;
A= 1(2cos0+ m) =1(2cosf+ \/W) = 1(2cos0 £ 2isinf) = cosf £ isinf
Wobec tego wartosci wtasne macierzy R to:

A1 =cosf —isinf A9 =cosf +isinf

Nietrudno wyliczy¢, ze odpowiadajace im wektory wlasne to (z doktadnoscia do skalowania):
(1 (1 L 0 (1Y _ (1Y .(0O
=)o) T 2= =) " \o) "1
n_ 1 0\ [cos® —sinf) (1 0) "
~\0 1 sinf  cosd 01

Zauwazmy, ze jesli zamienimy kolejnos¢ wartosci (i rownocze$nie wektorow) wlasnych, otrzy-

R 1 0 cosf sinf 1 o0\ !
~\0 -1/ \—sinf cosf) \0 -1

ktéra réwniez wypelia polecenie z przyktadu.

Stad:

mamy postac:

Przyktad 11
Napisa¢ klatkowa rzeczywista posta¢ diagonalng macierzy:

-5 0 0

1
0o 2 2
1 3 0
A= 0 0 2 -9 oraz B = :1 i;; —11
0o 0 2 2

Rozwigzanie. Wyznaczone w Przyktadzie 8 zespolone wartosci wlasne i wektory wlasne ma-
cierzy A tworza dwie pary sprzezonych wartosci i wektoréow wlasnych:

0 0
A=2+2 wraz z v] = O. = 8 +4
1

o = O O

A=2+2 wraz z vy = =

O O O N
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Stad klatkowa rzeczywista posta¢ diagonalna to:

12\ /2 2 =
1 0| [-2 2

0 0 2 2
0 0 2 2

0 0
0 0
A_Ol
10

— o O O
o= O O
o O O N

1
0
0

Wyznaczone w Przyktadzie 9 zespolone wartosci wtasne i wektory wtasne macierzy B sa na-
stepujace:
A =2, Ao =141iV3, AN3=X=1-iV3
1 14143 1 V3 1 V3
vp=11]1, Vg = 1 =[1] 42 0 R v3=v9=[1] —1 0
0 1 1 0 1 0

Stad dostajemy klatkows rzeczywista postac¢ diagonalna:

11 V3\ /2 11 3\ "
B=1[11 o0 1 V3|l[1 1 o
01 0 -3 1 01 0

Zamiane postaci zespolonej diagonalizacji na postaé¢ rzeczywista mozna tatwiej zrozumieé,
jesli zauwazymy, ze bazuje on na utozsamieniu liczby zespolonej a + ib € C z macierza po-
staci (Eb 2), gdzie dodawanie i mnozenie liczb zespolonych odpowiada dodawaniu i mnozeniu

macierzy:

et s (4 325 (i 1

, CN . a b c d\ ([ ac—bd bc+ad
(a+1b)- (c+id) = (ac—bd) +i(bc+ad) oraz (—b a>'<—d c>_<—(bc+ad) ac—bd)

Klatkowa rzeczywista postaé¢ diagonalna nie bedzie bardzo przydatna przy potegowaniu ma-
cierzy (do tego celu znacznie lepiej nadaje sie stosowana dotychczas diagonalizacja zespolona),
ale pozwoli lepiej opisac¢ i zrozumieé¢ pojedyncze odwzorowanie F': V' — V. Do tego przydatne
beda pojecia podprzestrzeni niezmienniczych oraz sumy prostej podprzestrzeni.

Definicja 3.21

Dana jest (rzeczywista lub zespolona) przestrzeri liniowa V' oraz (rzeczywiste lub zespo-
lone) przeksztatcenie liniowe F': V' — V. Podprzestrzen W < V nazywamy podprzestrze-
niqg F-niezmienniczq, jesli F(w) € W dla kazdego w € W (tzn. podprzestrzen W jest
zamknieta na dziatanie przeksztalcenia F).

Jedli w powyzszej sytuacji ograniczymy dziedzine przeksztalcenia F' do podprzestrzeni
W, to otrzymamy przeksztalcenie Fly : W — W, ktore bedziemy nazywacé obcieciem
przeksztatcenia F' do podprzestrzeni W.

W sytuacji, gdy z kontekstu bedzie jasno wynikaé o jakie przeksztalcenie liniowe chodzi,
zamiast podprzestrzen F-niezmiennicza bedziemy moéwi¢ po prostu podprzestrzern niezmiennicza.

Przyklad 12

Jesli A jest wartoscia wlasng przeksztatcenia liniowego F' : V — V| to przestrzenn wlasna V>
jest podprzestrzenia F-niezmiennicza. Dla sprawdzenia tego faktu zauwazmy, ze jesli v € V2,

to F(v) = v, czyli F(v) € VA (bo V?, jako podprzestrze, jest zamknieta na mnozenie przez
skalar).
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Przyktad 13

Dla kazdego przeksztalcenia liniowego F' : V' — V podprzestrzenie {0} i V sa podprzestrze-
niami niezmienniczymi.

Przyklad 14

Znajdz podprzestrzenie niezmiennicze dla przeksztalcenia liniowego F : R3 — R3, ktore jest
obrotem wokot prostej ¢ przechodzacej przez 0.

Rozwigzanie. Podprzestrzenia niezmienniczg jest oczywiscie prosta £ (jest to przestrzen wla-
sna V1) oraz plaszczyzna 7 prostopadia do ¢ i przechodzaca przez punkt 0. Oczywistymi
przyktadami podprzestrzeni niezmienniczych (jak dla kazdego przeksztalcenia liniowego) sa
oczywiscie podprzestrzen zerowa oraz cata przestrzen R3.

Przyktad 15

Dane jest przeksztalcenie liniowe F' : R* — R* zadane (w bazie standardowej) macierza;

S O = N
S O otWw
=g O O
— w o O

Wyznacz (nietrywialne) podprzestrzenie niezmiennicze R*, a nastepnie wyznacz macierze ob-
cie¢ tych przeksztatcenn do wyznaczonych podprzestrzeni (w odpowiednio dobranych bazach).
Rozwigzanie. Nietrudno zauwazyé, ze podprzestrzenia niezmienniczg jest kazda z podprze-
strzeni:

T 0
Uz{(%):m,yER} oraz W:{<%):z,t€R}

Dla wyznaczenia macierzy przeksztalcen F|y : U — U oraz Fly : W — W potrzebujemy
wybra¢ bazy U i W. Jedli wybierzemy odpowiednie elementy bazy standardowej R?*, tzn.
B = (e1,e2) dla U oraz C = (e3,eq) dla W, to:

g = (2 8) o mirw= (7 3)

Zauwazmy, ze s3 to doktadnie klatki macierzy A.

Powyzszy przyktad pokazuje, ze jesli przestrzen V roztozymy na podprzestrzenie niezmien-
nicze Vi, ..., Vy, to analize przeksztalcenia liniowego F': V — V mozemy przeprowadzaé¢ osobno
dla kazdej podprzestrzeni V;, za$ macierz przeksztatcenia F' (w odpowiednio dobranej bazie)
bedzie macierza klatkowa zlozona z klatek — macierzy przeksztalcen F|y,. Ponizsza definicja
formalizuje co znaczy ,roztozy¢” przestrzen na podprzestrzenie.

Definicja 3.22

Przestrzeri liniowa V jest sumg prostg swoich podprzestrzeni Vi,...,V, < V, co ozna-
czamy:

V=Vie oV

jesli kazdy wektor v € V' przedstawia sie jednoznacznie w postaci

v=vi+--+uv, gdzie v; €V, dla i=1,...,n (3.5)

Pojecie sumy prostej (ozn. @) nalezy odréznia¢ od pojecia sumy kompleksowej (ozn. +)
zdefiniowane] ponizej:
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Definicja 3.23

Sumg kompleksowq podzbiorow A, B C V nazywamy zbior:

A+B={a+b:ac A bec B}

Przyktadem sumy kompleksowej jest poznana wczesniej warstwa podprzestrzeni. Warstwa
v + W to formalnie suma kompleksowa {v} + W. Suma kompleksowa V; + Vo podprzestrzeni
V1, Vo < V to podprzestrzeri generowana przez V1 i Vo. Suma prosta to taka suma kompleksowa,
w ktorej sktadniki spelniaja pewne dodatkowe zatozenia (innymi stowy: jesli V. = Vi @ Vs, to
V = Vi + V4, ale nie na odwrdt).

Przyktad 16

Pokazadé, ze jesli (by,...,b,) jest baza przestrzeni liniowej V', to V rozktada sie na sume prosta
jednowymiarowych podprzestrzeni:

V =Lin{bi1} & --- & Lin{b,}

Rozwigzanie. Zgodnie z definicja bazy kazdy element v € V przedstawia si¢ jednoznacznie w
postaci kombinacji liniowej:
v=aiby + -+ ayb,

gdzie a;b; € Lin{b;}, i =1,...,n.

Przyktad 17

Pokaza¢, ze przestrzen R3 mozna roztozy¢ na sume prosta w nastepujacy sposob:

R =Vi® Vs, gdze V1:{<§)::E,y€R}, ng{(%):zeR}

Rozwigzanie. Nietrudno zauwazy¢, ze kazdy wektor (gé) € R? przedstawia sie jednoznacznie

() =(§)+ ()

w postaci:

Przyktad 16 stanowi motywacje do nastepujacej charakteryzacji sumy prostej podprzestrzeni:

Dane jest (skoriczenie wymiarowa) przestrzen liniowa V' oraz podprzestrzenie Vi,...,V, <
V', zas B1, ..., By niech beda bazami odpowiednio Vi,...,V,. Wowczas V =V &--- BV,
wtedy i tylko wtedy, gdy B1 U---U B, jest baza V.

Dowdd. Rozpatrzmy przypadek n = 2 (przypadek n > 3 jest analogiczny). Jesli By = (by, ..., by)
oraz By = (b},...,b)) to bazy odpowiednio V; i V3, to przedstawienie wektora v € V' w postaci
v = vy + v, gdzie v1 € V1, vy € V5 oznacza przedstawienie:

v = (aibi + -+ agb) + (@) + - - - + ajby)

ktore jest jednoznaczne wtedy i tylko wtedy, gdy (b1,..., by, b},..., b)) jest bazg V. O
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Przyktlad 18

Pokaza¢, ze R® = Vi @ Va, jesli Vi < R3 jest 1-wymiarows podprzestrzenia (tzn. prosta
przechodzaca przez 0), zas Vo < R? jest 2-wymiarowa podprzestrzenia (tzn. plaszczyzna
przechodzaca przez 0) taka, ze prosta Vi nie lezy na plaszczyznie Va.

Rozwigzanie. Jesli by jest wektorem kierunkowym prostej Vi, zas wektory bs i b3 rozpinaja
ptaszezyzne Vs, to uktad (by, b, b3) jest baza R3.

Przyklad 19

Pokazac, ze przestrzen May2(R) mozna rozlozy¢ na suma prosta:

a b c

ngz(R):{(b d) :a,b,dGR}@{(_OC 0) . ceR}

), za$ baza drugiej przestrzeni

Rozwigzanie. Baza pierwszej przestrzeni jest ((§9), (
08 )) jest bazg przestrzeni Mayo.

jest (( %1 8)). Nietrudno sprawdzié, ze ((§ ), (

Fakt 3.25

Niech V' bedzie skoiiczenie wymiarows przestrzenia liniowa, zas ' : V' — V — przeksztalce-
niem liniowym. Jezeli dla pewnych F-niezmienniczych podprzestrzeni Vi, ..., V, zachodzi:

V=Vie---aV,
to macierz F' ma postaé klatkows:

My
mi(F) = , gdzie M; = mg;;(Fm)
My

dla baz By,...,B, przestrzeni (odpowiednio) Vi,...,V,, oraz bazy B = By U---U B,
przestrzeni V.

Dowdd. Przedstawimy dowdd jedynie w szczegblnym przypadku, gdy V = V1 @ V5 oraz dim Vj =
dim Vo = 2. Dow6d w przypadku ogdlnym jest analogiczny.

Niech By = (b1, by) oraz By = (b3, bs) beda bazami, odpowiednio, V; i V. Wowcezas B =
(b1, ba, b, by) jest bazg V. Poniewaz V; jest przestrzenia F-niezmiennicza, wiec F'(by), F'(be) € V7,
czyli

F(b1) = a11b1 + a21b2 oraz F(bg) = a12b1 + az2bs

Podobnie, poniewaz V5 jest przestrzenia F-niezmiennicza, wiec F'(bs), F(by) € Va, czyli
F(b3) = a}j1bs + abh by oraz F(by) = a5bs + abyby
W tej sytuacji:
/ /
Bipy, ) = (411 @12 By, ) = (%11 12
mB1( ’VI) <a21 a22> oraz mBg( ’V2) a/21 a/22

natomiast
a1 aiz O 0
B a1 a9y 0 0
F) =
(F) 0 0 dayy dly

/ /
0 0 a3 a9
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Przyktad 20
Napisa¢ macierz przeksztatcenia I : Rs[z] — Ra[z] takiego, ze F(z? +1) = 22 + 2 + 1,
F(x) =3z oraz F(23 4+ 1) = F(1) = 2%

1) w dowolnie wybranej bazie,
2) w bazie C = (1, z, 22, 23).

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze podprzestrzenie U = Lin{z,2? + 1} oraz W = Lin{z® + 1,1} sa
F-niezmiennicze. Wybierzmy baze By = (z,72+1) dla przestrzeni U oraz bazg By = (z3+1,1)
dla przestrzeni W. Zauwazmy, ze B = (z, 2%+ 1,23 4 1, 1) jest baza przestrzeni R3[x]. Wobec
tego:

Ri[z]|=U W
oraz
3 1 . 1 1
wfFo= (5 1) 1 mBeEw= (1 1)
Wobec tego:
31
0 1
mg(F) = L
-1 -1

Macierz przeksztatcenia F' w bazie C otrzymujemy z nastepujacego wzoru:

01 1 1 3 1 01 1 1
1 000 01 1 000

Cipy B, B Criqy
me(F) = me (id)mp(F)mg(id) = 01 0 0 1 1 010 0
0 010 -1 -1 0010

Fakt 3.26

Niech V' bedzie skoniczenie wymiarowa przestrzenia liniows. Woéwczas dla dowolnej pod-
przestrzeni W < V istnieje podprzestrzen W’/ < V (zwana podprzestrzeniq dopetniczg do
W), dla ktorej

V=wew

Zazwycza]j jest wiele réznych podprzestrzeni dopelniczych do ustalonej podprzestrzeni.

\

Dowdéd. Wybierzmy baze B = (by,...,bx) przestrzeni W. Jest to zbior liniowo niezalezny w
V', wiec mozna go uzupemié¢ do bazy B = (by,...,bg, bki1,...,by) przestrzeni V. Wowczas
przestrzen W’ = Lin{bg1,...,b,} jest, zgodnie z Faktem 3.24, podprzestrzenia dopelnicza do
W. Poniewaz uzupelnienie bazy W do bazy V mozna wykonaé¢ na wiele réznych sposobdéw, wiec
podprzestrzeni dopelniczych rowniez (zazwyczaj) jest wiele. O

3.3 Twierdzenie Jordana

Jak wiemy, efektywne wyliczanie poteg macierzy, wymaga zapisania macierzy w postaci diago-
nalnej. Niestety, nie wszystkie macierze sa diagonalizowalne, nawet przy uzyciu liczb zespolonych
(pamietamy, ze dzieje sie tak zawsze w przypadku, gdy wymiar jakiejkolwiek przestrzeni wlasnej
V* jest mniejszy od krotnosci wartosci wlasnej ). Niniejszy rozdzial poswiecony bedzie po-
stepowaniu z takimi wtasnie macierzami. Rozpoczniemy od pewnych szczegélnych przyktadow
macierzy niediagonalizowalnych.
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Przyklad 1
Znajdz wartosci i wektory wlasne macierzy:
7100
31 5 1 g ; (1) 0710
0 3 0 5 00 2 0071
0 007

Rozwigzanie. Wszystkie rozwazane macierze sa macierzami gornotrojkatnymi, wiec kazda z
nich ma tylko jedna wartos¢ wtasna (odpowiednio: 3, 5, 21 7). Nietrudno sprawdzi¢, ze kazda

. . . . 1
z nich ma l-wymiarows przestrzen wlasng (generowana odpowiednio przez: (}), (), (0),

(i) |

Przyktad 2
Niech A bedzie pewna liczba rzeczywista. ZnajdZ potegi macierzy:
A1 00
A1 0
Al 0 A 10
a=(oa) m={oa] e=[0 00
0 0 0 A

Rozwigzanie. Kazda z tych macierzy ma jedng warto$¢ wtasna A i 1-wymiarowa przestrzen
wlasna, nie jest wiec diagonalizowalna. Wyliczajac kolejne potegi:

A o22 1 0
A2 2) 1
A2 2\ 0 A 2\ 1
2 2 2 2
A‘<0 >\2> 5= ngié “=1lo 0 2 2
0 0 0 )2
A 302 3\ 1
A3 302 3\
3 2 3 2
0 A3 0 0 N 0 0 X 3\
0 0 0 X\
4 3 2
A4:< 4> Bt=10 X 4) o= |0 X 63
0 A 0 0 0 0 A\ 4)

0 0 0 M

nietrudno znalez¢ ogélny wzoér:

A7 nAn—l (721) )\n—2 A" n)\nil (g) )\an (g) An*3

- L n)\n—l n " 1 - 0 L n)\n—l (721) )\n—?
AT = <0 A ) B" = 8 Ao ”AAH “=lo o AT pAntl
0 0 0 A"

ktory nastepnie mozna udowodnié indukeyjnie. Przeprowadzenie dowodu indukeyjnego pozo-
stawiamy czytelnikowi.

Mozna zauwazyé, ze wyrazy pojawiajace sie w potegach powyzszych macierzy, to kolejne
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sktadniki rozwiniecia dwumianu Newtona:
n

3

W zwiazku z tym nietrudno uogélni¢ powyzsze wzory na macierze rozmiaru 5 X 5 i wieksze.
Macierze z powyzszego przyktadu nazywane sg klatkami Jordana. Dzieki temu, zZe istnieje prosty
wzor na n-ta potege macierzy bedacej klatka Jordana, bedzie ona dobrym substytutem macierzy
diagonalnej, wykorzystywanym w nastepujacym twierdzeniu:

Twierdzenie 3.27: Twierdzenie Jordana (wersja macierzowa)

Kazda macierz A € My, x,(C) mozemy przedstawi¢ w postaci (tzw. postaci Jordana):

A+D)" = XN" A" 4 <Z>A"2+< >)\”3+---+n/\+1

i
1 . i
A=P P, gdzie J; =
I R

Macierze J; nazywamy klatkami Jordana.

Niech V' bedzie skoniczenie wymiarowa zespolong przestrzenia liniowa, za§ F' : V — V
przeksztalceniem liniowym. Wowczas istnieje baza B przestrzeni V taka, ze:

Ai

mB(F) = , gdzie J; = A

g, o1
i

Macierze J; nazywamy klatkami Jordana, a baze B — baza jordanowska. Wowczas dla
dowolnej bazy C zachodzi:

m&(F) = P P~L gdzie P = m5(id)
In

Dowod Twierdzenia Jordana jest skomplikowany i wykracza poza ramy niniejszego skryptu.

Przyktad 3
Przyktady postaci Jordana to:
2 1 3 1 5 1
0 2 1 0 3 . 0 5 1
P 3 1 P P 3 1 P P 5 P
0 3 0 3 7

Zauwazmy, ze posta¢ diagonalna macierzy PDP~!, gdzie D jest macierza diagonalna, jest
bardzo szczegolna postacia Jordana (wszystkie klatki Jordana maja rozmiar 1x1). Z tego powodu
Twierdzenie Jordana mozna traktowaé jako uogélnienie twierdzenia o diagonalizacji macierzy.

Dalsza czesc¢ tego rozdziatu bedzie poswiecona sposobom wyznaczania postaci Jordana macie-
rzy, ktére nie sg diagonalizowalne. Wyznaczanie przedstawienia Jordana PJP~! rozpoczniemy
od macierzy J:
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Fakt 3.29

Jesli A = PJP~! jest przedstawieniem Jordana macierzy A, to dla dowolnej wartosci
wlasnej \ macierzy A:

1) liczba wystapienn A na przekatnej macierzy J jest rowna krotnosci wartosci wlasnej
A (innymi stowy: wyrazy na przekatnej macierzy J to pierwiastki wielomianu cha-
rakterystycznego x4 liczone z krotnosciami);

2) liczba klatek Jordana dla A (wliczajac w to ewentualne klatki rozmiaru 1 x 1) jest
rowna dim V>,

Dowdd. Zauwazmy, ze:
A— X =PJP ' —POA)P ' =P - )P}
czyli
xa(\) = det(A—AI) = det(P(J—AI)P~') = det P-det(J —\I)-(det P)~* = det(J—\I) = xs()\)

Wobec tego wielomian charakterystyczny macierzy A jest identyczny z wielomianem charakte-
rystycznym macierzy J. Z kolei macierz J jest macierzg gérnotréjkatna, a wyrazy na przekatnej
to dokltadnie pierwiastki jego wielomianu charakterystycznego (z krotnosciami), co dowodzi (1).

Dla dowodu (2) zauwazmy, ze kazda klatka Jordana dla A wyznacza jeden (z doktadnoscia
do skalowania) wektor wlasny dla A. Stad liczba klatek dla A\ to wymiar przestrzeni wlasnej dla
A O

Dla danej macierzy A, macierz J w przedstawieniu Jordana A = PJP~! jest wyznaczona
jednoznacznie z doktadnoscia do zamiany kolejnoéci klatek Jordana.

7 Faktu 3.29 wynika, ze wyrazy na przekatnej macierzy J oraz liczba klatek dla A jest nie-
zalezna wyboru przedstawienia. To jest pierwszy krok w kierunku dowodu powyzszego faktu,
aczkolwiek niewystarczajacy, co pokazuje ponizszy przyktad (obie macierze maja jednakowe prze-
katne i jednakows liczbe klatek Jordana dla 2):

2 21
210 0 2
0 21 21
0 0 2 0 2

Petny dow6d powyzszego faktu wykracza poza ramy niniejszego skryptu.

Przyklad 4
Wyznacz wszystkie mozliwe macierze J z przedstawienia Jordana macierzy A, ktérej wielomian

charakterystyczny to:
Xa(A) = (A =2’ (A = 3)>(A = 5)

Rozwigzanie. Przekatna macierzy J zawiera pierwiastki wielomianu charakterystycznego A,
czyli dwie 2, trzy 3 i jedna 5. Liczba klatek Jordana dla 2 i dla 3 zalezy od dim V? oraz
dim V3. Dla 5 mamy jedng klatke Jordana (gdyz dim V° = 1 to jedyna mozliwosé¢). Zatem
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macierz J jest (z doktadnoscia do zamiany kolejnosci klatek) jedna z nastepujacych macierzy:

2 2

w
w
w
w
w
w
o w
L =
w

S W

W =
w
O O W
) =
W = O
S O W
) =
w = o

Przyktad 5

Wyznacz macierz J z przedstawienia Jordana macierzy A, ktorej wielomian charakterystyczny
to: xa(A) = —(A—2)3(A—5)2, a przestrzenie wtasne maja wymiary: dimV? = 2idim V3 = 1.
Rozwigzanie. Przekatna macierzy J zawiera pierwiastki wielomianu charakterystycznego A,
czyli trzy 2 i dwie 5. Liczba klatek Jordana dla 2 wynosi 2 = dim V2, natomiast liczba klatek
dla 5 wynosi 1 = dim V3. Stad J (z dokladnoscig do zamiany kolejnoéci klatek) jest réwnas:

2 1
0 2

S Ot
Ut =

Przyktlad 6
Wyznacz macierz J z przedstawienia Jordana kazdej z nastepujacych macierzy:

112
A:<_11 é) B=|-2 4 3
0 03

Rozwigzanie. Dla macierzy A wyznaczamy wielomian charakterystyczny ya(\) = (A — 2)?
oraz wartodci wtasne dla jedynej wartosci wtasnej:

V2:{<§) ,x € R}

Poniewaz dim V? = 1, wiec macierz J sklada sie z jednej klatki Jordana, skad J = <(2) ;)

Dla macierzy B wielomian charakterystyczny wynosi xg(\) = —(A —3)?(\ —2). Wymiaru
V2 nie potrzeba wyliczaé¢ (wiadomo, ze dla jednokrotnej wartosci wtasnej mamy dim V2 = 1).
Wryliczajac wymiar V3 otrzymujemy:

x
Vi={|2z],zeR}
0

Copyright (© Tomasz Elsner, 2020



84 ROZDZIAL 3. DIAGONALIZACJA MACIERZY

czyli dim V3 = 1. Stad macierz J ma jedna klatke Jordana dla 3 i jedng klatke dla 2, czyli

3 1
J=10 3

Trudniejsza kwestia od wyznaczania macierzy J jest wyznaczanie macierzy P z postaci
PJP~!. W ogélnym przypadku algorytm wyznaczania P (czyli bazy jordanowskiej) jest trudny.
W niniejszym skrypcie ograniczymy sie do sytuacji, gdy dla kazdej wartosci A mamy tylko jedna
klatke Jordana i ma ona rozmiar najwyzej 3 X 3.

Przyklad 7
2 10
Przeksztalcenie Fy : R? — R? zadanie macierza A = [ =1 3 1 | ma w pewnej bazie macierz
1 01
210
mB(F)= |0 2 1|. Wyznacz baze B o takiej wlasnosci (tzn. baze jordanowska).
0 0 2

Rozwigzanie. Jesli B = (by, by, bs) to podana macierz mB(F) mozna zinterpretowaé jako:

F4(b1) = 2by + 0bg + 0bg = 2by
FA(bg) = 1by + 2by + 0bg = by + 2b9
FA(bg) = 001 + 1bo + 2b3 = by + 2b3
Wyznaczanie bazy B rozpoczniemy od wektora by (wektora wlasnego). Nietrudno wyliczy¢

x
Vi={l0]|:zcR}
x

skad mozemy przyjaé¢ np. by = <(1)) Uwzgledniajac ten wybér, z drugiego réwnania wyzna-

—_

)
czamy by = (Zg)

2

1 0 o 1 x2
-1 3 1 yo |l =10 +2] vy
1 01 29 1 )

skad otrzymujemy by = (;12 . ) Mozemy przyjac¢ np. by = (é) Uwzgledniajac ten wybér, z
b

trzeciego réwnania wyznaczamy by = (gg ):
3

2 10 3 1 x3
-1 3 1 ys | =111 +2|ys
1 01 23 0 Z3

3

skad otrzymujemy b3 = (xl ) Mozemy przyja¢ np. by = (
3

oo
N———

Stad (przyktadowa) baza

spelniajaca warunki zadania (baza jordanowska) jest baza B = (((1)) ) (é) , <§>)
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Przyktlad 8
Wyznacz posta¢ Jordana i baze jordanowska kazdej z nastepujacych macierzy:
1 1 2
A= <_11 é) B=1-2 4 3
0 0 3

Rozwigzanie. Zgodnie z wyliczeniami z Przyktadu 6:

(21
ir(2 )

Potraktujmy macierz A jako macierz przeksztatcenia Fjy : R? — R%. Wowczas dla bazy jor-
danowskiej B = (b1, b2) mamy (podobnie jak w poprzednim przyktadzie) mg(FA) = <(2) ;)
Wobec tego:
Aby = 2by
Aby = by + 2by

Wektor by jest wektorem wlasnym dla A = 2, wiec mozemy przyja¢ (zgodnie z wyliczeniem z
Przykladu 6) by = (1). Woéwczas z drugiego rownania wyliczamy by = (§):

1 1 T 1 T z T
(3G =0)20) e ()-(1)
Mozemy wiec przyjac by = (V), co daje nam przedstawienie Jordana:

~EENEY

Zgodnie z wyliczeniami z Przyktadu 6:

Potraktujmy macierz B jako macierz przeksztalcenia Fg : R? — R3. Woéwczas dla bazy
jordanowskiej C = (¢1,c2,c3) mamy (podobnie jak w poprzednim przyktadzie) mg(FA) =
31

0 3 . Wobec tego:
2
BCl == 361
BCQ = C + 362
BCg = 203

Zatem c; i c3 to wektory wlasne. Zgodnie z wyliczeniami z Przyktadu 6 mozemy przyjaé
1 : . . 1 .

c1 = (g) Nietrudno wyliczyé¢, ze c3 = (%), np. c3 = ((1)) Wektor ¢o = <§> wyliczamy z

drugiego rownania:

1

1 2 x 1 x x T
-2 4 3 yl=12|+3y], czyli yl=12x—-1
0 0 3 z 0 z z 1
Stad mozemy przyjac¢ np. cg = (%), co daje przedstawienie Jordana:
11 1\ /3 1 111\
B=|2 11 0 3 2 11
010 2 0 10

Copyright (© Tomasz Elsner, 2020



86 ROZDZIAL 3. DIAGONALIZACJA MACIERZY

Jesli A = PJP™!, gdzie A,J,P € M,xn(C), to A¥ = PJ*P~! dla dowolnej liczby
naturalnej k.

Dowdd. Dla dowolnej macierzy J zachodzi wzér:

(pjpYr=pjpt.pjp~t. . .PJjPl=pPJj.j.....JP !t =pJjip!
k k

Przyktad 9

Oblicz: o
1

n 1 2
(o (B
0 0 3

Rozwigzanie. Korzystajac z przedstawienl Jordana z poprzedniego przyktadu dostajemy:
1o1\" /1 0\ /2 1\"/1 0o\
-1 3) \1 1)\0 2 11

on p2n=1\ /1 0\ ' [/2n—np2nl ponc!
0o 2n 11 T\ —n2nt 27 4ot

11 2A* /11 1\ /31 S B A
24 3| =121 1](o0 3 (211
0 0 3 010 9 01 0
1 1 1\ /39 10.3° 11 1\ "
=[2 1 1 0 310 2 1 1
010 210/°\0 1 0

_310 + 211 310 _ 210 310 +10- 39 o 210
= | =2. 310 + 211 92. 310 _ 210 310 +920- 39 _ 210
0 0 310

3.4 Zastosowania diagonalizacji

Przyktad 1

Wyznacz zwarty wzor ciagu a, danego wzorem rekurencyjnym:

a0:2
CL1:3

An+1 = dap — 6ap_1, n>1

Rozwigzanie. Rekurencje te mozemy zapisa¢ w postaci:

) =G o) ()
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Stosujac wielokrotnie powyzszy wzoér otrzymujemy:

(=G G)=C ) 6)

Wyznaczamy diagonalizacje macierzy:
5 —6\ (2 3\ /2 0)/2 3\
1 0) \1 1 0 3 1 1
ani1) (2 3\ (2% 0) (2 3\ (/3| [3.2ntl 30t
ap, ) \1 1 0o 3" 11 2) 3.2"—-3"

czyli a, = 3 - 2" — 3. Zwroémy uwage, ze powyzszy algorytm dla dowolnych wartosci ag i a;
prowadzi do wzoru postaci a, = - 2" + 3 - 3™

Skad

Przyktad 2
Wyznacz zwarty wzoér ciggu b, danego wzorem rekurencyjnym:

bo =3
by =8
bn+1 = 4bn - 4bn717 n=>1

Rozwigzanie. Rekurencje te mozemy zapisa¢ w postaci:

=066

Stosujac wielokrotnie powyzszy wzér otrzymujemy:

(5)-0 ) G)-6 ) )

Tym razem macierz nie jest diagonalizowalna, ale mozemy wyznaczy¢ jej posta¢ Jordana:
4 -4\ (2 3\ (2 1)(/2 3\ '
1 0) \1 1 0 2 1 1
boi1 (2 3\ (27 n2nt\ (2 3\ 7' /8\  [(n+4). 27!
b, ) \1 1)\o 2n 11 3) "\ (n+3)-27

czyli b, = (n 4+ 3) - 2". Zwr6émy uwage, ze powyzszy algorytm dla dowolnych wartosci by i by
prowadzi do wzoru postaci b, = a - 2" + - n2".

Skad

Przyktad 3
Wyznacz zwarty wzor ciagu ¢, danego wzorem rekurencyjnym:

00:2
61:5
co =15

Cntl = DHCp — 8cp—1 +4cp_2, N > 2
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Rozwigzanie. Rekurencje te mozemy zapisaé w postaci:

Cn =1 0 O Crn—1
Cn—1 0 1 0 Cn—2
Stosujac wielokrotnie powyzszy wz6r otrzymujemy:
Crit 5 -8 4\ /e 5 -8 4\"' /15
Cn, =11 0 O al=11 0 0 5
Cpn—1 0 1 0 Co 0 1 0 2

Powyzsza macierz nie jest diagonalizowalna, ale mozemy wyznaczy¢ jej posta¢ Jordana:

-1

5 —8 4 4 4 1\ /2 1 4 4 1

1 0 0f=(211]]0 2 2 1 1

0 1 0 1 01 1/ \1 01

Skad
n n—1 -1 n+1

Cntl 4 4 1\ /2" n2 4 4 1 15 (2n+1)-27t1 43
c |=12 11 0o 2 2 1 1 51=1 2n—1)-2"+3
Cn1 1 01 1"/ \1 0 1 2 (2n—3)-2n"1 +3

czyli ¢, = (2n — 1) - 2™ 4+ 3. Zwroémy uwage, ze powyzszy algorytm dla dowolnych wartosci
co, €1 1 co prowadzi do wzoru postaci ¢, = a - 2"+ -n2" + - 1™

Przyktad 4

Wyznacz zwarty wzor ciagu d,, danego wzorem rekurencyjnym:
dy =2
di =0
de =0

dp+1 = 6dy, — 12dy,—1 + 8dp—2, n > 2

Rozwigzanie. Rekurencje te mozemy zapisaé w postaci:

dp+1 6 —12 8 d,
d, |=1(1 0 0 dp—1
dp_1 0 1 0 dp—2
Stosujac wielokrotnie powyzszy wzor otrzymujemy:
Ayt 6 —12 8\ "' /dy 6 —12 8\"' /0
dyo |=1(1 0 0 d|l=(1 0 0 0
dn—1 0O 1 0 do 0O 1 0 2
Powyzsza macierz nie jest diagonalizowalna, ale mozemy wyznaczy¢ jej postaé¢ Jordana:
6 —12 8 44 1\ /2 1 0\ /4 4 1\
1 0 0]=(210 0 2 1 2 10
0 1 0 1 00 0 0 2 100
Skad
dnt1 4 4 1\ /20 2t (H)2nF\ /4 1\ ' /0 (n* —n)-2"H!
dy | =12 10 0o 2 p2nt 2 10 0] = (n>-3n+2)-27
dn-1 1 00 0 0 2n 1 0 2 (n? —5n +6) -2 !
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czyli d,, = (n? — 3n + 2) - 2". Zwré¢my uwage, ze powyzszy algorytm dla dowolnych wartosci
do, di i dy prowadzi do wzoru postaci d,, = a - 2" + B - n2" + ~ - n?2",

Kolejne dwa przyktady pokazuja zadania z rachunku prawdopodobienistwa, ktére prowadza
najpierw do uktadu rekurencji liniowych, a nastepnie do potegowania macierzy. Schematy tego
typu jak w tych przyktadach nazywamy faricuchami Markowa albo procesami Markowa z czasem
dyskretnym.

Przyktad 5

Na planszy sa trzy pola: A, BiC, bedace wierzchotkami tréjkata rownobocznego. Poczatkowo
pionek stoi na polu A. W kazdym ruchu rzucamy kostks i przesuwamy pionek o jedno pole
w kierunku zgodnym z ruchem wskazéwek zegara, gdy wypadnie 6, a w kierunku przeciwnym
do ruchy wskazoéwek zegara, gdy wypadnie inna liczba. Jakie jest prawdopodobienistwo, ze po
doktadnie 10 ruchach pionek znajdzie sie znéw na polu A?

Rozwiqzanie. Powyzsza sytuacje mozna zobrazowac¢ na nastepujacym diagramie:

start >
1
6

gdzie kazdy ruch oznaczony jest strzatka opisang prawdopodobieristwem jego wykonania.
Niech ay, b,, ¢, beda prawdopodobienistwami znalezienia sie na, odpowiednio, na polach A,
B, C po n rzutach. Woéwczas:

pt1 = %bn + %cn

bn+1 = %an + %Cn

Cn4+1 = %an + %bn

co mozna zapisa¢ w postaci wektorowej:

An+1 0 % % Qp
1 o

bn+1 == 6 0 6 bn
5 1

Cn+1 5 6 0 Cn

Pytanie z zadania dotyczy prawdopodobieristwa a1g. Mozna je wyliczyé przy pomocy potego-
wania macierzy:

10 10

a1 02 4 ag 0 2 & 1 0.30
bo| =[5 0 2 b |=1% 0 2 0|~ |(0.38
c10 2 5 0 co 2+ 0 0 0.32
Stad szukane prawdopodobieristwo wynosi aig ~ 30%.
Przyktad 6
Jakie jest prawdopodobieristwo, ze w 20 rzutach moneta wyrzucimy (przynajmniej raz) 3 orty
pod rzad?

Rozwigzanie. Po kazdym rzucie moneta znajdujemy sie w jednej z nastepujacych sytuacji:

(A) w ostatnim rzucie wypadta reszka (lub nie rzucilismy jeszcze ani razu),
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(B) w ostatnim rzucie wypadt orzel, a w przedostatnim — reszka,
(C) w ostatnich dwoch rzutach wypadly orty, a przed nimi — reszka,
(D) wyrzucilismy juz (kiedykolwiek) trzy orty pod rzad.

Na poczatku znajdujemy sie w sytuacji A, naszym celem jest dotarcie do sytuacji D, a kazdy
rzut przenosi nas do kolejnej sytuacji (w zaleznosci od wyniku). Mozemy to zobrazowaé na
nastepujacym rysunku:

DO
—_

start >

1
2

gdzie kazdy rzut moneta oznaczony jest strzatka opisana odpowiednim prawdopodobienstwem.
Oznaczmy przez a,, by, ¢, ,d, prawdopodobienstwo znalezienia sie po n rzutach, odpowiednio,
w stanie A, B, C, D. Woéwczas:
an+1 = %an + %bn + %Cn
1

bpi1 = 50n
1
Cn+l = §bn
1
dpy1 = 5Cn + dp

co mozna zapisa¢ w postaci wektorowe;j:

an+1 % % % 0 Gnp
b | |5 0 0 0] o
cnt1 | |0 % 0 0 Cn
dnt1 00 % 1) \dn

Pytanie z zadania dotyczy prawdopodobieristwa dog. Mozna je wyliczy¢ przy pomocy potegi
macierzy:

20 20

a0 1330 ag 330 1 0.115
bo| |3 0 0 0 bo| |3 0 0 0 0| _|0.062
0] |0 3 00 | |0 1 00 0| [0.034
dao 00 3 1 do 00 351 0 0.787

jako ze przed wykonaniem jakiegokolwiek rzutu znajdujemy sie (z prawdopodobienstwem 1)
w sytuacji A. Zatem szukane prawdopodobienstwo to dgg = 78.7%.

Macierze, ktore pojawiaja sie w powyzszych dwoch przykladach to tzw. (lewe) macierze
stochastyczne. Zauwazmy, ze takie macierze maja wyrazy nieujemne (wyrazy oznaczaja prawdo-
podobienstwa przejscia), za§ suma wyrazéw w kazdej kolumnie wynosi 1 (jest to taczne prawdo-
podobienstwo ,wyjscia” z ustalonego stanu).

Ostatni przyklad zastosowan diagonalizacji macierzy (w tym twierdzenia Jordana) dotyczy
rozwigzywania uktadéw liniowych réwnan rézniczkowych. Zacznijmy od przypomnienia naste-
pujacego faktu z analizy matematycznej:
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Dla dowolnego = € R zachodzi réwnos¢:

Nazwiazujac do tego faktu zdefiniujemy exponens macierzy:

Definicja 3.33

Ezponensem macierzy kwadratowej A € My, (oznaczanym exp A lub e4) nazywamy
nastepujaca macierz:
1
A _ ~ An
e = Z n!A

n=0

Przyklad 7

Obliczyé e? oraz P dla nastepujacych macierzy:

=G5 m=00)

Rozwigzanie.

n=0 """ = n! nl
n=0 n=0

on n2n71 § an f 2n71
©© e n n—1 n! ! n! —1)!

eB _ l n __ i 2 n2 n=0" n=0 — | n=0 n=1 (n=1)

B nl" nt\0 2" | | & o =2 | | o0 = 27
n=0 n=0 al o doml 2T

n=0 n=0 n=0 n=0

Jesli A € My,xp, oraz A = PJP~! gdzie P,J € My, xn, to:

—1 _
oA — PIPT  _p .. pl

o0

A= Ln Eoo 1 (PJP~H" = Eoo Lpmpi_p. L Jv|-Pl=p.¢/ P!
Lt Ll ~ Lp) - h
n=0 n=0 n=0
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Przyktlad 8
Wyznaczy¢ exponens nastepujacych macierzy:

4 —1 3 -1
k) 0
11\ /2 0\ /1 1\ 11\ /2 1) /1 1\
Rozwigzanie. PonlewazA:<2 1) (0 3> (2 1> orasz(l 0> <0 2) <1 0> ,

wiec zgodnie z Faktem 3.34 oraz Przykladem 7:

A (1 1\ 2oy (1 1\ 1 1) (e 0\ (1 1\ _[(23-¢ -

e = e\03 = = .

2 1 2 1 2 1)\0 ¢)\2 1 2¢3 —2¢? 2¢? — €3

p_ (1 1\ (21) (1 1\ _ (1 1\ [ &\ (1 1\ _ [26% —¢
e — e\0 2 = 2 = 2
10 10 10 0 e 10 e 0

Pojecie exponensa macierzy gra istotng role przy rozwigzywaniu réwnan rézniczkowych. Zro-
zumienie ponizszego przyktadu nie jest wymagane w ramach kursu algebry liniowej, nalezy go

traktowaé jedynie jako motywacje dla zajmowania si¢ tak nietypows operacja na macierzach jak
exponens.

Najprostsze réwnanie rézniczkowe to rownanie postaci:

f'(x) = 2f(x)

a jego rozwiazanie to (nietrudno zgadna¢) f(x) = ?*-C (gdzie C jest dowolng liczba rzeczywista).
W podobny sposéb rozwiazujemy liniowe uktady réwnan rézniczkowych:

Przyktad 9

Rozwiaza¢ uklad rownan rézniczkowych:

(tzn. wyznaczy¢ funkcje f i g spelniajace to rownanie).
Rozwigzanie. Powyzszy uktad mozna zapisa¢ w postaci wektorowe;j:

!/
<f(:v)> _ (4 —1> (f(l‘))
9(x) 2 1) \g(z)
gdzie pochodng wektora obliczamy liczac pochodng kazdej wspoélrzednej z osobna. Wowczas
rozwiazanie dane jest wzorem:

<f(f6)) _o) oz @) o

9()

gdzie C jest dowolnym wektorem z R? (tak, by powyzsze mnozenie miato sens). Diagonalizujac
macierz A = (4"” ’x) otrzymujemy:

2r x
4z —x\ (1 1\ (2 0\ /1 1\ '
2r x ) \2 1 0 3z)\2 1

skad, zgodnie z Faktem 3.34, dostajemy:

e(gizx>:<; 1).(3(2&3%).(; })1=<§ 1)(63 2)@ Dl
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263$ - 62,7; 621’ _ 639[;
- <263‘T —2e2T 2e% — €3w>
czyli (przyjmujac C = (3)):

(f@)) _ < (265 — 27) 4 B(e2 — ¢37) )

g(z) a(2e3% — 2e27) + 3(2e2* — 37)

Nietrudno sprawdzié¢, ze tak okreslone funkcje f i g spelniajg badany uktad réwnan réznicz-
kowych.
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Rozdzial 4

Przestrzen euklidesowa

4.1 Iloczyn skalarny

Definicja 4.1

Przestrzeniq euklidesowq nazywamy (rzeczywista) przestrzen liniowa V' z dodatkowa ope-
racja zwang iloczynem skalarnym, przypisujaca (uporzadkowanej) parze wektorow (u,v)
liczbe (u,v) € R spelniajaca dla dowolnych u,v,w € V oraz dowolnego ¢ € R nastepujace

warunki:
1) (u,v) = (v,u) (symetrycznosc)
2) (u+v,w) = (u,w) + (v, w)
(u,v +w) = (u,v) + (u, w)
(tu,v) = (u, tvy = t(u,v) (liniowos¢ wzgledem kazdej wspotrzednej)
3) (v,v) >0, przy czym (v,v) =0 <= v =0 (dodania okreslonosc)

Liniowos¢ wzgledem kazdej z dwoch wspotrzednych nazywamy réwniez dwuliniowoscig. In-
nymi stowy: iloczyn skalarny to funkcja dwuliniowa.

Przyklad 1
Sprawdz, ze przestrzen R” z dodatkowa operacja:

x1 Y1
(| [:D=mm++z0un

Tn Yn

(nazywanym standardowym iloczynem skalarnym na R™) jest przestrzenia euklidesowa.
Rozwigzanie. Sprawdzenie symetrycznosci i dwuliniowosci pozostawiamy czytelnikowi. Do-
datnia okreslono$é wynika z faktu, ze:

i+ +22 >0

dla dowolnych z1,...,z, € R, przy czym réwnoéé¢ zachodzi jedynie gdy 1 = --- =z, = 0.

Przyktad 2

Sprawdz, ze operacja na przestrzeni R? zdefiniowana nastepujaco:

T
<< 1) ) <y1>> = 21Y1 + T1Y2 + Toy1 + 22292
T2 Y2

jest iloczynem skalarnym (i tym samym wyznacza na R? strukture przestrzeni euklidesowe;j).
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Rozwigzanie. Sprawdzenie symetrycznosci i dwuliniowodci pozostawiamy czytelnikowi. Do-
datnia okreslono$¢ wynika z faktu, ze:

22 4 209 + 205 = (1 4+ 22)? + 22 >0

dla dowolnych x1,x9 € R, przy czym réwnosé zachodzi jedynie gdy z1 + 2 = x9 = 0, czyli
1 =29 = 0.

Przyklad 3

Zdefiniowana na przestrzeni R" dwuargumentowa funkcja:

I Y1
(:1:1:PD= Z Aij TiYj
0 Yn 1<ij<n
inaczej zapisywana jako:
‘g n ail a1n Y1
: : _ . . | yT
(1.1 D=~ .. ) | : o =XTAY
Tn Yn Gpl - Adnp Un

spetnia warunki (1) i (2) Definicji 4.49 dla dowolnych a;; € R takich, ze a;; = aj; (tzn. dla
dowolnej macierzy symetrycznej A). Funkcja ta jest zatem iloczynem skalarnym na R™ wtedy
i tylko wtedy, gdy macierz A jest symetryczna oraz dodatnio okreslona (tzn. spelniony jest
warunek (3) Definicji 4.49). Metode szybkiego ustalania czy macierz jest dodatnio okreslona
poznamy w kolejnych rozdziatach.

Przyktad 4
Sprawdz, ze funkcja:

1
(P.Q) = / P(@)Q(x)dz
0

jest iloczynem skalarnym na przestrzeni R, [x].
Rozwigzanie. Symetrycznosé jest oczywista. Addytywnosé wzgledem pierwszej wspotrzednej
wynika z wlasnosci calki:

1 1 1
(PP Q) = / (P(x) + P'(2))Q(x)dz = / P(2)Q(x)dr + / P/(0)Qa)dx = (P,Q)+ (P, Q)
0 0 0

Podobnie dowodzimy addytywnosci wzgledem drugiej wspoétrzednej oraz jednorodnosci wzgle-
dem kazdej wspotrzednej. Dla sprawdzenia dodatniej okreslonosci zauwazmy, ze:

1
mm:/ﬁ@mzo
0
gdyz catka z nieujemnej funkcji zawsze jest nieujemna. Ponadto powyzsza catka jest rowna zero
wtedy i tylko wtedy, gdy catkujemy funkcje zerowa, czyli P(x) = 0 dla kazdego z € [0, 1], ale

jedyny wielomian, ktory przyjmuje wartos¢ 0 w kazdym punkcie przedziatu [0, 1] to wielomian
ZETOWY.
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Przyktad 5

Sprawdz, ze funkcja:
1

(P.Q) = / P(2)Q(x)dz
]

jest iloczynem skalarnym na przestrzeni R, [z].
Rozwigzanie. Rozumowanie jest analogiczne jak w poprzednim przyktadzie.

Przyklad 6
Sprawdz, ze funkcja:

b
(f.g) = / f(2)g(x)de

jest iloczynem skalarnym na przestrzeni Cla, b].

Rozwigzanie. Rozumowanie jest takie jak w poprzednim przyktadzie. Jedyna réznica polega
na tym, ze w odréznieniu od niezerowego wielomianu, niezerowa funkcja moze przyjmowac
wartos¢ 0 na calym przedziale. Stad nalezy osobno uzasadnié¢ spetnienie warunku:

(v,v) =0 <= v=0

Dla funkcji cigglej f réwnosé f; f?(x)dr = 0 zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy f(z) =0 dla
kazdego = € [a,b]. W przestrzeni Cla, b] oznacza to, ze f jest funkcja zerowa.

Przyklad 7
Sprawdz, ze funkcja:

1
(f.g) = / f(@)g(z)de
0

nie jest iloczynem skalarnym na przestrzeni C'(R).
Rozwigzanie. Jedyny warunek iloczynu skalarnego, ktéry nie jest spelniony, to warunek

(v,v) =0 <= ©v=0

Nietrudno wskazaé¢ ciagla funkcje f : R — R, ktéra na calym przedziale [0,1] przyjmuje
wartoséc 0, a poza tym przedziatem wartosci niezerowe. Wowcezas fol f2(x)dx =0, ale f # 0.

Iloczyn skalarny pozwala zdefiniowaé takie pojecia jak kat miedzy wektorami, prostopadtosé
(ortogonalnosé¢) wektorow oraz dlugosé wektora.

Definicja 4.2

Dana jest przestrzen euklidesowa V. Dtugoscig wektora v € V nazywamy liczbe nie-
ujemna:
v = v/ {v, v)

Odlegtoscia punktéw u,v € V nazywamy liczbe nieujemna:

dv,u) = |lu—v| =+ {u—v,u—v)

Zwréémy uwage, ze dlugosé wektora jest dobrze zdefiniowana dzieki wlasnodéci dodatnie]j
okreslonogci iloczynu skalarnego. Zauwazmy tez, ze powyzsza definicja jest motywowana analo-
gicznym faktem dotyczacym przestrzeni R? i R3. Podobnie motywacja dla definicji miary kata
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miedzy (niezerowymi) wektorami dowolnej przestrzeni euklidesowej jest znany nam fakt doty-
czacy przestrzeni R? i R3:

cos Z(u,v) - |u| - |v| = (u,v)
Powyzszy wzér mozna przyjaé za definicje miary kata miedzy wektorami dowolnej przestrzeni
euklidesowej, o ile sprawdzimy, ze iloczyn skalarny spelnia nastepujacy warunek (w przeciw-
nym razie powyzszy wzor prowadzitby do sprzecznosci, gdyz cos Z(u,v) miatby warto$¢ spoza
przedziatu [—1,1]):

Fakt 4.3: Niero6wnosé¢é Schwarza

Dla dowolnych wektoréw u,v € V przestrzeni euklidesowej V' zachodzi:

[{w, v)| < fu] - Jo]

przy czym réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy u i v sg wspétliniowe.

\

Dowdd. Tloczyn skalarny jest dodatnio okreslony, wiec dla dowolnego ¢t € R zachodzi:
0 < (u—tv,u—tv) = (u,u) — 2t(u,v) + t2(v,v)
(u,v)

(v,0)

Podstawiajac t = otrzymujemy:

(u,v)? | (u,0)?

(v,v) (v,v)

0 < (u,u) —2

czyli po przeksztalceniu
<U’U>2 < <u7 u> ’ <Ua U>
a wiec
[(u, 0)| < Jul - |v]
Roéwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy w wyjsciowej nierdéwnoéci zachodzi réwnosé, tzn.
0 = (u — tv,u — tv). Z uwagi na dodatnia okreslonos¢ iloczynu skalarnego zachodzi to wtedy i
tylko wtedy, gdy u — tv = 0, tzn. wektory u i v sa wspo6tliniowe. OJ

Definicja 4.4

Dana jest przestrzenn euklidesowa V. Katem miedzy niezerowymi wektorami u,v € V
nazywamy liczbe 0 z przedziatu [0, 7] dang wzorem:

f = arccos &)
] - v

Wektory u i v nazywamy ortogonalnymi (lub prostopadtymi) jedli 6 = T, czyli (u,v) = 0.

(u,0)
. . . . . . . . ‘u"lv‘ . .
dziatu [—1,1]). Drugim wnioskiem z nieréwnosci Schwarza jest nieréwnosé trojkata (ktorej row-

niez oczekiwaliby$Smy od kazdej sensownej definicji dtugosci):

Fakt 4.5: Nierownos$é tréjkata

Dla dowolnych wektoréw u,v € V' przestrzeni euklidesowej V' zachodzi:

Nieréwnosé¢ Schwarza zapewnia, ze jest to poprawna definicja (tzn. jest liczbg z prze-

u+ o] < ful +[v|

przy czym réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy u = tv lub v = tu dla pewnego
t>0.
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Dowdad.
(lu+v)* = (u+v,u+v) = (u,u) + 2(u,v) + (v,0) = [u]* + 2(u,v) + |v]?
< fuf® + 2Jul - [o] + v* = (|u] + |v])

skad
|u+ o] < fuf + |v]

O

W dowolnej przestrzeni euklidesowej prawdziwe jest réwniez Twierdzenia Pitagorasa. Jego
sformutowanie jest motywowane nastepujaca sytuacja z R? i R3:

Fakt 4.6: Twierdzenie Pitagorasa

W przestrzeni euklidesowej V' dla dowolnych wektoréw u, v € V takich, ze v L v, zachodzi:

Ju+ ] = Jul® + [v]*

Dowdd. Korzystajac z liniowosci iloczynu skalarnego wzgledem kazdej wspotrzednej oraz faktu
(u,v) = 0 otrzymujemy:

lu+ 02 = (u+v,u+v) = (u,u) + 2(u,v) + (v, 0) = (u,u) + (v,0) = |u® + |v]?

Przyklad 8
Wyznacz dtugosci bokow AB i AC oraz miare kata przy wierzchotku A trojkata w przestrzeni

1 1 2
R* (ze standardowym iloczynem skalarnym) o wierzchotkach A = (?) , B = (%) ,C = <é).
0 1 2
Rozwigzanie. Boki trojkata wyznaczone sg przez wektory:

0 1
EzB—Az(é) oraz EzC—Az(_ﬂ)
1 1

Dtugosci tych bokéw to:

|AC| = \/((—%1) : (_%‘1)> =124+ 32+ (-1)2+12=V12

481 =1

OO
—OoO~O

)>=\/02+12+02+12:J§

1
Miara kata przy wierzchotku A wynosi:
(AB, AC) 0-1+1-340-(~1)+1-1 G
arccos = arccos = arccos ——
|A§y : |A3\ V2 /12 3
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Przyktad 9

W przestrzeni euklidesowej R[z] z 1loczynem skalarnym danym wzorem (P, Q) = fo x)dz

dane sg wektory P(z) = x oraz Q(z) = 22 — 1. Wyznacz dtugosci tych wektorow oraz sprawdz
czy sa one prostopadie.

Rozwigzanie.

1
QI=Via @ = [ - 1par =22

Wektory te nie sg prostopadte, gdyz:

1
(P.Q)= [ ala* =iz = —3 #0

Przyktad 10

Rozwazmy te same pytania co w poprzednim przykladme ale tym razem w odniesieniu do
R[z] z iloczynem skalarnym danym wzorem (P, Q) = f P(x)Q(x)dx.
Rozwigzanie.

2
|P| = /(P,P) = 2dx—i

Q= /12.Q) = ¢/ v 12 = 2V

Wektory te sa prostopadte, gdyz:

1
(P,Q) = / z(z? —1)dz =0

-1

Przyklad 11

W przestrzeni euklidesowej C[0, 27] z iloczynem skalarnym danym wzorem

(f. ) = / f(@)g(x)de
0

dane sa wektory f,(x) = cosnz oraz g,(x) = sinnz (w tym fo(x) = 1)
tych wektoréw oraz uzasadnij, ze sa one parami prostopadte.
Rozwigzanie. Dla n > 0 mamy:

2 2m
|fnl = \/<COSTZ:E,COSTM,‘> = \// cos? nzdx = \// %(1 + cos 2nx)dr = /7
0 0

27 27
lgn| = v/ (sinnzx, sinnx) = \// sin? nrdr = \// $(1 — cos 2nz)dx = /7
0 0

Natomiast dla n = 0:

. Wyznacz dlugosci

27
Ifol = V/(1,1) = /O ldr = V21

Copyright © Tomasz Elsner, 2020



4.1. ILOCZYN SKALARNY 101

Prostopadlosé (ortogonalnosé) wynika z nastepujacego rachunku (gdzie n # m):

(fr, fm) = \/<cos nx,cos mx) \//27r % (cos(n — m)x + cos(n + m)z)dz =0

(9n: gm) = /(sinna, sinma) \//27r

(Fas gun) = /{cos n, sinma) \/ / "

(cos(n —m)x — cos(n +m)x)dx =0

l\.’)\»—l

(sin(n + m)x — sin(n —m)z)dr =0

M\H

Dysponujac pojeciem ortogonalnosci (prostopadtosci), mozemy zdefiniowa¢ rzut ortogonalny
(prostopadly) wektora na wektor. Definicja ponizsza motywowana jest znang nam sytuacja z
przestrzeni R? i R3, ktéra przypominamy na ponizszym rysunku:

Definicja 4.7

Dana jest przestrzen euklidesowa V. Rzutem ortogonalnym (prostopadiym) wektora u € V
na wektor v € V (albo na podprzestrzenn Lin{v} < V) nazywamy taki wektor tv ze
u —tv L v. Rzut wektora u na wektor v oznaczamy p,(u).

Fakt 4.8

Jesli v € V jest niezerowym wektorem przestrzeni euklidesowej V', to dla kazdego wektora
u € V istnieje doktadnie jeden wektor p,(u) i dany jest on wzorem:

(w,0),
(v,9)

Ponadto przeksztatcenie p, : V' — V jest przeksztalceniem liniowym

pu(u) =

Dowdd. Poniewaz u —tv L v, wiec:
0= (u—tv,v) = (u,v) — t{v,v)

skad

7 powyzszego wzoru wynika addytywnosé p,:

eyl (ot W) fwe) )
po(u+u) (v, v) (v,v) (v, v) + (v,v)

Podobnie sprawdzamy jednorodnosé p,, co tacznie dowodzi liniowoéci przeksztatcenia p,,. O
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Dana jest przestrzeri euklidesowa V. Rzut wektora u € V' na niezerowy wektor v € V to
(jedyny) taki punkt podprzestrzeni Lin{v} < V, ktory jest najblizszy punktowi w.

Dowdd. Dla utatwienia rachunkdéw, zamiast znajdowaé¢ minimimum odleglosci, mozemy znalezé
minimum kwadratu odleglodci:

d(u,tv)? = (u — tv,u — tv) = (u,u) — 2t{u, v) + t*(v,v)

Powyisza funkcja jest funkcja kwadratowa zmiennej ¢ € R i ma dodatni wspotczynnik przy t2,
wiec minimum przyjmuje w doktadnie jednym punkcie:

(u,v)

(v, 0)

Otrzymany punkt (najblizszy punktowi u punkt podprzestrzeni Lin{v}) pokrywa sie z p,(u). O

t =

Definicja 4.10

Niech V bedzie przestrzenig euklidesowa, za§ A C V. Wowcezas dopetnieniem ortogonal-
nym zbioru A nazywamy:

Al ={veV:Vae A (v,a) =0}

Fakt 4.11

Dla dowolnego podzbioru A C V przestrzeni euklidesowej zachodzi

Al = (Lin A)t

W szczegolnoscei dopetnienie ortogonalne podprzestrzeni W < V' pokrywa sie z dopetnie-
niem ortogonalnym bazy W.

Dowdd. Oczywistym jest, ze A O (Lin A)*. Dla udowodnienia zawierania w druga strone
zauwazmy, ze kazdy element v € Lin A jest postaci v = aqvy + - -+ + apvy, gdzie vy,...,v, € A.
Jedli w € At to w szczegdlnosci (w, v;) = 0 dla kazdego v; € A, czyli

(w,v) = (w,a1v1 + -+ + Apvy) = ar(w,v1) + ... + ap(w,v,) =0
czyli w € (Lin A)*. O

Fakt 4.12

Niech V bedzie skoiiczenie wymiarowa przestrzenia euklidesows. Woéwczas:

1) dla dowolnych A C B C V zachodzi A+ > Bt
2) dla dowolnego podzbioru A C V zbiér At jest podprzestrzenia V;
3) dla dowolnej podprzestrzeni W < V zachodzi V. =W & W.

Dowdd. (1) Jedliv € V jest ortogonalny do kazdego wektora z B, to tym bardziej jest ortogonalny
do kazdego wektora z A C B, czyli B+ c AL,
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(2) Potrzebujemy sprawdzi¢ zamknieto$¢ na dodawanie i na mnozenie przez skalar. Jesli
v,w € At to dla kazdego a € A zachodzi:

0= (v,a)+ (w,a) = (v+w,a)

czyli v +w € AL. Podobnie sprawdzamy zamknieto§¢ na mnozenie przez skalar.

(3) Niech (wy, ..., w;) bedzie baza przestrzeni W, zas (b1, . .., b;) baza przestrzeni W+. Aby
pokazaé, ze V =W @ W+ musimy pokaza¢, ze uktad (wi,...,wy,bi,...,b) jest baza V. Uktad
ten jest zbiorem liniowo niezaleznym w V| gdy7z dla dowolnej zerujacej sie kombinacji liniowe;j:

aqwi + - -+ agwg + Biby 4 -+ Bibp = 0

otrzymujemy:
arwy + -+ apwg = =1y — - — By

Lewa strona tej nierownosci nalezy do W, a prawa do W. Poniewaz W NW = = {0}, wicc obie
strony sa rowne 0, skad a7 = -+ = a = 0 (bo wy,...,wy jest Inz) oraz /4 = --- = ;=0
(bo by,...,b jest Inz). Pozostaje wykazac, ze dimV = k + [. Przeksztalcenie F : V — RF
zdefiniowane

<U7 wl)
F(v) = e
<U> wk’>
jest liniowe oraz ker F = W+, Wobec tego z twierdzenia o indeksie otrzymujemy:

dimV:dimkerF+dimImF:dimWJ‘—i—dimImF§ k+1

Poniewaz w V znalezliSmy uktad k& + [ wektoréw Inz, wiec dimV > k + [, co lacznie daje
dimV =k + L. O

W Definicji 4.7 rozwazaliémy rzut ortogonalny na l-wymiarowa podprzestrzen przestrzeni
euklidesowej. Kolejna definicja opisuje rzut ortogonalny na podprzestrzen dowolnego wymiaru.
Motywacja dla tej definicji jest obrazek zwigzany z rzutem ortogonalnym na plaszczyzne w R3:

Definicja 4.13

Niech V' bedzie skoficzenie wymiarowa przestrzenia euklidesowa, zas W < V jej pod-
przestrzenia. Rzutem ortogonalnym (prostopadtym) wektora u € V na podprzestrzenn W
nazywamy taki wektor w € W, ze v — w € W. Rzut wektora u na podprzestrzern W
oznaczamy pyy (u).

Inny sposob okreslenia rzutu na podprzestrzen W (réwniez motywowany powyzszym rysun-
kiem) jest nastepujacy: poniewaz V = W @ W+ (Fakt 4.12), wiec wektor u € V rozktada sie
jednoznacznie na sume:

w=w—+w", gdzie w € W, wtewt
Przy takim przedstawieniu Py (u) = w.
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Niech W < V jest podprzestrzenia skoiiczenie wymiarowej przestrzeni euklidesowej. Wow-
czas dla kazdego wektora u istnieje doktadnie jeden wektor py (u). Co wiecej, rzut orto-
gonalny na podprzestrzen py : V — V jest odwzorowaniem liniowym.

Dowdd. Definicja rzutu ortogonalnego na W sprowadza sie do znajdowania rozktadu wektora u
na sume:
uw=w—+w", gdzie w € W, wh e Wt

Skoro V. =W @ W+, to dla danego wektora u, taki rozklad jest dokladnie jeden, co oznacza, ze
wektor w = py (u) jest jednoznacznie wyznaczony.

Dla dowodu addytywnosci odwzorowania py zalézmy, ze py (u1) = wy oraz pw (ug) = we.
Oznacza to, ze:

U1 = wy + wf 0oraz Ug = Wy + w2L

Stad
(u1 + ug) = (wy + ws) + (wi + wy)

Poniewaz wy,ws € W, wiec wy +wz € W (jako ze W jest podprzestrzenia). Podobnie wi 4wy €
W, Zatem powyzsze rownanie oznacza:

pw (w1 + u2) = w1 + wa = pw(ur) + pw(u2)

Podobnie sprawdzamy jednorodnosé pyy. O

Jedli W < V jest podprzestrzenia przestrzeni euklidesowej V', zag v € V dowolnym wek-
torem, to Py (v) jest punktem W najblizszym punktowi v.

Dowdd. Zgodnie z definicja rzutu ortogonalnego Py (v) € W oraz v — Py (v) € W. Poniewaz
dla dowolnego w € W zachodzi Py (v) —w € W, wiec (v— Py (v)) L (Pw(v)—w). Stad, zgodnie
z Twierdzeniem Pitagorasa, dostajemy:

[0 —wl? = |(v = Pw(v)) + (Pv(v) = w)* = v = Pw(v)]* + [Pw(v) — wl* > |v — Py(v)[?

przy czym rownosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy w = Py (v). Oznacza to, ze Py (v) to
punkt podprzestrzeni W najblizszy punktowi v. O

Najwygodniejszym sposobem wyznaczania rzutu na podprzestrzen jest sumowanie rzutéw na
wektory bazy podprzestrzeni. Jest to jednak mozliwe wylacznie woéwczas, gdy wektory bazowe
sq parami prostopadte:

Definicja 4.16

Baze B = (by,...,by,) przestrzeni euklidesowej nazywamy:
e ortogonalng, jesli wektory by, ..., b, sa parami prostopadie,
e ortonormalng, jesli wektory by, ..., b, sa parami prostopadte oraz kazdy z nich ma
dhugosé 1.
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Fakt 4.17

Niech V' bedzie przestrzenia euklidesowa, W < V jej podprzestrzenia, a (bi,...,b;) baza
ortogonalnag W. Wowczas:
- (v,bi)
P = . = it bl 41

Jedli, dodatkowo, baza (by,...,bg) jest ortonormalna, to:

k

Py (v) = (v,bi)bs (4.2)
i=1

Dowdéd. Oznaczmy

/ (Uv b2>
v = b;

z; (bi, bi)

=
Zgodnie z Definicja 4.13 wystarczy sprawdzi¢, ze v/ € W oraz v — v/ € W+. Pierwszy z tych
warunkow jest natychmiastowy (v' to kombinacja liniowa bazy W). Dla sprawdzenia drugiego
warunku musimy pokaza¢, ze dla dowolnego w € W zachodzi (v — v/, w) = 0. Zaczniemy
od pomocniczego rachunku wyliczajacego (v,b;). Z uwagi na liniowos¢ iloczynu skalarnego
wzgledem pierwszej wspotrzednej oraz ortogonalnosé bazy (by, ..., bg) otrzymujemy:

<U7 bj>

" (0, b) (v, bi)
(v, b5) = <Z mbﬂbﬁ = Z (b;, b;) (b5, ;)

Kazdy element w € W jest postaci w = a1b1 + - -+ + agby, wiec z uwagi na liniowos¢ iloczynu
skalarnego wzgledem kazdej wspotrzednej, uwzgledniajac powyzszy rachunek, otrzymujemy:

=

(bi, bj) = (bj, bj) = (v, bj)

(v=v",w) = (v=0', @b+ - +agby) = (1 (v, b1)+ - +a(v, b)) — (a1 (v, b1)+ -+ (V', b)) = 0

co dowodzi (4.1). Wzoér (4.2) jest szczegolnym przypadkiem wzoru (4.1) w sytuacji, gdy (b, b;) =
ldlai=1,... k 0

Sprawdzenie, ze podany uktad parami ortogonalnych wektoréow to baza jest wyjatkowo proste
dzieki nastepujacej obserwacji:

Fakt 4.18

Jesli vy, ...,v, € V to parami ortogonalne niezerowe wektory przestrzeni euklidesowej V,
to sg one liniowo niezalezne.

Dowdd. Rozwazmy zerujaca sie kombinacje liniowa wektoréw vy, ..., vp:
a1y + -+ apvy =0

Korzystajac z wtasnosci iloczynu skalarnego oraz wzajemnej ortogonalnosci rozwazanych wekto-
réw otrzymujemy:

0=1{(0,v1) = {(qqv1+- - Fnvn, v1) = a1{vy, v1)+ag(ve, v1)+- - Fan(vp, v1) = @1{vy,v1) = oq|v1|2

Poniewaz vy jest niezerowy, wiec a; = 0. Podobnie dowodzimy, ze ag = - -+ = «, = 0, co dowodzi
liniowej niezaleznosci vy, vo, ..., Uy. O
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Przyktltad 12

W przestrzeni euklidesowej C0, 27 z iloczynem skalarnym danym wzorem

2
1
(9) = [ f@lgoyis
0
dane sa wektory %, cosz, sinz, cos2z, sin2x, ..., cosnz, sinnx. Uzasadnij, ze wektory te

stanowia baze ortonormalng pewnej podprzestrzeni W < C10, 27].

Rozwigzanie. Rozwazany iloczyn skalarny rézni sie od iloczynu rozwazanego w Przyktadzie 11
jedynie wspolczynnikiem % Wobec tego wszystkie iloczyny skalarne w biezacym przyktadzie
beda 7w razy mniejsze od iloczynoéw skalarnych z Przykladu 11 (w szczegolnosci wszystkie
dtugosci beda /7 razy mniejsze. Stad rozwazane wektory sa parami ortogonalne i majg
dtugosci 1. Stanowia wobec tego baze ortonormalna pewnej podprzestrzeni W < C[0, 2.

Przyklad 13 (Szeregi Fouriera)

W przestrzeni euklidesowej C[0, 27] z iloczynem skalarnym danym wzorem

2

- [ t@gwyis

_7T
0

(f.9)
wyznacz rzut ortogonalny wektora f € C[0, 27| na podprzestrzen
W = Lin{%, cos z, sin x, cos 2z, sin 2z, . . ., cos nx, sin nx}

Rozwigzanie. Zgodnie z poprzednim przyktadem, wektory %, cosx, sinx, cos 2z, sin 2z, ...,

cos nx, sin nx stanowia baze ortonormalna W. Woéwczas dla dowolnego f € C]0, 27], zgodnie
ze wzorem (4.2):

ao

pW(f)(x):ﬁ—i—alcosx—i—blsina;—i—--~+ancosna;+bnsinna:
gdzie
2
w0= (1. Jp) =7 [ )
0
2
ak:<f,coska:>:i/f(x)coskxd:c, k=1,2,...,n
0
2
bk:<f,sink;v):i/f(x)sinkwdac, k=1,2,...,n
0

Co jest dobrze znanym wzorem z analizy (przyblizeniem funkcji f zwanym szeregiem Fouriera).

Uktad %, cos x, sin x, cos 2x, sin 2z, . .. nie stanowi bazy przestrzeni C[0, 27|, gdyz wymiar
tej przestrzeni jest nieprzeliczalny. Rozwazania dotyczace baz przestrzeni nieskoniczenie wymia-
rowych wykraczaja jednak poza zakres niniejszego skryptu.
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Fakt 4.19: Ortogonalizacja Grama—Schmidta

Kazda skoniczenie wymiarowa przestrzen euklidesowa V ma baze ortonormalna. Baze

taka mozna wyznaczy¢ wedlug nastepujacej procedury (zwanej ortogonalizacjq Grama—
Schmidta):

1. wyznaczamy dowolna baze (b, ..., b,);
2. wyznaczamy baze ortogonalng (b),...,b)) wedlug nastepujacego wzoru:

(0} = by
by = by — py, (b2)
b = by — py, (b3) — pyy (b3)

b = bn =y, (bn) = Py (bn) — ... = pr,_, (bw)

czyli (rozwijajac wzor na rzut wektora na wektor):

¥, = by
r_ (b2,b1) 7/
by = b2 = b
;o _{ba,by) gy (b3,bh) 4y
bs = bs = et~
;o On,b1) s (bnyby) gy (bnsby, 1) 4
bo = bn = Gy~ Gt T T W e
3. wyznaczamy baze ortonormalna (b7, ..., b)) wedlug nastepujacego wzoru:
"o_ i /2/ _ ﬁ b — by
1 _— _— RS -_—
|04 |05 S
Dowdéd. Oznaczmy
W1 :Lin{bl}, W2 :Lin{bl,bg}, ey Wn :Lin{bl,bg,...,bn} =V
Poniewaz wektor b} jest kombinacja liniowa wektoréw b, ..., by, wiec wybor wektorow
by, ..., b, prowadzi do nowych baz przestrzeni Wi, ..., W
Wi =Lin{b}}, Wy =Lin{b},05}, ..., W, =Lin{b},th,...,0,} =V
Pozostaje sprawdzenie, ze wektory b),...,bl, sa parami ortogonalne. Przy pomocy indukcji
wzgledem k dowodzimy, ze b}, ...,b) sa parami ortogonalne:
1) Dla k =1 jest to oczywiste.
2) Jedli bY,...,b) sa parami ortogonalne, to zgodnie z Faktem 4.17 mamy bj_; = bpy1 —
pwy (bry1), wiec by € Wik, czyli b}, jest ortogonalny do kazdego z wektorow bf,..., 0. O

Przyktad 14

W przestrzeni euklidesowej Ry ze standardowym iloczynem skalarnym dana jest podprzestrzen

1
W= {<§§> € R*:zy + 229 + 13 — 24 = 0}. Wyznacz:

a) baze ortogonalng przestrzeni W.

b) baze ortonormalng przestrzeni W.
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Rozwigzanie. Zaczynamy od wyznaczenia jakiejkolwiek bazy, np.
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0

) =0

0
2

Zgodnie z metoda Grama-Schmidta wyznaczamy:

1
b'1=b1=<§)
b, O 1 —1

2 1 1 )
0 1 —1 G
_ (b3.b)) (Bsbh) 17 _ [t
b= b = Tt~ e = <?>_5<3>_§<3>_ r
1 1 1 1
6

\

Otrzymujac w ten sposéb baze ortogonalna. Dla wyznaczenia bazy ortonormalnej, normalizu-

jemy otrzymane wektory:
- //
1

(

b/
A

1

V2

by

|05

_ b
V3

B 1

_|b'r‘¢g

/"
5 =

7 (1)
b 0
1

Przyktad 15
Wyznacz (a) baze ortogonalnad, (b) baZQ ortonormalna, przestrzeni euklidesowej Ra[z] z ilo-
czynem skalarnym (P, Q) = fo x)dz.

2

Rozwigzanie. Zaczynamy od Wyznaczema jakiejkolwiek bazy, np. by = 1, by = x, by = z°.
Zgodnie z metoda Grama-Schmidta wyznaczamy:

Vi=b =1

_ b2y _ o fy wlde "
by =ba = Gyt =2 = g -3

_ (bs,b1) (b3,bh) 1/ fla:Q-ldm f x—— Ydx 1\ 1
by = bs — <bf’ b'>b/1 <bf b’>b/ - }ollzdac ' fo o 1)2dz (z—g)=2"—a+5

Otrzymujac w ten sposéb baze ortogonalna. Dla wyznaczenia bazy ortonormalnej, normalizu-
jemy otrzymane wektory:

=

b// _ } —
bl 1/f0 12da:
n_ by _ 1y _
b /2 — /7.[0 % 2d$ 2) - \/§(2$ 1)
by = |b/3| = —1 (2* -2+ %) =5(62% -6z +1)

Jo

(x2—z+3 §)2dx

4.2 Forma kwadratowa

W niniejszym rozdziale zajmiemy sie (nietypowo dla algebry liniowej) funkcjami kwadratowymi,
a doktadnie wielomianami kwadratowymi wielu zmiennych. Zaczniemy od zdefiniowania wielo-
mianu wielu zmiennych.
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4.2. FORMA KWADRATOWA 109

Definicja 4.20

(Rzeczywistym) wielomianem zmiennnych x1,..., 2, nazywamy funkcje P : R" — R,

gdzie P(x1,...,x,) jest kombinacja liniows jednomianéw, tzn. funkeji postaci
a-mlflzngz’m..-xﬁ"

gdzie ki,...,k, € N oraz a € R. Stopniem wielomianu wielu zmiennych nazywamy

najwyzszy ze stopni tworzacych go jednomianéw, gdzie stopient jednomianu to ky+- - -+ k.

Przyktad 1
Ustal stopnie kazdego z nastepujacych wielomianéw wielu zmiennych:

P(z,y,2) = —223+32%yz—52223,  Q(z,y) = 2*+723y*—y3, R(z,y,2,t) = 2oyzt—x—y—=z

Rozwigzanie. Wielomian P ma stopien 5 (jednomian najwyzszego stopnia to —5z2z3). Wie-
lomian @ ma stopieri 5 (jednomian najwyzszego stopnia to 7z3y?). Wielomian R ma stopieri
4 (jednomian najwyzszego stopnia to 2zyzt).

Przyktad 2
Ogélna posta¢ wielomianu stopnia pierwszego dwoch zmiennych to:

P(z,y) =ax +by+c¢, a,b,ceR
Ogolna posta¢ wielomianu stopnia drugiego dwoch zmiennych to:

P(z,y) = az® +bry +cy> +dr +ey+ f, a,b,c,d,e,f €R

Definicja 4.21

Wielomian wielu zmiennych nazywamy wielomianem jednorodnym, jesli jest suma wytacz-
nie jednomianéw tego samego stopnia.

Przyktad 3
Ogélna posta¢ jednorodnego wielomianu stopnia pierwszego trzech zmiennych to:

P(z,y,z) =ar+by+cz, abceR
Ogolna postaé¢ jednorodnego wielomianu stopnia drugiego trzech zmiennych to:

P(z,y,2) = ax® + by® + c2* + doy + eyz + fzx, a,b,c,d,e,f €R

Ponizszy warunek jest uogdlnieniem wtasnosci jednorodnosci (odnoszonej do przeksztalcen
liniowych) na wielomiany wyzszych stopni:

Jesli P(xy,...,2,) jest wielomianem jednorodnym stopnia k zmiennych z1, ..., z,, to dla
dowolnej liczby rzeczywistej ¢t zachodzi:

P(txy,... tap) =t* - Py, ..., zn)

W niniejszym rozdziale bedziemy zajmowac sie jednorodnymi wielomianami wielu zmiennych
stopnia drugiego. Zauwazmy, ze:
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110 ROZDZIAL 4. PRZESTRZEN EUKLIDESOWA

Fakt 4.23

Jegli P : R™ — R jest jednorodnym wielomianem stopnia drugiego zmiennych x1, ..., Zy,
to jest on postaci:
PX)=XT-A-X

dla pewnej symetrycznej macierzy A. Macierz A jest przy tym wyznaczona jednoznacznie
przez wielomian P.

Dowdd. Ogodlna postaé¢ wielomianu jednorodnego stopnia drugiego to:

P(:L’l, “. ,:cn) = Z Qi i 5

1<i,j<n
ktéry to warunek mozna zapisaé jako:
ail Q1in 1
P(a;l,...,mn):(xl xn) :
an1  +° Gpn Tn

przy czym wspolczynniki a;; nie sa wyznaczone jednoznacznie przez wielomian P, gdyz wyrazy
a;;T;T; oraz a;;T;T; s3 nierozroznialne z uwagi na przemiennos$¢ mnozenia liczb rzeczywistych.
Niemniej sumy wspotczynnikéw a;; + aj; (dla i # j) oraz wspoélezynniki a;; sa juz wyznaczone
jednoznacznie. Stad przy dodatkowym zalozeniu, ze macierz A = (a;;) jest macierza symetryczna
(tzn. a;; = aj;) macierz ta jest wyznaczona jednoznacznie. O

Przyklad 4
Zapisz wielomian P(z,y, z) = 222 — 6xy + 8yz + 32 + 322 w postaci macierzowe;.
Rozwigzanie.

2 -3 0 x
P(w,y,z):(aj Yy z) -3 1 4] |y
0 4 3 z

Powyzsza posta¢ stanowi motywacje do nastepujacej definicji formy kwadratowej na dowolnej
przestrzeni liniowej.

Definicja 4.24

Formg kwadratowa na (skoriczenie wymiarowej) przestrzeni liniowej V' nazywamy funkcje
Q@ :V — R, ktora dla pewnej bazy B przestrzeni V ma postaé:

Qv) =[v]5 - A-[v]s

dla pewnej symetrycznej macierzy A € My, (R), gdzie n = dim V. Macierz A nazywamy
macierzg formy Q w bazie B i oznaczamy mB58(Q) = A.

Powyzsza definicje mozna przeformutowaé w nastepujacy sposob: forma kwadratowa to jed-
norodny wielomian drugiego stopnia, ktoérego zmiennymi s3 wspotrzedne w pewnej bazie. Z
tego tez powodu bedziemy (dla uproszczenia) postugiwaé sie rowniez zapisem Q(z1,...,x,) dla
oznaczenia Q(x1b1 + - -+ + xpby ), gdzie B = (by,...,b,) bedzie ustalong baza przestrzeni V.
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4.2. FORMA KWADRATOWA 111

Przyktad 5

Sprawdz, ze odwzorowanie @ : Ro[z] — R zdefiniowane Q(P) = (P(2))? jest forma kwadra-
towa.
Rozwigzanie. Przeksztatcenie @) jest zdefiniowane nastepujaco:

Q(ax® + bz + ¢) = (4a + 2b + ¢)? = 16a* 4 4b* + ¢* + 16ab + 4bc + Sca

czyli jest jednorodnym wielomianem kwadratowym zmiennych a, b, ¢, ktére sa wspodtrzednymi
w bazie B = (1, x,2?%). Inaczej:

16 16

8 4
Qax*+bz+c)=(a b c)- 4 2 = [az® +br+c]f-
21

o R

8 4
8 4 2|-lax®+br+cp
4 21

Przyklad 6

Sprawdz, ze odwzorowanie @ : Mayx2(R) — R zdefiniowane Q(A) = det A jest forma kwadra-
towa.
Rozwigzanie. Przeksztatcenie @) jest zdefiniowane nastepujaco:

Q((‘c‘ 2)) — ad — be

czyli jest jednorodnym wielomianem kwadratowym zmiennych a, b, ¢, d ktore sa wspodtrzednymi
w bazie B= ((53).(34).(48),(39)). Inacsej:

a 00 03 a 00 0 %
a b\, |b 00 -30 bl fa b\;7 [0 0 -0 a b
Q(<C d>) “le 0 _% 02 0 cl ™ [(C d>]B 0 _% 02 0 [(c d)]B
d 1o o000 d 10 00

Niech B bedzie baza (skonczenie wymiarowej) przestrzeni liniowej V', zas Q : V — R
forma kwadratowa. Wowczas macierz A = mPB(Q) formy Q w bazie B jest jednoznacznie
wyznaczona przez Q.

Dowdd. Oznaczmy A = (a;;). Wowczas:

oo -

= Q4
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112 ROZDZIAL 4. PRZESTRZEN EUKLIDESOWA

co jednoznacznie wyznacza wyrazy na przekatnej macierzy A. Ponadto dla ¢ # j:

Q(bi—i-bj):[bi—i-bj]g-A-[bi—l-bj]:(0...010...010...0)-A- : = a4 + ajj + a; + aj;

co wobec wczesniejszego wyznaczenia wyrazow na przekatnej macierzy A, jednoznacznie wyzna-
cza sume a;j + aj;. Dzieki zalozeniu o symetrycznosci macierzy A (ktére oznacza a;; = aj;) to
jednoznacznie wyznacza wyrazy a;; = aj;.

O

Wygodniejszym sposobem definiowania formy kwadratowej oraz badania jej macierzy jest
odwolanie sie do pojecia formy dwuliniowej.

Definicja 4.26

Formg dwuliniowg na przestrzeni liniowej V nazywamy odwzorowanie ® : V x V — R,
ktore jest liniowe wzgledem kazdej wspotrzednej. Forme taka nazywamy symetryczng, jesli
& (v, w) = ¢(w,v) dla dowolnych v, w € V.

Fakt 4.27

| r

Jesli @ : V xV — R jest forma dwuliniowa na przestrzeni liniowej V', zas B = (by, ..., by)
baza przestrzeni V, to:
®(v,w) = [v] - A- [w]s

dla macierzy A = (ai;) € Mypxn(R), gdzie a;; = ®(b;, b;).

Dowdd. Niech B = (by,...,by,). Jesli v = x1b1 +- - -+ x,b, oraz w = y1b1 + - - - + ynby, to z uwagi
na dwuliniowos¢ (liniowo$¢ wzgledem kazdej wspotrzednej) otrzymujemy:

(I)(va) = (I)(:Ulbl +- 4+ xnbna ylbl +- ynbn) = Z q)(bh bj)xiyj
1<i,j<n

co, przyjmujac oznaczenia A = (a;;), gdzie a;; = ®(b;, b;), mozna zapisac jako:

®(v,w) = [v]5 - A~ [w]s

|

Whniosek 4.28

Forma dwuliniowa ® : V' x V' — R jest symetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy jej macierz
mBB(®) jest symetryczna.

Whiosek 4.29

| r

Jedli @ : V x V — R jest symetryczna forma dwuliniowa na przestrzeni liniowej V', to
Q@ : V — R zdefiniowane Q(v) = ®(v,v) jest forma kwadratowa. Forme dwuliniows &
nazywamy stowarzyszong z forma kwadratowa Q).

7
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4.2. FORMA KWADRATOWA 113

Symetryczne formy dwuliniowe oraz formy kwadratowe sg na tyle mocno zwiazane ze sobg,
ze czesto uzywamy tego samego oznaczenia na forme kwadratowa oraz stowarzyszona z nig
forme kwadratowa, stosujac rownoczesnie zapis Q(v) (w odniesieniu do formy kwadratowej)
oraz Q(v,w) (w odniesieniu do stowarzyszonej z nia formy dwuliniowej).

Przyktad 7

Dana jest przestrzen euklidesowa Ra[z], gdzie iloczyn skalarny to (Py, Pa) = fol Py (x)Py(x)dx.
Sprawdz, ze odwzorowanie @ : Ro[z] — R zdefiniowane Q(P) = |P|? jest forma kwadratowa.
Rozwigzanie. Odwzorowanie @ : Ro[z] x Ra[z] — R zdefiniowane Q(Py, P2) = (P, Pa) jest
symetryczna forma dwuliniowa. Wobec tego Q(P) = (P, P) = |P|? jest stowarzyszona z nia
forma kwadratows.

Przyktlad 8

Wyznacz symetrycza forme dwuliniows ® : R? x R? — R stowarzyszona z forma kwadratows
Q : R? — R zdefiniowana:
Q((E)) = ax? 4 ba3 + cxiay

Rozwigzanie. Forma kwadratowa oraz stowarzyszona z nig symetryczna forma dwuliniowa
maja taka sama macierz. Macierza formy kwadratowej @ jest:

Symetryczna forma dwuliniowa stowarzyszona z () ma taka sama macierz, czyli:

[l Ve

a C C
B((2), () = (o a2) (¢ F) (1) = o + boage + S+ G
2

Dla dowolnej formy kwadratowej @ : V' — R istnieje dokladnie jedna symetryczna forma
dwuliniowa ® : V' x V — R stowarzyszona z @, tzn Q(v) = ®(v,v) dla kazdego v € V.

Dowdd. Niech B = (by,...,by,) bedzie baza przestrzeni V. Jesli:
Q) =[vlg - A~ [vls
dla pewnej symetrycznej macierzy A € My xn(R), to
®(v,w) = [v]g - A - [w]

jest szukang symetryczna forma dwuliniowa. O

Niech B i C beda bazami przestrzeni liniowej V, za§ ) : V — R forma dwuliniowa.
Wowczas:

m(Q) = (m(id) " - m"F(Q) - mi(id)

Dowdd. Zauwazmy, ze:
Q(v) = [v] - mPE(Q) - [u]s = (m§(id) - [v]e) " - mPE(Q) - (mig(id) - [v]c)
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114 ROZDZIAL 4. PRZESTRZEN EUKLIDESOWA

= ([vle) T ((mig(id)) 'm®5(Q) - mig(id) - [v]c

Poréwujac ten wzor ze wzorem na macierz formy ) w bazie C:

otrzymujemy:

Twierdzenie 4.32: Diagonalizacja formy kwadratowej metoda Lagrange’a

Niech V' bedzie skoniczenie wymiarowa przestrzenia liniows, zag @ : V — R forma kwa-
dratowa. Wowczas istnieje taka baza B = (b, ..., b,), w ktorej forma @ diagonalizuje sie,
tzn. mPB(Q) jest macierza diagonalna. Innymi stowy:

Q(x1by + -+ + xpby) = alx% 44 oznx%

Zgodnie ze wezedniejszymy uwagami dotyczacymi oznaczen, powyzszy wzor bedziemy rowniez
zapisywaé jako:
2 2
Q(x1,...,xpn) = 1x] + -+ + apz;,

Zamiast formalnego dowodu pokazemy na przykltadzie dziatanie metody Lagrange’a. Dana
jest forma kwadratowa @ : R? — R, ktéra w bazie standardowej B ma wzor:

Q(z,y, 2) = 22° 4 3y* — 2°+4xy + 6yz+82x
Zaczynamy od ,zwiniecia w kwadrat” wszystkich sktadnikéw zawierajacych a:
=2z 4y+22)2 -2 -8 —8uz+ 32 — 2+ 6yz =2 +y+22)2 +y*—922 — 22
wprowadzamy nowa wspolrzedng 2’ = x + y + 22:
=2(2')? + y* — 2% —2yz
Nastepnie powtarzamy te sama procedure ze zmienna y:
= 2a!)2 4 (y— 2)? — 22— 922 = 2(a))? + (1) — 10(2))?
gdzie y' =y — z oraz 2/ = z. W ten sposob znalezlismy nowe wspotrzedne (2,1, 2'), w ktorych
forma () ma posta¢ diagonalna. Pozostaje pytanie jak przetlumaczyé zamiane wspoétrzednych

na zamiane bazy. Zauwazmy, ze nowe wspodlrzedne mozna wyrazi¢ przy pomocy starych w
nastepujacy sposob:

' =z+y+22 a! 11 2\ [z
y=y—=z2 czyli y =10 1 -1 Y
2=z k4 0 0 1 2z

Powyzsza réwnos¢ mozna w nastepujacy sposéb zapisaé przy uzyciu baz:

11 2 11 2\" 1

g =10 1 —1]-[vs czyli =0 1 -1 ‘g =1(0 1 1 |- [vg
00 1 0 0 1 0
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Wektory nowej bazy b}, b, b maja zatem wspolrzedne:

1 -1 -3 1 1
Mls=10 1 1 0]=1{0 czyli V) =b;
0 0 1 0 0
1 -1 -3 0 —1
hlg=(0 1 1 1l=11 czyli by = —by + bo
0 0 1 0 0
1 -1 -3 0 -3
[bg]lg =10 1 1 -10] = 1 czyli bll = —3b1 + by + b3
0 0 1 1 1

Przedstawiona powyzej metode Lagrange’a mozna podsumowaé jako wielokrotne powtarzanie
nastepujacego kroku:

(1) Zwijamy w kwadrat wszystkie sktadniki zawierajace x;, po czym wprowadzamy nowa
wspotrzedna o (ktéra wystepuje juz tylko w jednym skladniku — sktadniku (2)?).

Krok ten powtarzamy dla kolejnych wspélrzednych az do momentu, gdy pozbedziemy sie
wszystkich wyrazéw mieszanych. Jedynym problemem moze by¢ sytuacja, gdy w pewnym mo-
mencie zmienna x; nie wystepuje w wyrazie kwadratowym x?, natomiast wystepuje w wyrazach
mieszanych. W takiej sytuacji wykonujemy drugi krok metody Lagrange’a:

(2) Jesli x; ani z; nie wystepuja w wyrazach kwaratowych, natomiast wystepuja w wyrazie
mieszanym x;7;, wykonujemy podstawienie:

C— ! / R 1,
{xz A { _T
Tj = 3%~ 3%

1)? — () i wracamy do kroku (1).
Diagonalizacje formy z uzyciem drugiego kroku pokazuje ponizszy przyktad.

Stad dostajemy x;z; = (z

Przyktad 9

Zdiagonalizuj forme kwadratowa @ : R® — R, ktéra w bazie standardowej ma wzor Q(z, y, z) =
xy + yz i podaj baze, w ktoérej przyjmuje wyznaczong postac¢ diagonalna.

Rozwigzanie. Poniewaz krok (1) metody Lagrange’a jest niewykonalny z uwagi na brak sktad-
nikow kwadratowych, wykonujemy podstawienie z drugiego kroku, tzn. = = 2'+y/, y = 2/ —y/,
czyli @/ = 32+ 3y, ¥ = 3T — 3y

Qz,y,z)=ay+yz= @' +y)@ —y)+ (@ —y)z= (@) - ) +2'2—y'»

Nastepnie wykonujemy krok (1) metody Lagrange’a, tzn. zwijamy w kwadrat wyrazy zawie-
: /
rajace x':

1 1,

= (2/ + 52)2 T 1F T (y)? —y'z
wykonujemy podstawienie 2/ = 2’ + %z:
1
_ (x//)Q 22 _ (y/)Z —y'z

i ponownie wykonujemy krok (1), podstawiajac ¢’ =y’ + 2
1
— (.ZUN)Q _ (yl + 5Z)Q —_ (x//)Q _ (y/l)Q

Nowe wspolrzedne mozna w nastepujacy sposéb wyrazi¢ przy pomocy starych (przyjmujemy
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2 =2 =2z)
" 10 3\ [« 10 3 3 5 0\ [« AW
”—Oli ’—Oli 3_21 _i_zli
vyl = 2 vyl = 2 2 T2 byl =12 2 2 Y
2" 0 0 1 2! 0 0 1 0O 0 1 z 0 0 1 z
Wobec tego:
AT B I AT e W
yl=1z 2 2 =11 -1 0]y
z 0 0 1 " 0 0 1 2"
Wobec tego wektory nowej bazy b, b, b to:
b/{:bl-i-bz
b = by — by
bg:—bl—i-bg

Definicja 4.33

Niech V' bedzie (skonczenie wymiarowa) przestrzenia liniowa. Forme kwadratowa @ : V —
R nazywamy:

dodatnio okreslong, jesli Q(v) > 0 dla kazdego v # 0,
ujemnie okreslong, jesli Q(v) < 0 dla kazdego v # 0,
dodatnio potokreslong, jesli Q(v) > 0 dla kazdego v,
ujemnie potokreslona, jesli Q(v) < 0 dla kazdego v.

Macierz A € M,,xn(R) nazywamy macierzq dodatnio/ujemnie okreslong/pétokreslong, jesli
odpowiednig wlasnosé ma forma kwadratowa @ : R™ — R, dla ktérej A jest macierzg w
bazie standardowe;.

Przyktad 10

Sprawdz czy forma kwadratowa @ : Ra[z] — R zdefiniowana Q(P) = (P(2))? jest dodatnio
okreslona.

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze ® : Rolz] X Ro[z] — R zdefiniowane ®(P;, Py) = P1(2) - P>(2)
jest symetryczna forma dwuliniowa, a zatem Q(P) = ®(P, P) jest forma kwadratowa. Dla
dowolnego P zachodzi Q(P) > 0, ale warunek Q(P) = 0 zachodzi dla niektoérych niezerowych
wielomiandéw. Wobec tego forma @) nie jest dodatnio okreslona, ale jest dodatnio pétokreslona.
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Fakt 4.34

Niech V' bedzie (skoniczenie wymiarows) przestrzenia liniowa, zas @ : V. — R forma
kwadratowa. Jesli B jest taka baza, ze:
A1
mP(Q) =
An

to forma @ jest:

e dodatnio okreslona <= A{,..., A\, >0,

e ujemnie okreslona <= Ai,..., A\, <0,

e dodatnio pdotokreslona < Ai,..., A, >0,

e ujemnnie potokreslona <= Aq,..., A\, < 0.

Dowdd. Niech B = (by,...,b,). Wowczas dla dowolnego wektora v = ajby + - - - + apby, otrzy-
mujemy:

)\1 (65}
Q) = [v]s -mPBQ) - [wlp= (1 ... an)- B T O S I W
An oy,

Forma @ jest dodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy Q(v) > 0 dla dowolnego niezerowego
wektora v, czyli
M2+ a2 >0

dla dowolnych aq,...,a, € R, ktére nie sa jednoczesnie réwne 0. To jest prawda wtedy i tylko
wtedy, gdy A1,..., A\, > 0. Podobnie dowodzimy pozostatych warunkdw. O

Wygodna metoda sprawdzania dodatniej/ujemnej okreslonosci macierzy jest kryterium Sy-
lvestera, opierajace si¢ na wyznaczeniu minoroéw gtownych macierzy formy (w dowolnie wybrane;
bazie).

Definicja 4.35

Minorem gtownym stopnia k macierzy A nazywamy minor powstaly przez wybranie pierw-
szych k wierszy i pierwszych k kolumn macierzy A.

Przyktad 11

1 20 3
. ) . 1 49 -1
Wyznacz wszystkie minory gtéwne macierzy 9 4 3 1
5 7 1 0
Rozwigzanie. Minory gtéwne powyzszej macierzy to:
! 120 R
det (1) =1, det =2 det|1 4 9| =6, det =19
1 4 9 4 3 2 4 3 1
5 71 0
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Fakt 4.36: kryterium Sylvestera

Macierz A € Mpxn(R) jest:
1) dodatnio okreglona <= wszystkie minory gtéwne macierzy A sa dodatnie,

2) ujemnie okreslona <= minory glowne stopni 1, 3, 5, ... macierzy A sa ujemne,
natomiast minory gtéwne stopni 2, 4, 6, ... sa dodatnie.

Niech V bedzie przestrzenia liniowa. Woéwczas forma kwadratowa @ : V' — R jest dodatnio
(ujemnie) okreslona, jesli jej macierz mB8(Q) w dowolnie wybranej bazie B jest dodatnio
(ujemnie) okreslona.

Kryterium Sylvestera jest natychmiastowe dla bazy B, w ktorej forma kwadratowa ) sie
diagonalizuje (tzn. macierz mB5(Q) jest diagonalna). Dowod kryterium dla dowolnej bazy jest
trudniejszy i pominiemy go.

Przyklad 12
Sprawdz, ktore z ponizszych macierzy sa dodatnio okreslone, a ktére sa ujemnie okreslone:

1 21 -2 3 0 7T 3 2
2 50 3 -5 1 310
107 0 1 -6 2 01

Rozwigzanie. Stosujemy kryterium Sylwestera Dla pierwszej macierzy otrzymujemy:

det(1) =1>0 det <

1 9 1 21
9 5):1>0 det {2 5 0] =2>0
1 07

czyli jest to macierz dodatnio okreslona.
Dla drugiej macierzy otrzymujemy:

-2 3

det(—=2)=-2<0 det ( 3 _s

czyli jest to macierz ujemnie okreglona.
Dla trzeciej macierzy otrzymujemy:

det(7)=7<0 det(é :13>:—2<0

czyli nie jest to ani macierz dodatnio okreslona, ani ujemnie okreslona.
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Definicja 4.38

Niech V' bedzie skoniczenie wymiarowa przestrzenia liniows oraz n = dim V. Sygnaturg
formy kwadratowej @ : V' — R nazywamy pare liczb naturalnych (p,q), gdzie p i ¢ to
odpowiednio liczba dodatnich i ujemnych wyrazéw na przekatnej macierzy formy m553(Q)
w takiej bazie B, ze macierz ta jest diagonalna, tzn.

A1
mP(Q) =
An

gdzie A\i,...,Ap >0, Api1, ..., Aprg <0 oraz Aprg41 ==X\, =0.

Fakt 4.39

Sygnatura formy kwadratowej nie zalezy od wyboru bazy.

Przyktad 13
Wyznacz sygnature nastepujacych form kwadratowych:

Q1(z,y, 2) = 22 + 3y* — 2% + dxy + 6yz + 82z

Qa(w,y,2) =2y +yz

Rozwigzanie. W poprzednich przyktadach znalezliémy bazy w ktorych formy @1 i Q2 sa dia-
gonalne:

Q1(a:',y’,z/) — 2(1:/)2 + (yl)Q _ 10(21)2
QQ(CE”,y”, Z//) — (:C”)2 _ (y//)Z

Stad sygnatura formy @1 to (2, 1), zag sygnatura formy Qs to (1,1).

4.3 Twierdzenie spektralne

Definicja 4.40

Izometrig lintowg przestrzeni euklidesowej V nazywamy przeksztalcenie liniowe F' : V —
V', ktére zachowuje odlegtodci, tzn. dla dowolnych u,v € V zachodzi:

d(u,v) = d(F(u), F(v))

Fakt 4.41

Przeksztaltcenie liniowe F' : V' — V jest izometriag wtedy i tylko wtedy, gdy zachowuje
dhugosci wektordw, tzn.
vl = |F(v)]

dla dowolnego wektora v € V.

Dowdd. Izometria liniowa (jak kazde przeksztalcenie liniowe) spelnia warunek F'(0) = 0, wiec:
[F(v)] = d(F(v),0) = d(F(v), F(0)) = d(v,0) = [v]
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czyli F' zachowuje dlugosci wektorow.
7, drugiej strony, jesli F' jest liniowe i zachowuje dtugosci wektoréw, to:

d(u,v) = [u—v[ = [F(u—0)| = [F(u) = F(v)| = d(F(u), F(v))

czyli jest izometrig. O

Dla dowolnych wektoréw u,v € V' przestrzeni euklidesowej V' zachodzi warunek:

(u,0) = L+ vf? — Ju—of?)

Dowdd. Korzystajac z wlasnosci iloczynu skalarnego otrzymujemy:

2

lu+ v — Ju—v]* = (u+v,u+v) — (u—v,u—0)

= ((u, u) + 2(u,v) + (v,v)) — ((u, u) — 2(u,v) + (v, v)) = 4(u,v)

Izometria liniowa F': V — V zachowuje iloczyn skalarny oraz zachowuje miary katéw.

Dowdd. Skoro F' zachowuje dilugoéci wektoréw, to zachowuje réwniez iloczyn skalarny, gdyz
zgodnie z Faktem 4.42:

(F(u), F(v)) = 1(|[F(u) + F(v)]? = |F(u) = F(v)]*)

= 1(Fu+ )P = [Flu—0)P) = 1(ju+ o]’ = Ju—v]*) = (u,v)

Skoro F' zachowuje dtugosci wektorow oraz iloczyn skalarny, to zachowuje rowniez miary katow
(w szczegolnosci ortogonalnosé wektorow), gdyz:

(F(u), F(v) = arccos ) = Z(u,v)

L(F(u), F(v)) = aI‘CCOSW Tul - o]

Przyktad 1

Dana jest przestrzen euklidesowa R?* ze standardowym iloczynem skalarnym. Sprawdz, czy
przeksztalcenie liniowe F' : R* — R* zdefiniowane:

A=)

) zachodzi:

jest izometria.

+ne 8

Rozwigzanie. Dla dowolnego wektora v = (

ol = VaZ + 7 + 21 2 = |F()

Wobec tego przeksztalcenie F' zachowuje dlugosci wektoréw, czyli jest izometria.
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Przyktad 2

Dana jest przestrzen euklidesowa Rs[z] z iloczynem skalarnym (P, Q) = fol P(x)Q(x)dx.
Sprawdz, czy przeksztalcenie liniowe F' : R3[z] — Rs[x] zdefiniowane:

F(az® 4+ bz +¢)=bx’ +cr+a

jest izometria.
Rozwigzanie. Zauwazmy np. ze dla P(r) = z? mamy |P| = fol zldz = 1, ale |F(P)| =
fol ldx = 1, czyli F nie zachowuje dlugosci wektoréw. Nie jest zatem izometrig.

Definicja 4.44

Macierzq izometrii albo macierzq ortogonalng nazywamy taks macierz A € M, «,(R), ze
przeksztatcenie Fy : R™ — R™ (przestrzeni R" ze standardowym iloczynem skalarnym)
jest izometria.

Fakt 4.45

Dla dowolnej macierzy kwadratowej A € M, (R) nastepujace warunki sa rownowazne:

1
2

)
)
3) wiersze macierzy A tworza baze ortonormalna R,
4) A jest odwracalna i A=! = AT,

A jest macierza ortogonalna (macierza izometrii),
kolumny macierzy A tworza baze ortonormalng R,

Dowdd. Oznaczmy Ay, ..., A, kolumny macierzy A. Zauwazmy, ze warunek (4) mozna zapisac
jako ATA = I. Poniewaz kazdy wyraz macierzy A" A jest postaci A} - A; = (A;, A;), wiec
warunek AT A = I jest réwnowazny stwierdzeniu:

0, gdy i #j
1, gdyi=j

<Ai’ Aj) = {

czyli (4) <= (2). Analogicznie (przeksztatcajac warunek (4) do postaci AAT = I) dowodzimy
(4) <= (3).

Pozostaje udowodnié¢ (1) <= (4). Jesli macierz A jest macierza izometrii, to zachowuje
dtugosci wektorow (Fakt 4.41) i miary katow (Fakt 4.43), czyli jej kolumny (jako obrazy wektorow
bazy standardowej) sa dtugosci 11 parami prostopadie (bo takie warunki spetniaja wektory bazy
standardowej). To dowodzi (1) = (4). Z drugiej strony, jesli kolumny macierzy A tworza baze

ortonormalng, to dla kazdego wektora (9-:} ) zachodzi:

Tn

A(2) A2 ) = @A+t @Ay @1 Ay o+ 2 Ag)

Tn Tn

= Y mwtdnay= Y 2 =((2).(2)

1<i,j<n 1<i<n

czyli A zachowuje dtugosci wektorow, a zatem jest macierza izometrii. To dowodzi (4) = (1). O
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Przyktad 3
Uzupelnij nastepujacg macierz do macierzy ortogonalne;j:

DO DO | RO | | —
DO DO |—
N[N —
N[ D[ =
ST NI
QLo o9

Rozwigzanie. Pierwsze trzy kolumny macierzy maja dlugosci 1 oraz sa parami ortogonalne.
Macierz bedzie zatem ortogonalna, jesli czwarta kolumna bedzie miata dtugosé 1 i bedzie
ortogonalna do kazdej z trzech pierwszych kolumn. Wobec tego:

ja+ib+3c+3d=0
—ta—3b+ic+id=0
ta—3b—1c+31d=0

A+ +E+d?=1

Rozwiazujac powyzszy uklad réwnan dostajemy nastepujace rozwiazania:

a=1 a= -1
b=—1 b=1
12 lub 21
C:§ C:—§
_1 1

2 2

Fakt 4.46

Dla dowolnej macierzy A € M, «x,(R) oraz dowolnych wektoréw u,v € R™ zachodzi:
(Au,v) = (u, ATo)

gdzie (-,-) oznacza standardowy iloczyn skalarny w przestrzeni euklidesowej R”.

Dowdd. Zauwazmy, ze standardowy iloczyn skalarny mozna zapisa¢ w postaci:

T
X1 a1 1 X1 a1

(il P=l w5 | =
Ln Yn Yn Ln Yn
gdzie mnozenie po prawej stronie oznacza mnozenie macierzy. Wobec tego:
(Au,v) = (Auw) " v =@w" - AT) - v=u" - (AT -v) = (u, ATv)
O

Whniosek 4.47

Dla macierzy symetrycznej A € M, x,(R) oraz wektorow u,v € R™ zachodzi:
(Au,v) = (u, Av)

gdzie (-,-) oznacza standardowy iloczyn skalarny w przestrzeni euklidesowej R”.
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Fakt 4.48

Jesli A1 p sa réoznymi wartosciami wlasnymi symetrycznej macierzy A € My, (R), zas
v 1w sg wektorami wlasnymi, odpowiednio dla A i p, to v L w (wzgledem standardowego
iloczynu skalarnego na R™).

Dowdd. Poniewaz v i w sg wektorami wlasnymi, wiec Av = \v oraz Aw = pw. Z Wniosku 4.47
otrzymujemy:

Mo, w) = (A, w) = (Av,w) = (v, Aw) = (v, pw) = p(v, w)
Poniewaz A{v, w) = pu(v,w) oraz X\ # p, wiec (v,w) =0, czyli v L w. O

Definicja 4.49

Zespolong przestrzenig euklidesowg nazywamy zespolong przestrzen liniowa V' z dodatkowa
operacja zwana zespolonym iloczynem skalarnym, przypisujaca (uporzadkowanej) parze
wektorow (u,v) liczbe (u,v) € C spelniajaca dla dowolnych u,v,w € V oraz dowolnego
t € C nastepujace warunki:

1) (u,v) = (v,u) (symetrycznosc)
2a) (u+v,w) = (u,w) + (v, w)

2b) (u,v +w) = (u,v) + (u, w)
2¢) (tu,v) = t{u,v)

2d) (u,tv) = t{u,v) (pottoraliniowos¢)
3) (v,v) >0, przy czym (v,v) =0 <= v = 0 (dodania okreslonos¢)

Zwr6océmy uwage na sprzezenie we wlasnosei (2d):
(u, tv) = t{u,v) (4.3)

ktore odroznia definicje zespolonego iloczynu skalarnego od rzeczywistego iloczynu skalarnego.
W zwigzku z ta modyfikacja zespolony iloczyn skalarny nie jest dwuliniowy (bo nie jest jedno-
rodny wzgledem drugiej wspolrzednej). Poniewaz z czterech warunkéw dwuliniowosci spetnia
on trzy warunki, mowimy czasem, ze jest on pdltoraliniowy. Powodem modyfikacji (4.3) jest
wymog (3), ktory ma zapewnia¢, ze dlugosé wektora w zespolonej przestrzeni euklidesowej byta
(nieujemna) liczba rzeczywista (podobnie jak modut liczby zespolonej). Gdyby warunek (2d)
byt sformutowany tak jak dla rzeczywistej przestrzeni euklidesowej, mielibysmy dla dowolnego
z e C:
|2v)? = (20, 20) = 22 (v, v) = 22 - |v|?

co staloby w sprzecznosci z zalozeniem, ze zaréwno |v|, jak i |zv| sa dodatnimi liczbami rzeczy-
wistymi. Dzieki sprzezeniu w warunku (2d) otrzymujemy:

0] = (20, 20) = 2 - 2{v,0) = |2 - Jo]?

co pozostaje w zgodzie z zalozeniem, ze |v| i |zv| sa dodatnimi liczbami rzeczywistymi.

Przyktad 4
Sprawdz, ze zdefiniowana na przestrzeni C” funkcja:

<<z;),(;;>>:§xi%
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jest zespolonym iloczynem skalarnym.
Rozwigzanie. Symetrycznosé oraz liniowos¢ wzgledem pierwszej wspotrzednej jest oczywista.
Sprawdzimy pozostate warunki:

/

) (2) = B it B oo = (). (242 (£)

Yn

() (i =gt Yomn=T4(2). (2

Dodatnia okreslonoé¢ wynika z faktu, ze z-z = |2|? jest dodatnig liczba rzeczywista dla kazdej
liczby zespolonej z # 0 oraz jest réwna zero dla z = 0:

() ()= Yo=Yl

Przyktad 5

Sprawdz, ze zdefiniowana na przestrzeni C,[z]| funkcja:

1
(P.Q) = [ P)Q@)ds
0

jest zespolonym iloczynem skalarnym.
Rozwigzanie. Sprawdzenie warunkow (1) i (2) Definicji 4.49 pozostawiamy czytelnikowi. Spraw-
dzimy warunek dodatniej okreslonosci (3):

1 1
(P, P) = /P($)P(£L‘)d£€=/|P(l‘)2d:E
0 0

Powyzsza catka to calka z nieujemnej funkcji rzeczywistej, jest wiec ona zawsze nieujemna
liczba rzeczywista, przy czym jest rowna 0 wtedy i tylko wtedy, gdy P(x) = 0 dla kazdego
0 <z <1. W przypadku wielomianu jest to réwnowazne stwierdzeniu, ze P jest wielomianem
ZErowymn.

W poprzednich rozdziatach zauwazalismy, ze diagonalizujac macierz A € M, «,(R), ktorej
wielomian ma nierzeczywiste pierwiastki mozemy jg potraktowaé jako macierz A € My, x,(C),
zamieniajac rzeczywista przestrzen liniowg R™ na zespolong przestrzeri liniowg C™. Podobne
udogdlnienie jest mozliwe rowniez w odniesieniu do przestrzeni euklidesowych. Aby sie o tym
przekonaé wystarczy sprawdzié, ze rzeczywisty iloczyn skalarny wektoréw u, v € R™ jest taki sam
jak zespolony iloczyn skalarny wektoréw u i v traktowanych jako elementy zespolonej przestrzeni
euklidesowej C™. W tym celu zauwazamy, ze definicja zespolonego iloczynu skalarnego (Definicja
4.49) poktywa sie z definicja rzeczywistego iloczynu skalarnego, jesli tylko ¢ € R oraz u,v € R™.
Jest to prawda, gdyz jedyna roznica dotyczy warunku (2d), w ktorym ¢ = ¢ dla liczb rzeczywistych
t € R. Podejscie take bedzie istotne przy dowodzeniu ponizszego twierdzenia.
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Twierdzenie 4.50: Twierdzenie spektralne (wersja macierzowa)

Jesli A € My, (R) jest macierza symetryczna, to
A=UDU'=UDU"

gdzie D € M, x,(R) jest macierza diagonalna, a U € M, «,(R) jest macierza ortogonalna.

Dowdd. Niech A € C bedzie wartoscia wlasna macierzy A € M, x,(R) (traktowanej jako macierz
o wyrazach zespolonych), za§ v € C" wektorem wlasnym dla A\. Wowczas Av = Ao, skad na
mocy Wniosku 4.47 (macierz A jest symetryczng macierza o wyrazach rzeczywistych):

Mv,v) = (A, v) = (Av,v) = (v, Av) = (v, \v) = A\ (v, v)

Poniewaz (v, v) # 0 (wektor v jest niezerowy), wiec A = ), czyli A € R. Oznacza to, ze wszystkie
wartodci wlasne macierzy A sg rzeczywiste, czyli A diagonalizuje sie nad R. Zgodnie z Faktem
4.48 baza zlozona z wektoréw wlasnych A jest baza ortogonalna (w przypadku wielokrotnych
wartosci wlasnych wymaga to dodatkowego argumentu, ktory pomijamy). Odpowiednio skalujac
wektory z tej bazy otrzymujemy ortonormalng baze wektoréw wlasnych, co doprowadza A do
postaci:

A=UDU™!
gdzie U jest macierza ortogonalna (macierza izometrii). Poniewaz dla macierzy ortogonalnych
U-l=UT, wiec

A=UDU"

Twierdzenie 4.51: Twierdzenie spektralne (wersja przeksztatceniowa)

Jesli A € M, (R) jest macierza symetryczna, to przeksztalcenie Fy : R™ — R™ diagona-

lizuje sie nad R w pewnej bazie ortonormalnej, tzn. mg(F ) jest macierza diagonalng dla

pewnej bazy ortonormalnej B.

Dowdd. Jest to bezposredni wniosek z Twierdzenia 4.50, gdzie elementami bazy B sg kolumny
Ui,...,U, macierzy U. O

Przed sformutowaniem trzeciej wersji twierdzenia spektralnego, musimy przyjrze¢ sie mnoze-
niu ,,pionowych” i ,poziomych” wektorow:

Fakt 4.52

Niech u,v € R®. Wéwczas:
1) u' -v = (u,v) jest liczba rzeczywista,

2) u-v' jest macierza rozmiaru n x n, ktéra to macierz ma rzad 1 (o ile u # 0i v # 0).

\

) ) z1 Y1 )
Dowdd. Niech u = (x > oraz v = (y ) Wowcezas:
n

n

Y1
u' o= (21 - @) | | =2+ Ty = (w,v) €R
Yn
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€1 T1iyr - T1Yn

Tn InY1r - TnplYn

Zwréémy uwage, ze w tym ostatnim przypadku kazda kolumna otrzymanej macierzy jest skalarna
krotnoscia wektora wu, co oznacza, ze rzad tej macierzy to 1 (przy zatozeniu u # 0iv #0). O

Fakt 4.53

Niech A, B € My xn(R) oraz A = (Ay,...,Ap) 1 B = (By,...,B,) beda przedstawieniami
macierzy w postaci ciggu kolumn (tzn. A;, B; € R™). Wowczas:

A-BT:iAi-BZT
=1

.

Dowdd. Oznaczmy przez eq,...,e, € R® wektory bazy standardowej R™. Zauwazmy, ze A; - eiT

jest macierzg n X n, ktorej i-ta kolumng jest A, natomiast pozostate kolumny sa zerowe. Wobec
tego:
n
A=Arel + 44, 6] =) Ai-ef
i=1
Analogicznie:
B=DB;-¢ +---+B,-e
skad dostajemy:
n
B'=(Bi-e[) ++(Bn-e)) =er Bl +-+ey-B =Y ¢;-B]
j=1
Wobec tego:
n n
A B=S Al S B = 3 Acles B
i=1 j=1 1<i,j<n

Z uwagi na to, ze eiTej =0, gdy i # j oraz e;-rei =1, otrzymujemy:

A-B:Zn:Ai-BiT

i=1
O
Przyktad 6
. 1 2\ . 5 1 L T - .. .
Niech A = 5 4)1 B = 9 ) Zapisz iloczyn AB' w takiej postaci jak w powyzszym
fakcie.
Rozwigzanie.

A= (A1 Ay), pdre A = <1> A

B = (Bl,Bg), gdzie B1 = <5> s B2 =

Zgodnie z Faktem 3.13:
1 2 5 2 T T T 1 2
(22 (5 ) syt = ()6 94 () o
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Twierdzenie 4.54: Twierdzenie spektralne (trzecia wersja)

Jesli A € My, (R) jest macierza symetryczna, to:
A= Aluluir 4+t )\nunul

gdzie A1, ..., A\, to wartosci wltasne A (z krotnosciami), zas uy, ..., u, € R™ to odpowia-
dajace im wektory wtasne z pewnej ortonormalnej bazy.

\

Dowdd. Zgodnie z pierwsza wersja Twierdzenia spektralnego (Twierdzenie 4.50) mamy:

A=UDU" =(UD)-U" = (M\u1,..., A\up) - (u1,...,un)"

A1
dla D = ( ) oraz U = (u1,...,uy), gdzie uy, ..., u, € R" stanowia baze ortonormalng.
An
Wobec tego, zgodnie z Faktem 3.13:

Twierdzenie 4.55: Diagonalizacja formy kwadratowej w bazie ortonormalnej

Niech V' bedzie skoriczenie wymiarowa przestrzenig euklidesowa, zas @ : V. — R forma
kwadratowa. Wowczas istnieje taka ortonormalna baza B = (by,...,b,), w ktorej forma
Q diagonalizuje sie, tzn. mB5(Q) jest macierza diagonalna.

Dowdd. Niech C bedzie dowolna baza przestrzeni Q. Woéwczas macierz A = mCC(Q) jest macierza
symetryczna. Zgodnie z twierdzeniem spektralnym:

A=UDU™'  yli D=U'AU

dla pewnej macierzy ortogonalnej U. Poniewaz U jest ortogonalna, wiec U = U™, czyli macierz
UT AU jest macierza diagonalna. Niech B bedzie taka baza, ze mg(id) = U (tzn. kolumny
macierzy U wyznaczaja wspolrzedne nowej bazy B w starej bazie C). Wowcezas macierz:

UTMAU = UTAU = (mé(id)) " - m“(Q) - m¢ (id) = m®P(Q)

jest macierza diagonalna, czyli forma kwadratowa ) diagonalizuje sie w bazie ortonormalnej
B. O

4.4 Rozklad SVD

Dotychczas zajmowalismy sie przede wszystkim badaniem macierzy kwadratowych, jako ze nasze
gltowne narzedzie — diagonalizacja — stosowalo sie jedynie do takich macierzy. Niniejszy rozdziat
pokazuje jak wykorzysta¢ diagonalizacje oraz twierdzenie spektralne do analizy macierzy prosto-
katnych. Pierwszym krokiem w tym kierunku jest zamiana analizowanej macierzy prostokatnej
na pewna macierz kwadratows (najlepiej symetryczna), ktora umiemy diagonalizowac.

Dla dowolnej macierzy A € M,,x,(R) macierze AAT € My, xm(R) oraz ATA € My, (R)
sg macierzami symetrycznymi i wszystkie ich wartoéci wlasne sg nieujemne. Co wiecej,
niezerowe wartosci whasne (uzwzgledniajac krotnosci) sa takie same dla obu tych macierzy.
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W kolejnych rozdziatach macierz o takich wtasnosciach (symetryczna o nieujemnych warto-
$ciach wlasnych) bedziemy nazywac¢ macierzq nieujemnie okreslong.

Dowdd. Symeryczno$é macierzy wynika z nastepujacego rachunku:
(AAT)T:(AT)T_AT:AAT
(ATAT =AT. (AT =474

W zwigzku z tym, ze macierze AAT i AT A sa symetryczne, maja one tylko rzeczywiste wartosci
wlasne. Niech A € R bedzie wartoécia wlasng AA', a odpowiadajacy jej (niezerowy) wektor
wlasny to v. Wowczas AATv = \v i zgodnie z Faktem ?? (przyjmujac u = AT v) dostajemy:

Aol? = Mo, v) = D, v) = (AATv,0) = (ATv, ATo) = |ATo)?

Stad

Podobnie uzasadniamy analogiczna wlasnosé dla macierzy A" A.
Niech teraz v bedzie wektorem wtasnym macierzy AA" dla wartosci wtasnej A > 0. Oznacza
to, ze:

AATY =\

Woéwezas:
(ATA)-ATo=AT(AATYw=A" dv=X-ATv

czyli wektor ATv jest wektorem wlasnym macierzy A" A dla wartosci wlasnej \. Wektor A'Tv
jest wektorem niezerowym, gdyz w przeciwnym razie mielibysmy \v = AATv = A-0 = 0,
whrew zalozeniu. Wobec tego A jest wartoscia wlasna dla AT A. Podobnie pokazujemy, ze
kazda niezerowa warto$¢ wiasna macierzy AT A jest rowniez wartosciag wlasng macierzy AAT.
Sprawdzenie, ze kazda niezerowa warto$¢ wlasna A ma taka sama krotnosé jako wartosé wlasna
AT A, co jako warto$¢ wlasna AAT, pomijamy. O

Przyklad 1

Dla kazdej z podanych macierzy A wylicz macierze AAT oraz AT A, a nastepnie wyznacz ich
wartosci wlasne.

2 —6
(2 1 3) <_21 g) 40
-5 3
4 2 6
Rozwigzanie. (a) Dla A = (2 1 3) mamy AAT = (14) oraz ATA = |2 1 3| Jedyna
6 3 9

wartoscig wlasng macierzy 1 x 1 jest jej jedyny wyraz, czyli Ay = 14. W przypadku drugiej
macierzy otrzymujemy A1 = 14, Ay = A3 = 0.

(b) dla A = ( 2 2) mamy AAT = <§ i) oraz ATA = <5 2>. Obie macierze maja

-1 2 2 8
wartosci wlasne A\ =91 Ay = 4.
2 —6 40 8 —28 45 o7
(c)dlaA=|4 0| mamy AA" = 8 16 20| oraz ATA= <27 45 )
-5 3 —28 —20 —34

Pierwsza z macierzy ma wartodci wlasne A\y = 72, Ay = 18 i A3 = 0, zas druga ma wartodci
wlasne A\; = 72, Ao = 18.
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Definicja 4.57

Prostokgtng macierzg diagonalng nazywamy taka macierz A = (a;;) € Myxn(R), ze
a;j = 0 zawsze gdy 7 # j.

Rozwazana dotychczas (kwadratows) macierz diagonalng bedziemy traktowac jako szczegolny
przypadek prostokatnej macierzy diagonalnej. Inne przyklady prostokatnych macierzy diagonal-

nych to:
5 0 1 00
<§ g 8) 07 0 90
0 0 0 0 3
Niniejszy rozdziat poswiecony bedzie uogélnieniu Twierdzen 4.50, 4.51 i 4.54 na macierze

prostokatne. Prostokatna macierz diagonalna bedzie w tych uogoélnieniach pelnita taka role, jak
macierz diagonalna w przywotanych twierdzeniach.

Fakt 4.58

Niech ¥ € M,,xn(R) bedzie prostokatng macierza diagonalna, a niezerowe wyrazy na jej
przekatnej to A1, ..., \z. Wowczas kazda z macierzy ¥X 7 oraz £7Y jest (kwadratows)
macierza diagonalna, a niezerowe wyrazy na jej przekatnej to A\?,... ,)\i.

Dowdd. Wykonujac mnozenie otrzymujemy:

A0 - 0 M
0 X --- 0 A2
T _ M O - 0 0 -+ 0
: 0 Ao 0 0 0
0 0 0 : 0
. 0 O An O 0
0 0 0 0
Podobna sytuacja ma miejsce, gdy wymnozymy czynniki w odwrotnej kolejnogci. O

Ponizsze twierdzenie mozna traktowa¢ jako uogélnienie twierdzenia spectralnego (Twierdzenie
4.50) na przypadek macierzy prostokatnych. Rozktad SVD to skrot od Singular Value Decom-
position, czyli rozktad wedtug wartosci osobliwych.

Twierdzenie 4.59: Rozklad SVD (wersja macierzowa)

Dla dowolnej macierzy (prostokatnej) A € My, x,(R) istnieje rozktad:
A=UxVT

gdzie ¥ to prostokatna macierz diagonalna, zas U € My,xm(R) i V € My, (R) to (kwa-
dratowe) macierze ortogonalne. Co wiecej:

e niezerowe wyrazy na przekatnej macierzy X to pierwiastki z niezerowych wartosci
wlasnych macierzy AAT (i rownoczesnie AT A),

e kolumny macierzy U to wektory wlasne macierzy AAT,
e kolumny macierzy V to wektory wlasne macierzy A" A.

Niezerowe wyrazy na przekatnej macierzy 3 nazywamy warto$ciami osobliwyms.
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Dowdd. Szczegotowa konstrukcja rozktadu SVD dla zadanej macierzy A (w tym dowdd istnienia
takiego rozkladu) wykracza poza ramy niniejszego skryptu. Pokazemy jedynie wymienione wta-
snodci macierzy U, X1V, ktore pozwalaja wyznaczy¢ macierz 3 oraz kandydatéw na macierze
U i V. Szczegdty wyboru macierzy U i V pominiemy.

Zgodnie z Faktem 4.56 macierze AAT i AT A sy symetryczne, maja jednakowe niezerwowe
wartosci wlasne i wszystkie ich wartogci wlasne sa nieujemne. Niech A = UXV ' bedzie roz-
ktadem SVD macierzy A. Macierze U i V sg macierzami ortogonalnymi, wiec U = U~! oraz

VT =V~ skad:
AAT = v WUV =Uus(vTV)STUT =UDUT = UDU! (4.4)
ATA=wzvHTwsvH)=vew'o)sv =vDVvT =vDVv! (4.5)

gdzie (zgodnie z Faktem 4.58) macierze D € My, xm(R) oraz D' € Mpyn(R) to (kwadratowe)
macierze diagonalne, ktérych niezerowe wyrazy to kwadraty niezerowych wyrazéw macierzy X.
Wobec tego (4.4) i (4.5) to diagonalizacje odpowiednio macierzy AAT i AT A, w szczegdlnosci:

e niezerowe wyrazy na przekatnej macierzy X to pierwiastki z niezerowych wartosci wlasnych
macierzy AAT (i rownoczesnie AT A),

e kolumny macierzy U to wektory wtasne macierzy AAT,

e kolumny macierzy V to wektory wlasne macierzy A" A.

O
Przyklad 2
Dla kazdej z ponizszych macierzy wyznacz macierz Y z rozktadu SVD:
2 -6
(2 1 3) (_21 ;) 40
-5 3

Rozwigzanie. Jesli A = ULV jest rozkladem SVD, to macierz ¥ ma ten sam rozmiar co
macierz A, jest prostokatng macierzg diagonalng, a niezerowe wyrazy na jej przekatnej to
pierwiastki z wartogci wlasnych macierzy AA" (a tym samym macierzy AT A). Wobec tego,
zgodnie z wyliczonymi w Przyktadzie 1 wartodciami wtasnymi dostajemy:

2 1 3)=U,-(vV14 0 0)-V,'

2 2\ 3 0\ 1
(5 8) =5 5)

2 -6 6v2 0
4 0| =Us-[ 0o 3v2|- -V
-5 3 0 0

Przyktad 3

Sprawdz, ktore z ponizszych rozktadéw to rozktady SVD zadanych macierzy:

A=[2 -2 2 0 5|-12% 2 B=|-10 0]- 5 3
3 17 % v2 2 101 1 0 10 -5 5
3 3 3 00 2 2 7 3 2 o0

Rozwigzanie. W kazdym z podanych rozktadéw mmnozenie macierzy jest wykonalne. Ponadto
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srodkowa macierzy (potencjalna macierz X) jest prostokatna macierza diagonalng o nieujem-
nych wyrazach, a skrajne macierze (potencjalne U i V') sa macierzami kwadratowymi. Po-
zostaje do sprawdzenia, czy skrajne macierze sa macierzami ortogonalnymi, tzn. maja ko-
lumny /wiersze parami prostopadle i dtugosci 1. Jest to prawda w odniesieniu do rozkladu
macierzy A (zatem jest to rozklad SVD), natomiast nie jest to prawda w odniesieniu do roz-
ktadu macierzy B (zatem nie jest to rozklad SVD).

Ponizsze twierdzenie jest druga wersja Twierdzenia 4.59, uogoélniajaca Twierdzenie 4.51.

Twierdzenie 4.60: Rozklad SVD (wersja przeksztalceniowa)

Dla dowolnego przeksztaltcenia liniowego F' : R™ — R™ istniejg bazy ortonormalne 3 prze-

strzeni R™ oraz C przestrzeni R” takie, ze m%(F ) jest prostokatna macierza diagonalna.

Dowdd. Niech A = mg,(F ) bedzie macierza przeksztatcenia F' w bazach standardowych £ prze-
strzeni R™ i £ przestrzeni R™. Zgodnie z Twierdzeniem 4.59 A = ULV T. Niech B bedzie baza
R™ ztozong z kolumn macierzy U, za$ C — baza R" zlozona z kolumn macierzy V. Woéwczas:

m&, (id) = U oraz mE(id) =V
Zgodnie z Faktem 77:

mB(F) = m& (id)ym& (F)ymEGd) =Uv~. sV . Vv=2.V'Vv =%

co oznacza, ze m53(F) jest prostokatna macierza diagonalna.

O

Fakty 4.52(2) oraz 4.53 mozna uogélni¢ na macierze prostokatne. Dowody tych uogélnien
jest analogiczny do dowodéw tamtych faktéw, dlatego je pominiemy:

Fakt 4.61

Niech u € R™ oraz v € R”. Wowczas u-v' jest macierza rozmiaru m x n, ktora to macierz
ma rzad 1 (o ile u # 01 v # 0).

Fakt 4.62

| r

Niech A € My, i oraz B € M,«;(R) oraz A = (Ay,...,Ax) i B = (By,...,B) beda
przedstawieniami macierzy w postaci ciggu kolumn (tzn. A; € R™ oraz B; € R™). Wow-
czas:

A-BT:Zn:Ai-BZT
=1

7~
| ‘

Twierdzenie 4.63: Rozklad SVD (trzecia wersja)

Dana jest macierz A € My,xn(R). Niech Ay > A9 > -+ > X\ > 0 beda wszystkimi
niezerowymi wartosciami wlasnymi AAT (i rownoczesnie AT A). Wowczas:

A=+ Auo] +---+ \/ﬁukv;—

gdzie uy,...,u oraz vy, ..., v sa parami prostopadtymi wektorami wtasnymi dltugosci 1
macierzy AAT i AT A odpowiadajacymi, odpowiednio, wartosciom wlasnym Ai, ..., \g.
Wartosci VA1, ..., VA to (uporzadkowane malejaco) wartosci osobliwe macierzy A.
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Dowdd. Niech A = UXV" bedzie rozkladem SVD macierzy A. Oznaczmy przez ui,...,Un
kolumny macierzy U (tzn. U = (uy,...,un)), zas$ przez vi,...,v, — kolumny macierzy V (tzn.
V= (v1,...,v,)). Wowczas:

UE:(\/)\»lul,...,\/EUk,O,...,O)

a zgodnie z Faktem 4.62 dostajemy:
A=Ux- V' = (VA1ug, ooy V AUk, 0,00 0) - (U1, .oy Uy oo, Up)

:\/EuwlT—i—---—i—\/)\kukv,;r—FO—i—-n—s—o

Fakt 4.61 mozna w nastepujacy sposéb uogdlnié:

Fakt 4.64

Jedli uy,...,ux € R™ oraz vy, ..., v € R" sa dowolnymi wektorami, to:

P =uv] 4 -+ upv] € Myxn(R)

jest macierza rzedu co najwyzej k.

Dowdd. Kazda kolumna macierzy uiv; jest krotnogcia wektora u;. Wobec tego jedli:

P:ulvlT—i-'”—Fukv,;r
to kazda kolumna P jest kombinacjg liniowa wektoréw w1, ..., ug. Zatem kazda kolumna macierzy
P jest elementem k-wymiarowej przestrzeni Lin{uy,...,u}, czyli rank P < k. O]

Powyzszy fakt czesciowo ttumaczy nastepujace twierdzenie (ktore pozostawimy bez dowodu):

Twierdzenie 4.65: Eckarta—Younga o aproksymacji macierza niskiego rzedu

Dana jest macierz A € Mp,xn(R). Niech \y > A2 > -+ > Ay > 0 beda wszystkimi
niezerowymi wartogciami wlasnymi AAT (i réwnoczesnie AT A). Woéwcezas najlepszym
przyblizeniem macierzy A macierza rzedu k jest:

A= vV Auv] + -4 Ve,

gdzie uy,...,u, oraz vy, ..., v, s3 parami prostopadtymi wektorami wtasnymi dtugosci 1
macierzy AAT i AT A odpowiadajacymi, odpowiednio, wartosciom wlasnym i, ..., A
Wartosci /A1, ..., v\ to (uporzadkowane malejaco) najwicksze sposrod wartosci osobli-
wych macierzy A

Przyktad 4
10 8 5
. _ -6 —-12 -3
Dany jest rozktad SVD macierzy A = 9 4 _13
-2 8 11
% % % % 24 0 0 1 2 2\ T
S R A 0 12 0| (3 § 3
A=[_1 * 4 1 0 0 6 3 03, 3
TR S S ¢ 5753
;-1 -3 3 0 0 O
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Znajdz najlepsze przyblizenie A macierzg rzedu 2.
Rozwigzanie. Powyzszy rozktad SVD mozna zapisa¢ w postaci:

1
2

1 1
1N\ T 3 2\ T 3 2\ I
1 3 1 3 1 3
i 2 2 2 1 2 2
A=24 1 <3> + 12 | <3> 61 % '<—3>

2 2 2 _2 2 1
1 3 _1 3 _1 3

2 2 2

1 INT 1 T 8 10 4
1 3 _1 3 -8 —-10 —4
~ 2 | .| 2 2 1 —
Am24| (g) +12| <32> 0 6 1
3 ’ —2 ’ 0 6 12

Zauwazmy, ze zaden wyraz otrzymanego przyblizenia nie rézni sie o wiecej niz 2 od oryginalnej
macierzy A.

Drugim zastosowaniem rozktadu SVD jest nastepujacy problem: szukamy takiego wektora,
ktory jest najbardziej wydtuzany przez przeksztalcenie Fy : R™ — R™ zadane macierza A €
Msn(R), tzn. szukamy niezerowego wektora v € R"™, dla ktorego Iﬁflj‘ jest najwieksze. Za-

uwazmy, ze wspo6tczynnik ten jest jednakowy dla wspotiniowych wektorow, gdyz:

A(t)] _ e~ Av| _ 1] |Av] _ |
wwl  Jeol Pl o

wobec czego tak naprawde szukamy kierunku, w ktérym wektory wydtuzane sg najbardziej.
OdpowiedZ na to pytanie daje nastepujacy fakt:

Fakt 4.66

Dana jest macierz A € M,xn(R). Jesli A = UXVT jest rozkladem SVD macierzy A,
to iloraz ||ATq|)‘ osiaga maksimum dla wektorow wspotiniowych z wektorem v; € R™ (tzn.
wektory rownolegte do v; to wektory najbardziej wydtuzane przez przeksztalcenie Fy :
R™ — R™). Co wiecej, owo maksimum jest rowne najwiekszej sposrod wartosci osobliwych
macierzy A.

Przyktad 5

Znajdz wektor najbardziej wydtuzany przez przeksztalcenie Fy : R? — R?*, gdzie macierz A
jest macierza z Przyktadu 4.
Rozwigzanie. Wykorzystujac rozktad SVD z Przyktadu 4 otrzymujemy, ze szukanym wekto-

rem jest kazdy wektor réwnolegty do vy = ( ) (tzn. do wektora macierzy V odpowiadajacy

najwiekszej z wartosci osobliwych), czyli tym samym kazdy wektor rownolegly do @) Za-
uwazmy, ze zgodnie z Faktem 4.66:

a- () 1=1( ) 1= =201 (3)

czyli znaleziony wektor jest wydtuzany przez przez przeksztalcenie F4 doktadnie 24 razy (gdzie
24 to najwicksza z wartosci osobliwych macierzy A).

Jako ostatnie zastosowanie SVD w niniejszym skrypcie przedstawimy przyblizone rozwiazy-
wanie liniowych uktadéw réwnan. Rozwazmy nastepujacy przykitad: odbiornik GPS prébuje
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wyznaczy¢ swoje potozenie w oparciu o sygnal z satelitéw. W pewnym uproszczeniu dziata on

a;
w ten sposéb, ze znajac polozenie (lcy) € R3 i-tego satelity (i = 1,...,n) oraz wyznaczajac (w

oparciu o sygnal z satelity) odlegtos¢ d; od i-tego satelity, wyznacza swoje potozenie (g) c R3

rozwiazujac nastepujacy uktad réwnani:

(Zz—a)’+y—h)P+Ez-a)=d
(z—a2)* + (y —b2)* + (2 — 2)* = d5

(r—an)?+ (y—bu)?+ (2 —cn)? =d?

Jest to uktad réwnan kwadratowych, ale odejmujac stronami pierwsze réownanie od kazdego z
pozostalych otrzymujemy uktad:

(z—a1)*+@y—b0)?+(z—a)?=d}
2(a1 —az)x +2(by — bo)y + 2(c1 — )z = (d% — a% - b% — C%) — (d% - a% — b% - c%)

2(a1 — an)x +2(by — bp)y +2(c1 — cp)z = (d2 — a2 — b2 — c2) — (d? — a2 — b} — )

n n

Pominmy chwilowo pierwsze rownanie i skupmy sie na pozostatym uktadzie (n — 1) rownan
z 3 niewiadomymi. Zauwazmy, ze o ile dla n — 1 = 3 nasz uklad (najprawdopodobniej) ma
jednoznaczne rozwigzanie, natomiast dla n — 1 > 3 z duzym prawdopodobienistwem jest to
uktad sprzeczny (problemem sa niedoktadnosci pomiaréw). Mogliby$my pominaé ,nadmiarowe”
réwnania, ale oznaczaloby to pozbycie sie czesci zebranych informacji (podczas gdy oczekujemy,
ze polozenie wyznaczone w oparciu o sygnal z wiekszej liczby satelitéow bedzie dokladniejsze).
Problem sprowadza sie do rozwigzania uktadu réwnan liniowych:

ajixy + -+ appey, = by
czyli AX =b

121 + -+ GpnTp = by,

w sytuacji, gdy m > n (réwnan jest wiecej niz niewiadomych), a rownania sa prawdziwe .z
pewna doktadnoscia” (co jest typowa sytuacja w praktyce). Wobec ,przyblizonej” prawdziwosci
réwnan nie szukamy zmiennych X = (:;:l ) spelniajacych badany uktad (z uwagi na duza liczbe
rownan uktad najpewniej jest sprzeczny ), tylko zmiennych ,najlepiej pasujacych” do tego uktadu.
Formalizujac: zamiast szuka¢ X spelniajacego uktad:

AX -b=0

szukamy X, dla ktorego dlugosé |AX — b jest najmniejsza.
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Fakt 4.67

Dana jest macierz A € M,,xn(R) oraz wektor b € R™. Niech

01

Ok
A=UxVT, gdzie ¥ = 0

Wowczas wektor X € R”, dla ktorego dtugosé | AX —b| jest najmniejsza, to wektor postaci

X=vstuT.b,  gdzie Xt=

Macier At = VXU T nazywamy pseudo-odwrotnoscig macierzy A.

Macierz 1 nazywamy pseudo-odwrotnosciqg macierzy ¥. Zauwazmy, ze jesli ¥ jest odwra-
calng macierza kwadratows (tzn. macierza kwadratowa o niezerowych wyrazach na przekatnej),
to 1 = ©7!. Zauwazmy rowniez, ze w przypadku, gdy 3 jest odwracalna, rozwigzanie podane
w powyzszym fakcie to:

X=v W p=ve vt b=0xv ) tob=W0sv ) t.b=4"1

co jest rozwigzaniem réwnania AX = b.

Przyktad 6

Traktujac uktad réwnan:
10z + 8y + 52 =9
—6x— 12y —32=0
—2x —4y—132=0
—2z 48y + 11z = —6

jako przyblizony uktad réwnan, znajdz ,najlepiej pasujace” rozwigzanie (gzZ/C)
Rozwigzanie. Zauwazmy, ze uklad jest sprzeczny. Uktad ztozony z pierwszych trzech réwnan
ma jedno rozwiazanie: x = 1.5, y = —0.75, z = 0, ale rozwiazanie to nie spelnia czwartego
roéwnania.

Aby znalez¢ ,najlepiej pasujace”’ rozwiazanie, wyznaczamy rozktad SVD macierzy A:

2oz o3 3\ (220 0\ 1o anT
PR T A B AT L B

S ool s A

3 T2 T2 3 0 0 0/ * 3 3

Copyright (© Tomasz Elsner, 2020



136 ROZDZIAL 4. PRZESTRZEN EUKLIDESOWA

oraz pseudo-odwrotnos$é¢ macierzy A:

Lo ) [ T A A
5 05 3, (= 000N [AH A 1 p (133 -5 -l
A*:gg—g 0 5 00 ISR & B vl i S B
L 0 0 %o 2 2 73 2 6 —10 2
2 T2 T2 2
Stad otrzymujemy:
8 1.271
X=ATb=A" o | = [-0583
18 0.042

Zauwazmy, ze dla x = 1.271, y = —0.583, z = 0.042 otrzymujemy:

10z 4- 8y + 52 = 8.25

—6x — 12y — 32 = —-0.75
—2x — 4y — 132 = —0.75
—2z 4+ 8y + 11z = —6.75
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