6. KROTKA TEORIA CAEKI RIEMANNA W R"

1. Miara Jordana. Zbiory postaci
n
(6.1) A= [Tlax,bx)
k=1

bedziemy nazywali przedzialami (polotwartymi) w R™. Liczbe

n

Al = [T (or — ar)

k=1
nazwiemy objetoscia przedziatu.

6.2. Jesli A i B sq przedzialami, to AN B jest takze przedzialem, natomiast A\ B jest
sumaq nie wiecej niz 2n rozlgeznych przedziatow.

Rozbiciem przedziatu A bedziemy nazywali rodzine parami roztacznych podprzedziatéow
m = {Ax}, taka ze A = |, Ax. Rodzine wszystkich rozbi¢ A oznaczymy przez Pg.

6.3. Dla kazdej pary roztgcznych przedziatow Ay, As istnieje rozdzielajgca je hiperplasz-
czyzna.

Dowdd. Istnieje 0§, powiedzmy o numerze j, taka ze rzuty A; i As sa rozlaczne. Zatem
dla pewnej liczby

A1C{:C€A:xj<c}, AQC{$€Ail’j>C}.

6.4. Jesli { A} jest rozbiciem A, to ,

n
Al =" |Agl.
k=1
Dowdd. Niech

N
A= U A C Rn,
k—1
gdzie suma jest roztaczna i Aj sa niepuste. Przeprowadzimy indukcje ze wzgledu na N.
Jesli N = 1, to nie ma czego dowodzi¢. Gdy N > 2, korzystajac z (6.3), widzimy, ze
istnieje hiperplaszczyzna x; = ¢, taka ze
A=DBUC, B={zecA:z;<c}, C={xecA:z;>c}

a ponadto A; C B, Ay C C. Mamy wiec

N—-1 N
B=|J BnAy, C=JCnA.
k=1 k=2

Zatem, jesli twierdzenie jest prawdziwe dla rozbié¢ co najwyzej N — l-elementowych (za-
lozenie indukcyjne), to

N N
Al = [B] +1C] = Y BN AR +|C N A = Y |Ax].
k=1 h=1



Dla dowolnego ograniczonego F' C R"™ definiujemy
vN(F) =inf{>_|Ax|: F C | J Ak}
k k

Wielko$¢ te nazywamy zewnetrzng miarg Jordana zbioru F. Méwiac przystepnie, miara
zewnetrzna zbioru F' C A jest kresem dolnym objetoéci opisanych na zbiorze F skon-
czonych rodzin przedzialéw. Zauwazmy, ze z wlasnosci przedzialéw wynika, ze w definicji
miary zewnetrznej mozna rozpatrywacé tylko pokrycia przedziatami parami roztacznymi.

6.5. Dla kazdego ograniczonego F C R"
v (F) = v*(F).
6.6 (Zadanie). Pokaz, Ze dla kazdego przedzialu B C R"
v (w(B)) = v*(B) = v*(B) = |B|.
Dla dowolnego F' C R" definiujemy

v (F) = sup{)_ Ay :(¢ Ax C F}.
k k

(Kropka wewnatrz znaku sumy oznacza, ze skladniki sa parami rozlaczne.) Wielkosé te
nazywamy wewnetrzng miarg Jordana zbioru F. Moéwiac przystepnie, miara wewnetrzna
zbioru F' C A jest kresem gérnym objetosci wpisanych w F' skonczonych rodzin przedzia-
6w parami roztacznych.

6.7. Dla kazdego ograniczonego F C R"
Ve(w(F)) = vi(F).
6.8 (Zadanie). Pokaz, Ze dla kazdego przedzialu B C R"
vi(w(B)) = v.(B) = vi(B) = |B|.

6.9 (Zadanie). Pokaz, Ze jesli odcinek [a,b] C R" ma punkt wspdlny ze zbiorem F' i z jego
dopeinieniem, to ma takze punkt wspolny z brzegiem F'.

6.10. Miara wewnetrzna ograniczonego zbioru F' C R"™ jest réwna zero wtedy i tylko wtedy,
gdy w(F) = 0.

6.11. Twierdzenie. Dla kaZdego ograniczonego F C R
VI(F) =0 (F) < v*(0F)=0.
Dowdd. Niech v*(0F) = 0. Niech € > 0 i niech
bF C | Ay, D Akl <,
k k

gdzie Aj sa parami rozlaczne. Uzupelnijmy {A;} do pokrycia {Ax} U {B;} zbioru F' i
zauwazmy, ze dla kazdy ze zbioréw B; jest zawarty w F' lub z nim rozlgczny. Dlatego

V(F) — v, (F) < Z |Ag| < e.
ke
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Z drugiej strony przypusémy, ze v, (F) = v*(F). Niech ¢ > 0 i niech {A;} i {B;} beda
rodzinami roztacznych przedziatéw, takimi, ze

UdecwF)c FclJB;, D IBjl-> |Al<e.
k j 7 k

J
Wtedy

oF | JB;\ A, = JCs,

k7j s
gdzie Y, |Cs| < e. O

Ograniczony zbiér F' nazwiemy mierzalnym w sensie Jordana, jesli v, (F') = v*(F). Jesli
F C R jest zbiorem mierzalnym, to liczbe

v(F) = v (F) = v*(F)
bedziemy nazywac¢ miarg Jordana zbioru F'.

6.12. Ograniczony podzbiér F' C R jest mierzalny wtedy i tylko wtedy, gdy jego brzeg jest
miary zero.

6.13. Jesli zbiory F i G sq mierzalne, to takze zbiory FUG, FNG oraz F\G sq¢ mierzalne.

6.14. Jesli zbiory {Fjhi<j<n s¢ mierzalne i parami rozlgczne, to

Warto jeszcze odnotowaé nastepujace wlasnosci miary Jordana:

6.15. Miara Jordana jest niezmiennicza na translacje w R™ i permutacje zmiennych. Jesli
Jix = tx jest jednokladnosciq, to v(Jy(F)) = t"v(F).

2. Calka Riemanna. Niech bedzie dana ograniczona funkcja f na mierzalnym zbiorze
F'. Niech m = {F}} bedzie rozbiciem F na zbiory mierzalne. Dla kazdego k niech

My, = sup f, my, = inf f.
Fy, F,

Wéwezas sumy

L(f,m) =Y mpv(Fy),  U(f,m) = Mpv(Fy)
k k
nazywamy odpowiednio dolng i gérng suma catkows odpowiadajacg rozbiciu 7. Niech

Q(f,m) = U(f,m) = L(f,m) =) sup (f(z) = f(y) v(Fr).

k Z‘,yEFk
6.16. Dlia kazdych dwéch rozbic¢ w1 i wo zbioru F
L(f7 771) < U(fa 7T2)‘



Definiujemy dolng i gérng catke Darboux:
[ f=swiLmineP), [ f=int{Urf):m e Pr)

i méwimy, ze funkcja f jest catkowalna w sensie Riemanna, co oznaczamy przez f € R(F),

jesli N
=]

Dla f € R(F) wspdlng wartosé calek Darboux nazywamy calka Riemanna i oznaczamy

przez N
Jot=Ls=11

6.17. Obie catki Darbouz i catka Riemanna sq niezmiennicze na translacje.

6.18. Funkcja ograniczona f na zbiorze F jest catkowalna wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdego € > 0 istnieje rozbicie m € Pp, takie , ze Q(f,m) < e

6.19. Jesli f : F — R jest ciggla i ograniczona, to jest catkowalna.
6.20. Jesli f,g € R(F), to f +ag € R(F), fg € R(F), |f| € R(F) oraz

[1+ag=[s+afo |[1< 111

6.21. Lemat. Niech A bedzie przedziatem. Zbior F C F C A jest mierzalny wtedy i tylko
wtedy, gdy xr jest catkowalna. Wtedy tez

F):/AXF-

6.22. Niech f: F — R bedzie catkowalna. Wiedy wykres f
W= {(z,y) € R"" 1y = f(2)}
jest zbiorem miary Jordana zero.

Zagadnienie realizacji catki funkcji catkowalnej przez sumy catkowe podziatéw o érednicy
dazacej do zera troche sie komplikuje w poréwnaniu z teoria w jednym wymiarze.
6.23. Lemat. Jesli F' jest dowolnym zbiorem 1
FO={zeR":dist(z,F) <4}, 0<d<]1,

to

lim v*(F?%) = 0.

6—0
Dowdd. Niech € > 0 i niech

FCUAk, Z|Ak|<v*(F)+€,
k

gdzie Ay sa parami roztaczne. Jesli Ax ma krawedzie Iy, to Ai zawiera si¢ w prostopadlo-
Scianie A’ o krawedziach [j, + 24. Dlatego

HF) < Y14
k



gdzie
26 26
Al = (0 +20) .l +260) = |4l (A+ ) (14 1),
lk ln
€O pociagga
v*(F) < limsup v*(F°) < v*(F) +¢,
6—0
a wobec dowolnoéci € > 0 — nasza teze. ([l

6.24. Lemat. Niech bedzie dany podzial mg zbioru mierzalnego F. Niech
or = U 0Q.
Qemo
Jesli m jest podziatem o $rednicy > 0, to dla kazdego P € m mamy P C (87r)25 lub istnieje
Q € m, taki Ze P C Q.

Dowdd. Jesli P € w i P nie zawiera sie w zadnym ze zbioréw @) € 7w, to istnieja punkty
x,y € P oraz QQ € m, takie ze x € Q, y ¢ Q. Odcinek [z,y] musi przecinaé¢ brzeg 0Q), a
poniewaz ||z — y|| < 6, to takze dist(z,dQ) < . Ostatecznie wigc P C (9mg)%. O

6.25. Uwaga. Dla kazdego podzialu 7 zbiér On jest miary zero.

Pomyst uproszczenia dowodu ponizszego twierdzenia podsuneli mi pp. fukasz Chrza-
nowski i Marcin Kaczmarek.

6.26. Twierdzenie. Niech A C R" bedzie zbiorem mierzalnym. Jesli f € R(A), to
= lim L(f,7)= lim U(f,m).
/A f &(m)—0 (f ) d(m)—0 (f )

Dowdd. Przyjmijmy oznaczenia

w(f,P) = sup [f(z) = f(y)l, M =sup|f(z)|

I:yGP z€EA

Niech € > 0 i niech my bedzie podzialem, takim ze Q(f, mp) < e. Jedli 7 jest dowolnym
podziatem A o $rednicy § = §(7) i P € 7, to na mocy Lematu 6.24 P zawiera si¢ w (9mg)?
lub w pewnym elemencie @) € mg. Dlatego

Q(f,m) = Y w(f, P)u(P)

Per

< Y W PP+ Y w(f,QuQ)

7 PC(9mp)29 Qemo
< 2Mv*((9m0) %) + € < 2e,
gdy 6 jest dostatecznie mata, co wynika z Lematu 6.23. Zatem
U(f,m)— L(f,7) < 2¢,
o ile &(m) jest dostatecznie mala. O

6.27. Jesli funkcja ograniczona f na prostopadio$cianie A jest catkowalna, to dla kazdego
e > 0 istnieje rozbicie T € Py na prostopadiosciany, takie zZe Q(f, ) < e.

I jeszcze twierdzenie o wartodci $redniej.



6

6.28. Jesli f jest funkcjg ciggle na mierzalnym zbiorze wypuktym F miary dodatniej, to
istnieje punkt c € F', taki Ze

1
16 = oy J, S

Dowadd. Niech M bedzie kresem gérnym, a m kresem dolnym wartosci funkcji na F'. Wtedy
1
< —— dr < M.
m < U(F)/Ff(x) xr <

Jedli jedna z nieréwnosci nie jest ostra, to f jest funkcja stala i sprawa jest oczywista. W
przeciwnym wypadku istnieja punkty a,b € F, takie ze

1
fla) < oy [ F()dr < 1(0)

Rozwazmy funkcje ciagla jednej zmiennej p(t) = f(a + t(b — a)). Mamy ¢(0) = f(a) i
(1) = f(b), wigc istnieje t = tg € (0,1), takie ze

f(a +to(b — a)) = p(to) = (IF) | f@)dz.

Wystarczy teraz wziaé¢ ¢ = a +to(b—a) € F. O

Na zakonczenie paragrafu lemat, w ktérym stychaé echo zagadnienia rézniczkowania
calki nieoznaczonej.

6.29. Lemat. Niech f bedzie catkowalna na otwartym podzbiorze U C R"™. Wtedy dla
kazdego punktu ciggtosci a € U funkcji f
1
lim 7/ x)dxr = f(a).
i R (@) K(w)f( ) f(a)

Dowdd. Faktycznie, jesli f jest ciaglta w a, to

1 1
‘f(a) - U(K(CL,?“))/K(a,r) f(z)dz| < o(K(a,r) /K(w) |f(a) = f(z)]dx <,
jesli tylko r > 0 jest tak male, by |f(a) — f(z)| < e dla |z —a| < 7. O

3. Twierdzenie Fubiniego. Twierdzenie to gra doniosta role, bo sprowadza obliczanie
calek wielomiarowych do calek jednokrotnych. Ma takze wiele innych ciekawych zastoso-
wan.

6.30. Twierdzenie (Fubini). Niech A C R", B C R™ bedg przedziatami. Niech f bedzie
catkowalna na A x B. Wtedy funkcje

@) = [ femdy 1w =[] feyds

sq catkowalne na A i

|r@ay= [ = [ feyday.



Dowdd. Dla danego € niech m; € P(A), m2 € P(B) beda takimi rozbiciami, ze
U(f,m X mp) = L(f,m x mp) <e.
Wtedy

L(f,m x m2) < L(f#,m) SUf#,m) <U(f,m x m),
skad wynika nasza teza dla f#. W przypadku funkcji f* rozumujemy analogicznie. (]

Teze twierdzenia Fubiniego bedziemy najczesciej zapisywaé w postaci

AXBf(xﬂ)d(%y):A(/B*f(x,y)dy) dm:/B(/A*f(I,y)dx) dy.

Zamiast d(z,y) bedziemy tez pisaé¢ dxdy.
6.31. Wniosek. Jesli f jest ciggla na A, gdzie przedzial A jest postaci (6.1), to

bn b
/f dx—/ / ' . fwl,...,xn,l,xn)d:nl...d:xn,ldwn.

6.32. Przykltad. Mamy

1/ 1 1
// ye® dedy = / / ye®dx ) dy = / ezyyl dy
0,1]2 0 0 0
= / —1)dy=e—2.

6.33. Przyklad. Obliczmy catke

sin x sing [Tt® T
//7T<y<27r - dzdy —/ . /7r dyd:z::/0 sinz dx = 2.

—mLr<T

6.34. Wniosek (zasada Cavallieri). Jesli zbior F C Ax B C R" x R™ jest mierzalny,
to

vusn(F) = [ v (Fo) e,
A
gdzie Fy ={y € B : (z,y) € F}.

Przyklad. Wyprowadzimy rekurencyjny wzor na objetosé kuli. Niech D = K(0,R) C
R"™ = R" x R. Oznaczmy zmienna w R" x R przez (x,t). Wtedy dla t € R

— K(0,VR? —12),
wiec oznaczajac miare kuli n-wymiarowej o promieniu r przez 2, (r) otrzymujemy
R
Qi1 (R) = / O, (VRZ — 2)dt.
—R
Nietrudno jednak zauwazy¢, ze
Qn(r) =r"Q, (1) = r"Q,,

wiec

n+1 Q / n/Zdt



Przez podstawienie trygonometryczne
1 w/2
/1(1 — )24t = 2/0 sin" ™z dr = 21,41,
wiec podstawiajac znane wartosci

T Wy,
Iy, = —, Iy = TR

2wy,
2k "'
Wy = 4k< ) ) % - \/Ea

gdzie

k vk

jest ciagiem Wallisa, otrzymujemy

sz+2 _ ™ sz+1 _ 7T
Qop E+1° Qop_1 k—l—l/Q
W szczegdlnosei
4 1 872
0 =2, Oy =, 93257@ 94257{2, 95:1—5
i ogélnie
k k
T T
o1 = — Q = .
T T 23/2 (k£ 1/2)

Sprawdzenie tych wzoréw pozostawiamy Czytelnikowi.

6.35. Zadanie. Pokaz, ze
7.‘.’71/2

Qp==———, n € N.
T3 +1)
Przyktad. Obliczmy jeszcze objetosé bryty obrotowej. Niech bedzie dana ptaska figura
A={(z,2):0<z<a, 0<2z< f(x)}

pod wykresem funkcji ciaglej f : [0,a] — [0,00). Niech F' bedzie bryla otrzymana przez
obrot figury A dookota osi z. Mamy

F={(ay.2): ¢’ +2 < [(@) 0<z<a).

Dlatego na mocy zasady Cavallieriego
o(F) = 7r/ f(2)? da.
0

6.36. Zadanie. Niech f: R" — R bedzie wielomianem. Udowodnij, ze dla kazdego r > 0
zbiér
F(r)={z € K(0,r) : f(x) = 0}

jest miary zero.
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Przyktad. A oto przykiad pokazujacy, ze calki jednokrotne mogg istnieé¢, a mimo to teza
twierdzenia Fubiniego nie sprawdza sie, i wobec tego definicja catki wielokrotnej nie ma

sensu. Niech
a? — y2 2
f(xay) - (xg +y2)27 (Jj,y) € [07 1] \{(070>}

Jak widaé, funkcja jest okreslona i ciagla w kwadracie [0, 1]? poza zbiorem jednopunkto-
wym Z = {(0,0)}. Dla kazdych z,y € (0,1] mamy

1 1
/Of(afay)dy_Hlxz, /Of(a?,y)da;:

1
1492

/01 /Olf(:c,y)dyd:c: —/01 /Olf(a:,y)dxdy: .

Przyczyna, dla ktérej twierdzenie Fubiniego zawodzi w tym przypadku jest to, ze funkcja
f jest nieograniczona na swojej dziedzinie, a wiec nie nalezy do R([0, 1]?). Jest to dla nas
przestroga - nie wystarczy, ze catki iterowane istnieja, aby mozna bylto z sensem postugiwaé
sie catka wielokrotna.

i wobec tego

Twierdzenie Fubiniego pomaga takze w rézniczkowaniu calek z parametrem. Przypo-
mnijmy najpierw, ze jesli g € C([a,b] X [¢,d]), to funkcja

G(x) Z/Cdg(%y)dy
jest ciagla na [a, b)].
6.37. Wniosek. Niech f i 0, f bedq funkcjami cigglymi na [a,b] X [c,d]. Wtedy funkcja

F) = [ ) dy
jest rozniczkowalna na (a,b) i

(@) = [ 0. ) dy.
Innymi stowy, L ]
[ fawdy= [ oty dy.

Dowdd. Mamy

flz,y) = /j Auf(t,y)dt + fla,y),

wiec na mocy twierdzenia Fubiniego

r = [ = [ [ osenaas [ s

:/j (/Cdatf@,y) dy> dt+/cdf<a,y> dy,

co pokazuje, ze F' jest rézniczkowalna i

F@ = [ ast
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6.38. Niech f € C}(R?), ¢,1 € CY(R). Niech

»(x)
F(x) = [p L, Sy

Pokaz, ze

¥(z)
Fa)= [ 0t @y dy+ 3/ @) (b)) - ¢ @)@ 0l@)

4. Zamiana zmiennej w calce Riemanna. Jak zmienia si¢ miara zbioru i catka funk-
cji pod wplywem przeksztalcen przestrzeni R"™? Aby zbadaé te kwestie, zaczynamy od
przeksztaltcen liniowych.

6.39. Lemat. Jesli T : R" — R" jest przeksztalceniem liniowym, a F zbiorem mierzal-
nym, to obraz T'(F') jest mierzalny i

(#) o(T(F)) = [det T|v(F)
Dowdd. Jesli T jest osobliwe, to v*(T'(F')) = 0, wiec T'(F') jest mierzalny i
v(T(F)) =0=|det T|v(F).

Jesli T jest nieosobliwe, musimy najpierw zajac¢ sie prostopadlo$cianami. Zauwazmy, ze
brzeg prostopadtoscianu P jest suma skonczonej liczby zbioréw lezacych w hiperptaszczy-
znach, wiec T(OP) = OT(P) jest zbiorem miary zero, wiec T'(P) jest tez mierzalny.

Aby otrzymaé wzor (#) dla prostopadlo$cianéw, przedstawiamy T' w postaci iloczynu
przeksztatcen elementarnych typu

Iox = <$0(1)7 Lo(2)s - 7$a(n))7 Tz = (m17 5 PN 7 P xn)
oraz
Méx = (X1, Ziy .o Ty E Ty, Ty).
W pierwszych dwéch przypadkach sprawa jest jasna. Trzeci wystarczy sprawdzi¢ w dwéch
wymiarach. Niech P = [a,b) x [¢,d) C R?. Niech A(z,y) = (z + y,y). Zgodnie z zasada
Cavalieriego

d d
v(AP) = | v"((AP)y)dy = [ v*([a+y,b+y))dy
o frma=

d
_ (b—a)/c dy = v(P).

Zatem teza lematu zachodzi dla prostopadlo$ciandw.
Niech T" bedzie nieosobliwe, a F' — zbiorem mierzalnym i niech

P c FclRs,
7 k

gdzie P; sa parami rozlacznymi prostopadloscianami, a R, — prostopadto$cianami, takimi
ze dla zadanego z géry € > 0

SR —e <v(F) <Y [P +e.
k J
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Wtedy
UT(B) < T(F) c JT(Ry)
J k
oraz
|det T|(v(F) —€) < [det T| Y |Pj| < v (F) < v*(F)
J
<|det T |Ry| < |det T|(v(F) +¢),
k
co wobec dowolnoéci € > 0 konczy dowdd. ]

6.41. Jesli ¢ jest izometrig R"™, to

dla kazdego mierzalnego F'.

Pamigtamy wzér na zamiane zmiennej w calce jednowymiarowej. Jesli f jest funkcja
catkowalng, a u jest klasy C*, to

u(b) b
Loy W= [ st )da
Wzor ten mozna przepisa¢ w postaci
[ twdy= [ fu) (@) da.
u((a,b)) (a,b)

Ta druga wersja wzoru ma swéj wielowymiarowy odpowiednik.

6.42. Twierdzenie (o zamianie zmiennej). Niech U C R" bedzie otwarty, a ¢ : U —
R" bedzie dyfeomorfizmem klasy C. Niech F C F C U i p(F) bedqg zbiorami mierzalnym
w sensie Jordana. Jesli f jest catkowalna na o(F'), to foyp jest calkowalna na F', a ponadto

[ 1wy = [ (fo@)@)|det! @) do.
@(F) F

W szczegolnosci

(6.43) v(p(F)) = /F | det ()| dx.

Dowdd. (1). Istota sprawy polega na tym, by udowodni¢ twierdzenie dla zbioru F' be-
dacego kostka. Niech wiec az do odwotania F' bedzie kostka. Zaczniemy od kluczowego
lematu.

6.44. Dla kazdego € > 0 istnieje § > 0, taka Ze jesli Q C F jest kostkg o Srodku a 1
krawedzi 1, a T = ¢'(a), to

(1 -2)v(T(Q)) < v (¢(Q)) < (1+2)v(T(Q))

oitlel <.
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(a). Nietrudno sprowadzi¢ zagadnienie do przypadku, gdy a =0 € F i ¢(0) = 0. Niech
Qo bedzie kostka o érodku 0 i krawedzi 1. Niech T'Qq C G, gdzie G jest otwarty i mierzalny
oraz

v(G) < (1 +e)v(TQo)
a stad
v(tG) < (14 ) v(T(tQo)), t > 0.
Wtedy dist (G¢,TQ) = p > 0, wigc dist(tG*, T(tQ)) = pt. Nech 6 > 0 bedzie tak male,
aby
(*)  lle(th) = T(th)| < S I¢'(c) = ' ()| < plith]| < pt,  h€Qo,t <.
Stad kazdy punkt ¢(tQ) jest oddalony od T'(tQ)) o mniej niz pt, wiec p(tQ) C tG. Zatem
dlat <o
v (p(tQ)) < (1 +e)v(tU) < (14 )v(TQ)
co dowodzi nieréwnosci v*(¢(tQo)) < (1 + &) v(T(tQp)). Pamietajac o redukeji do a = 0,
widzimy ze nasza kostka jest postaci @ = [Qg, wiec

v(p(Q) < (1+e)u(TQ),

oile < 4. Zauwazmy, ze ¢ nie zalezy od polozenia kostki, a tylko od wielkosci jej krawedzi,
co wynika z jednostajnej ciagltosci pochodnej na F.

(b). Dowdd lewej nieréwnosci jest podobny, ale nieco delikatniejszy. Ciagle zaktadamy,
ze a =01 ¢(0) =0. Niech 0 € K C w(TQo) bedzie wypuklym zbiorem zwartym (a wiec
mierzalnym), takim ze

v(TQo) < (1+¢)v(K)
a stad
v(T(tQo)) < (1 +¢e)v(tK), t>0.
Wtedy tez dist (K, (T'Qo)¢) = p > 0, wiec dist(tK, (T'(tQo))¢) = pt. Nech § > 0 bedzie tak
male, jak w (*). Kazdy punkt dp(tQo) = ¢(t0Qy) jest oddalony od 9T (tQo) = T(t0Qo)
o mniej niz pt, wiec nie moze przecinaé¢ tK. Ale tK jest wypukly i ma punkt wspdiny z
©(tQo), wiec tK C p(tQop). Zatem dla 0 <t < §

v(T(tQo)) < (1+)u(tK) < (14 e)v(p(tQo)),

co po podstawieniu () = tQy dowodzi drugiej potrzebnej nieréwnosci i konczy dowdd
(6.44).

(2). Z (6.44) wynika, ze jesli M C M C U ma miare zero, to takze v*(o(M)) = 0. A jako
ze p(0K) = 0 (p(K)), obrazem zbioru mierzalnego zawartego w U wraz z domknigciem
jest zbiér mierzalny. To spostrzezenie pozwala we wzorze (6.44) uzy¢ miary v zamiast
miary zewnetrznej v*.

(3). Przystepujemy do zakonczenia dowodu. Niech € > 0. Niech 7 bedzie rozbiciem
kostki F' na kostki Qy o $rodkach zp i jednakowej $rednicy. Wtedy ' = {P.}, gdzie
P, = ©(Qg), jest rozbiciem p(F) i 6(n") < Co(m). Jesli §(w) < e jest tak mala, jak
wymaga tego (6.44), to

(1 —e)v(Py) < |det ¢’ (z)| v(Qr) < (1 + ) v(Py).
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Poréwnajmy teraz sumy riemannowskie dla obu calek. Jesli §(7) < € jest tak mala, jak
wymaga tego (6.44), to

o ¢(z)|det o (zx)|[v(Qk) Zf Py)

<lflloo Y

k

< ellfllos D v(Pr) = ll fllocv (9 (U)),

k

| det ¢’ (1) [0(Qk) — v(Py)

o ile érednice podzialéw sa dostatecznie mate, co pokazuje, ze funkcja

(*) z = fp(x))| det ¢’ (z)]

jest calkowalna na K i
[ty = [ fe@)ldets! @) do.
»(K) K
Zauwazmy jeszcze, ze skoro |det ¢'(z)| > 0 na U, a F jest zbiorem zwartym, to istnieje
stata ¢ > 0, taka ze | det ¢’ (x)| > ¢ dla z € F. Zatem réwniez funkcja f o jest calkowalna.

(4). Do tej pory zaktadaliSmy, ze F' jest kostka. Pora odrzucié¢ to ograniczenie. Jesli F’
nie jest kostka, to przynajmniej daje si¢ rozbi¢ na ,prawie-kostki”. Mozemy mianowicie
znalez¢ rodzing parami roztacznych kostek R; C R; C U, takich ze

FCFlZURjCU,
J

a nastepnie przedluzy¢ f na Fy. Niech f; bedzie funkcja réwna f na ¢(F) i 0 na o(F1) \

o(F). Wtedy
dy = )dy = y) dy,
gO(F)f(y) y /@(F) y = Z/ y

gdzie na mocy wczesniejszych rozwazan

/(p( dy_/ fi(p(x))| det ' (z)| dx.

Zatem

Jy T 0 =3 [ fllalder @) o

- (UWMWIM—/f ldet o' (z) da.

Fy

co bylo naszym celem. O

Przyktad. Niech
2

elay) =@ L), (@) eU=(0,%)
Wtedy |¢'(z,y)| = 4y. Niech a,b > 0 i niech Dy, = [a,a + h] x [b,b+ h] dla h > 0.
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Znajdzmy miare ¢(Dy,). Jesli
2 y?
€ =@"L) e F=p(Dy),
to
a? < €< (a+h)?

i przy ustalonym &

v? (b+ h)? (b+h)? —b?
= XX 5 Fe) =
VESTS g o =T
Wobec tego
(at+h)? g
oF) = (+np-8) [
= (b m -0 (b m2 ),
Stad za$
Cw(e(D) AR
T h = 4= lea, )l

Przyktad. A oto inny przyklad obliczania objetoéci bryty obrotowej. Niech jak wyzej
A={(z,2):0<z<a 0<z< f(z)}

bedzie zbiorem punktéw lezacych pod wykresem funkcji ciaglej f : [0,a] — [0, 00). Niech
F bedzie bryla powstala przez obrot A wokét osi z. Punkt (x,y, z) nalezy do F, gdy jego
wspdblrzedne spelniaja nieréwnosci

?+yP<vVa, 0<z< f(ya?+y?).

Dokonujac podstawienia
xr =rcost, y=rsint, z =(,
otrzymujemy
a
v(F) = 271'/ rf(r)dr.
0
Zmieniajac nieco dowéd mozna wyprowadzi¢ inna wersje twierdzenia o zamianie zmien-

nej.

6.45. Twierdzenie. Niech U bedzie otwartym zbiorem mierzalnym w sensie Jordana.
Niech ¢ : U — o(U) bedzie réinowartosciowym odwzorowaniem klasy C' na mierzalny

zbidr o(U). Wtedy dla kazdej funkcji f € R(o(U)) funkcja
z — f(p())] det ¢/ (z)]

jest catkowalna na U oraz

Ly Ty = [ (7 0 0)(@)ldetd ()] d:
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Przyktad. Niech ¢ : R* — R? bedzie zadane wzorem

rsin a cos 3
o(r,a, ) = | rsinasing | .

T COS (¥

Bez trudu widzimy, ze ¢ jest klasy C!, a jego pochodna ma macierz

sinacosf rcosasinfl —rsinacos(
o' (r,a, ) = | sinasinf8 rcosasinf rsinacosf |,
Cos —rsina 0

skad znajdujemy jakobian
Jo(r,a, B) = r*sina.
Jak widaé¢, jakobian zalezy od dwoch tylko zmiennych. Jesli
U= (0,R) x (—m,m) x (0,2m),

to nietrudno zauwazy¢, ze o(U) =V = K(0, R) \ F, gdzie v(F') = 0. Oczywiscie zaréwno
U, jak i V sg otwarte i mierzalne, a ¢ : U — V dyfeomorfizmem klasy C'. Na mocy
Twierdzenia 6.45 dla kazdej funkcji f € R(U)

/ f(x,y,z)d:cdydz:/ f(rsinacos B, rsinasin 3, cos o) 2 sin a dr dov d
K(0,R) U

T 27 PR
= / / / f(rsinacos 8,7 sin asin 3, 7 cos o) r2 sin a dr dov ds.
o Jo Jo

W szczegdlnosei podstawiajac f = 1 otrzymujemy raz jeszcze

T r27m rR 5 . 4 5
93(R)ZM<K(0,R)) :/0 /0 /0 r smadrdadﬁzgﬂR.

6.46. Przyklad. Niech n > 2. Niech U = R" i niech

costgcosts...costy
sinto costs...costy,
sintzcosty...costy,

sint,,_1costy,
sint,

Odwzorowanie ® jest klasy C! i

det ®'(r,t) = r"Lcos" 2 t, cos" 3 t,_ 1 ...costs,
co przeliczymy za chwile. Jesli

V=(0,1) x (—m,7)

to ® jest dyfeomorfizmem na V i &(V) =
f e R(K(0,1))

/ f(x)dx = / F(@(r,t)r" L cos™ 2 t, cos™ 3 t,_1...costydtydts . .. dt, dr.
K(0,1) v

X (=m/2,7/2)" 2,
K(0,1). W takim razie dla kazdej funkcji

Zauwazmy, ze zbiér ®(V') \ K(0,1) jest niepusty, ale
v(®(V)\ K(0,1)) =0.
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Zbiory po ktérych catkujemy mozna zreszta zastapi¢ przez ich domkniecia, bo brzegi sa
miary zero.

6.47. Lemat. Przy oznaczeniach Przykladu 6.46
det @' (r,t) = r" L cos" 2t, cos" P t,_1...costs.
Dowdd. Niech ®'(r,t) =rA,. Aby ulatwié zapis rozumowania indukcyjnego, niech
A1 = (aij)lgi,jgn—l

bedzie analogiczna macierza w wymiarze o jeden nizszym. Mamy

costycosty...cost, —sintgcostsy...cost, ... —costycosts...sint,

A - sintgcostsg...cost, costgcosty...cost, ... —sintgcosts...sinty,

n =
sint, 0 - costy,
aiicost, ajgcost, ... —ajisint,
a9y cost, aggcost, ... —agisint,
= b
sint,, 0 e cos ty
a wiec

det A,, = cos™ t,, det A,_1 + sin®t,, cos™ 2 t,, det A,,_1 = cos" % t, det A,_1,
skad juz tatwo otrzymujemy koncowy wzor. O

6.48. Przyktad. Niech A bedzie macierza dodatnio okreslong. Po dokonaniu podstawie-
nia y = Az, otrzymujemy

1 ) 1 2 \"_ "/
7<Az,x>d — =yl dy = </ -t dt) =
_/ne YT det A Rne Y= et A Re det A

6.49. Przyklad. Obliczymy na nowo catke Poissona

N 2
lim e dt.
N—oo J_N
Mamy
2
N
(/ etht> o
-N [_NvNP
gdzie

/ o212 gy g/ o712 g </ o7l g
2| <N/V2 [ N.N]2 Izl <N

Po dokonaniu podstawienia biegunowego

N
/ e I1e1” gy = 277/ re " dr = (1 — e_N2),
llzll<N 0

skad juz tatwo wynika
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6.50. Przyktlad. Jak wiemy, objetos¢ kuli n-wymiarowej wynosi

7Tn/2

= KO0 = oy

7 drugiej strony

/2
| K (0, 1)\_/ dm—/ n- 1/ dt/ s tdt . / costdt
[|z||<1 7r/2 —7/2

7r/2 w/2
=— s"2tdt .. / costdt,
n —71'/2 —’7T/2
wiec
w/2 w/2
Wp_1 = 27r/ cos" 2t dt .. / costdt = nfl,.
—7/2 —7/2
Stad

—||z||? R | —7" _ Wn-1 o n/2—1_-s
e dr = wp_1 dr = —— s e °ds
n 0 2 0

- w”—ll;(n/z) =, [(n/2+1) = "2

W ten sposéb obliczyliémy jeszcze raz catke Poissona w dowolnym wymiarze, nie korzy-
stajac z wyniku jednowymiarowego, ktory znacznie tatwiej daje ten sam wynik.

Niech u; € R™. Przypomnijmy, ze réwnolegtoscian to zbiér postaci
n
R=a+ [u1,ug,... u,| = {a+2akuk:0< ap < 1}

Jesli U jest odwzorowaniem liniuowym o macierzy (ui,ug, ..., uy,), to
R=a+U([0,1]"),
wiec
v(R) = |det U| = | det(ui,ug, ..., uy)|.

Sympleksem zbudowanym na wektorach w; nazywamy zbiér postaci

n
S =a+ <ui,ug,..., U >:{a+2akuk:0<a1<a2<--~<an<l}.
k=1

Nietrudno zauwazyc¢, ze
[Ug,u2,y ... Uy = U < Ugyy Uy« vy Ug, >
oeS(n)
albo, krocej, R = |J S5, gdzie kazdy z symplekséw ma t¢ sama miare, a ich przekroje sa
miary zero. Dlatego

1
v(S) = ﬁ]det(ul,ug, cey U
6.51. Zadanie. Sympleks S =< wuj,ug,...,u, > jest najmniejszym zbiorem wypuklym

zawierajacym punkty
0,uy,us + Ug, ..., up + Uy + - + Up.
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Czasem wygodnie jest zapisa¢ miare rownolegloécianu za pomocg wyznacznika Grama
v(R) = (det UTU)/?,
gdzie
UTU = ({ui,u5))

1<i,g<n’
6.52. Zadanie. Niech A= {z € R : 377, z; < 1}. Udowodnij, Ze

n 1 1 -
Af(j;l'j)dl': (n—l)'/g fw)u™ du,

a nastepnie oblicz miare A.

6.53. Zadanie. Pokaz, ze ograniczony zbiér wypukty jest mierzalny w sensie Jordana.



