Osie potegowe

Szybka powtérka

Zadanie 1. Dany jest okrag S i punkt P. Prosta [ przechodzi przez P i przecina S w
punktach A i B (dopuszczamy sytuacje, ze A = B, tj. Ze [ jest styczna do §). Udowodnij,
ze warto§¢ PA - PB nie zalezy od wyboru prostej /.

Przy oznaczeniach z powyzszego zadania, potega punktu P wzgledem okregu S nazywamy
liczbe

a) PA - PB jesli P lezy na zewnatrz okregu §, lub
b) 0jesli P lezy na okregu S, lub
c) —PA - PB jesli P lezy wewnatrz okregu S.

Wybor znakéw wydaje sie sztuczny, ale jest wygodny, bo dzieki temu zachodzi nastepujacy
fakt (wynikajacy natychmiast z Zadania 1.): potega punktu P wzgledem okregu § jest
réwna d? — R?, gdzie d to odleglos¢ P od srodka okregu, a R to promien okregu.

Zadanie 2. Dany jest czworokat ABCD. Punkt § jest punktem przeciecia prostych AB i
CD, przy czym A jest wewnatrz odcinka BS, a C jest wewnatrz odcinka DS. Udowodnij,
ze punkty A, B,C, D leza na jednym okregu wtedy i tylko wtedy, gdy SA - SB = SC - SD.
Sformulyj analogiczne kryterium w przypadku, gdy S jest punktem przeciecia przekatnych
ABCD.

Zadanie 3. Lemat dla patkarzy. Dany jest okrag S zadany rownaniem f (x,y) = 0 gdzie
f (x,y) = x> +y? + ax + by + c. Udowodnij, ze potega punktu (xo, yo) wzgledem okregu S
jest réwna f (xg, yo)-

Zadanie 4. Dane sa dwa okregi 8118y o §Srodkach A i B, przy czym A # B. Udowodnij, Ze
zbior wszystkich punktéw P, ktére maja taka sama potege punktu wzgledem obu okregéw,
jest prosta prostopadla do prostej AB.

Prosta, o ktérej mowa w powyzszym zadaniu, nazywamy osig potegowq S1 i Sg.

Zadanie 5. Dane sa okregi 81, 89, 83, ktorych §rodki nie leza na jednej prostej. Udowod-
nij, ze osie potegowe par (81, Sg), (S, 83) oraz (83, 81) przecinaja sie w jednym punkcie.
Co sie stanie, jesli pominiemy zalozenie, Ze §rodki nie leza na jednej prostej?

Powyzsza wlasno$¢ ma jasne zastosowanie w problemach olimpijskich: zeby pokazac,
ze jakie§ trzy (cztery, piec...) proste przecinaja sie w jednym punkcie, wystarczy pokazac,
ze te proste to osie potegowe par okregow jak w Zadaniu 4. Jako toy-example takiego
zastosowania proponuje udowodni¢ przy pomocy osi potegowych, Ze wysokoSci tréjkata
przecinaja sie w jednym punkcie. Ponadto, osie potegowe przydaja sie¢ do pokazywania
prostopadlosci prostych (w tym celu wykazujemy, Ze jedna z prostych jest osia potega
dwoch okregoéw, ktorych srodki leza na drugiej proste).



Zastosowania

Zadanie 6. Dane sa trzy okregi o niewspoélliniowych §rodkach; kazda para okregow sie
przecina. Wykaz, ze proste zawierajace ich wspolne cieciwy przecinaja sie w jednym punk-
cie.

Zadanie 7. Okrag o $rodku O, wpisany w czworokat ABCD, jest styczny do bokow
AB,BC,CD,DA odpowiednio w punktach K,L,M,N. Proste KL i MN przecinaja sie
w punkcie P. Wykaz, zZe proste OP i BD sa prostopadle.

Zadanie 8. Dane sa dwa okregi rozlaczne zewnetrznie. Dla kazdej z ich wspélnych stycz-
nych rozwazmy §rodek odcinka pomiedzy punktami stycznoSci. Wykaz, Ze punkty te sa
wspolliniowe.

Zadanie 9. Nieprostopadle przekatne AC i BD czworokata wypuklego ABCD przecina-
ja sie w punkcie E. Wykaza¢, ze prosta przechodzaca przez ortocentra BCE i ADE jest
prostopadla do prostej przechodzacej przez srodki odcinkéw AB i CD.

Zadanie 10. SzeSciokat ABCDEF jest wypukly oraz AB = BC,CD = DE,EF = FA.
Wykaz, Ze proste zawierajace wysokosci tréjkatow BCD, DEF, FAB, poprowadzone od-
powiednio z wierzcholkéw C, E, A, przecinaja sie¢ w jednym punkcie.

Zadanie 11. Twierdzenie Brianchona.! Danych jest szesciokat ABCDEF opisany na okre-
gu. Udowodnij, Zze przekatne AD, BE, CF przecinaja sie w jednym punkcie.

Zadanie 12. Wewnatrz wielokata wypuklego lezy skonczenie wiele parami rozlacznych
okregow. Wykaz, Ze mozna ten wielokat podzieli¢ na wielokaty wypukte, z ktérych kazdy
zawiera dokladnie jeden okrag.

Zadanie 13. Przekatne trapezu ABCD o podstawach AB i CD przecinaja si¢ w punkcie
E. Punkt P lezy wewnatrz tego trapezu, przy czym ZAPD = ZAPD = 90°. Wykaz, ze
punkty P i E leza na prostej prostopadlej do podstaw danego trapezu.

Zadanie 14. Okrag wpisany w tréjkat ABC jest styczny do bokéw BC,CA i AB w punk-
tach odpowiednio D,E i F. Punkty K,L,M i N sa odpowiednio §rodkami odcinkéw
AE,AF,BF i BD. Proste KL i MN przecinaja sie¢ w punkcie S. Udowodnij, ze SA = SB.

IA wlaciwie jego szczegblny przypadek: teza zadania zachodzi w przypadku, gdy w ABCDEF jest
wpisana dowolna krzywa stozkowa.



