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Wiele zada« kombinatorycznych ma nast¦puj¡c¡ form¦:

Zaczynamy od sytuacji A i mo»emy wykonywa¢ pewne okre±lone ruchy. Czy mo»emy

doj±¢ do sytuacji B?

Bardzo przydatn¡ technik¡, »eby pokaza¢, »e nie mo»emy doj±¢ do sytuacji B, jest u»y-
cie niezmienników: de�niujemy pewn¡ wielko±¢, któr¡ przypisujemy do ka»dej mo»liwej
sytuacji, i która ma t¦ wygodn¡ wªasno±¢, »e nie zmienia si¦ przy wykonywaniu do-
zwolonych ruchów. Je±li ta wielko±¢ dla sytuacji A ni» dla sytuacji B, to nie mo»emy
doj±¢ do sytuacji B. �eby zilustrowa¢ t¦ technik¦, zaczniemy od nast¦puj¡cego prostego
zadania:

Zadanie 1. Mamy 1 dukat i 0 talarów. W pierwszym kantorze mo»emy wymieni¢ 1
dukat na 10 talarów, w drugim natomiast - 1 talara na 10 dukatów. Czy mo»emy tak
wymienia¢ pieni¡dze, »eby na ko«cu mie¢ tyle samo dukatów co talarów?

Rozwi¡zanie: Pomy±lmy (w ka»dej mo»liwej sytuacji) o ró»nicy mi¦dzy liczb¡
dukatów a liczb¡ talarów. Zauwa»my, »e wymieniaj¡c pieni¡dze w pierwszym kantorze
zwi¦ksza si¦ ona o 10 + 1 = 11, za± w drugim kantorze zmniejsza si¦ o 10 + 1 = 11. W
takim razie reszta z dzielenia przez 11 tej ró»nicy jest niezmiennikiem. Skoro za± na
pocz¡tku jest ona równa 1, a na ko«cu miaªaby by¢ równa 0, to opisana wymiana nie
jest mo»liwa.

Oczywi±cie, je±li w danym zadaniu jest mo»liwe doj±cie z sytuacji A do sytuacji B,
to »aden niezmiennik bezpo±rednio tego nie rozstrzygnie. W zadaniu 5. zobaczymy
jednak, »e mo»na t¦ technik¦ stosowa¢ te» do takich celów.

Caªa sztuka w stosowaniu tej techniki polega na odpowiednim doborze niezmien-
nika. Przeanalizujemy jeszcze kilka przykªadów:

Zadanie 2. Na szachownicy 2019× 2021 s¡ rozmieszczone pionki, po jednym na ka»-
dym polu. Czy mo»na poprzestawia¢ je tak, aby ka»dy pionek znajdowaª si¦ na polu
s¡siaduj¡cym bokiem z polem, które zajmowaª i »eby wci¡» na ka»dym polu byª do-
kªadnie jeden pionek?

Rozwi¡zanie: Pokolorujmy szachownic¦ standardowo, na przemian czarne-biaªe.
Zauwa»my, »e ró»nica mi¦dzy liczb¡ pól biaªych a liczb¡ pól czarnych jest równa jeden.
Gdyby opisana sytuacja byªa mo»liwa, to liczba pól czarnych byªaby taka sama jak
liczba pól biaªych, bo pionek b¦d¡cy na polu czarnym musi przej±¢ na s¡siaduj¡ce pole
biaªe (i vice versa). W takim razie opisana sytuacja nie jest mo»liwa.
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Zadanie 3. Smok ma 2019 gªów. Rycerz potra� zada¢ nast¦puj¡ce ciosy:

1. ±ci¡¢ dokªadnie 29 gªów, ale wtedy smokowi odrasta 69 gªów

2. ±ci¡¢ dokªadnie 33 gªowy, ale wtedy smokowi odrasta 1 gªowa

3. ±ci¡¢ dokªadnie 8 gªów, i wtedy nic smokowi odrasta.

Mówimy, »e smok zostaª zabity, je±li straciª wszystkie gªowy (niezale»nie czy po danym
ciosie powinno mu co± odrosn¡¢). Czy rycerz mo»e zabi¢ smoka?

Rozwi¡zanie: Nie. Zauwa»my, »e

• stosuj¡c cios typu 1. smok zyskuje 69− 29 = 40 gªów,

• stosuj¡c cios typu 2. smok traci 33− 1 = 32 gªowy,

• stosuj¡c cios typu 3. smok traci 8 gªów.

W takim razie reszta z dzielenie liczby gªów przez 4 nie zmienia si¦! Z drugiej strony,
na pocz¡tku ta reszta jest równa 3, a na ko«cu 0. W takim razie rycerz nie mo»e zabi¢
smoka.

Zadanie 4. Mamy 37 skarpet seledynowych, 21 skarpet bordowych i 13 skarpet akwa-
marynowych. Ruch polega na zamienieniu dwóch skarpet ró»nych kolorów na par¦ skar-
pet¦ trzeciego koloru. Czy mo»emy, wykonuj¡c pewn¡ liczb¦ ruchów, uzyska¢ wszystkie
skarpety w jednym kolorze?

Rozwi¡zanie: Niech r oznacza ró»nic¦ mi¦dzy liczb¡ skarpet seledynowych i
bordowych. Rozwa»my jak dozwolone ruchy wpªywaj¡ na r:

• zamieniaj¡c skarpet¦ seledynow¡ i bordow¡ na par¦ akwamarynowych, r nie zmie-
nia si¦,

• zamieniaj¡c skarpet¦ seledynow¡ i akwamarynow¡ na par¦ bordowych, r zmniej-
sza si¦ o 3,

• zamieniaj¡c skarpet¦ bordow¡ i akwamarynow¡ na par¦ skarpet seledynowych, r
zwi¦ksza si¦ o 3.

W takim razie reszta z dzielenie r przez 3 nie zmienia si¦ przy »adnej wymianie. Na
pocz¡tku r = 37 − 21 = 16 ≡ 1 (mod 3), natomiast gdy wszystkie skarpety s¡ w
jednym kolorze, to r = 0, zatem opisana sytuacja nie jest mo»liwa.

Zadanie 5. Zapisujemy na tablicy liczb¦ 2019!. W ka»dym ruchu ±cieramy liczb¦
widoczn¡ na tablicy i piszemy jej sum¦ cyfr. Jaka liczba zostanie na tablicy, gdy
dojdziemy do liczby jednocyfrowej?
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Rozwi¡zanie: Zauwa»my, »e dla dowolnej liczby naturalnej n, suma cyfr n ma
tak¡ sam¡ reszt¦ z dzielenia przez 9 jak n. Wobec tego przy opisanym w zadaniu
procesie, reszta z dzielenia liczby na tablicy przez 9 si¦ nie zmienia. Skoro za± na
pocz¡tku byªa równa 0, to tak musi by¢ te» jak dojdziemy do liczby jednocyfrowej. W
takim razie na tablicy zostanie 9.

Zadanie 6. Na ka»dym polu szachownicy 2n × 2n stoi pionek. Mo»emy wykonywa¢
nast¦puj¡c¡ operacj¦: wybieramy 3 s¡siaduj¡ce pola znajduj¡ce si¦ w jednym rz¦dzie
(kolumnie). Je±li na skrajnych polach znajduje si¦ przynajmniej jeden pionek, to mo-
»emy z ka»dego z nich wzi¡¢ po jednym pionku i poªo»y¢ na ±rodkowe pole. Czy mo»emy
doprowadzi¢ do sytuacji, w której wszystkie pionki s¡ na jednym polu szachownicy?

Rozwi¡zanie: Ponumerujmy kolumny liczbami od 1 do 2n. Dla danego ukªadu
pionków sum¦ S = 1 · a1 + · · · + 2n · a2n, gdzie ak oznacza liczb¦ pionków w danej
kolumnie. Sprawd¹my jak zachowuje si¦ S przy operacjach opisanych w zadaniu:

• je±li przestawiamy pionki w jednej kolumnie, to S si¦ nie zmienia,

• je±li przestawiamy pionki w jednym rz¦dzie, to S równie» si¦ nie zmienia: zaªó»my,
»e ±rodkowe pole le»y w kolumnie o numerze k. Zdejmujemy po jednym pionku
z kolumn o numerach k− 1 i k+ 1, i kªadziemy je na pole o numerze k, w takim
razie suma po zamianie jest równa:

S − (k − 1)− (k + 1) + 2 · k = S

W takim razie S jest niezmiennikiem. Gdy na ka»dym polu jest dokªadnie jeden pionek,
to S = 2n · 1 + · · · + 2n · 2n = 2n · 2n(2n+1)

2
= 2n2 (2n+ 1). Gdy wszystkie pionki s¡

na jednym polu, to S = k · 4n2, gdzie k jest numerem kolumny pola, na którym s¡
wszystkie pionki. Je±li opisana sytuacja byªaby mo»liwa, to mieliby±my

2n2 (2n+ 1) = k · 4n2

wi¦c

k =
2n+ 1

2
6∈ N

�wiczenia

�wiczenie 1. Na tablicy wypisano liczby od 1 do 666. W ka»dym ruchu wybieramy
dwie liczby, ±cieramy je i dopisujemy do tablicy ich ró»nic¦. Czy mo»emy tak wykony-
wa¢ ruchy, »eby na tablicy zostaªa tylko liczba 14?
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�wiczenie 2. Rysujemy (4n+ 2)-k¡t foremny i na ka»dym jego wierzchoªku kªadziemy
»eton. Ruch polega na wybraniu dowolnych dwóch »etonów, a nast¦pnie przeªo»enie z
ka»dego na pole, które s¡siadowaªo z wierzchoªkiem, na którym dany »eton le»aª. Czy
mo»emy doj±¢ do sytuacji, »e wszystkie »etony le»¡ na jednym wierzchoªku?

�wiczenie 3. Na szachownicy 2n × 2n w jednym polu jest wpisana liczba −1, a w
pozostaªem +1. Ruch polega na zmienieniu wszystkich liczb w danym kolumnie, danym
wierszu lub danej gªównej przek¡tnej na liczby przeciwne. Czy mo»emy tak wykonywa¢
ruchy, aby otrzyma¢ szachownic¦ z samymi +1?

�wiczenie 4. Rozwa»my sytuacj¦ jak w poprzednim ¢wiczeniu, ale z dodatkowym
mo»liwym ruchem: mo»emy zmieni¢ znaki na przeciwne wszystkim liczb¡, które le»¡ na
jednej linii równolegªej do której± z gªównych przek¡tnych i przechodz¡cej przez ±rodki
boków. Dodatkowo, ka»de pole na szachownicy zawiera liczb¦ +1, prócz jednego pola,
które le»y na brzegu szachownicy, ale nie w wierzchoªku. Na tym polu stoi liczba −1.
Czy teraz mo»emy doprowadzi¢ do sytuacji, w której na caªej szachownicy b¦d¡ same
+1?

Wskazówki do ¢wicze«

Wskazówka do ¢w. 1. Pomy±le¢ o sumie wszystkich liczb na tablicy.

Wskazówka do ¢w. 2. Pomy±le¢ o liczbie »etonów na polach o parzystych numerach.

Wskazówka do ¢w. 3. Pomy±le¢ o iloczynie wszystkich liczb na tablicy.

Wskazówka do ¢w. 4. Pomy±le¢ o tym, dlaczego niezmiennik z poprzedniego ¢wi-
czenia nie dziaªa i jak mo»na to naprawi¢.
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