Zadanie domowe 1
Krzywe, styczne i piericienie lokalne.

W zadaniach (o ile nie zaznaczono inaczej) k oznacza cialo algebraicznie domknigte charakterystyki
zero. W przypadku prosby o rysunek, nalezy wykona¢ rysunek odpowiednich zbioréw afinicznych dla
k = R. Na potrzeby tej listy krzywa to nierozkladalny podzbiér plaszczyzny wymiaru 1.

Styczne

Niech C bedzie krzywa na plaszczyznie zadang réwnaniem F = 0, gdzie F' € k[X,Y] jest (niestalym)
nierozktadalnym wielomianeminiech p = (a,b) € C. Przestrzenig styczng do C'w punkcie p nazywamy
podzbiér T,C C k? zadany réwnaniem

OF OF

8—X(a, b)(X —a) + a7Y(a,b)(Y —b) =0.
Punkt p nazywamy punktem osobliwym krzywej C, jesli 7,C jest caly plaszczyzng (tzn. 9% (a,b) =
9L (a,b) = 0), w przeciwnym razie nazywamy p punktem gladkim krzywej C.

Zadanie 1. Naszkicuj krzywe o réwnaniach
1.Y - X?=0,
2. Y2 - X3 =0,
3. Y2 - X3+ X2=0,
4. (X2 4+Y?)3 —4X%Y? =0,
5.2X%-3X%Y + Y2 -2Y3+Yi=0.

Znajdz ich punkty osobliwe. Czy punkty osobliwe wygladajg osobliwie? Jesli nie, sprobuj podaé uzasad-
nienie tego faktu. Nanie$ na rysunek styczne w wybranym punkcie gladkim.

Zadanie 2. Przypomnij sobie (dwuwymiarowe) twierdzenie Taylora z analizy matematycznej, a nastepnie

polacz nastepujace obiekty.
1. Réwnanie przestrzeni stycznej do C'w punkcie (a, b).
2. Rozwiniecie Taylora F(X,Y’) w punkcie (a,b).

Pokaz, ze kazda krzywa ma tylko skoficzenie wiele punktéw osobliwych.

Forma stopnia m nazywamy wielomian G € k[X, Y], ktérego kazdy jednomian ma stopieni k (tutaj wielo-
miany stale traktujemy jako formy stopnia 0). Latwo zauwazy¢, ze kazdy wielomian F' € k[X, Y] stopnia n
jednoznacznie zapisuje sie jako suma F' = Fy + Fy + ... + F,, gdzie F; jest formg stopnia i dlai =0,...,n.
Czlonem wiodacym F (lokalna definicja) nazywamy pierwsza forme w ciagu Fy, F1, ..., F),, ktéra nie
jest réwna zero.

Zadanie 3. W punkcie osobliwym przestrzeni styczna jest caly plaszczyzng, co wyglada nienaturalnie, bo
na rysunku wida¢ kilka narzucajacych sie kandydatek na proste styczne w punktach osobliwych. Celem
tego zadania jest znalezienie tego ,prawidlowego” pojecia prostej stycznej w punkcie osobliwym.

1. Pokaz, ze zbi6r miejsc zerowych formy stopnia m jest sumg skoficzenie wielu (ilu?) prostych prze-
chodzacych przez zero.
2. Dla kazdej krzywej o réwnaniu F' = 0 z Zadania 1. nanie§ na rysunek zbiér zer cztonu wiodacego

F. Czy widzisz jaka$ prawidlowos¢?

3. Sprébuj zdefiniowaé pojecie ,krotnodci stycznosci prostej do krzywej” i wyznaczy¢ te krotnosci dla
krzywych i prostych z poprzedniego punktu.



