Funkcje tworzace i gdzie je
znalez¢

Poradnik dla zagubionych
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Wstep

Skrypt skiada sie z trzech czesci:

* W rozdzialach 1, 2 oraz 3 dowiemy sie, co to sa funkcje tworzace i
nauczymy sie podstawowych manipulacji nimi.

¢ W rozdziale 4 pomeczymy sie znajdowaniem funkcji tworzacych r6z-
nych ciagéw.

* W rozdziale 5 zastosujemy zdobyte umiejetnosci do odpowiadania na
rozne pytania o ciagi liczbowe.

W tekscie skryptu sa umieszczone w miare dokladnie oméwione Przykla-
dy, a takze Problemy do samodzielnego rozwiazania. Problemy sa zazwy-
czaj rozbite na drobne kroki i sa absolutnie obowiazkowe do wykonania
jesli kto$ chce opanowaé material. Tyczy sie to szczegdlnie rozdzialéw 4
oraz 5.

Na marginesach sq umieszczone dodatkowe zadania, ktére maja poméc w
oswojeniu sie z materialem, a takze wskazowki, dodatkowe komentarze
oraz bezowocne préby autora w byciu zabawnym.

Na koricu jest dostepna $ciaga z przydatnymi wzorami, do ktérej mozna

zaglada¢ w razie potrzeby. Zawiera ona w szczeg6lnosci wszystkie wzory,
ktére sa wyprowadzane w skrypcie.
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Moze i skrypt nie jest zabawny, ale
za to tez nie zostat napisany na
czas.



1 Funkcje tworzace

Niech (an) bedzie ciagiem liczbowym. Funkcja tworzaca ciagu (a,) nazy-
wamy szereg

(0.0
Zanx":ao+a1x+a2x2+....

n=0

s a

Przyklad 1: Ciag staly

ZnajdZzmy funkcje tworzaca f ciagu a,, = 2 (ciag staty). Z definicji

f(x) = ag+ arx + axx* + . ..
=24+ 2x+2x%+...

:2<1+x+x2+...>

—2.

gdzie po drodze skorzystaliSmy ze wzoru na sume szeregu geome-
trycznego 1+ O + 02 +. dla © =x.

o — ]_@

Powinno sie w tym miejscu zrodzi¢ krytyczne pytanie po co? Funkcja two-
rzaca na razie to w najlepszym razie fancy spos6b na przechowywanie wy-
raz6w ciagu. Zeby zobaczy¢ uzytecznosé¢ tego pojecia, bedziemy musieli
przejs¢ pewna droge, ktorej motyw przewodni jest nastepujacy:

Kazdy ciag (an) wyznacza swojq funkcje tworzaca i vice versa - majac da-
na funkcje tworzaca f(x) jakiego$ ciagu (an ), potrafimy ten ciag odtworzy¢.
W takim razie, dowolne pytanie dotyczace ciagu (a,) mozna (przynajmniej
w teorii) przettumaczy¢ na pytanie dotyczacego jego funkcji tworzacej f(x).
Mitym zrzadzeniem losu okazuje sie, Ze r6zne naturalne pytania na temat cia-
gow latwiej rozwiazac na poziomie funkcji tworzacych!

Nasz plan dzialania mozna przedstawi¢ nastepujaco:

Problem o (a,) Rozwiazanie problemu o (an)

f(x)=>_ anx™

algebra . .
Problem o f(x) ———— Rozwiazanie problemu o f(x)

W nastepnym rozdziale zajmiemy sie strzatka po lewej stronie tego diagra-
mu i nauczymy sie operowac na funkcjach tworzacych. Zobaczymy jak r6z-
ne operacje na ciagach ttumacza sie na odpowiadajace im funkcje tworza-
ce. Uzbrojeniu w te wiedze, przeliczymy kilka przykltadéw na znajdywanie
funkcji tworzacych, a nastepnie zastosujemy zdobyte umiejetnosci do roz-
wiazywania probleméw o ciagach.

rozwijanie w szereg potegowy

Komentarz dla
dociekliwych/pedantow/mnie:
Ten szereg jest “szeregiem
formalnym”, co znaczy Ze nie
koniecznie myslimy sobie o nim
jako o funkcji, tylko jak o pewnym
zapisie. Funkcja tworzaca ciagu
an = N jest szeregiem, ktory
zbiega (czyli ma sume) tylko dla
x = 0, ale nie przeszkadza nam to
operowac na jego funkcji tworzacej.

Potrafimy” jest pod warunkiem,
Ze potrafimy rozwijac funkcje w
szeregi potegowe...



2 Operacje na funkcjach tworzacych

2.1 Dodawanie i skalowanie

Latwo przeliczy¢, ze jesli f jest funkcja tworzaca ciagu (an), a g jest funkcja
tworzaca ciagu (by), to f + g jest funkcja tworzaca ciagu (an + by). Analo- Zadanie: Przelicz to!
gicznie, jesli c jest stata, to funkcja tworzaca ciagu (can) jest cf(x).

Zobaczmy co sie stanie, gdy zamiast cf(x) obliczymy f(cx):

f(ex) = ap+ aj(cex) + az(cx)2 + (13(07()3 +...
= ao + (car)x + (Fa)x® + (Saz)x® +... .

Widzimy, ze f(cx) jest funkcja tworzaca ciagu c™an.

Przyklad 2: Prosta suma

Wiemy, ze f(x) = % jest funkcja tworzaca ciagu a, = 2. W takim

razie, funkcja tworzaca ciagu b = 2 - 3™ jest f(3x) = 1_23X-

Problem 1: Plus i minus to jedyne co widze Zadanie dla 0s6b, ktdre nie
7 alos o T st funkci . R . . ztapaly nawiqzania: Odstuchacé
at6zmy, ze f(x) jest funkcja tworzaca ciagu (a,). Rozwazamy ciag wtworis ,Plus i minus” zespohu

(bn), ktérego wyrazy to ap, —aj, az, —az, as, . ... Kaliber 44.
1. Przekontempluj, ze b, = (—1)"a,. Zapamietaj na wiecznos¢, ze
(—1)™ mozna uzywac w taki sposob.
2. Jak wyglada funkcja tworzaca ciagu (bn)? Zapisz ja, uzywajac
f(x).

Problem 2: Sumy funkcji wykladniczych

1. Znajdz funkcje tworzace ciagéw a, = 2", b = (=5)"
2. Korzystajac z poprzedniego podpunktu, znajdz funkcje tworza- Wskazéwka: Jak sig ma 2™+ do
ca ciagu ¢y = 2™ 43 (—5)™ 2n?

3. Znajdz funkcje tworzaca ciagu 2,0,2,0,2,0, ... Wskazowka: uzyj (—1)", zeby
| zapisa¢ jawny wzér na ten cigg.

2.2 Przesuwanie indeksow

Zobaczmy, co sie stanie, gdy przemnozymy funkcje tworzaca przez x:
x-f(x) =x- <ao+a1x+azxz+a3x3+...>
= qpx + a1x2+ a2x3 +...
dla pelni szczescia dopiszmy zero
x-f(x) =0+ aox + arx? + ax> +. ..

W takim razie, xf(x) jest funkcja tworzaca ciagu (b, ) danego wzorem by = 0
oraz b, = an_j dlan > 1. Innymi stowy, przesuwamy ciag (a,) o jeden
indeks w prawo:

(a0/a1/a2/°°°) — (O/a()/a]/aZI"‘)
4



Co zrobi¢, jesli chcemy przesuna¢ indeksy w druga strone, czyli znalez¢
funkcje tworzaca ciagu cn = an41? Skoro mnozenie przez x przesuwa ciag
(an) w prawo, to pewnie zeby przesunaé w lewo nalezy podzieli¢ przez x...
Zobaczmy, czy tak rzeczywiscie jest:

1
-f(x) = <a0+a1x+a2xz+a3x3+...>

ao
=?+a1+azx+...

Przeszkadza nam czton %, wiec zgodnie z sowiecka metodologia - pozbadz-
my sie go
ap 1

a a f(x) —a
a1+azx+...:(—O+a1+azx+...>— —-f(x)—_ozu_
X X X X X

Morat: funkcja tworzaca ciagu b, = a,41 wyraza sie wzorem f(X)T_aO

Problem 3: Podwéjne przesuwanie
Niech (an) bedzie ciagiem o funkcji tworzacej f(x). Jak wyglada funk-
¢ja tworzaca ciagu (b,) danego wzorem b, = an4,?

2.3 Mnozenie i dzielenie przez n

Zobaczmy, co sie stanie, gdy zrézniczkujemy funkcje tworzaca:

/
f(x) = <ao +aix + axx® + azx® + .. )
—ay +2a,x + 3a3%° + ...
Widzimy, ze f’ jest funkcja tworzaca ciagu bn = (n + 1)an1;. Korzystajac

z przesuwania indekséw z poprzedniego podrozdzialu mozemy tez wydo-
by¢ z tego funkcje tworzaca ciagu ¢, = nan,, mianowicie xf "(%).

Skoro rézniczkowanie funkcji tworzacej odpowiada mnozeniu przez n, to

pewnie dzieleniu przez n odpowiada catkowanie... Tak rzeczywiscie jest.
Funkcja tworzaca ciagu b, = %Han jest dana wzorem

gdzie f(x) jest funkcja tworzaca ciagu (an).

Problem 4: Kwadraty i szeSciany

Korzystajac z przesuwania indekséw, wyprowadZ wzér na funkcje
tworzace ciagéw b, = n?an, cn = Nan oraz dn = n(n—1)an, w
zaleznosci od funkcji tworzacej ciagu (an).

2.4 Tloczyn szeregéw

Zal6zmy, ze f(x) oraz g(x) to funkcje tworzace odpowiednio (a) oraz (by).
Kontynuujac nasze krzysiowe eksperymenty, sprawdzmy co sie stanie, gdy

5

Zadanie: zweryfikuj, Ze wynik to

faktycznie xf'(x).

Zadanie bonusowe: przelicz, ze
tak rzeczywiscie jest.



wymnozymy f(x) i g(x):

W takim razie, f(x)g(x) jest funkcja tworzaca ciagu (c,) danego wzorem

ktéry moze wyglada troche egzotycznie, ale jak sie okaze za niedtugo, poja-

(ag+aix+...)-(bp+bix+...) =
= agbg + (agby + a;bg)x + (agbs + aiby + azby)x* + ...

Cn = Qobn + a1bp 1+ ...+ an_1b7 + anby,

wia sie w naturze...
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Problem 5: Funkcja tworzaca ciagu sum czesciowych
Niech f(x) bedzie funkcja tworzaca ciagu (an). Ustalmy stata d i roz-
wazamy ciag by, = d™.
1. Zapisz jawnie wzor na funkcje tworzaca g(x) ciagu (bn).
2. Funkcja tworzaca jakiego ciagu jest funkcja f(x)g(x) dla fi g zde-
finiowanych wyzej?
3. Korzystajac z poprzedniego podpunktu, wyprowadz wzoér na
funkcje tworzaca ciagu cn = ap + ...+ an.

Na wyktadzie z analizy mogto sig
to pojawi¢ pod hastem , mnoZenie
szeregow metodq Cauchy’ego” albo
innym podobnym.

...chociaz pewnie dla wigkszosci
jest wazniejsze, ze pojawic sie moze
na kolokwium.



3 Interludium: uogélniony symbol dwumianowy

Dla liczby rzeczywistej s i liczby naturalnej n definiujemy uogélniony symbol
dwumianowy jako

sy s-(s—=T1)-...-(s—=(n—1))
n n!

Jesli s jest liczba naturalna, to (151) zgadza sie z symbolem Newtona znanym
ze szkoty.

Przyklad 3: Jawny wzér dla s = %

Rozpiszmy czym konkretnie jest (:71)

()= £G=0- G

n n!
3 ()
nl
] ne11-3-...-(2n=3)
v (=1 n! '
Wyrazenie 1-3-...- (2n — 3) wyglada prawie jak silnia, wiec wymu-

Smy, zeby silnia sie pojawita:

1-2-3-...-2n—4) - (2n—3)

1-3-...-(2n—3) = 24, (2n—4)

B (2n—3)!

T 21N-22)-...-2-n=2)
_ (2n-3)!

2 (n =)l

Laczac to z poprzednimi obliczeniami otrzymujemy:

(%):(—1)“—1 (2n—=3)! (=T (2n-3)!

n v v 2(n—2)ml 222 (m—2)n!

Nie jest to zte, ale mozemy uzyska¢ bardziej estetyczny wzér. W tym

3 - (2n-3)!
celu zauwazmy, ze

=2yl wyglada prawie jak symbol dwumianowy

(Zn) _ (2n)! o a bi . ... .

) = 51, wiec wymusmy sobie pojawienie sie tego w powyzszym
wzorze:

(2n —3)! _(2n—3)!-(2n—2)-(2n—1)‘2n. m—1)-n
(n—2)In! n-m-2)!-m—=1)-n 2n—2)-2n—1)-2n

(2n)! nn-—1)

T nn! dnmn—1)(2n—1)

B 1 2n
C 4(2n-—1) (n>

co w polaczeniu z poprzednimi wzorami daje

N (= 1 n\ (=)' /2m
(n>_ 22n—2 .4(2n—1)<n)_4“(2n—1)(n)'
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Problem 6: Wybieranie n oséb z grupy —% 0s0b.

Rozpisz w podobny sposéb (:%)'

Uogo6lniony wspoélczynnik dwumianowy jest istotny, poniewaz pojawia sie

w rozwinieciu w szerego potegowy funkgji (1 + x)°, ktére wyglada tak:

(1+x)* = Z (Tsl)x“.

n=0

Problem 7: Rozwiniecie pierwiastka w szereg

1
Korzystajac z wyprowadzonych wzoréw na (inf) napisz wzory na
rozwiniecia w szereg potegowy funkgji v/1 +x, ﬁ Uzyj tych wzo-
1

réw do znalezienia rozwinie¢ funkeji /1 —4x oraz ——-.

Teraz jest doskonaly moment na spojrzenie na Sciage ze
wzorami na ostatniej stronie skryptu.

Po rozwiazaniu mozesz
skonsultowaé wynik z kartkq
wzordw na ostatniej stronie
skryptu.

Zadanie mocno bonusowe:
wyprowadzi¢ ten wzdr, korzystajqc
ze ,,wzoru”

flx) =Y 0o %x”.
Dlaczego ,wzoru” jest w
cudzystowie?

Przypominajka dla mocno
skaeowanyeh zmeczonych:
VItx=(1+x)2



4 Znajdowanie funkcji tworzacych

Przyklad 4: Rekurencja liniowa

Rozwazmy ciag (an) spetniajacy rekurencje
Gn42 = 9Ap4] — 6an

oraz warunki poczatkowe ay = 3, a; = 7. ChcielibySmy znaleZ¢ funk-
¢je tworzaca f(x) ciagu (an ), najlepiej bez znajdywania najpierw jaw-
nego (nierekurencyjnego) wzoru na ten ciag.

W tym celu wyznaczmy funkcje tworzaca ciagu b, = 5an41 — 6an
w zaleznosci od f(x). Wiemy, ze funkcja tworzaca ciagu anyi jest
f(x)—ag f(x)—3

—~ = ———, w takim razie funkcja tworzaca 5an 41 — 6an jest

f(x)—3

5. —6-f(x).
Z drugiej strony, by, = a,4, wiec funkcja tworzaca (bn) jest

f(x) —ap—ajx  f(x)—3—7x

x2 x2

W takim razie, poréwnujac oba wyniki, otrzymujemy zalezno$¢é

5. f(x)—3 6 f(x) = f(x) —23—7x
X X
czyli, po przeksztatceniach...
3—8x
i) e

Problem 8: Rekurencja liniowa v2
Wzorujac sie na powyzszym przykladzie, znajdZ funkcje tworzaca
ciagu (an) zadanego przez rekurencje

Qni2 = Ang1+3an

oraz warunki poczatkowe ap =1, a7 = 3.

Przyklad 5: Ciag Catalana

Ciag liczb Catalana (c) spetnia warunek cy = 1 oraz rekurencje
Chtl1 =Co-Cn+Ci-Ch1+...+Ch—1-C1+Cn-Cop.

Niech f(x) bedzie funkcja tworzaca ciagu (cy). Postaé rekurencji su-
geruje, zeby spojrzeé na iloczyn f(x) - f(x):

f(x)? = (co+c1x+c2x2+...) . (co+c1x+czxz+...>

Tutaj korzystamy z rozwigzania
Problemu 3.

...ktore nalezy wykonaé (zadanie!)



= c(z) +  (coci+cico)x + (coca4cic) +caco) xE +...
=C -+ c)x  + 03x2 +...
f(x) —co

=
W takim razie, oznaczajac y := f(x) i korzystajac z tego, ze ¢y = 1
dostajemy réwnosé

2_y—1
Y ==

co po uproszczeniu daje xy> —y + 1 = 0. To jest uczciwe réwnanie
kwadratowe na y i po szybkim A-owaniu dostajemy

1++/1—4x
Y=

Rozwiazanie ze znakiem + odrzucamy, bo taki y jest (jako funkcja

zmiennej x) malejacy, a skoro ciag (cn) jest dodatni, to jego funkcja
tworzaca jest rosnaca. W takim razie

1—/1—4x

e = 2x

Problem 9: Spicy rekurencja
Znajdz funkcje tworzaca f(x) ciagu (dn) speiniajacego rekurencje

Aoy =2"dg+ 2" "dy +... +2dn_ g + dn

oraz warunek poczatkowy dy = 2. Wskazéwka: znajdZ najpierw
funkcje g(x) (w postaci szeregu potegowego) taka, ze f(x)g(x) jest
funkcja tworzaca ciagu e, = 2"dg + 214 4+ ...+ 2d g + dn.
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Gdzie do tej pory w skrypcie

. . . . . f(x)—cp )
Po]ﬂuﬂh) Sig wyrazenie —x ¢

Wprowadzenie y to tylko sztuczka
psychologiczna.

Zadanie: Przekonaj samego siebie
o tym, Ze dodatnie ciqgi dajq
rosnqce funkcje tworzaqce.

Odruch Pawtowa do
wycwiczenia: jesli gdzies pojawia
sig suma postaci

n
> cos(k)ktos(n — k)
k=0

to dobrze jest popatrzec na iloczyn
funkcji tworzacych ciggéw cos(n)
oraz ktos(n)



5 Zastosowania

Problem 10: Rozwiazanie rekurencji liniowej Uprzedzajac marudnych: tak, to

Bedziemy chcieli znaleZ¢é jawny wzér na ciag z Przyktadu 4. mozna zrobic tez przy pomocy

1. Przypomnij sobie, ze kiedy$ na analizie meczono Cie rozkladem rownania Ch“r“k,tefy5t§/ cznego; ten

. : c - przyktad ma stuzy¢ gtéwnie
na utamki proste. Korzystajac z przywotanej z pamieci traumy, A .
p : 3-8x pocwiczeniu funkcji tworzacych.

rozwin funkcje === w szereg potegowy.
2. Korzystajac z rozwiazania poprzedniego podpunktu i definicji

funkgji potegowej, znajdz jawny wzoér na ciag z Przykladu 4.

Problem 11: Wzér na liczby Catalana
Naszym celem jest wyznaczenie jawnego wzoru na liczby Catalana
zdefiniowane w Przykfadzie 5.
1. Korzystajac ze swojego rozwiazania Problemu 7, rozwin funkcje
@ W szereg potegowy.
2. Przypomnij sobie co sie dzialo w Przykiadzie 5 oraz definicje
funkcji tworzacej. Uzywajac tego, znajdZ jawny wzor na ciag cn.

Problem 12: Dowodzenie tozsamosci v1
Bedziemy chcieli udowodni¢ tozsamosé () + (,5;) = (TS:J]) W tym
celu definiujemy ciagi bn = (31}) oraz cn = (£) + (,.54)
1. Znajdz funkcje tworzaca (b, ) oraz (cy).
2. Przypatrz sie uwaznie swojej odpowiedzi w poprzednim pod-
punkcie i zauwaz, ze (by) oraz (cn) maja te sama funkcje two-
rzaca. Wywnioskuj stad, ze by, = cq.

Problem 13: Dowodzenie tozsamosci v2
Bedziemy chcieli udowodni¢ tozsamos¢

> (65 =C)

Podobnie jak w poprzednim zadaniu, niech by, = 3 1 (}) () oraz

en = (1)
1. Zapisz

2. Uzywajac mnozenia szeregéw, znajdZ funkcje tworzaca ciagu
(bn). Wskazéwka: Najpierw bardzo dobrze przypatrz sie wzo-
rowi na ciag odpowiadajacy iloczynowi funkgji tworzacych. Ja-
kie funkcje trzeba wstawi¢, zeby otrzymaé¢ w wyniku sume
Z;::O (li) (nik)?

3. Poréwnaj wyniki z dwéch poprzednich podpunktéw i wywnio-
skuj, ze b = cq.
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SCIAGA

Uog6lniony symbol dwumianowy

(s) :s-(s—1)-...-(s—(n—1))

n n!

1

) ) > (=) /2n 1 (=)™ /2n
. (2 2) =
szczegOlne przypadki: (n) 1) < o ) oraz (n m

n

Przydatne szeregi

n\ .
1—40 :g(n>@

Operacje na ciagach vs. operacje na funkcjach tworzacych

Wz6r ciagu Funkcja tworzaca
an £ by f(x) £ g(x)
Can cf(x)
can f(cx)
an—1 xf(x)
On 1 MTiao
nan xf’(x)
w7 on 2 Jo fly)dy
anbo+ - -+ apbn f(x)g(x)

Kilka szczegélnych przypadkéw poprzedniej tabelki

Wzér ciagu Funkcja tworzaca
1
c" 1—cx
(—1)"an f(—x)
A+ aj+...+an 1)
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