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Wstep

Skrypt przeprowadza przez te wszystkie nieszczesne ,liczby z nazwiska-
mi”. Zadania sa bazowane na Lidcie 7, z pewnymi dodatkami oraz mody-
fikacjami. Material dotyczacy liczb Eulera nie jest i nie bedzie obecny w
skrypcie.

O formie skryptu

Osia skryptu sa Problemy do samodzielnego rozwiazania, poprzeplatane
krétkimi akapitami zawierajacymi niezbedne definicje. Problemy sa zazwy-
czaj rozbite na drobne kroki i sa absolutnie obowiazkowe do wykonania
jesli kto$ chce dobrze opanowac materiat.

Na marginesach sa umieszczone dodatkowe zadania, ktére maja poméc w
oswojeniu sie z materialem, a takze wskazowki, dodatkowe komentarze

oraz bezowocne préby autora w byciu zabawnym.

Na koricu jest umieszczona lista odpowiedzi i komentarzy do zadan, do
sprawdzenia poprawnosci swoich wynikéw po rozwiazaniu zadania.
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sugestie dodania listy odpowiedzi.



1 Liczby Stirling drugiego rodzaju

Niech n, k beda ustalonymi liczbami naturalnymi. Liczba Stirlinga drugie-
go rodzaju {}} to liczba podziatu n 0s6b na k niepustych, roztacznych dru-
Zyn.

Problem 1.1: Skrajne wartosci

Przeczytaj na glos definicje liczb Stirlinga dla k = 1 i zastanéw sie ile
wynosi {1} w tym przypadku. Powtorz tosamodlak =n, k =n —1
oraz k = 2.

Problem 1.2: Rekurencja i funkcja tworzaca

Oznaczmy pn = {3}, qn = {3}
1. Ile wynosi po, p1, 9o, q1, q2?
2. Korzystajac ze wzoru na pn wyznaczonego w poprzednim Pro-

blemie, znajdz funkcje tworzaca.

3. Sprébuj wyrazi¢ qn41 przy pomocy pn 0Oraz qn.

4. Korzystajac z rekurencji wyprowadzonej w poprzednim punk-
cie, znajdz funkcje tworzaca ciagu qn (w razie probleméw,
spojrz do poradnika o funkcjach tworzacych).

Problem 1.3: Bajka rekurencyjna

Uzasadnij, ze dlan > k zachodzi tozsamos¢

=)

Poréwnaj swoj wynik z Problemem 1.2.

Problem 1.4: Bajkopisarstwo

Udowodnij kombinatorycznie (tj. historyjka) nastepujaca tozsamosé¢

O

Przypomnienie co to historyjka: Wykombinuj jakas konfiguracje -
sadzanie n ludzi, dzielenie na grupy... - ktéra mozna zliczy¢ na
dwa sposoby, tak zeby jeden sposob dawat wynik k{}} a drugi

iy Rt}

Przypommeme jak to sie robilto: Czesto zrozumienie, co zliczaja poje-
dyncze wyrazy sumy pomaga wymys$li¢ scenariusz, ktéry nalezy zli-
czy¢. Dla ustalonego j, co zlicza (})? Co wtedy zlicza (}) i w kon-

sekwedji () {1" ~1}? Co w takim razie zlicza Y ;7 ot (5) {112 Czy
potrafisz to samo zliczy¢ inaczej, tak zeby wyszto k{} }?
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Zaczynamy od liczb Stirlinga
drugiego rodzaju, bo sq odrobing
tatwiejsze w obstudze, stqd ta
mickiewiczowska kolejnosé
rozdziatow.

Wskazowka do podpunktu 3:
Danych jest n 0s6b oraz Andrzej,
ktérych chcemy podzielié¢ na trzy
druzyny. Andrzej moze by¢ wlasng
druzyna, albo nie. Liczba
podziatow, gdzie Andrzej jest
samemu wynosi (227?). Jesli
Andrzej ma nie by¢ samemu, to
znaczy, ze pozostate n 0séb
dzielimy na 3 druzyny i ktérejs
podrzucamy Andrzeja.

W razie problemoéw: Pomysl
znowu o Andrzeju ze wskazdéwki
do Problemu 1.2. Podziel na
druzyny najpiew n 0s6b, a potem
zréb co$ z Andrzejem.

Odpowiedz najpierw na te pytania
bez martwienia sie o zakres j, a
dopiero potem pokiwaj glowaq, ze
sensowne wartosci j przebiegaja
taki, a nie inny dziki przedziat.



Problem 1.5: Funkcja tworzaca I

Dla ustalonego n, niech Qn(x) oznacza funkcje tworzaca ciagu
{511 {5} ... czyli wielomian

Wykaz, ze
Qn+1(x) =xQn(x) +xQq(x),
na przyklad korzystajac z Problemu 1.3.

Quiz: dlaczego wielomian?



2 Liczby Stirling pierwszego rodzaju

Liczba Stirlinga pierwszego rodzaju [}] to liczba podziatu n 0s6b na k nie-
pustych, rozlacznych cykli. Obrazowo, bierzemy grupe n oséb i kazemy im
usias¢ w roztacznych kéteczkach na trawie. W obrebie kétek jest wazne tyl-
ko, kto kogo ma po prawej/lewej. Ponizej niewatpliwej wartoéci artystycz-

nej rysunek przykladowego podziatu dlan = 10 oraz k = 4:
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Problem 2.1: Skrajne wartosci

Przeczytaj na glos definicje liczb Stirlinga pierwszego rodzaju dla k =

n i zastanéw sie ile wynosi [}] w tym przypadku. Powtérz to samo

dlak=n-—1.

Problem 2.2: Zabawa na okraglo

Wylicz [}], czyli na ile sposobéw mozemy usadzi¢ n os6b w jednym
kotku.

Problem 2.3: Bajka rekurencyjna II

Uzasadnij, ze dla n > k zachodzi tozsamo$¢

e R A

Poréwnaj swoj wynik z Problemem 1.2.

Problem 2.4: Kuzyn sumy z Problemu 1.4

Udowodnij kombinatorycznie nastepujaca tozsamosc¢

o)

j=1

Problem 2.5: Funkcja tworzaca II

Dla ustalonego n, niech Pn(x) oznacza funkcje tworzaca ciagu
5], [7], 5], - - - - Wykaz, ze Pry1(x) = (x +1)Pr(x).

Sprobuj sobie wyobrazi¢ jak moze
wygladaé n 0s6éb rozsadzonych w
n — 1 kétkach. Ile 0s6b mogaq liczyc¢
pojedyncze kotka?

Wskazéwka: Ustalmy n oséb, w
tym Andrzeja. Kaz Andrzejowi
wybraé osobe po jego lewej. Moze
to zrobi¢ na n — 1 sposobdéw. Teraz
wybranej osobie kaz wybraé osobeg
po jej lewej itd. itp.

W razie problemow: Spdjrz np.
na wskazowke do Problemu 1.2.
Znowu, rozsadZ najpierw n 0s6b w
kéteczkach, a potem zastanéw sie,
co zrobi¢ z Andrzejem.

Wskazéwka: Wzoruj si¢ na
swoim rozwiqzaniu Problemu 1.4.
Zauwaz, ze (j — 1)! jest liczbq
sposobéw, na ktére mozemy
ustalone j 0sob usadzi¢ w kotku

W razie trudnosci, spéjrz na
odpowiadajace zadanie o liczbach
Stirlinga drugiego rodzaju.



3 Liczby Bella

Liczba Bella b, to liczba podzialéw n 0s6b na niepuste, roztaczne druzyny.

Problem 3.1: Pierwsze kontakty

1. Policz na palcach (. wypisujac
bo, by, by, b3, b4 ... az Ci sie znudzi.

2. Przypomnij sobie co to byty liczby Stirling drugiego rodzaju.
Jaka jest réznica w stosunku do liczb Bella? Wywnioskuj, ze

ZE:O {Tﬁ} = bn.

wszystkie podziaty)

Problem 3.2: Rekurencja dzwonowa

Wykaz, ze bni1 = Y 1 (1) b
Sugestia: By¢ moze tatwiej bedzie Ci pokaza¢, ze bnig
Zl?:o (nik) by

Zanim przejdziemy do nastepnego zadania, potrzebujemy jednego dodat-
kowego pojecia. Pamietamy* pojecie funkcji tworzacej. Czasami zamiast
rozwaza¢ funkcje tworzaca ciagu (an) wygodniej jest rozwazy¢ funkcje two-
rzaca ciagu by := T% an. Wykladnicza funkcja tworzaca ciagu (an) nazywa-
my (zwyczajna) funkcje tworzaca ciagu (by ), czyli funkcje

o0
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n=0

On n

Al n!

Problem 3.3: Wprawka

Dojdz do wniosku, ze skoro wykladnicza funkcja tworzaca to funkcja
tworzaca lekko zmodyfikowanego ciagu, to nie ma co sie martwig¢, ze
trzeba sie czego$ nowego uczy¢. Nastepnie wylicz wyktadnicze funk-
cje tworzace nastepujacych ciagow:

1. a, =n!,

2. an = 1 (przy okazji odkryjesz etymologie nazwy ,wykladnicza

tunkcja tworzaca”),
3. an = Dy, = liczba nieporzadkéw w S;,.

Problem 3.4: Wykladnicza funkcja tworzaca ciagu liczb Bella

Niech B(x) bedzie wyktadnicza funkcja tworzaca ciagu liczb Bella. Po-
kaz, ze

B'(x) = e* - B(x)
i wylicz z tego B(x).

Wskazéwka: Wykorzystaj
Andrzeja, jak zwykle.

*Autor sig tudzi, Ze czytelnik
pamieta.

Uwaga: D, pojawilo sig liscie 3.
Tutaj wystarczy wiedziec, ze
Dn=nDy_1+ (—1)™oraz
Do=1.

Wskazéwka: Przypomnij sobie
rozwiniecie e* w szereg i jak sie
mnozy szeregi potegowe, a
nastepnie uzyj Problemu 3.2, Zeby
zwingé e* - B(x). Do wyliczena
B(x) oblicz pochodnq funkcji

In B(x) (w tej chwili wyglada to
jak wyciagniete z kapelusza, po
wyktadzie z réwnan rézniczkowych
bedzie to bardziej ludzkie).



4 Potegi kroczace

Dla liczby naturalnej n oraz liczby rzeczywistej x definujemy potegi kro-
czace jako

Wyrazenie x" czytamy np. jako iks do entej rosnacej, a x™ jako iks do entej
malejqcej.

Problem 4.1: Rozgrzewka

1. Wylicz 23 oraz 72.
2. Sprawdz (przez rozpisanie obu stron), ze (—x)2 = (—1)™x".
3. Zapisz symbol dwumianowy (*), korzystajac z poteg krocza-

cych.
Problem 4.2: Rachunek réznicowy Zauwaz, ze
.. K .k ] . flx+1) —f(x) = LD
Wylicz, ze (x + 1)* —x* = kx*=. Por6wnaj to ze wzorem na pochodna , o berl)=x
.-k wiee 0 wyrazeniu pOStﬂCl
funkeji x*. f(x + 1) — f(x) mozna mysle¢ jak o

~Ayskretnej pochodnej £”. Stad
nazwa ,,rachunek réznicowy”
(nawigzujaca do rachunku
Problem 4.3: Wyrazanie poteg przez potegi kroczace rozniczkowego).

1. Udowodnij tozsamo$é x™ = Y 1, [1]|x*. Korzystajac z punktu | Wskazéwka: Indukcja + Problem
drugiego Problemu 4.1 wyprowadz podobny wzér na x™. 2.3.

2. Udowodnij tozsamosé x™ = Y 1, {"}x¥. Co dostaniesz, gdy za | Wskazéwka: Indukcja + Problem

x podstawisz —x? 2.3 + Problem 4.2 + troche
rachunkow i wiara, ze wyjdzie.

\ J  Uwaga: Problem 4.3 mozna
rozwiqzaé na wiele sposobow,
powyzej jest wskazowka do
mozliwie najbardziej
chtopskorozumowego rozwigzania.




ODPOWIEDZI DO ZADAN

Problem 1.1: {1} = {1} = 1, { "} = (3),adlan > 2mamy {3} = ;(2"-2) = 2" 1.
Oczywiscie {5} = {}} = 0 (patrz tez: Problem 1.2, pierwszy podpunkt).
Problem 1.2:

1. Odrobine niezrecznie dzieli¢ 2 osoby na 3 druzyny bez naruszania integralnosci tkanek rze-

czonych 0s6b, stad oczywiscie po =p1 =qo =q1 =q2 =0.
2

[ S —
C(1=x)(1—2x)*
3. qn+1 = 3qn +Pn-
4 x
C (=) (1—2x)(1-3x) "

Problem 1.4: Dzielimy grupe n 0s6b na k druzyn, przy czym dodatkowo jedna druzyna zostaje
wyrdzniona.

Problem 2.1: [ =1,[ ",] = ().
Problem 2.2: [}] = (n—1)!.

Problem 2.3: Dzielimy n + 1 ludzi na k druzyn. Z jednej strony jest to {“F }. Z drugiej strony,
wybierzmy z tej grupy jedna osobe X. Liczba scenariuszy, w ktérych X jest w jednosobowej dru-
zynie, wynosi {,";} ; liczba pozostatych scenariuszy to k{} }.

Problem 2.4: Dzielimy grupe n 0s6b na k druzyn, przy czym dodatkowo jedna druzyna zostaje
wyrézniona.

Problem 3.1:
1. bp=1,b; =1,by =2,b3 =5, bs = 15. Jesli ktos na tyle sie nudzil, ze doliczyl, ze b5 = 52, to
moze lepiej poczytaé jakas ksiazke, moge poleci¢ kilka powiesci...
2. Liczby Stirlinga zliczaja liczbe podzialéw na ustalona liczbe druzyn, liczby Bella zliczaja
wszystkie podziaty.

Problem 3.2: Zeby podzieli¢ n + 1 0séb na druzyny, wyrézniamy osobe Y, a nastepnie:
1. ustalamy, ze w jej druzynie nie bedzie k oséb (wiec druzyna Y bedzie miata n — k oséb
pozaY),
2. dobieramy n —k osébdo Y,
3. pozostale k os6b dzielimy na druzyny.
Podliczajac wszystkie sposoby otrzymujemy zaleznos¢ bui1 =Y 1o (") bk = > 1o (¥)bx-
Problem 3.4: B(x) = ¢ .
Problem 4.1:
1.22=2-3-4=24, 72=7-6=42.
5. () =5
Problem 4.3:
Lox™ =31, [F (=1 Rk

2. xM =3 o R =T
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