Lista 2

Afiniczna geometria algebraiczna |

W zadaniach (o ile nie zaznaczono inaczej) k oznacza cialo algebraicznie domknigte. Rozwazamy
tylko pier§cienie przemienne z jedynka, a od homomorfizméw zadamy, zeby jedynki zachowywaty.

Zadanie 1. (Na rozgrzewkg) Rozwazmy odwzorowanie f: k — k* dane wzorem f(t) = (¢,¢%,¢%).
Pokaz, ze obraz f jest afinicznym zbiorem algebraicznym.

Radykatly

Przypomnijmy, ze jesli I < R jest idealem, to definiujemy radykat I jako

VI = {a € R| istnieje n € N takie, ze a” € I} ,

za$ ideat I nazywamy radykalny jedli 7 = V.

Zadanie 2. W tym zadaniu k jest dowolnym cialem. Niech R = k[X;,..., X, ] iniech f € R
bedzie niestatym wielomianem.

1. Pokaz, ze jesli f jest bezkwadratowy (tzn. w rozkladzie f na czynniki nierozktadalne kazdy

czynnik jest w pierwszej potedze), to ideal (f) jest radykalny.
2. Opisz radykat ideatu (f).

Zadanie 3. Pokaz, ze ideat I < R jest radykalny wtedy i tylko wtedy, gdy pierécien R/I jest
zredukowany tj. nie posiada niezerowych elementéw nilpotentnych.

Zadanie 4. Niech R = k[X,,...,X,] i niech I < R bedzie whsciwym idealem. Pokaz, ze /T
jest rtéwny przecieciu wszystkich idealtéw maksymalnych m <1 R zawierajacych I. Wskazdwka:
mys$l geometrycznie i pamietaj o Nullstellensatz.

Zadanie 5. Pokaz, ze radykat whasciwego ideatu I < R jest rtéwny przecieciu wszystkich ideatéw
pierwszych p < R zawierajacych I. Wskazdwka: Moze si¢ przydaé lemat Zorna.

Piericierr funkcji regularnych. Morfizmy

Niech V' C k™ bedzie afinicznym zbiorem algebraicznym. Funkcje f: V' — k nazywamy regu-
larng jedli istnieje wielomian F' € k[X, ..., X,] taki, ze f(a) = F(a) dla dowolnego a € V. Zbiér
wszystkich funkcji regularnych na V, ktéry oznaczamy przez O(V), jest w naturalny sposéb k-
algebry.

Zadanie 6. Niech V' C k" bedzie afinicznym zbiorem algebraicznym.
1. Udowodnij, ze O(V') jest izomorficzne jako k-algebra z k[ X, ..., X,]/ Zy.
2. Jak mozna geometrycznie zinterpretowa¢ homomorfizmy k-algebr O(V) — k?

3. Jak zobaczy¢ na poziomie O(V') nastepujace wiasnosci: nierozktadalnos¢ V, skoriczono$é V/,
V jest punktem?



Zadanie 7. Niech R bedzie piericieniem, I < R dowolnym idealem, a 7: R — R/I naturalnym
przeksztatceniem ilorazowym. Pokaz, ze ponizsza odpowiednio$¢ ideatéw jest bijekcja:

{ideaty J <t R/ 1} «— {idealy J < R takie, e J 2 I}
J — T <j>
w(J) <— J

Pokaz, ze w tej odpowiednioci ideaty pierwsze (odpowiednio: maksymalne, radykalne) odpowiadaja
ideatom pierwszym (odpowiednio: maksymalnym, radykalnym).

Zadanie 8. Niech V bedzie afinicznym zbiorem algebraicznym. Uzyj poprzedniego zadania,
zeby zinterpretowaé idealy pierScienia O(V') geometrycznie. Uzyj tej intepretacii, zeby zdefin-
iowa¢ wymiar V odnoszac sie jedynie do piericienia O(V).

Niech V' C k™, W C k™ bedg afinicznymi zbiorami algebraicznymi. Méwimy, ze f: V — W jest
morfizmem, jesli jest postaci
fla) = (fi(a),..., fn(a))
dla pewnych fi,.... f, € O(V). Jedli f: V — W jest morfizmem, to definiujemy odwzorowanie
[ O(W) = O(V) wzorem
flp)=wpof

dla ¢ € O(W). Odwzorowanie f* nazywamy homomorfizmem indukowanym przez f.

Zadanie 9. Zauwaz, ze definicja f* ma sens, tzn. ze faktycznie oo f € O(V) dlap € O(W), a
[* jest homomorfizmem k-algebr. Pokaz, ze przy utozsamieniu O(V') = k[X1, ..., X,]/ Zv odw-
zorowanie f* odpowiada homomorfizmowi k-algebr f: k[X1,. .., X,]/ Tw — k[X1,..., X,n]/ Ty
zadanemu przez

F(X;+Tw)=F +Ty
gdzie F; to dowolny wielomian reprezentujacy f; tzn. taki, ze f(a) = F(a) dla dowolnego a € V
(najpierw pokaz, ze f jest dobrze zdefiniowane).

Zadanie 10. Niech f: V — W bedzie morfizmem afinicznych zbioréw algebraicznych.
1. Pokaz, ze f ma gesty obraz wtedy i tylko wtedy, gdy f* jest roznowarto$ciowe.

2. Pokaz, ze f jest roznowarto$ciowe gdy f* jest ,na”, i ze odwrotne stwierdzenie nie zachodzi.

Zadanie 11. Nadaj sens nastepujacemu stwierdzeniu, a nastepnie je udowodnij: wybdr skoricze-
nie wielu generatoréw k-algebry O(V)) odpowiada zanurzeniu V' w przestrzeni afiniczna.

Zadanie 12. Niech V bedzie afinicznym zbiorem algebraicznym. Pokaz, ze O(V) jest zredukowany
(vide: Zadanie 3) skoriczenie generowang k-algebrg i ze kazda zredukowana skoriczenie gen-
erowana k-algebra jest izomorficzna z O(V') dla pewnego V.

Zadanie 13. (Kontynuacja Zadania 1) Wskaz przyklad morfizmu f: V. — W (gdzie V, W s3
afinicznymi zbiorami algebraicznymi), ktérego obraz nie jest domkniety Zariskiego. Zauwaz,
ze obraz f mozna przedstawi¢ jako sume skoriczenie wielu zbioréw postaci X \ Y, gdzie X, Y
s3 domkniete Zariskiego. Dla k = R wskaz przykfad morfizmu, ktérego obraz nie ma nawet tej
wlasnosci.



Zadanie 14. Niech V bedzie afinicznym zbiorem algebraicznym. Pokaz, ze nastepujace warunki
s3 rOwnowazne.

1. V jest niespdjne (jako przestrzeti topologiczna).

2. Istniejg f,g € O(V) takie, ze f2 = f,¢° =9, f9=0,f+g=1.
Sugestia: Dobrze zrozumie¢ czym (geometrycznie) powinny by¢ f i g, na przyklad zaczynajac
od rozwazenia sytuacji, gdy V' jest sumg dwdch rozlycznych prostych na plaszezyznie.
Krzywe planarne
Zadanie 15. Pokaz, ze plaszczyzna k? jest dwuwymiarowa, korzystajac z ponizszego planu.

1. Wskazujac stosowny taficuch, pokaz ze dim £* > 2.

2. Pokaz, ze jesli F, G € k[X, Y]\ k nie maja wspolnego (niestatego) dzielnika, to zbiér V' (F, G)
jest skoriczony.

3. Udowodnij, ze jesli pg C p1 C po jest faricuchem ideatéw pierwszych w k[ X, Y], to po = (0),
p1 jest generowany przez nierozkladalny wielomian, a p, jest maksymalny.

4. Wywnioskuj, ze dim k* = 2.

Krzywa planarng nazywamy domkniety podzbiér k?, ktérego kazda sktadowa ma wymiar 1.

Zadanie 16. Wywnioskuj z Zadania 15, ze krzywe planarne to dokladnie zbiory zer niestatych
wielomianéw f € k[X,Y]. Kiedy dwa niestale wielomiany f, g € k[X, Y] zadaja te same krzywe
planarne? Opisz sktadowe V(f).

Zadanie 17. Niech C = V(X? — Y3) C k? i niech f: k — k? bedzie morfizmem f(t) = (£3,¢?).
Sprawdz, ze obrazem f jest krzywa C. Pokaz, ze f jest bijektywnym morfizmem k — C, ktéry
nie jest izomorfizmem. Pokaz, ze f jest homeomorfizmem.



