Lista 3

Teoria modeli ciat algebraicznie domknietych

W zadaniach (o ile nie zaznaczono inaczej) k oznacza cialo algebraicznie domknigte charak-
terystyki zero, a pojecia typu, zbioru definiowalnego er cetera odnosza si¢ do teorii ACF 1i jej
modeli.

Ogo6lnosci o ACF

Zadanie 1. Pokaz, ze teoria ACF jest modelowo zupeha.

Zadanie 2. Zasada Lefschetza jest heurystyka méwiacy, ze kazde twierdzenie geometrii alge-
braicznej nad cialem C powinno zachodzi¢ we wszystkich ciatach algebraicznie domknietych, by¢
moze z wykluczeniem niektorych ciat matej charakterystyki. Celem tego zadania jest pokazanie
jednej zmozliwych formalizacji tej zasady. Niech ¢ bedzie zdaniem jezyka teorii piercieni. Pokaz,
ze nastepujace warunki s3 rbwnowazne.

1. ACF, = 6.
2. ACF, k= ¢ dla dostatecznie duzych p.
3. ACF, E ¢ dla nieskoticzenie wielu p.

Zauwaz, ze F, = ¢ mozna zastapié przez ACF, = ¢, a C |= ¢ mozna zastapi¢ przez ACF, = ¢.

Zadanie 3. Udowodnij nastepujacy fakt (zwany niekiedy twierdzenia Axa-Grothendiecka):
jesli f: C™ — C™ jest réznowartosciowym odwzorowaniem, to f jest bijekcja (!).

Zadanie 4. (Ciata i eliminacja kwantyfikatoréw)

1. Pokaz, ze w dowolnym ciele k (traktowanym jako L£,,,-struktura w standardowy sposéb)
konstruowalne podzbiory k™ s3 doktadnie zbiorami definiowalnymi przy pomocy formut
bez kwantyfikatoréw.

2. Udowodnij twierdzenie Chevalleya.
3. Wyjasnij slogan ,twierdzenie Chevalleya = eliminacja kwantyfikatoréw w ACF”.

4. Podaj przyktad ciata, ktérego L,,~teoria k nie eliminuje kwantyfikatoréw (w szczegélnosci,
naiwne sformulowanie twierdzenia Chevalleya nie zachodzi w k).

5. (%) Pokaz, ze nieskoriczone cialo dopuszczajace eliminacje kwantyfikatoréw w L, jest al-
gebraicznie domkniete. Ostrzezenie: Istnieje ryzyko, ze to zadanie jest niewykonalne przy
pomocy narzedzi, ktdre pojawily sie dotychczas na wykladzie. Za jakis czas (po oméwieniu
teorii w-stabilnych) bedzie za to w stanie udowodni¢ ogélniejsze stwierdzenie.

Zadanie 5. Pokaz, ze zbior definiowalny V ma wymiar > n + 1 wtedy i tylko wtedy gdy istniejg
rozlyczne zbiory definiowalne Vi, V5, ... C V, kazdy o wymiarze > n.



Typy w ACF
Zadanie 6. Niech V, T C k™ bedg ko-rozmaito$ciami takimi, ze pyx, = pwi,. Pokaz, ze V = W.

Zadanie 7. Niech a € k™ i niech p = tp(a/ko). Z wykladu wiemy, ze istnieje ky-rozmaito$¢ V/
taka, ze p = pyx,. Opisz V wprost, tzn. odwotujgc sie wprost do punktu a.

Zadanie 8. Opisz topologie Stone’a na przestrzeni typdw S, (k). Jaki jest zwigzek tej topologii z
geometrig?

Zadanie 9. Pokaz, ze wymiar typu p € S, (ko) jest rtéwny najwiekszej liczbie k, dla ktdrej istnieje
taricuch typéw zupetnych py C p1 C ... C p,, gdzie py = p oraz dla kazdegoi = 0,...,m — 1
rozszerzenie p; C p;41 forkuje.

Walka z urojeniami

Zadanie 10. Zalézmy, ze T jest teorig zupetng. Pokaz, ze T" eliminuje elementy urojone wtedy i
tylko wtedy, gdy pewien model T" eliminuje elementy urojone.

Zadanie 11. Ustalmy liczbe naturalng n. Pokaz, ze w dowolnej strukturze M mozna traktowaé
zbiory mocy n jako klasy réwnowaznosci pewnej definiowalne;j relacji réwnowaznosci E,, na M™.
W sytuacji gdy M = ACF podaj przepis na wyeliminowanie E, tzn. znajdz definiowalng funkcje
[ M™ — MPF, keorej wiokna to dokladnie klasy réownowaznosci E.

Zadanie 12. Niech £ bedzie jezykiem, niech T bedzie £-teorig i zal6zmy, ze £ posiada przyna-
jmniej dwa symbole statych ¢y, ¢, takie, ze T' |= ¢ # co. Pokaz, ze T' eliminuje elementy urojone
wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy zbiér definiowalny w (modelu teorii) 7" posiada kod.

Zadanie 13. (Dobry powdd, Zeby eliminowaé elementy urojone) Wprowadzmy nastepujaca lokalng
definicje: méwimy, ze T' definiuje cigcia jesli kazda definiowalna surjekcja f: X — Y posiada
cigcie, tj. istnieje definiowalne odwzorowanie g: Y — X takie, ze f o g = idy.!

1. Pokaz, ze jesli T definiuje ciecia, to T' eliminuje elementy urojone.

2. Pokaz, ze ACF nie definiuje cig¢ (w szczegdlnosci, twierdzenie odwrotne do podpunkeu 1.
nie zachodzi).

Zadanie 14. Niech T bedzie £-teorig i niech M bedzie w-nasyconym modelem 7. Ustalmy zbiér
definiowalny X w M i krotke ¢ € M. Udowodnij, ze nastepujace warunki s3 réwnowazne.

1. ¢ jest kanonicznym parametrem X

2. Istnieje L-formula ¢(z,y) taka, ze X = ¢(M, ) oraz dla dowolnego @ # ¢ zachodzi X =
H(M.,T).

Zadanie 15. Niech V bedzie afinicznym zbiorem algebraicznym.

1. Niech K C L C M wiezg cial. Pokaz, ze je$li M jest skoficzenie generowanym rozszerze-
niem K, to L tez jest skoriczenie generowanym rozszerzeniem K.

2. Pokaz wprost (tzn. bez odwolywania sie do jawnej konstrukeiji ky), ze cialo definicji V jest
skoriczenie generowanym rozszerzeniem Q.

Zadanie 16. Pokaz, ze kazdy zbiér definiowalny w ACF, posiada kod.

!Teoria ciala uporzadkowanego R definiuje cigcia. Ogélniej: teorie o-minimalne definiujg cigcia.



