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Instrukcja korzystania z poradnika
Poradnik ciagle w budowie...

Oto poradnik samopomocy topologicznej dla wszystkich biednych dusz,
ktore nie potrafia zaprzyjazni¢ sie z pojeciem przestrzeni topologiczne;.
Poza krétkim przypomnieniem kilku definicji poradnik sktada sie z sa-
mych zadan, ktére maja pomoc przetamac bariere mézg-topologia. Zada-
nia sa rozpisane na drobne fragmenty, z ktérych spora czes¢ jest naprawde
trywialna (np. wynika bezposrednio z definicji, bez zadnych przeksztat-
cen itd.). Celem zadan nie jest trudnos¢, tylko wymuszenie bardzo do-
kladnego spojrzenia na obiekty, ktérymi sie zajmujemy. W szczego6l-
nosci, zadania zaczynaja sie od najprostszych przykltadéw, ktére mozna
rozwazy¢ na palcach, i na ktérych mozna przetestowac wszystkie pozna-
wane definicje.

W rozdziale 1 szybko przypominamy najwazniejsze definicje z wykla-
du. Z racji, ze to jest streszczenie i poradnik, akcja dzieje sie szybko i bez
przykladéw - przyklady beda w zadaniach. Swiadomie ignoruje prze-
strzenie metryczne i skupiam sie na rozterkach czysto topologicznych.

W rozdziale 2 analizujemy doglebnie (ew. mozolnie) najmniej skompliko-
wane przestrzenie topologiczne i testujemy na nich wszystkie definicje z
poprzedniego rozdziatu.

Rozdziat 3 ma pomodc zaprzyjaznic sie z pojeciem wnetrza i domkniecia.
Zawiera tez kilka przydatnych ogdélnych wlasnosci, ktére moga sie przy-
da¢ w ciagu calego semestru.

Poza zadaniami zawartymi w gtéwnym tekscie sa tez dodatkowe komen-
tarze na marginesach, ktére zawieraja wskazéwki, ostrzezenia albo inne
wartosciowe wyjasnienia.

Kilka rad przy rozwiazywaniu zadan

Upewnij sie, ze rozumiesz wszystkie stowa z polecenia. Jesli nie znasz
ktéregos stowa, odszukaj jego definicje i ja zapisz na kartce. Nie odpo-
wiadaj na pytania, ktérych treci nie rozumiesz w petni - takim sposobem
mozna nabawi¢ sie probleméw tak w matematyce jak i w zyciu.

Dzialaj. Jesli masz sprawdzi¢, ze A spelnia P to weZ definicje P i za-
pisz, co to znaczyloby, ze A ja spetnia. Kombinuj, uzywaj zalozen, zobacz
jak sie maja do tezy. W razie probleméw, zastanéw sie, czy na pewno
rozumiesz wszystkie stowa dookota Ciebie i w razie potrzeby wré¢ do
wczeéniejszej rady.

R6b rysunki i diagramy. Topologia to nauka o przestrzeniach i ich cia-
glych przeksztatceniach. Wizualizuj sobie to co sie dzieje. W przecietnym
dowodzie topologicznym pojawia sie przynajmniej kilka zbioréw i punk-
tow, ktore w jakis konkretny sposéb sie przecinaja/omijaja. Rysuj plamki
oznaczajace zbiory, nano$ punkty, rysuj niektére rzeczy przerywana li-
nia. Jesli czujesz sie fancy, uzywaj koloréw. Rysunek ma by¢ Twoim oso-
bistym i ma Ci poméc zrozumieé, co sie dzieje w zadaniu.
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OstrzeZenie: autor kfamie - na
marginesach umieszcza tez
niekiedy swojej watpliwej jakosci
zarty.



1 Garsé definicji i slangu z wykladu

Przestrzen topologiczna to niepusty zbiér X wraz z wyrézniona rodzina
T ztozona z podzbioréw X, ktora spelnia warunki:

1. X oraz @ nalezado 7T,

2. Jesli A oraz B naleza do 7T, to réwniez A N B nalezy do 7,

3. Jesli A C T jest dowolna rodzina zbioréw otwartych, suma J A

nalezy do 7.

Rodzine 7 nazywamy topologia, a jej elementy zbiorami otwartymi prze-
strzeni (X, 7).

Na potrzeby nastepnych kilku definicji ustalmy przestrzeri topologicz-
na (X, 7). Bedziemy w notacji i mowie zazwyczaj pomija¢ 7 i méwic
po prostu o ,przestrzeni topologicznej X”, ,otwartych podzbiorach X" i
tak dalej, o ile wiadomo, jaka topologie na X rozwazamy. Zbiér A C X
nazywamy domknietym jesli jego dopelnienie X \ A jest otwarty. Jesli
zbidr jest jednoczesdnie otwarty i domkniety, to méwimy, ze jest otwarto-
domkniety. Jedli a € X i U jest zbiorem otwartym takim, ze a € U, to
mowimy, ze U jest otoczeniem a.

Typowy podzbiér A C X zazwyczaj nie jest ani otwarty, ani domkniety.
Okazuje sie za to (i udowodnimy to pdZniej), ze zawsze istnieje najwiekszy
zbior otwarty zawarty w A - nazywamy go wnetrzem zbioru A i ozna-
czamy Int A. Analogicznie, zawsze istnieje najmniejszy zbiér domknie-
ty zawierajacy A - nazywamy go domknieciem zbioru A i oznaczamy
przez A.

Niech X i Y beda przestrzeniami topologicznymi. Méwimy, ze funkcja
f: X — Y jest ciagla jesli dla dowolnego zbioru otwartego U C Y jego
przeciwobraz f~'[U] C X jest otwartym podzbiorem X. Funkcje f: X — Y
nazywamy homeomorfizmem jesli jest ciagla bijekcja i funkcja odwrotna
1Y = Xtez jest ciagla. Jesli miedzy X i Y istnieje homeomorfizm, to
moéwimy, ze X i Y sa homeomorficzne.

Niech xg,...,%Xn,... € X bedzie ciagiem punktéw przestrzeni X i niech
a € X. Méwimy, ze ciag (xn) jest zbiezny do a jesli dla dowolnego
otoczenia U punktu a prawie wszystkie wyrazy ciagu (x,) naleza do U.
,Prawie wszystkie” znaczy tu to samo co na Analizie I/1: istnieje n ta-
kie, ze dla kazdego n > ng zachodzi x,, € U.

Niech B bedzie rodzina zbioréw otwartych. Méwimy, ze B jest baza prze-
strzeni X, jesli dowolny otwarty podzbiér U C X mozna zapisaé jako
sume pewnej podrodziny By C B. Pora na odrobine slangu: jesli ma-
my ustalong jaka$ baze przestrzeni X to czesto nazywamy zbiory U € B
zbiorami bazowymi; na tej samej zasadzie, jeS§lia € Uoraz U € B, to U
nazywamy otoczeniem bazowym punktu a.

Dla 0s6b wolgcych sumy
indeksowane: jesli A = {A;: 1 € I}
jest dowolnq rodzing zbiordéw
nalezacych do T, to réwniez

Uier Ai € T.

Quiz: Co warunki 1-3 z definicji
topologii méwia o zbiorach
dombknigtych?

Quiz: jakie dwa zbiory sq
otwarto-domkniete w dowolnej
przestrzeni topologicznej?

Powtorka z WdM: B to
najwigkszy zbiér o whasnosci O
znaczy ,, B ma wtasnos¢ Q oraz
jesli C jest dowolnym zbiorem o
wlasnosci O, to C C B”.

Slang: przestrzenie
homeomorficzne sq nierozréznialne
dla topologa.

Ostrzezenie: ciqg moze mie¢
wigcej niz jednq granice! Za
niedtugo poznamy taki przyktad.

Ostrzezenie: To pojecie ma
doktadnie zero zwiqzku z pojeciem
bazy przestrzeni liniowej.



2 Pierwszy kontakt z przestrzeniami topologicz-

nymi

Problem 1: Skrajnos$ci

Na kazdym niepustym zbiorze X mozemy okresli¢ dwie ,ekstre-
malne” topologie:

* topologie dyskretna 74 = P (X) (rodzina wszystkich pod-
zbiorow X),

* topologie antydyskretna 7 .4 = {X, D}

Zamiast méwic ,przestrzen (X, T 43)” mowi sie po prostu ,X z to-
pologia dyskretna” i analogicznie dla topologii antydyskretne;.

W ponizszych zadaniach X jest dowolnym ustalonym niepustym
zbiorem. Bedziemy chcieli zbada¢ wtasnosci topologii dyskretnej i
antydyskretnej (w szczeg6lnosci, kazdy z podpunktéw 2 do 4 to
dwa osobne ¢wiczenia).

1. Opisz, jak wygladaja zbiory domkniete w przestrzeni X z to-
pologia (anty)dyskretna.

2. Niech A C X bedzie dowolnym zbiorem. Opisz jak wyglada
domkniecie i wnetrze zbioru A w przestrzeni X z topologia
(anty)dyskretna.

3. Kiedy ciag (xn) punktéw X jest zbiezny w topologii (an-
ty)dyskretnej? Czy zawsze istnieje co najwyzej jedna granica?
Czy istnieja ciagi bez granicy?

4. Wskaz baze przestrzeni X. Czy potrafisz wskaza¢ inna?

Problem 2: Najprostsza nietrywialna przestrzen

W ponizszych zadaniach zbiér X sklada sie z dwéch réznych ele-
mentoéw a oraz b.

1. Ilejest topologii na zbiorze X, ktére nie sa topologia dyskretna
ani antydyskretna? Wypisz wszystkie. Zréb rysunek.

2. Wybierz dwie rézne topologie 71,7 jak w podpunkcie 1.
Niech X oznacza X z topologia 71, a X; oznacza X z topo-
logia 7,. Wypisz wszystkie funkcje f: X; — X; a nastepnie
sprawdz, ktdre z nich sa ciagle. Ktére z nich sa homeomorfi-
zmami?

3. Przestrzen X z topologia {®,{a}, X} nazywa sie czasem prze-
strzenia Sierpinskiego. Zrob rysunek. Opisz ciagi zbiezne w
tej przestrzeni oraz operacje domkniecia i wnetrza w tej prze-
strzeni.

4. Znajdz wszystkie homeomorfizmy przestrzeni Sierpifiskiego
w siebie.

Zauwaz, ze kazda topologia T na X
spetnia warunek Tqq €T C Tqa
(to uzasadnia uzycie wyrazenia
ekstremalne topologie”).

Na razie wnetrze nalezy rozumie¢
(zgodnie z definicjq z poprzedniej
strony) jako ,najwiekszy zbidr
otwarty zawierajqcy A” - w takim
razie, zeby je wyznaczyé, nalezy
najpierw wyznaczy¢ wszystkie
zbiory otwarte zawierajqce A;
analogicznie dla domknigcia. W
nastgpnym podrozdziale poznamy
efektywniejsze metody
wyznaczania domkniecia i
wnetrza.



3 Wnetrze i domkniecie

Problem 3: Wnetrze istnieje, yay!

Niech X bedzie przestrzenia topologiczna i niech A C X. Chce-
my pokazaé, ze wnetrze A jest dobrze zdefiniowane tzn. ze istnieje
najwiekszy zbiér otwarty zawarty w A. Pokazemy nawet co$ kon-
kretniejszego, mianowicie ze wnetrze to dokladnie

IntA = U {U: U jest zbiorem otwartym oraz U C A} (&)

Dowéd przeprowadzimy w kilku krokach.

1. Niech A := {U: Ujest zbiorem otwartym oraz U C A}. Po-
kaz, ze | J A jest zbiorem otwartym.

2. Pokaz, ze jesli U jest zbiorem otwartym zawartym w A, to
ucyaA

3. Wywnioskuj, ze wnetrze zbioru A jest dobrze zdefiniowane i
zachodzi wzor (&).

4. Sformutuj i udowodnij odpowiedniki powyzszych faktéw
dla domkniecia. W szczegélnosci, zapisz wzoér analogiczny
do (&) opisujacy A.

Problem 4: Kilka przydatnych wlasnos$ci

Niech X bedzie przestrzenia topologiczna i niech A C X. W poniz-
szych zadaniach zrobienie rysunku do kazdego podpunktu i do-
wodu jest absolutnie koniecznie i ucieczka od tego jest niewyba-
czalna.
1. Pokaz, ze x € Int A wtedy i tylko wtedy, istnieje otoczenie U
punktu x, ktore jest zawarte w A.
2. Dualnie, pokaz, ze x € A wtedy i tylko wtedy, gdy dowolne
otwarte otoczenie U punktu x przecina zbiér A, tj. UNA # @.
3. Korzystajac z powyzszych podpunktéw, pokaz, ze zachodzi
wzér X\ IntA = X\ A.
4. Udowodnij wzor z poprzedniego podpunktu, tym razem ko-
rzystajac ze wzoru (é) ijego odpowiednika dla domkniecia.
5. Pokaz (np. korzystajac z podpunktu 1.), ze dla dowolnych
A,B C X zachodzi Int (AN B) = IntA N IntB.
6. Sformuluj i udowodnij podobna wtasnos¢ dla domkniecia.

Problem 5: Wyznaczanie wnetrza i domkniecia przy pomocy bazy

Zal6zmy, ze B jest baza przestrzeni X. Niech A C X bedzie
dowolnym podzbiorem X. W ponizszych zadaniach przed przy-
stapieniem do rozwiazywania zapisz tre$¢ polecenia bez uzycia
slangu, np. symbolicznie.
1. Pokaz, ze x € Int A wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje otocze-
nie bazowe x zawarte w A.
2. Pokaz, ze x € A wtedy i tylko wtedy, kazde otoczenie bazowe
X przecina zbiér A.

Niepotrzebna uwaga: ,, dualnie”
to seksowniejsze ,analogicznie”
uzywane przez matematykéw w
sytuacji, gdy jakies dwie sytuacje
sa swoimi lustrzanymi odbiciami.
Tutaj po jednej stronie lustra sq
zbiory otwarte, po drugie sq zbiory
domkniete, a samo lustro to
operacja dopetnienia.

Powtérka z WdM.: istniejq prawa
de Morgana.

Ostrzezenie: na 0g6t Int (A U B)
to nie to samo co Int AU IntB -
pozniej zobaczymy konkretny
przyktad.



Tu kiedys bedzie o zwartosci, aksjomatach oddzielania i
osrodkowosci...



4 Spodjnosé

Moéwimy, ze przestrzen X jest spdjna, jesli nie mozna zapisaé jej w postaci
X = A UB, gdzie A, B sa otwarte, roztaczne i nietrywialne (czyli r6zne od
X i Q). Jesli przestrzenr X jest niespdjna, to zapisanie X jako sumy X =
A UB dla A, B jak wyzej bedziemy nazywac¢ rozkladem X. Nie jest to
standardowa terminologia, bedziemy jej uzywa¢ dla wygody, zeby nie
pisac ciagle ,,otwarte, roztaczne (...)".

Intuicyjnie, przestrzen jest niespdjna jesli mozna jq roztozy¢ na dwa od-
dzielne kawatki.

Problem 6: Niespdjna rozgrzewka

Niech X bedzie przestrzenia topologiczna.

1. Pokaz, ze jesli X = A U B jest rozkladem X, to A oraz B sa tez
domkniete.

2. Pokaz, ze jesli w X istnieje nietrywialny zbiér otwarto-
domkniety, to X jest niespdjna.

3. Wywnioskuj z poprzednich punktéw, ze przestrzen X jest
spojna wtedy i tylko wtedy, gdy nie zawiera w sobie nietry-
wialnych zbioréw otwarto-domknietych.

4. Korzystajac z poprzednich punktéw udowodnij, ze prze-
strzenr X jest spdjna wtedy i tylko wtedy, gdy jedyna funkcja
ciagla f: X — {0, 1} sa funkcje state (gdzie na {0, 1} bierzemy
topologie dyskretna).

Problem 7: Odcinek jest sp6jny

Chcemy pokaza¢, ze odcinek [0, 1] z topologia euklidesowaq jest
przestrzenia spéjna. Zatézmy, ze tak nie jest i niech [0,1] = AUB
bedzie rozkladem [0, 1]. WeZmy a € A,b € B i bez straty ogélnosci
zalézmy, ze a < b.
1. Zauwaz, ze zbiory A, B sa tez domkniete (patrz: poprzednie
zadanie).
2. Rozwaz liczbe ¢ = sup {x: [a,x) C A}. Korzystajac z poprzed-
niego punktu pokaz, ze ¢ € A.
3. Zauwaz, ze skoro A jest otwarty oraz ¢ € A to istnieje ¢ > 0
taki, ze (c —¢,c+¢) C A. Zréb rysunek i dojdZz do sprzecz-
nodci z definicja ¢ (gdzie lezy b?).

Przestrzen X jest drogowo spdjna, jesli dowolne dwa punkty a,b € X
mozna polaczy¢ droga, tj. istnieje funkcja ciagta v: [0,1] — X taka, Ze
v(0) = aorazy(1) =b.

Problem 8: This just in: Drogowo spdjne przestrzeni sq spéjne

Zat6zmy, ze X jest przestrzenia drogowa spodjna. Pokaz, ze X jest
przestrzenia spdjna. Wskazéwka: Zalozmy, Ze tak nie jest i niech
X = A U B bedzie rozkladem X. WeZ a € A oraz b € B i polacz je
droga y: [0, 1] — X. Co mozesz powiedzie¢ o zbiorach A’ = v~ 1A]

*Bedziemy jej uzywaé, poniewaz
autor jest leniwy.

Tautologicznawe zadanie:
Zauwaz, ze jesli X = A U B jest
rozkfadem X, to zbiory A, B mozna
oddzieli¢ zbiorami otwartymi. W
takim razie, A, B sq faktycznie
,odddzielnymi kawatkami X” w
sensie topologii.

Przypuszczalnie udowodnisz
wigcej, mianowicie ze rozktady X
odpowiadajq doktadnie zbiorom
otwarto-domknigtym w X.

Oczywiscie gdyby odcinek nie byt
spojny nalezatoby uznaé, ze
topolodzy sq pijani albo niespetna
roZUMIU.

Rysunek!

Jesli nie miatas/es takiego odruchu,
to zrob rysunek.



oraz A’ = vy '[B]? Pamietaj, ze juz dzielnie udowodnitas/es, ze
[0, 1] jest przestrzenia spdjna.




